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Présentation de la Collection

Mathématiques pour le deuxiéme cycle

Cette collection se propose de mettre a la disposition des étudiants de licence et
de maitrise de mathématiques des ouvrages couvrant ’essentiel des programmes
actuels des universités 'frangaises. Certains de ces ouvrages pourront étre utiles
aussi aux étudiants qui préparent le CAPES ou D’agrégation, ainsi qu’aux éléves
des grandes écoles.

Nous avons voulu rendre ces livres accessibles a tous : les sujets traités sont
présentés de maniére simple et progressive, tout en respectant scrupuleusement
la rigueur mathématique. Chaque volume comporte un exposé du cours avec des
démonstrations détaillées de tous les résultats essentiels, et de nombreux exercices
avec leurs solutions.

Les auteurs de ces ouvrages ont tous une grande expérience de ’enseignement des

mathématiques au niveau supérieur.

L’Analyse fonctionnelle est une branche maitresse des mathématiques, qui traite
des propriétés topologiques et métriques des espaces de fonctions. Elle joue un
réle central dans des domaines aussi divers que variés : équations différentielles,
équations aux dérivées partielles, groupes de Lie et leurs représentations, ...
Le Professeur El Kacimi Alacui en présente dans cet ouvrage les éléments de
base et en développe des applications aux équations diﬂ'éfentie]]es. La théorie de
lintégration, outil indispensable de I’analyse fonctionnelle, est également intro-
duite. Ce livre permettra au lecteur d’en revoir les principaux théorémes sous
une forme adaptée aux besoins de I’analyse fonctionnelle et d’aller au dela, vers
certaines de leurs applications concrétes.

Charles—Michel Marle Philippe Pilibossian
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AVANT-PROPOS

L’analyse fonctionnelle est un théme central dans beaucoup de branches des
mathématiques : équations aux dérivées partielles, analyse complexe, analyse
globale sur les variétés, géométrie différentielle... Son objet est 1’étude, sous
divers aspects et en particulier I’aspect topologique, des espaces fonctionnels
E = F(Y,K) et de leurs opérateurs (K est le corps R ou C). Si I’ensemble Y
est fini, 'espace F est de dimension finie. Toutes les topologies raisonnables
(séparées et rendant continues les opérations somme et multiplication par un
scalaire) qu’on peut y définir sont alors les mémes et n’importe quel opérateur
sur E est continu. Sur de tels espaces on peut donc se donner la liberté de
choisir la fagon la plus simple et la plus maniable pour définir sa topologie.
Lorsque Y est infini ’espace vectoriel E peut étre “trés grand” et la situation
peut devenir plus complexe. Mais, en général, on se limite & un sous-espace
vectoriel strict de E ; d’abord parce qu’on n’a pas besoin de tous les éléments
de E, ensuite parce qu’on ne sait pas toujours définir des topologies utiles sur £
tout entier. En pratique Y est un espace topologique ou un espace mesuré et les
fonctions qu’on considére sur Y sont au moins continues ou mesurables. Si Y est
dénombrable, E est I’espace des suites (réelles ou complexes). On sait alors que,
si on le munit de la topologie discréte, toute fonction (i.e. une suite) Y — K est
continue. Mais méme dans ce cas il faut encore prendre des suites particulieres
pour tomber sur des espaces intéressants ! (par exemple les suites bornées, nulles
4 l'infini, de puissance p®™® sommable...). Lorsque Y n’est plus dénombrable tout
se complique encore plus. Sur Y lui-méme il faut déja une structure topologique
assez bonne. Heureusement la plupart des problémes font appel & des fonctions
(mesurables, continues, différentiables, analytiques...) sur un ouvert de R™ ou
C". Cela permet de définir toute une gamme d’espaces fonctionnels munis de
topologies compatibles avec la structure vectorielle ; beaucoup d’entre elles sont
définies par des métriques invariantes par translation.

Ce sont ces objets qu'on se propose d’étudier de fagon élémentaire dans
ce cours destiné aux étudiants de Maitrise de mathématiques. Le chapitre
préliminaire est un rappel des notions de base en topologie comprenant trois
théorémes importants : P’existence et I'unicité d’un point fixe pour une applica-
tion contractante, le théoréeme de Baire et le théoréme d’Ascoli. Dans le chapitre
I on introduit la notion d’algébre de Boole et celle de tribu ou o-algébre. En-
suite on définit les fonctions mesurables et on donne leurs propriétés essentielles.
Le chapitre II introduit la notion de mesure sur une tribu et certaines de ses
propriétés. On démontre le théoreme de prolongement d’une mesure & la tribu
engendrée par une semi-algebre de Boole et on 1’utilise pour construire la mesure
produit sur un produit fini d’espaces mesurés ainsi que la mesure de Lebesgue
sur R. On termine par la notion de propriété vérifiée presque partout fondamen-
tale en analyse. Dans le chapitre III on définit 'intégrale au sens de Lebesgue
sur un espace mesuré (£2, A, 1) quelconque. On y démontre le théoréme de con-
vergence dominée (ou théoréme de Lebesgue) et on en donne les applications les



viii

plus importantes : passage & la limite sous le signe somme et, dérivation d’une
intégrale. Dans le chapitre IV on démontre un résultat important en théorie de
lintégration : le théoréme de Fubini qui permet de calculer l'intégrale (d’une
fonction intégrable) sur un espace produit en intégrant successivement sur cha-
cun des facteurs. On y définit aussi les mesures & densité et on démontre le
théoréme de Radon-Nikodym dans le cadre général des mesures & signe (i.e.
non forcément positives) ainsi que le théoréme de transfert. Bien qu’on n’étudie
que les espaces normés on a jugé utile d’introduire dans le chapitre V la notion
d’espace vectoriel topologique en insistant sur les exemples. On y a inclu la
démonstration du théoréme de Riesz sur I’équivalence de la dimension finie et
la compacité locale d’un e.v.t. séparé ainsi que ’étude des séries et des familles
sommables dans le cas normé. Dans le chapitre VI on étudie les propriétés des
applications linéaires continues. On y démontre quelques théorémes d’intérét
incontestable : le théoréme de Banach, le théoréeme de Banach-Schauder et le
théoréme du graphe fermé. Le théoréme de Hahn-Banach est présenté sous ses
deux formes : géométrique et analytique. Dans le chapitre VII on aborde la
dualité dans les espaces normés : dual topologique et ses différentes topologies
(faible, forte...), topologie affaiblie sur un espace normé, réflexivité, transposi-
tion. Un exemple d’espace réflexif et un autre non réflexif sont donnés en détail.
Le chapitre VIII est consacré aux espaces de Hilbert. Apres l'introduction des
ingrédients essentiels, on démontre le théoreme de projection orthogonale et le
théoréme caractérisant les bases hilbertiennes. Dans le chapitre IX on étudie
les opérateurs bornés sur un espace normé, leur spectre et puis les opérateurs
compacts. Enfin le chapitre X précise certaines propriétés des opérateurs bornés
agissant sur un espace de Hilbert. On y démontre notamment le théoreme
de décomposition spectrale pour un opérateur hermitien compact qui montre a
quel point les opérateurs de ce type s’apparentent fortement 3 leurs analogues en
dimension finie. Quelques applications aux équations différentielles et plus par-
ticulierement & la théorie de Sturm-Liouville sont données dans le chapitre XI.
Dans compléments 1 on calcule explicitement le volume des boules et des sphéres
de R™. Dans compléments 2 on construit ’intégrale de Riemann d’une fonction
bornée sur un intervalle compact [a,b] ; puis on donne la condition nécessaire
et suffisante d’intégrabilité au sens de Riemann et le lien avec l'intégrale de
Lebesgue. Dans 'appendice on énonce I’axiome du choix et le lemme de Zorn
utilisés dans la démonstration de certains théorémes. Nous terminons par les
corrigés des différents exercices. Les solutions sont plus ou moins détaillées en
fonction de la nature et de la difficulté de chacun d’eux.

Les références citées en bibliographie ne sont pas toutes utilisées ; elles sont
données a titre d’information au lecteur qui désire en savoir plus. On n’a pas
inclu un index spécifique aux notations ; elles sont toutes définies au fur et &
mesure de leur introduction. Le renvoi & une référence se fait comme sur les
exemples suivants : “théoréme IX. 4.5” signifie théoréme 4.5 du chapitre IX ;
proposition “0. 1.5” signifie proposition 1.5 du chapitre préliminaire ; “(III. 4)”
signifie relation 4 du chapitre III etc. ‘

Ce texte est la rédaction d’un cours dont j’ai la responsabilité en Maitrise de .
Mathématiques depuis déja quelques années a ’Université de Valenciennes. Les
réactions et remarques pertinentes de mes étudiants des différentes promotions
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m’ont suggéré d’améliorer et d’éclaircir la présentation de plusieurs énoncés et
démonstrations. D’autre part, beaucoup d’entre eux m’ont aidé & corriger les
erreurs de frappe. Je les en remercie chaleureusement. Charles-Michel MARLE
a pris beaucoup de son temps pour lire le texte en détail et avec beaucoup
d’attention ; ses remarques m’ont été trés utiles. Avec Philippe PILIBOSSIAN
ils ont accueilli ce cours dans leur collection et y ont jeté un dernier regard en
vue de la version finale ; je leur présente mes remerciements les plus sincéres.
Pour composer cet ouvrage, j’ai profité du matériel mis & ma disposition par
le laboratoire LAMATH de I'Université de Valenciennes et le laboratoire URA
au CNRS GAT de I'Université de Lille I auquel j’ai appartenu pendant deux
décennies ; qu'ils trouvent ici 'expression de toute ma gratitude. C’est par le
cours de Maitrise “Compléments d’analyse” de Michel PARREAU que je me suis
initié & I’analyse fonctionnelle ; il le professait avec beaucoup de motivation et
de clarté. J'en garde un excellent souvenir.

Malgré le temps et les efforts investis, cet ouvrage peut manquer de perfection
(erreurs de frappe, de distraction ou autre...) et présenter des lacunes. Aussi
toutes critiques portant sur le fond ou la forme seront les bienvenues.

A. EL KaciMi
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CHAPITRE PRELIMINAIRE
Quelques rappels de topologie

L’objet de ce chapitre est de rappeler les notions de base en topologie (ouvert, conti-
nuité, compacité, comparaison de topologies, métrisabilité...) et quelques théorémes
que nous utiliserons par la suite : existence et unicité d’un point fixe pour une appli-
cation contractante, théoreme de Baire, théoréme d’Ascoli. Le lecteur peut trouver
un cours plus développé de topologie dans [CCM1] par exemple.

1. Quelques définitions

1.1. Définition. Soit X un ensemble non vide. On appelle topologie sur X la
donnée d’une partie T de P(X) (ensemble des parties de X ) telle que

i)0eT et XeT,

i) toute réunion d’éléments de T est un élément de T,

i1) toute intersection finie d’éléments de T est un élément de T .

Le couple (X,7) est appelé espace topologique. On le notera simplement X
quand il n’y a pas risque de confusion.

Les éléments de 7 sont appelés ouverts de X ; le complémentaire (dans X)
d’un ouvert est appelé fermé. Nous verrons par la suite que ces appellations se
justifient amplement ; elles seront plus palpables sur des topologies particuliéres
(dites métrisables).

Définir une topologie sur X, c’est définir une notion de proximité et donc de
voisinage : on dira que V est un voisinage de x € X si V contient un ouvert
contenant z. Evidemment toute partie de X contenant un voisinage de z est elle-
méme un voisinage de z. On appelle systéme fondamental de voisinages de ¢ € X
toute famille {U;} de voisinages de z telle que tout voisinage de z contient un
étément de cette famille. v

Soient (X, 7T) et (Y,S) deux espaces topologiques. Une application f: X — Y
est dite continue au point x € X si pour tout voisinage V de y = f(z) dans Y il
existe un voisinage U de z dans X tel que f(U) C V. On dira que f est continue
sur X si elle est continue en tout point de X. On vérifie sans peine que f est
continue si, et seulement si, I’image réciproque par f de tout ouvert de Y pour S
est un ouvert de X pour 7. On dira que f est ouverte si I'image directe de tout
ouvert de X est un ouvert de Y. Si f est bijective, continue et ouverte on dira que
f est un homéomorphisme de X sur Y.

.Soit X un ensemble muni de deux topologies 77 et 73. On dira que 7; est plus
fine que 75 si 'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite

i) CTy,

ii) toute partie de X fermée pour 73 est fermée pour 77,

iii) lapplication idx : (X,7;) — (X, T3) est continue.

Si (7;)ier est une famille de topologies sur X alors (),.; 7; est une topologie sur
X appelée borne inférieure de la famille (7;);¢; ; elle est moins fine que n’importe
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laquelle des topologies 7;. Par contre |J;c; Ti n’est pas en général une topologie.
Cependant si (S;);eJ est la famille de toutes les topologies plus fines que n’importe
laquelle des 7; alors la borne inférieure de (S;);jcs sera par définition la borne
supérieure de (7;)ics. Cela se justifie bien slir puisque c’est la moins fine des
topologies sur X qui sont plus fines que n’importe quelle 7;.

Soit B une partie non vide de P(X). La borne inférieure de toutes les topologies
sur X contenant B est la topologie engendrée par B.

Soient (X,7T) et. (Y,S) deux espaces topologiques. Posons Z = X x Y et
W = {U xV I UeT,VeS }. "Alors W engendre une topologie sur Z appelée
topologie produit de 7 et S. La méme construction généralise cela au produit
cartésien d’'un nombre fini d’espaces topologiques (X;, 7;)1<i<n.

1.2. Exemples

i) On pose 7y = {0, X} ; cette famille de parties de X constitue une topologie
sur X ; c’est la moins fine qu’on puisse y définir. On comprend alors facilement
que la notion de proximité n’a pas beaucoup de d’intérét dans ce cas : un point
quelconque de X n’a qu’un seul voisinage. Cette topologie sera dite grossiére et
n’est presque jamais utilisée.

ii) Si, contrairement & ce qui précéde, on pose 7; = P(X) on obtient la topologie
la plus fine sur X appelée topologie discréte. Mais celle-1a est trop forte pour étre
utile ! Il faut chercher des topologies intermédiaires.

iii) La topologie usuelle (parce que c’est celle qu’on utilise tout le temps quand on
ne spécifie rien) sur ’ensemble des réels R est la topologie engendrée par la famille
des intervalles ouverts.

Les exemples les plus intéressants de topologies sur un ensemble X sont données
par des métriques. Ils seront pratiquement les seuls auxquels nous nous intéresserons
dans la suite.

Soient (X,7) un espace topologique et A une partie de X. On appelle :

- adhérence de A dans X le plus petit fermé noté A de X contenant A ;
évidemment A est fermée si, et seulement si, A = A ;'si A = X on dira que A
est dense dans X ;

- intérieur de A le plus grand ouvert contenu dans A.

On dira qu’un espace topologique (X,7) est séparé si pour tout z et tout y
dans X distincts, il existe un voisinage U, de z et un voisinage V, de y tels que
U:NV, =0.

.On dira que X est compact s’il est séparé et si de tout recouvrement ouvert
U = (Us)ier (i.e. tout U; est ouvert et X = (JU;) on peut extraire un nombre
fini d’ouverts U; qui recouvrent encore X. On dira que X est localement compact
si tout point £ € X admet un voisinage compact.

Soit f : X — Y est une application continue o X et Y sont des espaces
topologiques séparés et A une partie de X alors :

- si A est compacte, f(A) est aussi compacte dans Y,

- si f est surjective et si A est dense, alors f(A) est dense dans Y.

Toute fonction continue f : X — R définie sur un espace topologique compact
X est bornée et atteint ses bornes inférieure et supérieure en des points de X i.e.
il existe zo,z1 € X tels que ‘
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f(zo) = lg{ f(z) et f(z1) = sup f(x)
z zeX

1.3. Définition. On appelle métrique ou distance sur X toute application d de
X x X dans R, satisfaisant auz propriétés suivantes

i) d(z,y) = d(y,z) (syméirie),

%) d(z,y) = 0 <= z =y (séparation),

i) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) (inégalité du triangle).

Le couple (X, d) est appelé espace métrique.

1.4. Exemples
i) Pour z = (z1,... ,Zn) € ¥y = (1, ... Yn) dans R™ on pose

d(z,y) = llg.agcn lzs — yil.

On vérifie sans peine que d ainsi définie constitue une distance sur R™.
ii) Soit X un ensemble ; si on définit § par

0 siz=y

o(e.) = {

on obtient de maniére évidente une distance sur X. Elle est appelée métrique
discréte sur X. La topologie qu’elle définit est celle de I’exemple 0. 1.2. ii).

iii) On considére 1'espace B([0,1]) des fonctions & valeurs réelles bornées sur
Pintervalle [0, 1] (une fonction f est dite bornée s'il existe une constante positive M
telle pour tout z € [0,1] on ait |f(z)| < M). Si f,g € B([0,1]) on pose

doo(f,9) = sup |f(z)— g(z)]
z€[0,1]

1 sinon

On définit ainsi sur 1'espace B([0, 1]) une distance dite de la convergence uniforme.
Elle est d’un intérét incontestable en Analyse.

Nous aurons 'occasion de multiplier les exemples tout le long de ce cours.

Soit (X, d) un espace métrique. On appelle boule ouverte (respectivement boule
fermée) de centre z € X et de rayon r € Ry I'ensemble des y € X dont la distance
a z est strictement inférieure (respectivement inférieure ou égale) & r. En général
Padhérence de la boule ouverte de centre z et de rayon r n’est pas la boule fermée
de centre z et de rayon r (vérifier ce fait pour une métrique discréte). On dira que
U est un ouvert de X si, pour tout point z € U, il existe un nombre réel r > 0
tel que la boule ouverte B(z,r) de centre z et de rayon r soit contenue dans U.
On vérifie facilement que les ouverts de X forment une topologie sur X : c’est la
topologie associée & la métrique d. En général une topologie sur un ensemble n’est
pas définie par une métrique ; par exemple celle de 'exemple 0. 1.2. i).

On peut remarquer qu’un espace métrique (X,d) est toujours séparé ; en effet
si z,y € X sont deux points distincts, leur distance n est > 0 ; les boules ouvertes
B(z, %) et B(y,3) sont des voisinages respectifs de « et y sans point commun.

On dira qu’un espace métrique est séparable s’il contient une partie dénombrable
dense.
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Si deux métriques d; et dy définissent la méme topologié sur X on dira qu’elles
sont équivalentes. En particulier c’est le cas si dy et dy sont quasi-isométriques i.e.
il existe une constante réelle k > 1 telle que

1
(0.1) Edl(x>y) < ds(z,y) < kdy(x,y) Vr,y € X.

Soient (X,d) et (Y, ) deux espaces métriques et f : X — Y une application.
On dira que f est
- uniformément continue si

Ve>0 Ip>0 Vr,z’ € X : d(z,2') <n=>6(f(z), f(z') <&,
- lipschitzienne de rapport k > 0 si

(0.2) v,y € X 6(f(z), f(y)) < kd(,y)

Si k €]0,1[ on dira que f est contractante.

Bien sfir, une application lipschitzienne est uniformément continue et une appli-
cation uniformément continue est continue. Mais les réciproques de ces assertions
sont fausses en général ; toutefois lorsque X est compact alors si f est continue elle
est uniformément continue ; mais f uniformément continue n’implique pas toujours
f lipschitzienne que ’espace soit compact ou non (cf. exercice O. 3.4).

Deux métriques d; et ds sur X sont dites uniformément équivalentes si les ap-
plications

idx : (X,d1) — (X,ds) et idx : (X,d2) — (X,d1)

sont uniformément continues.
Soit (zn)nen une suite dans X. On dira que (zn)nen. est convergente s'il existe
z € X tel que

(0.3) Ve>0, 3NeN : n> N = d(zp,z) <€

Quand un tel point existe, il est unique ; on I’appelle limite de (z,,),. Autrement
dit, quand n devient de plus en plus grand, I’élément z, devient de plus en plus
voisin de z. On dira que (z,), est de Cauchy si

(0.4) Ve>0, ANeN : n,p> N = d(zn,zp) <E.

Si dy et dy sont deuz métriques équivalentes (resp. uniformément équivalentes)
alors toute suite convergente (resp. de Cauchy) pour dy est convergente (resp. de
Cauchy) pour dy et inversement.

11 est évident qu’une suite convergente est de Cauchy ; mais la réciproque est
fausse comme en témoigne I’exemple qui suit : on pose X =]0, +oo[ et d(z,y) =



§ 1. Quelques définitions 5

|z — y|. 11 est alors clair que la suite z,, = -11; est de Cauchy mais non convergente
dans X puisque 0 ¢ X. Il aurait fallu rajouter 0 & l'espace X ! On dira qu’'un
espace métrique (X,d) est complet si toute suite de Cauchy dans X est conver-
gente. Par exemple ’ensemble des nombre réels R avec la distance usuelle est un
espace métrique complet ; il a été construit pour cela et toute 1’Analyse repose
pratiquement sur ce fait-!

Une partie A d’un espace métrique (X, d) est dite compléte si I’espace métrique
(A, d) (on restreint la métrique d & la partie A) est complet. Toute partie complete
de X est fermée. Mais une partie fermée n’est pas toujours compléte sauf si X
est lui-méme complet. Un espace métrique compact est complet ; la réciproque est
fausse.

Un exemple fondamental d’espace métrique complet est le suivant : soit X un
espace métrique et notons E = Cp(X,R) 'espace des fonctions continues bornées
muni de la métrique

deo(f,9) = sup |f(z) — g(z)I.
zeX

(On a déja rencontré cette méme distance en 1.4. iii) du chapitre préliminaire.) Il
est bien connu que si (f,) est une suite de Cauchy dans E alors (f,) converge vers
une fonction continue bornée f i.e. (E,d) est complet. Cet exemple important
nous permet de construire de maniere facile le complété ()? , [i\) d’un espace métrique
(X, d) de diamétre fini. (On appelle diamétre d’un espace métrique (X, d) le nombre
fini ou infini §(X) = sup, ,ex d(z,y).)

1.5. Proposition. Soit (X,d) un espace métrique de diamétre fini. Alors il existe
un espace métrique complet ()? , E) et une injection isométrique (i.e. wune injection
qui conserve les distances) j: X — Xa image dense.

En d’autres termes tout espace métrique peut étre considéré comme partie dense
d’un espace métrique complet. On dira que ()? ,d) est le complété de (X,d). Par
exemple le corps des nombres rationnels Q muni de la métrique d(z,y) = |z — y|
n’est pas complet et son complété s'identifie de manidre naturelle & R muni de la
méme distance d.

Idée de la démonstration. Soit j : X — E D’application qui & tout a € X associe
la fonction continue bornée f, définie par f,(z) = d(z,a). On vérifie aisément que
Papplication j

- est injective,

- est une isométrie i.e. doo(fa, fo) = d(a,b).

Le complété de (X,d) s’identifie alors de maniere naturelle & ’'adhérence X =
W de I'image de j qui est un espace complet comme partie fermée d’un complet.

Si le diametre de X n’est pas fini pour d, on remplace cette métrique par une
autre qui lui est uniformément équivalente, par exemple inf(1,d) ou ﬁ (exercice

0. 3.2). O

Supposons maintenant que A est une partie dense d’un espace métrique (X, d)
et que f : A — Y est une application uniformément continue définie sur A avec
Y complet. Alors f se prolonge en une application f uniformément continue de X
dans Y. La démonstration est la méme que celle de la proposition VI. 1.4.
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Nous terminerons par deux propriétés remarquables des espaces métriques com-
plets et par I’énoncé du théoréme d’Ascoli.
2. Quelques théoremes

2.1. Théoréme du point fixe. Soient (X,d) un espace métrique et f : X — X une
application contractante, i.e. il existe k € ]0,1[ tel que d(f(z), f(y)) < kd(z,y),
pour tous z,y € X. Supposons (X,d) complet. Alors f admet un et un seul point
fize, i.e. il existe a € X unique tel que f(a) = a.

Démonstration. Soit = € E un point quelconque. On définit (z,)nen comme suit
o=z et z,=f(zp—1) pour n>1.
Pour tout n € Non a

d(mn’ xn—l)

d(xn+17$n) k
kzd(xn—la xn—2)

ININ DA

< k™d(z1,z0).
Si n et p sont des entiers tels quen >p>0ona
d(Zn, Tp) < d(Tn, Tn-1) + d(Tn_1,Tn—2) + ... + d(Tps1,7p)
< (kn_l +EM 2+ kp) d(z1,z0)

kP

Comme k € )0,1[, k» — 0 quand p — 400, donc (z,) est une suite de Cauchy dans
E qui est complet ; elle y converge donc vers un point a. On a

o= lm z,= lm oop= lm f(z.)=f( lim z.)=f(a)

i.e. a est un point fixe de f. Montrons qu’il est unique. Pour cela supposons qu’il
en existe un autre b différent de a. On aura alors

d(a,b) = d(f(a), £ (b))

< kd(a, b).
Comme a # b, d(a,b) > 0 ; d’ou k£ > 1, ce qui contredit le fait que k£ € ]0,1[.
L’unicité de @ montre donc aussi qu'il est indépendant du choix du point z. a

Le théoréme qui suit est une version plus générale du théoreme 0. 2.1. et sa
démonstration est laissée au lecteur.

2.2. Théoréme. Soient (X,d) un espace métriqgue complet et f : X — X une
application. On suppose qu’il existe m € N tel que f™ (composée m fois de f) soit
contractante, i.e. il existe k € |0,1[ tel que d(f™(z), f™(y)) < kd(z,y), pour tous
z,y € X. Alors f admet un et un seul point fize, i.e. il ezxiste a € X unique tel

que f(a) = a.
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Ce théoréme a beaucoup d’applications ; on l'utilisera pour montrer 1’existence
des solutions d’une équation différentielle dans le chapitre XI.

2.3. Théoréme de Baire. Soit (X,d) un espace métrique complet. Si (Ay)nen est
une suite de parties fermées de X d’intérieur vide, alors la réunion A des A, est
aussi d’intérieur vide.

Démonstration. 1l faut montrer que A ne contient aucune boule. Soient z € A
et B = By une boule ouverte centrée en x. La partie A; étant d’intérieur vide
'ouvert BN A$ (ot E° dénote le complémentaire dans X d’une partie E) contient
I’adhérence d’une boule B; centrée en un point z; et de rayon < 1. De méme
B; N A§ contient 'adhérence d’une boule B; centrée en un point z, et de rayon
< % De cette maniére on construit une suite de boules B, = B(z,,rn) avec
™ < 2% et telles que pour tout n > 1 on ait

FnCB _1ﬂAg.

La suite (zn)n>1 des centres de ces boules est une suite de Cauchy dans X. Elle
converge donc vers un point @ € X qui appartient & l'intersection des adhérences
de toutes les boules B, ; donc a € N, AS et par suite a ¢ U, An,. Mais a € B ; donc
UnAn ne peut pas contenir B. Nous avons donc montré que quelle que soit la boule
ouverte qu’on se donne, elle ne peut pas étre contenue dans A. Autrement dit A
n’a pas d’intérieur. a

Soient maintenant (X,7) un espace topologique et (E,d) un espace métrique.
On dira qu’une famille F d’applications de X dans E est équicontinue au point
z € X si, pour tout € > 0, il existe un voisinage U de z dans X tel que

y € U= supd(f(z), f(y)) <e.
feF

On dira que F est équicontinue, si elle est équicontinue en tout point z € X.
Notons C(X, F) ’ensemble des applications continues de X dans E. Soient K
un compact de X et U un ouvert de . On pose

O(K,U)={f € C(X,E)|f(K)c U}

et on note Ky 'ensemble des O(K,U) lorsque K décrit I’ensemble des compacts
de X et U celui des ouverts de E. La topologie K engendrée par la famille Ko
est appelée topologie de la convergence compacte sur C(X, E) ; cela signifie qu'une
suite (fn) dans C(X, F) converge vers f € C(X, E) au sens de K si, et seulemnent
si, pour tout compact C de X, la suite obtenue en restreignant chaque f, a C
converge uniformément vers la restriction de f & ce compact. On a alors le résultat
important suivant que nous énoncerons sans donner de démonstration (c¢f. [Sc2]
par exemple).

2.4. Théoréme d’Ascoli. Soit F une partie de C(X, E). Pour que F soit relative-
ment compacte (i.e., son adhérence est compacte) pour la topologie K il suffit
i) qu’elle soit équicontinue ;
i) pour tout x € X l’ensemble {f(z)|f € F} soit relativement compact dans E.
Si X est localement compact, ces deux conditions sont aussi nécessaires.
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3. Exercices

3.1. On munit le plan P d’un repere orthonormé d’origine O. Pour deux points
M (z1,z2) et N(y1,y2) quelconques de P on pose :

d(M,N) = /(z1 — 11)? + (z2 — y2)?

d(M,0) +d(N,0) si M #N
dg, ) = { O HANO I

i) Montrer que d et d’ sont des distances sur P.

i) Montrer que ’espace métrique (P, d’) est complet.

iii) Montrer que la suite (M)kex~ avec My = (1, 1) est convergente pour d et
qu’elle ne ’est pas pour d’. Que peut-on conclure ?

3.2. Soit (X, d) un espace métrique. Pour z,y € X on pose di(z,y) = 1—1—%@% et

dz(z,y) = inf(1, d(z,y)). _
Montrer que d; et dy sont deux distances uniformément équivalentes a d.

3.3. Soient (Xn,dn)n>1 une famille dénombrable d’espaces métriques. On suppose
que Vn, le diametre de X, est < 1. Sur X = [],, X, on considére la topologie
T engendrée par les parties de la forme [[;-, Q; ol Q; est un ouvert de X; avec
Q; = X; sauf pour un nombre fini d’indices i.

i) Montrer que pour cette topologie les projections m, : X — X, sont continues
et ouvertes.

ii) Montrer que 7 est la topologie la moins fine sur X rendant continues les
applications 7.

On définit une distance sur X en posant pour tous £ = (Zn)n €t ¥ = (Yn)n

d($7y) = z 2in'dn(mn,yn)-

n>1

iii) Montrer que toute boule ouverte B(z,e¢) dans X contient une partie de la
forme ]_[iil B(zi,n) x [I;5n4+1 X5 ot z; = mi(z) et B(zs,7) est la boule de X; de
centre z; et de rayon n avec n < €.

iv) En déduire que la topologie associée & la métrique d coincide avec 7.

v) Montrer que pour qu’une application f d’un espace métrique (Y, §) dans X
soit continue il faut, et il suffit, que pour tout n, 'application 7, o f : ¥ — X,
soit continue.

.vi) Montrer que si, pour tout n, 'espace X,, est complet, il en est de méme de
Pespace X.

La topologie sur X associée & la métrique d est appelée topologie produit des

topologies sur les X,, définies respectivement par les métriques d,.

3.4. Soit f:[0,1] — R la fonction définie par f(z) = £ ol n est un entier > 2.
Montrer que f est uniformément continue mais qu’elle n’est pas lipschitzienne.



CHAPITRE |
Espaces mesurables

Les espaces mesurables sont le terrain de jeu de 'intégrale de Lebesgue. Le but de
ce chapitre est de les introduire et d’en donner quelques exemples. Nous définirons
ensuite les applications mesurables qui sont des objets fondamentaux en théorie de
la mesure : elles sont aux espaces mesurables ce que sont les applications continues
aux espaces topologiques. Nous décrirons leurs propriétés plus particulierement
dans le cas ou elles prennent des valeurs réelles (ou complexes).

1. Algébres et semi-algebres de Boole

Pour avoir une idée de la notion de mesure, nous allons regarder de maniere
assez vague (mais intuitive) un exemple concret. Considérons I’ensemble 2 = R et
essayons de voir & quel type de partie A de 2 on pourrait associer un nombre réel
w(A) qui serait censé représenter une mesure de A. Nous allons commencer par les
parties les plus simples, c’est-a-dire les intervalles (ouverts, fermés ...). Convenons,
pour simplifier le langage, de dire qu’une partie A est mesurable si on peut lui
associer une “mesure”. Cette appellation reste pour le moment assez vague car le
fait qu’un ensemble soit mesurable ou non dépend de la maniére dont on veut le
mesurer.

Si A = |a,b| est un intervalle borné (ouvert, semi-ouvert ou fermé) on pose, par
définition

(L1) u(A) =b—a.

Autrement dit, la longueur de A peut étre prise comme mesure de A. Si A est
non borné, on prend p(A) = +oo. Il découle de (I.1) que la mesure d’un point
A = {a} = [a, a] et celle de ’ensemble vide § = |a, a[ sont nulles.

i) Soient A = |a,b| et B = |c, d| deux intervalles. Alors il est clair que la mesure
de AU B n’est pas toujours égale & la somme des mesures respectives de A et B
mais

(12) u(AU B) = p(A) + p(B) — u(AN B)

qui implique en particulier que si AN B =, alors u(AUB) = u(A) + p(B) et il est
raisonnable d’exiger d’une “mesure” de vérifier une telle propriété. On peut donc
mesurer les réunions finies d’intervalles.

ii) Comme on admet que I’ensemble 2 tout entier est mesurable, il est normal de
demander que si A est mesurable, son complémentaire A° doit étre aussi mesurable
et que sa mesure (demandons a celle de A d’étre finie) est pu(2) — u(A4).

ili) Soit (An)n>1 une suite d’intervalles, deux & deux disjoints. On pose
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/‘L' U A, | = Zﬂ(An)
n=1

n>1

que la série converge ou non. On peut remarquer que si A et B sont des réunions
dénombrables d’intervalles deux & deux disjoints alors A C B implique p(A) <
w(B). Si donc (An)n>1 est une suite d’intervalles quelconques, la suite

/J'NZIJ'(LNJAn>

n=1

est croissante. On pose alors

K U An | = N EI—EOO N
n>1
On peut donc mesurer les réunions dénombrables d’intervalles et par suite les in-
tersections dénombrables d’intervalles puisque

c

N4={ 4

n>1 n>1

Mais on ne peut rien dire, d’une maniere générale, de la mesure d’une réunion non
dénombrable d’intervalles de R.

A partir de cet exemple, on voit que les premiers objets qui interviennent en
théorie de la mesure sont des parties d’un ensemble ) astreintes & vérifier certaines
propriétés. C’est ce que nous allons préciser dans ce chapitre. Dans toute la suite,
) sera un ensemble non vide ; P() désignera I’ensemble des parties de Q. Si
A € P(Q), A° sera son complémentaire dans €.

1.1. Définition. On appelle algébre de Boole sur Q toute partie Ao de P(Q)
vérifiant les propriétés suivantes

i) Qe A ;

i) A€ Ag = A° € Ay,

iii) A, B € Ao = AUB € Ay.

Il découle de cette définition que

iv) 0 € Ao ;

v) A,B€ Ay = AN B € Ay.

On peut donc remplacer dans la définition 1.1. la condition i) par iv) et la
condition iii) par v).

1.2. Remarques

i) {0,902} et P(Q) sont des algebres de Boole. Ce sont, respectivement, la plus
petite et la plus grande algébres de Boole (au sens de l'inclusion) qu’on puisse
définir sur €.

ii) Si (Ai)ier est une famille quelconque d’algebres de Boole sur 2, alors A =
Nicr Ai est une algébre de Boole sur 2.
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iii) Si C est une partie de P(2), il existe une plus petite algébre de Boole b(C) con-
tenant C ; c’est I'intersection de toutes les algebres de Boole sur 2 qui contiennent
C ; on Pappelle algébre de Boole engendrée par C.

Considérons la famille S de tous les intervalles (ouverts, semi-ouverts ou fermés
de R). On constate que

i) 0 =]0,0[ et R sont dans S,

i) si A,Be Salors ANB €S,

iii) A € S n’implique pas en général A° € S mais seulement A€ est réunion de
deux intervalles disjoints.

Ceci nous ameéne & la

1.3. Définition. On dira qu'une partie S de P() est une semi-algébre de Boole
sur § si

i)0,Q€eS ;

it) ABeES= ANBES;

iii) A € § => A° est réunion finie de parties de Q) dans S, deuz & deuz dis-
jointes.

2. Motivation probabiliste

Nous allons expliquer comment les algebres de Boole interviennent en théorie
des probabilités et & quel point s’arréte leur efficacité. Nous nous contenterons de
le faire sur des exemples.

2.1. La notion d’épreuve aléatoire

Une épreuve aléatoire est une expérience dont les résultats sont liés au hasard et
ne peuvent étre prévus avec certitude & I’avance. Les exemples expliquent mieux
cette notion.

i) On prend une piéce de monnaie et on suppose que si on la jette, alors le résultat
donne soit pile, soit face et rien d’autre. Les résultats possibles peuvent donc étre
décrits par I’ensemble & deux éléments

Q= {m, f}.

Chaque partie de {2 représente un événement ; par exemple
- “avoir pile” = {r} ;
- “avoir pile ou face” = {m, f} = Q;
- “ne pas avoir pile et ne pas avoir face” = 0.
ii) On jette la méme piece de monnaie deux fois. Dans ce cas on a

Q= {rmxf, fr, [}

On peut considérer les événements

- A =“avoir au moins une fois pile” = {nm,nf, fr} ;

- B =“avoir au moins une fois face” = {ff, fm,nf} ;

- C =“avoir exactement une fois pile et une fois face” = {nf, fr} = AN B.
L’événement A U B signifie que 'un au moins des événements A ou B se réalise ;
AN B signifie que A et B se réalisent simultanément. L’événement () est I’événement
impossible : il ne se réalise jamais ; par contre (2 est |’ événement certain : il se réalise
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toujours. Si A est un événement, A° est I’événement contraire : A° se réalise si, et
seulement si, A ne se réalise pas. On voit donc la nécessité des axiomes imposés
dans la définition d’une algeébre de Boole. Mais, malheureusement, ces axiomes
sont insuffisants pour décrire tous les événements dans certaines épreuves aléatoires
comme on peut le voir dans ’exemple du

2.2. Jet infini d’une piéece

On jette une infinité dénombrable de fois une piece de monnaie (on suppose
évidemment que cela est possible) et on s’intéresse aux résultats possibles de cette
épreuve. Ils sont du type

(w1,way .. Wny. )

ol pour tout ¢ € N*, w; est égal soit & 7 soit & f. L’ensemble Q est donc assez
grand. Considérons ’événement A =“on a pile pour la premiere fois au bout d’'un
nombre pair de jets”. Pour tout p € N*, soit A, 1’évenement

AP = {(f) $.f)7r)wi)wi+1’~ )}
N
2p—1 fois

ot w; € {m, f} pour i > 2p+ 1. Alors ’événement A n’est rien d’autre que la
réunion de tous les A, pour p € N* i.e.

A= 4,
pEN*

La notion d’algebre de Boole ne permet donc pas de décrire une telle épreuve
aléatoire. Il faut remplacer I’axiome iii).

3. La notion de tribu

3.1. Définition. On appelle tribu sur Q toute partie A de P(Q) vérifiant les pro-
priétés suivantes

i)QeA;

it) Ae A= A€ A,

i) st (An)n>1 est une suite dans A, alors la réunion

A= 4n
n>1
est encore dans A.

Bien entendu, une tribu est une algébre de Boole. Le couple (£2,.4) est appelé
espace mesurable.

3.2. Exemples de tribus

i) De maniére évidente P(2) est une tribu sur Q ; c’est la plus grande (au sens de
'inclusion) et elle est trop grosse quand Q n’est ni fini, ni dénombrable. De méme
{0, Q} est la plus petite tribu sur 2 ; et elle n’est pas d’un grand intérét.

ii) Soit A € P(£2). Alors ={0, A, A%, Q} est une tribu sur Q.
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iii) Une intersection quelconque de tribus sur Q est encore une tribu. Si C est
une partie de P(f2), alors 'intersection de toutes les tribus contenant C (il y en a
au moins une qui est P(§2)) est appelée tribu engendrée par C et sera notée o(C).

3.3. Tribu borélienne

Supposons que 2 soit un espace topologique et notons 7 I’ensemble de ses ou-
verts. La tribu o(7") engendrée par 7 est appelée tribu borélienne de €. On la note
Bq. Elle est aussi engendrée par les fermés de . Par exemple, pour R™, on peut
vérifier que B est engendrée par 'une quelconque des familles suivantes :

- les produits d’intervalles ouverts ou fermés de R ;

- les boules ouvertes ou fermées de R™ ;

- les produits d’intervalles ouverts, semi-ouverts ou fermés de R dont les extrémi-
tés sont rationnelles ;

- les boules ouvertes ou fermées de R™ de rayon rationnel et centrées sur les
points rationnels.

3.4. Produit d’espaces mesurables

On considere des espaces msurables (21, 41),. .. , (24, .Ay), on note 2 le produit
cartésien §2; X ... X §),, et S la classe des parties de la forme

Alx...xAn

ou A; € Ay, ..., A, € A,. La tribu A sur Q engendrée par S est appelée tribu
produit (ou produit tensoriel) de Aj,...,An. On la notera A = 4; ® ... ® A,.
On a, par exemple, si les ©; sont des espaces métriques et 2 muni de la topologie
produit Bo = Bq, ®...QBq, . En particulier Bgr = Br®...®Bg (produit tensoriel
n fois). '

La tribu borélienne Bg (de R™ de fagon générale) est immense & tel point qu’il
n’est pas du tout évident de trouver une partie de R qui ne soit pas dans Bg ; les
méthodes connues & I’heure actuelle pour avoir un tel objet (un exemple est donné
au paragraphe 3 du chapitre II) ont recours & l’aziome du choiz (c¢f. Appendice).

4. Applications mesurables

Comme nous 'avons signalé au début de ce chapitre, une application mesurable
est en théorie de la mesure ce qu’est une application continue en topologie. Pour
les espaces mesurables dont la tribu est associée & une topologie, la mesurabilité est
une notion plus générale que celle de continuité. Dans cette section, nous définirons
la notion d’application mesurable et donnerons (dans la section 5) les principales
propriétés de celles qui sont & valeurs réelles ; elles seront pratiquement les seules
& intervenir tout le long de ce cours.

Soient (£2,.A) et (E, B) deux espaces mesurables et f :  — E une application.

4.1. Définition. On dira que f est mesurable si pour tout B € B, l’ensemble
Ff~YB) € A.
Evidemment si A = P(Q2), toute application de {2 dans E est mesurable.

4.2. Théoreme. Soient Q un ensemble, (E,B) un espace mesurable et f : Q — E
une application. On pose A = f~1(B). Alors
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i) A est une tribu sur Q,
i) si B=0(C), ona A= [f71(C)].

Démonstration. i) On a clairement Q = f~!(E) € A. D’autre part si B € B alors

[F7UB) =B e A

Soit (Bn)n>1 une suite dans B ; alors

UsiB)=f{UB.| 4

n>1 n>1

Ce qui montre que A est une tribu sur Q.
ii) On a bien sir f~}(C) c f~}(B) = A ; et comme A est une tribu on a
o [f~1(C)] C A. Pour démontrer I'inclusion inverse, considérons la sous-tribu de B

B={BeB: f(B)eas[f ()]}

Cette sous-tribu contient C, donc elle contient B = ¢(C) ; par suite elle est égale &
B. Ce qui montre que f~}(B) C o [f~1(C)]. O

On dira que A = f~1(B) est la tribu engendrée par f : @ — (E,B). Clest
la plus petite tribu sur Q pour laquelle f est mesurable. De la méme maniere si
fi + @ — (B, B;) est une famille d’applications, alors la plus petite tribu sur Q
qui rend mesurables toutes les f; est par définition la tribu engendrée par la famille
(fi)ier-

Si f:(Q,A) — (E,B) avec B = g(C), alors f est mesurable si, et seulement si,
f1C) c A.

Du théoréme 1.4.2 on déduit immédiatement le

4.3. Corollaire. Soit f : Q3 — Q9 une application continue entre deux espaces
topologiques Q1 et Qy. Alors f est mesurable (pour les tribus boréliennes associées
auz topologies respectives sur 2 et ).

Le théoréme qui suit (de démonstration immédiate) est important car il permet
de définir la catégorie des espaces mesurables : les objets sont les ensembles munis
d’une tribu et les fléches, les applications mesurables entre ces ensembles.

4.4. Théoreme Soient (Q,A:1), (Q2,A2) et (Rs,.43) trois. espaces mesurables et
considérons des applications mesurables f : Q1 — Qg et g : Qo — Q3. Alors la
composée go f : Q1 — (3 est mesurable.

5. Applications mesurables réelles

Lorsqu’on parlera d’application (ou de fonction) mesurable de © dans R, on
supposera toujours que R est muni de sa tribu borélienne canonique Bg. Dans ce
cas, en vertu du théoréme 1.4.2 et du fait que la classe des parties de' R de la forme
] — 00, z] (avec z € R) engendre Bg, on peut caractériser la mesurabilité & ’aide du

5.1. Théoréme. Soient (2, A) un espace mesurable et f : 8 — R une application.
Alors f est mesurable si, et seulement si, pour tout x € R l’ensemble
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fH-o0a)={f<z}={weQ: flw) <z}
appartient 4 A.
5.2. Notations

Soient f,g: 2 — R deux fonctions. Pour tout w € {2 on pose

(f+9)w) =fw) +9w) et (fg)w)=F(w)9gw)

(inf(f, 9)) (w) = inf(f(w), g(w))
et

(sup(f,9)) (w) = sup(f(w), g(w))

ft=sup(f,0) et f~ =sup(~f£,0).
On vérifie facilement que
f=ft-5 e |fl=f"+f".

Si (fn)n>1 est une suite de fonctions réelles définies sur 2, on pose pour tout
weN

(sup fn) (@) = s3p(fo(w)

n>1
et
(,ggfl fn) (@) = it (fn(@))
(imsup f,) () = limsup(fo @) = [;?’B?V fn(w)]
et

(imin £,) () = limink(fo(w)) = sup '[nigg, fn <w>} .

Soit ‘A une partie de . On appelle fonction indicatrice de A, la fonction 14
définie par

1 siwe A
0 sinon

ly(w) = {

Il est clair que 14 est mesurable si, et seulement si, A € A.

On dira qu’une fonction mesurable ¢ : @ — R est étagée, s’il existe une partition
finie (A, ..., Ax) de Q avec A; € A pour tout s € {1,... ,k} et des nombres a; € R
tels que
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k
Y= ZailAi.
=1

Le lecteur pourra remarquer que la partition A,,..., Ax n’est pas unique.
On notera

i) M DI’ensemble des fonctions réelles mesurables sur €2,
M+={f6M : fZO},

ii) £ 'ensemble des fonctions réelles étagées sur 2 et

Er={p€€ : p20}

On a bien siir
ECM et &L CM,.

5.3. Théoréme. i) L’ensemble M muni de l’addition et de la multiplication est une
algébre unitaire.

m) Soit (fn)n>1 une suite dans M ; alors sup fy, inf f,, limsup f, et liminf f,
(qu’on suppose exister pour tout w) sont dans M. Si f, converge simplement vers
f, alors f est mesurable.

11 découle de ce théoréme que si f,g € M alors sup(f, g), inf(f,g9), f*, f~ et |f|
appartiennent a M.

Démonstration. i) Soient f,g € M. La fonction

(f,9) 1w € Qr— (f(w),g(w)) € R?

(ot1 R? est muni de sa tribu borélienne Bg2) est mesurable ; ceci découle du fait que
les pavés [a, b] X [c, d] engendrent Bgz et que

(£:9) 7 (la, ] x [e,d)) = £ ([a, B)) N g™ ([e, ).

Comme la fonction ¢ : (z,y) € R? — ¢(a:, y) = z+y € R est continue, la composée

we QLY (f(w),gw)) e R? L f(w) + g(w) €R

est mesurable. La mesurabilité de fg se démontre de maniére similaire en con-
sidérant la fonction 9 : (z,y) € R? — zy € R & la place de ¢. Le cas particulier
f = A = constante réelle donne finalement la structure d’espace vectoriel réel sur
M. L’ensemble M est donc une algebre ; elle est unitaire puisqu’elle contient la
fonction 1.

ii) Pour démontrer ce point, on va utiliser la caractérisation de la mesurabilité
donnée par le théoréme I. 5.1. Soit £ € R. Alors on a V

n>1
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et

B={7izgflfnﬁfc}= U{fnsx}

n>1

Comme pour tout n > 1, f, est mesurable, {f, < z} € A, donc A,B € A.
Ceci montre que les fonctions sup f, et inf f, sont mesurables. Pour montrer que
limsup f, et liminf f,, sont mesurables, il suffit d’appliquer ce qui précéde aux
suites N = sup,>y fno €t YN = inf,> N fn.

Si f est la limite simple de f,, alors f = limsup f,, = liminf f,, qui montre bien

que f est mesurable. O

Le théoréme suivant permet d’approcher n’importe quelle fonction de M par
une fonction étagée. Il sert & définir I'intégrale.

5.4. Théoreme. Soit f : @ — R une fonction mesurable. Alors f est limite simple
d’une suite de fonctions étagées sur €.

Démonstration. i) Nous supposerons pour commencer que f est positive et bornée.
Soit M > 0 tel que sup,eq f(w) < M. On pose g1 = & 1; . Alors gy est
étagée et on a, de maniere évidente
M
0<gi<f et sup|f(w)—gi(w)| <+
weN 2
La fonction f; = f — g1 est mesurable, positive et bornée par % La fonction
g2 = 51‘3{1 (f>24) est étagée et vérifie
2
_ , M
0<g2<fi et supl|fi(w)—go(w)| < >
wEN

De cette maniére on construit une suite (g, )nen+ de fonctions étagées positives
telles que

0<gn<f-(91+...+gn-1)
et

50p /() = (02(6) + .- + ()| < 57

La fonction ¢, = g1 +... + gn est alors positive et la suite(¢n)n>1 est croissante
et tend uniformément (et donc a fortiori simplement) vers f.

ii) Supposons f > 0 mais non forcément bornée. On définit la suite (¢, )nen+
par

Yn(w) = inf(f(w),n).

Alors (1) est une suite croissante de fonctions bornées, qui tend simplement vers
f. D’apres i), pour chaque n € N*, il existe ¢, € &y telle que 0 < ¢ < Y
et sup,eq [¥n(w) — (n(w)| < L. Pour tout n la fonction g, = sup(¢y,. .. ,n) est
étagée positive et la suite (g,) tend simplement en croissant vers f.
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iii) On suppose maintenant que f n’est pas forcément positive. Alors on sait (cf.
1. 5.2) que f = f* — f~ ou f* et f~ sont positives. D’apres ii) il existe des suites
(g7) et (g;;) de fonctions étagées positives qui tendent en croissant respectivement
vers ft et f~. Alors g, = g} — g, est une suite de fonctions étagées qui tend
simplement vers f. a

6. Exercices

6.1. Soient 2 un ensemble non vide et (A, )nen une suite de parties de .
Démontrer les formules (U, ey 4n)® = Npen 4% €6 (Mpen 4n)” = Unen 4S dites
formules de Morgan.

6.2. Soient 2 un ensemble non vide et C une partie de P(2).

i) Montrer que la tribu o(C) engendrée par C coincide avec la tribu o (b(C))
engendrée par 1'algébre de Boole b(C) engendrée par C.

On dira que C est une classe monotone si pour toute suite croissante (A )n>1
dansC, |J,>; 4An € C et pour toute suite décroissante (Bn)n>1 dans C, (1,5, Bn € C.

ii) Soit A une algtbre de Boole sur Q. Montrer que A est une tribu 51, et
seulement si, A4 est une classe monotone.

6.3. Soit S la famille des parties de R™ de la forme I; X ... x I, ou Iy, ... , I, sont
des intervalles (ouverts, fermés ou semi-ouverts) de R.

Montrer que S est une semi-algebre de Boole sur R" (commencer par étudier le
cas n = 2. Il est conseillé de faire un dessin ; il dit toujours plus que mille mots !).

6.4. Soient (£2;,A:)icr une famille d’espaces mesurables. Sur @ = [[;c;Q on
considére la tribu A engendrée par les parties de la forme [];c; A; ot A; = ; sauf
pour un nombre fini d’indices ¢ € I. _

i) Montrer que pour cette tribu les projections ; :  — £2; sont mesurables.

ii) Montrer que A est la plus petite tribu sur £ pour laquelle les applications ;
sont mesurables. _

iii) Montrer que pour qu’une application f d’un espace mesurable (E,B) dans
(€2, A) soit mesurable il faut, et il suffit, que pour tout i € I I'application m; o f :
E — €); soit mesurable.

La tribu A sur Q est appelée la tribu produit des tribus A;.

6.5. Soient E un espace métrique et B sa tribu borélienne. On munit E x E de la
tribu produit B® B.

i) Montrer que la diagonale A = {(z,z) I z € E} appartient & la tribu produit
B®B.

ii) Montrer que si f et g sont deux applications mesurables d’un espace mesurable
(€, A) dans E, alors 'ensemble {w € 2 | f(w) = g(w)} appartient & A.

6.6. Soient (£2,.A) un espace mesurable et (f,) une suite de fonctions mesurables
réelles sur (2.

Montrer que I’ensemble des éléments w € Q tels que f,(w) converge dans R
appartient & A.



CHAPITRE II
Espaces mesurés

Nous avons introduit, dans le Chapitre I, tous les ingrédients nécessaires pour abor-
der la théorie de la mesure proprement dite. Nous allons définir, de maniére précise,
la notion de mesure sur une algebre de Boole et sur une tribu. Nous démontrerons
le théoréme de prolongement qui permet d’étendre une mesure, définie a priori sur
une semi-algebre de Boole, & la tribu qu’elle engendre. Nous I’appliquerons ensuite
a la construction de la mesure de Lebesgue sur R.

1. Définitions et exemples
Soient  un ensemble et A une partie non vide de P(f2).

1.1. Définition. On appelle fonction d’ensemble sur A toute application u sur A
a valeurs dans RU {+oc0}. On dira que p est

i) additive si, pour toute famille finie (Ap)n=1,... k dans A telle que la réunion
des A, soit encore dans A et n #p => A, N Ap, =0, alors

k k
(Hl) ) (U An) = Zﬂ(An)’
n=1 n=1

i) o-additive, si pour toute suite (Ap)nen d’éléments de A deuz & deuz dis-
joints telle que la réunion des A, soit encore dans A (condition automatiquement
satisfaite si A est une tribu) et 35,4 1o W(An) converge, alors

(I.2) 7 (U An) = u(An).

nEN neN

Soit (£2,.4) un espace mesurable.

1.2. Définition. On appelle mesure sur A toute fonction d’ensemble sur A, positive,
o-additive et non constante avec la valeur +o0o.

Pour A € A, le nombre u(A) s’appelle mesure de A. Le triplet (2, 4, 1) ot A
est une tribu sur Q et p une mesure sur §2 s’appelle espace mesuré.

L’addition et la multiplication des réels est prolongée & tout R, de la fagon
suivante : soit @ € Ry ; alors on convient que

400 + (+00) =400, a+(+00)=+00 0X+o0=0

+00 X (+00) = +00  +a X (+00) = 400 avec a > 0.
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Les expressions (II.1) et (II.2) auront donc toujours un sens que les p(An) soient
finis ou non.

Soit u une mesure sur un espace mesurable (2,.4). On dira que p est

i) finie si, pour tout A € A, u(A) < +o0o. Comme pour tous A,B € A, AC B
implique p(A) < u(B), p est finie si, et seulement si, () < +o0 ;

ii) o-finde si Q@ = |J, o An avec An € A et u(An) < 400 ;

iii) une probabilité sur Q si u(2) = 1.

1.3. Conséquences

Soit (£2,.A4, 1) un espace mesuré. Alors

i) u(@) = 0 ; en effet comme p n’est pas constante avec la valeur +oo, il existe
A € Atel que u(A) < +00. Soit (An)nen la suite d’éléments deux & deux disjoints
dans A définie par

Ai=A e A,=0 pourn>2.

La réunion des A, est égale & A et la o-additivité de p donne

oo

w(A) = p(A) + ) u(An).

n=2

‘Ceci implique que la série > -, u(A,) converge et est égale & 0. Comme tous ses
termes sont égaux & p(0) on en déduit que (@) = 0.

ii) u est additive. En effet soit (A, )n=1,... x une famille finie dans A telle que la
réunion des A, soit encore dans A et n #p= A, N A, =0 ; on pose

n

A’—{An sil<n<k
"l 0 sinon ’

Alors Al est une suite de parties dans A deux & deux disjointes et telles que

k
U 4, = 4.
n=1

n>1

Comme p est o-additive on a

k k
2 (U An) =H U A;z = ZN(A;) = Z”’(An)

n>1 n>1 n=1
qui montre bien que y est additive.
1.4. Exemples de mesures

i) Supposons 2 fini de cardinal n et A = P(£2). Pour tout A € A on note |A| le
cardinal de A. On pose
14]
t

wA) =

On obtient ainsi une mesure (une probabilté en fait) sur Q.
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ii) Supposons 2 = N* et A = P(N*) et posons pour tout A C N*

A=Y o
a€A

Alors u est une probabilité sur Q.
ili) Supposons © quelconque et A = P(Q). Pour A € A posons

|[A|  si A est fini
+00  sinon '

m(A) = {

11 est facile de voir que m ainsi définie est une mesure sur (2, .4) appelée mesure de
comptage. Elle est o-finie si, et seulement si, 2 est dénombrable (exercice II. 5.1).

iv) Soient (£2,.4) un espace mesurable et w un point de . Pour tout A € A on
pose

0w(A) =14(w)

ou 14 est la fonction indicatrice de A. Il est facile de voir que I’application 6, ainsi
définie est une mesure sur (2,.4) ; on 'appelle mesure de Dirac au point w.
On appelle mesure discréte sur (£2,.4) toute combinaison linéaire dénombrable

oo
p=>_ pibu,
=1

de mesures de Dirac §,, ou les p; sont des nombres réels positifs ou nuls.

L’introduction de mesures intéressantes sur les ensembles non dénombrables
nécessite un peu plus de matériel. Nous verrons comment arranger cela dans la
suite.

2. Propriétés des mesures

Fixons quelques notations. Soit {2 un ensemble. Si A et B sont des parties de
2 alors B — A sera l'intersection de B avec le complémentaire de A. Soit (An)n>1
une suite d’éléments dans A. La suite (A,) est dite croissante (resp. décroissante)
si A, C An41 (resp. Apy1 C A,) pour tout n > 1. On dira que la suite (4,)
tend en croissant (resp. tend en décroissant) vers A si elle est croissante (resp.
décroissante) et si

A= G A, (resp. A= ﬁ An).

n=1 n=1

Dans ce cas on note

A, T A (resp. A, | A).

On appelle limite supérieure et limite inférieure de (A,) les parties de §2 définies
respectivement par
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(IL.3) limsup A, = ﬁ (D An> et liminfA, = D (ﬁ An>

N=1 \n=N N=1 \n=N
On dira que (Ay) est convergente si limsup A, = liminf A,.

2.1. Propeosition. Soit (22, A, 1) un espace mesuré.

i) Si A, B € A sont tels que A C B et u(B) < +00, alors u(B—A) = p(B)—pu(A).

Soit (An)nZI une suite d’éléments dans A.

i) Si (A,) tend en croissant vers A € A, alors u(A,) tend en croissant vers
H(A).

i) Si A, | A€ A et s’il existe ng tel que u(Ayn,) < +00, alors pu(Ay) tend en
décroissant vers u(A).

iv) On a toujours

u (G An) < iﬂ(An)'
n=1 n=1

v) On a p(liminf A,) < liminf u(A,) et s’il existe ng tel que

)
n=ng

alors limsup u(A,) < p(limsup A,). En particulier si p est une probabilité, on a

An "EC A = pu(A,) "2 u(A).
vi) On a

oo
>~ 1(An) < +00 => p(limsup An) =0
n=1

Démonstration. i) A et B — A sont disjointes et telles que B = AU (B — A). D’out
w(B) = u(A) + u(B — A). Comme pu(A) < p(B) < +ocoon a
#(B = A) = w(B) — u(A).

ii) Les parties A1, A2 — A1,... ,An — An_1,... sont disjointes deux & deux et
ont pour réunion A. La o-additivité de u donne

/-L(A) tﬂ(Al) + Z P‘(An - An~1)

n=2

N
= NEH—I (N(Al) + Z p(An — An—l))

n=2

=N2moou(A1UU n— An_ 1)

n=2
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Comme la suite

N
ON = {4 (Al U U (An — An_1)>

n=2

est croissante et est égale & la suite u(Ay) on a

H(AN) T u(A).

iii) On peut écrire

A=Any— | (Any — An).

n=ng

Ce qui donne, d’apres i),

u(A) = “(Ano) —H ( U (Ano — An)) .

n=ngo

On applique ii) & la suite croissante (An, — An)n>n, €t on obtient

u ( G (An, — An)) = lim_p(Any = An).

n=no

w(A) = p(An,) — lim {#(An,) — (Ap)} = lim u(An):

- isjointes et leur
iv) Les parties Ay, Ay — Ay, ... ,(An —uet A,.) ... sont disjoin

réunion est égale 3 celle des A,. D’olt
o0 00 n—1
| U A4n | =nA0) + 3 n (An— U 4
n=1 n=2 i=1
[o ] oo
<u(A1) + Y u(4n) =Y p(An):
n=2 n=1

v) On rappelle que la suite

est croissante et telle que
o o] (o o]
limiann = U ﬂ A'n'
N=1n=N

D’apres ii) on a
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oo
p(lim inf An) =lim p ( N An)

n=N
=liminf u ( ﬂ An>
n=N
<liminf u(Ayn)
puisque (oo v An C An.
La suite
By = 4n
n=N

est décroissante et tend vers limsup A,. Soit N € N* ; alors pour tout n > N,
A, C By ; donc p(A,) <-u(Bn) et par suite

sup p(An) < p(BN)-
n>N
D’apres iii) on a
limsup u(A,) = inf sup u(4,) < lim u(Bn) = p(limsup Ay,).
N n>N N

Ce qui démontre ce qu’on cherche.
Si 1 est une probabilité toutes les parties de €2 sont de mesure finie (puisque

1(2) = 1). On aura donc

p(liminf A,) < liminf 4(A4,) < limsup ,u(Aﬁ) < p(limsup Ap).
Si (An) converge vers A, on a limsup A, = liminf A,. Ce qui montre bien que

An "TEC A =5 p(An) "5 p(A).

(9+)
n=N NeN*

est décroissante et tend vers limsup A,. D’autre part, comme par hypothése

u(U An) <) u(An) < oo
n=1 n=1

le point iii) nous donne

o0
u(limsup An) = lim p ( U An)
n=N
< lim u(An) = 0.

—+o00
n=

vi) La suite
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3. Le théoréme de prolongement

Comme nous ’avons déja signalé la construction d’une mesure intéressante sur
un ensemble non dénombrable ne se “voit de maniére explicite” que sur certains
éléments (qui forment souvent une algébre de Boole ou une semi-algebre de Boole)
de la tribu. C’est sur ces parties que I’on construit d’abord une telle mesure ;
le théoréme de prolongement permet de 1’étendre ensuite & toute la tribu. La
démonstration de ce théoréme découle de plusieurs lemmes que nous allons établir.

3.1. Définition. Une mesure extérieure sur ) est une application ¢ : P() — R,
telle que

i) ¢(0) =0,
ii) si A C B alors ¢(A) < ¢(B),
ii3) pour toute suite (An)nen+ dans P(R),

oo (o o]
¢ (U An) <) $(An).
n=1 n=1
Une partie A de Q est dite ¢-mesurable si, pour toute partie E de §2, on a

(IL4) #(E) = $(AN E) + $(A° N E).

Soit x4 une mesure sur une algebre de Boole A4y de parties de £ : u est une
fonction d’ensemble sur Ag, positive, o-additive et non constante avec la valeur
+00. Nous allons définir de maniére naturelle une mesure extérieure y* sur §2 en
utilisant u. Soient'A € P(2) et S4 'ensemble de toutes les suites S'= (An)nen
d’éléments de Ag telles que A C U, A,. Posons

(I1.5) p*(4) = 1nf { Zu }

3.2. Lemme. Supposons u bornée. Alors la fonction d’ensemble pu* : P(2) — R,
est une mesure extérieure bornée -sur §) qui coincide avec p sur Ag.

Démonstration. i) Soit A € Ao ; on a de maniere évidente p*(A) < p(A). Soit
S = (An)nen+ € Sa ; alors

ll(A) S Z N(A’n)’
neN*

donc

WA) < nf { > u(A,»}

neN*
i.e. p(A) < p*(A). Par suite u(4) = p*(4).



26 Ch. II. Espaces mesurés

ii) Nous allons maintenant établir que u* est une mesure extérieure sur 2 ; elle
est bornée car y ’est. Les propriétés i) et ii) de la définition II. 3.1. sont évidentes.
Démontrons iii). Soit A une partie de Q telle que

A= 4n

neEN*

avec A, partie de {2 non forcément dans Ag. Soit € > 0. Alors pour tout n € N*,
il existe une suite (Ank)ken+ dans Ap telle que

An € U Ank et 3 p(Ank) < 1 (An) + o5

keN* keN*
Mais
AC U Ank
n,kEN*
d’ou

pA) < DT wlAnk) < D B (An) +e

n,kEN" neN*
Cette inégalité étant vraie pour tout € > 0, on en déduit par passage & la limite
(quand € — 0) :

b4 < Y u*(An).

neN*
Ce qui termine la démonstration du lemme. O

Notons B la classe des parties de €2 qui sont p*-mesurables i.e. les parties A
qui vérifient
p*(E) = p* (AN E) + p*(A° N E)
pour tout E € P(f).
3.3. Lemme. B est une tribu sur §) et u* est une mesure bornée sur cette tribu.

Démonstration. i) B est une algebre de Boole sur . On a clairemerit pour tout
EeP()

u*(B) = p*(@N E) + u* (0 N E)
donc 2 € B. Soient A, B € B et E € P(Q2). Alors
p*(E) = p* (AN E) + p*(A°N E)

=u*(ANBNE)+u*(ANB°NE)
+u*(A°NBNE)+u*(A°NB°NE)
>u*(ANBNE)
+u* {(ANB°NE)U(A°NBNE)U(A°NB°NE)}
>p(ANBNE)+u* {(ANB)°NE}.
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Comme E = {(ANB)NE}U{(AN B)°N E} et que u* est une mesure extérieure,
le point iii) de la définition II. 3.1. donne

p*(E) S (ANBNE)+p* {(ANB)°NE}
et donc
p(E)=p*(ANBNE)+u* {(ANB)°NE}.
Ce qui montre que AN B € B. Le fait que A € B = A° € B découle trivialement
de égalité
p(E) = p*(ANE) + p*(A°N E)
ou E € P(Q).
ii) pu* est additive sur B. En effet soient A et B des éléments de B tels que ANB =
9. Alors :
p*(AUB) = p* {(AUB)N A} + p* {(AUB) N A°}
= p*(A) + u*(B).
iii) B est une tribu. Soit (A )nen+ une suite d’éléments dans B. On veut montrer
que

a= 0
n=1

est un élément de B. On peut supposer que les A, sont deux a deux disjoints ; s’ils
ne le sont pas on pose

A = A 7 pour n =1
" Ap,NAS. . N...NAS pourn>2
n=1 1

et on remarque qu’on a

e Oa e
n=1 n=1

Ce n’est donc pas une restriction de supposer

A, NAp, =0 pour n #p.
Soient E € P(f2), € > 0 et N € N*. Alors comme

N N
> ut(An) =t (U An)

n=1 n=1
< (G An)

n=1

< 400
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la série Y o ; u*(An) converge ; donc pour N suffisamment grand on a

n=1 n=N+1

N ¢ 00
(IL.6) ©* ({ U(An OE)} > < Z p(AnNE) <e.

Maintenant comme

e (fns)o({§ef o

qui est une réunion disjointe on a

N N ¢
(IL7) u*(E) =u*_(U(AnnE)) +ut ({U An} nE).
n=1

n=1

Sommant le premier et le troisitme membres de (II.6) respectivement avec le deuxiéme
et le premier membres de (IL.7) on obtient

N

¢ N
e+ pu*(E) > p* ({ (AnnE)} ) + u* (U(AnnE))
n=1 n=1

o ({Oa ne)

Et donc

En faisant tendre € vers 0 on obtient

p*(E) =2 u* ({ G An} nE) +p* (
n=1

Comme I’'inégalité

p*(E) < p* ({ D An} ﬂE) + p* ( (A,J]E))
n=1 n=1

est vérifiée de maniere évidente, on a

p*(E) = p* <{ O An} OE) +p ( ’ (AnﬂE))

(AnN E)) .

i a:

s
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i.e.

G A, €eB
n=1

qui montre bien que B est une tribu.
iv) u* est une mesure bornée sur B. Soit toujours (A, )ren+ une suite d’éléments
de B deux a deux disjoints. Comme p* est une mesure extérieure on a

(1L.8) u ( U An> <> u(4n).
n=1 n=1

D’autre part comme pour tout N € N*

N 00
U4nc4n
n=1 n=1

on a

=) N N
u (U An> > (U An> =D H'(4n).
n=1 n=1 n=1

En passant a la limite quand N — 400 on obtient

(IL.9) u ( O An) > i“*(An)°

n=1

Les inégalités (I1.8) et (I1.9) donnent

¢ (0ar) - S
n=1 n=1

Ceci montre bien la o-additivité de u* qui est donc une mesure sur B. Elle est
trivialement bornée. (W]
3.4. Lemme. La tribu A = 0(Ap) engendrée par Ao est contenue dans B.

Démonstration. Il suffit de montrer que Ag est contenue dans B car celle-ci est une
tribu. Soient A € Ay ; il s’agit de montrer que pour tout E € P(Q2) on a

p*(E) = p*(ANE) + pu*(A°N E).

Comme

w(E) = jof {Z u(An)}
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ol Sg est ’ensemble de toutes les suites S = (A,) telles que A, € Ag et E C
Un An, pour tout € > 0 il existe S = (An)nen € Sa telle que

oo

3 #l(An) < 4 (B) +e.
n=1
Mais
Y u(An) =D ut (AN AL + ) pt(A°N An)
n=1 n=1 n=1
> u*(ANE) + u*(A°NE)
et donc

p*(ANE)+p*(A°NE) < p*(E) +e.

En faisant tendre € vers 0, on obtient

p*(ANE) +u*(A°N E) < p*(E).

Comme 'inégalité

w(ANE)+u*(A°NE) > u*(E)

est évidente, on a

u*(B) = u*(AN B) + u*(A° N B).
Ce qui montre bien que A € B. O

3.5. Lemme. Soit v une mesure sur B qui coincide avec u sur Ap. Alors v coincide
avec p* sur o(Aop).

Démonstration. Soit

Bo={AeB : v(A)=p*"(A)}.

11 est clair que By est une algébre de Boole contenant Ag. Nous allons montrer que
By contient o(Ap). Pour cela il suffit de montrer que By est une tribu : soit (Ap)
une suite dans By qui tend en croissant vers A. Alors

v(A) = lim v(An)= lm u"(An) = p"(A).
Donc A € By. Ce qui termine la démonstration du lemme. O

.Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le

3.6. Théoréeme de prolongement. Soient Ao une algébre de Boole sur §2 et A la tribu
engendrée par Ag. Alors toute mesure bornée sur (2, Ag) se prolonge de maniére
unique en une mesure sur (2, A).

Démonstration. La mesure extérieure u* donnée par.’égalité (II.5) et restreinte &
A = o(Ap) donne le prolongement qui est unique d’aprés le lemme II. 3.2. O
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Ce théoréme, qui reste valable méme si la mesure n’est pas bornée, permet de
construire le produit d’un nombre fini de mesures et la mesure de Lebesgue sur R.

3.7. Produit tensoriel de mesures

Soient (1, A1, 1), -.., (Qn,An, tn) des espaces mesurés. La famille S des
parties de @ = Q1 x ... x Q, de la forme A; X ... x A, ou A; € A; pour tout
1=1,...,n est une semi-algébre de Boole. Alors en posant

po(A1 X ... X Ap) = p1(A1) - ... - un(4r)

on peut définir une mesure sur ’algebre de Boole Ay engendrée par S qui se prolonge
de facon unique en une mesure sur A = 4; ® ... ® A, qu'on notera 1 ®@ ... ® Uy
et qu’on appelle le produit tensoriel de pi, ..., tn.

3.8. Mesure de Lebesgue sur R
On pose Q =]0,1]. Alors 'ensemble des parties de Q2 de la forme

k
(IL.10) A=lai,b]

avec 0<a; <by <ag <bs <...<ag <br <1 est une algébre de Boole Ap sur 2
qui engendre la tribu borélienne Bg. Pour A € A, de la forme (I1.10) on pose

k
(.11) B(4) = 3 (b - a).
=1

Alors p est une mesure finie sur Ay. D’apres le théoréeme de prolongement elle
s’étend de maniére unique en une mesure Ao sur Bgq.

Pour tout A € Bg et tout n € Z soit A, = AN|n,n + 1] ; d’autre part si a € R,
a + A sera 'ensemble {a +z : z € A}. On pose

(I1.12) AA) =) " Xo(-n+ 4n)

nez

On obtient ainsi sur R une mesure )\, o-finie appelée mesure de Lebesgue.

La mesure de Lebesgue sur R™ est obtenue en faisant le produit tensoriel n fois
de la mesure A.

-Le lecteur peut vérifier que la mesure de Lebesgue sur R (et sur R™ aussi) est
invariante par translation i.e. pour tout A € Br~ et tout vecteur © € R” on a

A(u+ A) = A(A).

C’est une propriété importante de A. Malheureusement cette mesure A a un point
faible car elle ne permet pas de mesurer toutes les parties de R méme quand elles
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sont bornées. L’idéal, en théorie de la mesure (sur R), serait de pouvoir construire
une fonction d’ensemble u sur tous les bornés, positive, o-additive et telle que

i) u(0,1])=1,

ii) si A et B sont bornés et isométriques, alors u(A) = u(B).

Ce probléme est connu comme étant le probléme difficile de la théorie de la
mesure. Il admet une solution négative comme le montre la construction qui suit.

Supposons que le probléme a une solution. Sur [—%, +%] on considere la relation
d’équivalence

z équivalent A y <=z -y €Q

ou Q est le corps des nombres rationnels. Soit B une partie de —%,+%] con-
tenant un et un seul élément de chaque classe d’équivalence (toujours possible par
I’axiome du choix). Soient {ai,as,... ,an,...} 'ensemble des rationnels de l'inter-
valle [—1, +1] et posons B, = an + B pour tout n € N*. Alors les B, sont deux &
deux disjoints et tels que

1 1 3 3
[—§,+—2':l CnEJN‘ B, C [—§,+§J .

() < ()

et pour tout n € N*,

On aura

p(Bn) = p(B).

Comme on a supposé que p est o-additive on aura

1<) u(Bn) = u(B)+u(B)+... < 3.
n=1

La premiére inégalité implique que la quantité u(B) est strictement positive et la
deuxiéme inégalité implique que p(B) est nulle. Ce qui est une contradiction. O

La construction qui précéde montre en particulier qu’il existe des parties, en
Poccurrence B, qui ne sont pas mesurables au sens de Lebesgue.

4. Propriétés vraies presque partout
Soit (2, A, 1) un espace mesuré.

4.1. Définition. On dira que A C Q est de mesure nulle pour u si A € A et
vérifie u(A) = 0. On dira que A est négligeable s’il est contenu dans un ensemble
de mesure nulle.

Une propriété sur (2 est dite vérifiée presque partout pour la mesure u (en abrégé
u-pp) si 'ensemble des éléments de 2 qui ne la vérifient pas est de mesure nulle.
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4.2. Exemples
On dira que
i) f,g € M sont égales p-pp si
p{weR s fw) #gw)}h) =0.
ii) La suite (f,) dans M tend u-pp vers f € M si

p{we : fn(w) ne tend pas vers f(w)}) = 0.

La notion de “propriété vérifiée presque partout”’ est trés importante en théorie
de la mesure-; elle interviendra constamment dans ce cours.

5. Exercices

5.1. Soit © un ensemble. Pour tout A C © on pose m(A) = |A| (cardinal de A) si
A est fini et m(A) = 400 sinon.

i) Montrer qu’on définit ainsi sur (2, P(2)) une mesure (appelée mesure de comp-
tage).

ii) Montrer que m est o-finie si, et seulement si, { est dénombrable.

5.2. On considere ’espace mesuré (N, P(N), m) de I'exercice II. 5.1. Si A C N on
pose

p(A) = limsup %m(A n{1,...,n})

et on note A I’ensemble des parties A de N pour lesquelles
lim (1m(AN{L,...,n})
i (A,

existe.
i) Montrer que si A est fini alors u(A4) = 0.
i) Montrer que p est finiment additive sur .A.
ili) Montrer que u n’est pas o-additive sur A.

5.3. Soit (Q2,P(£2), 1) un espace mesuré. On suppose que y est o-finie et on pose

E={wef : p({w}) >0}

Montrer que F est dénombrable. (Comme p est o-finie on a 2 = Uz 1 Q; avec
1(£) < +o0. Considérer alors 'ensemble E = {w € ENQ; : p({w}) > = }).

5.4. Soient (£2,.A) un espace mesurable et (fn)n>1 une suite de mesures telles que.
pour tout A € A on ait
p1(A) < p(A) <. .. Spa(4) <.

Si A € A on pose u(A) = limy_, 400 in(A). Montrer que 4 est une mesure sur
(2, A).
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5.5. Montrer que tout hyperplan affine de R™ a une mesure de Lebesgue nulle. (On
admet que la mesure A est invariante par toute isométrie de. R ; on peut donc
supposer que cet hyperplan qu’on notera H est défini par I’équation z, = 0, que H
est limite croissante de la suite de compacts Cx = [~k, +k] x ... x [—k, +k] x{0}.)

(n—1) fois

5.6. Soient (£2,.4) un espace mesurable, (tn)nen+ une suite de probabilités sur A
et (an)nen+ une suite de nombres réels non négatifs tels que Z::(’) a, = 1. Montrer
que 2720 anpin est une probabilité sur A.

5.7. Soient Q = {wy, ... ,wn, ...} un ensemble dénombrable, A = P(Q) et (an)nen:
une suite de nombres réels non négatifs tels que

400
Zan < 0.

n=0

Montrer que la formule x(A) = 3+2] anla(ws) définit une mesure finie sur A.
Démontrer que toute mesure finie sur A est de ce type pour une certaine suite (an)

pour laquelle

+00
Zan < o0.

n=0



CHAPITRE IlI
Intégrale de Lebesgue

L’intégrale de Lebesgue généralise de loin celle de Riemann : une fonction Lebesgue-
intégrable peut étre partout discontinue alors qu’une fonction Riemann-intégrable
est presque partout continue. Dans ce sens la premiére notion s’avére beaucoup
plus utile et opérationnelle que la seconde. L’objet de ce chapitre est de définir
I'intégrale de Lebesgue sur un espace mesuré quelconque et décrire ses propriétés
(qui sont nombreuses !). Nous démontrons le lemme de Fatou, le théoréme de con-
vergence dominée et l'illustrons par quelques applications : continuité de I'intégrale
dépendant d’un parametre, dérivation sous le signe somme. Ce dernier théoréme,
di & Lebesgue, est certainement 1’'un des outils les plus puissants de ’analyse
mathématique.

~Dans toute la suite (2,.A, 1) sera un espace mesuré. On rappelle les notations
utilisées dans les chapitres antérieurs.

M = {fonctions réelles mesurables sur 2} My={feM:f>0}

& = {fonctions réelles étagées sur 2} Er={pe& : p>0}
D’autre part : a) toute fonction f € My est limite simple d’une suite croissante
dans E4 ; b) toute fonction f € M est limite simple d’une suite dans E.

1. Intégrale supérieure

Pour les fonctions étagées positives, la définition sera immédiate ; on passera
ensuite aux fonctions mesurables positives en usant du point a) qu'on vient de
rappeler. Dans ces deux situations l'intégrale est un élément de R, défini sans
ambiguité. Pour une fonction mesurable quelconque il faut imposer une certaine
condition qui est assez naturelle comme on le verra.

Soit f € £&;. Alors f peut s’écrire sous la forme

k
f= zailA‘-
i=1

ou (Aj,...,Ax) est une partition de Q par des éléments de A et ay,... ,ax sont
dés nombres réels positifs ou nuls.

1.1. Lemme. Le nombre positif (fini ou égal 4 +00)

k
(IIL.1) > ain(4s)
i=1
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ne dépend pas de la partition choisie qui représente la fonction f.

Démonstration. Soit (By,... ,Be) une autre partition de  par des éléments de A
telle que

£
f=) bl
j=1

ol by, ... ,be € Ry. Alors (A; N Bj);,; est une partition de 2 et on a a; = b; pour
A;N B; 75 0. D’autre part si on ﬁxe i € {L,...,k} (resp. j € {1,.. Z}) alors
(AiﬂBj)j:l’m 2 (resp. (A;NBj)i=1,... k) est une‘partition de A; (resp. de B;). On
aura donc

Ce qui démontre le lemme. O
Le lemme III. 1.1 nous permet alors de donner la

1.2, Définition. On appelle intégrale supérieure de la fonction f = Ei.;l a;ly, €
&+ le nombre (fini ou égal & +00)

* k
(11r.2) ()= [ fdu= Y ().
i=1

On a bien entendu [, 1adp = p(A) pour tout A € A.

1.3. Proposition. Soient f,g € &4 eta € Ry. Alors on a
) I*(f) 20
i) I*(af) = aI*(f) ;
i) I*(f + g) = I"(f) + I*(g) ;
w) f<g=I"(f) < I"(g9).
Soit (fn) une suite dans E4 qui tend en croissant vers f. Alors
v) la suite (I*(fn)) tend en croissant vers I*(f).
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Démonstration. Nous ne démontrerons que les points iii), iv) et v) ; les autres sont
évidents.
iii) On peut écrire f et g sous la forme

k £
f=Zai1A‘. et g=2bj13j

ot (Ai,...,Ax) et (By,...,Be) sont des partitions de £ et a; et b; sont des réels
positifs ou nuls. On a

k L
f+g= ZailAi + ijlBj
i=1 j=1
= Z(ai + bj)lA,-nB,-

i)j

I(f +9) = ) _(ai + b;)u(4: N By)

',J'

j= i=1
k
-3 ,u(A)+Zb,u(B)
i=1 j=1
=I'(f) +I*(9)

qui démontre ce qu’on cherche.
iv) On peut écrire g = f + (g — f) ott f et g — f sont dans £;.. D’apres iii) on a
I"(g) =I"(f) + I"(g - f)

qui donne I*(f) < I*(g).
v) On peut d’abord remarquer que pour tout n, f, < f ; d'out I*(fn) < I*(f)-
Ce qui donne

hm I"(fn) < I*(f)-

n—-+o00

11 suffit donc d’établir I'inégalité

lim I*(fn) > I*(f).

n—+o00

Soit a €]0, 1[ et posons pour tout n :

An = {fn > af} = {w €N : fn(w) > af(w)}

On a de maniére évidente



38 Ch. III. Intégrale de Lebesgue

An C An+1

i.e. la suite (A,) est croissante et tend vers  puisque lim f,, > af.
Comme f € &;, il existe une partition (By,...,By) de Q, ou les B; sont des
éléments de A et des nombres réels positifs ou nuls a,.. . , ax tels que

k
f = ZailBi.
i=1
Alors (B; N A, T B;) ; d’otx

k
n-l-lrI-II-loo I (f‘lA”) = n—l—ltl-ll-loo ; aiN(Bi n An)

k
Z aip(B;)
i=1

*(f)-

Comme, d’autre part, on a f, > a.f.14, pour tout n, on obtient

Jim I(f) 2 e lim I'(f.14,) = aI*(f).

L’inégalité lim,_, 1 oo [*(fn) = al*(f) étant vraie pour tout o €]0, 1|, elle le restera
quand o — 1 ; d’out

Jim I(5) = (9.
O

La démonstration qui précede contient en méme temps celle de la proposition
(dite de Beppo-Levi) :

Si (fa)n>1 est une suite croissante dans € telle que lim,_, 1o fr soit > f alors
lim I*(f) = I*(f).

Nous allons maintenant définir 1'intégrale supérieure d’une fonction mesurable
positive quelconque en utilisant le fait qu’une telle fonction est limite d’une suite
de fonctions étagées positives.

14. Lemme. Soient f € My et (fn) et (hn) deuz suites dans £, tendant en
croissant vers f. Alors

WB ) = L T ().

Démonstration. Comme (f,) tend en croissant vers f on a pour tout p € N
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D’apres la propriété de Beppo-Levi on a
* . *
I'(f) < lim I'(h) VpeEN.
En prenant la limite pour p — +00 du membre de gauche, on obtient
. % . *
pip [ () < B T (n).
On démontre de méme que

lim I*(ha) < lim I*(fy)

n—+400

qui donne finalement

lim I*(f) = lim I*(kn).

n—+4o00o

“On peut donc donner la définition qui suit.

1.5. Définition. On appelle intégrale supérieure d’une fonction mesurable positive
sur (2, A, 1) le nombre

1) = [ @) = tim I'(5)

ot (frn) est une suite quelconque dans £; tendant en croissant vers f.

Pour les fonctions mesurables positives on a une proposition analogue a la propo-
sition III. 1.3. Nous allons I’énoncer sans démonstration.

1.6. Proposition. Soient f,g € My et a € R;. Alors on a
) I'(f)20;
W) I*(af) = aI*(f) ;
w) I'(f + g) = I*(f) + I*(g9) ;
w) f<g=I"(f) <I"(g).
Soit (fn) une suite dans My qui tend en croissant vers f. Alors
v) la suite (I*(fn)) tend en croissant vers I*(f).

2. Intégrale d’une fonction mesurable

On sait que toute fonction mesurable f sur §2 s’écrit sous forme de différence de
deux fonctions mesurables positives en ’occurrence

f* =sup(f,0) et f~ =sup(-f,0).

Pour avoir la linéarité on est amené & définir l'intégrale de f comme étant la
différence I*(f*) — I*(f~) ; ce qui est parfaitement cohérent mais & condition
que cette expression ait un sens. Par exemple si I*(f*) = I*(f~) = +oo, cette
différence reste indéterminée.
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2.1. Définition. Soit f € M. On dira que f est intégrable si on a I*(f*) < 400
et I*(f~) < +oo. L’intégrale de f sur (R, A, 1) est alors le nombre réel

I(f) = /Q fW)dp(w) = ' () = I* ().

On dira que f est quasi-intégrable si I*(f) < +o00 ou I*(f~) < +o0.

On notera dorénavant I'intégrale de f sur (€, 4, ), [ f il n’y a aucune confu-
sion ni sur  ni sur la mesure u. Si ’ensemble §2 supporte plusieurs mesures il y
a lieu de préciser (dans la notation de 'intégrale) la mesure par rapport & laquelle
on intégre ; la notion d’intégrabilité dépend fortement de la mesure donnée. Sur
un méme espace 2, il existe des fonctions intégrables par rapport & une mesure et
non intégrables par rapport & une autre : prendre deux mesures u et v telles que
w(Q) < +oo et ¥() =+oo et f=1.

2.2. Exemples

i) Soit (£2,.A) un espace mesurable muni de la mesure de Dirac §,, au point w € Q.
Si f € &4 il existe une partition mesurable (A1,... , Ax) de Q et des nombres réels
positifs a1, ... ,ax tels que

k
f = ZailAi.
i=1

Comme (Aj,...,Ax) est une partition de , il existe un et un seul entier i €
{1,... ,k} tel que w € A;. D’ou

/ Fbu = aibu(As) = F).

Q

Ainsi toute fonction f € £ est §,,-intégrable et son intégrale est égale & f(w). Par
la décomposition de n’'importe quelle fonction f € M sous forme f = f+ — f= et
par le fait que f* et f~ sont limites de suites de fonctions de M on montre que

f est toujours &,-intégrable et son intégrale vaut f(w).
ii) Soit 4 une mesure discréte sur un espace mesurable (2, .A) i.e.

+00
n= Z pi6w,-
i=1

ou w; est une suite de points de (2 et p; des réels positifs. Alors f € M, est
intégrable par rapport & u si, et seulement si, la série & termes positifs

Zpif(wi)
i=1

est convergente. Par suite f € M est u-intégrable si, et seulement si, les séries

sz wz) et va,f (wz
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sont convergentes. Comme |f| = f* — f~, ceci est équivalent & la convergence de
la série

> pilf(wi)l-
i=1

Dans ce cas 'intégrale de f par rapport & u est

| 1)due) = Soms(w).

3. Propriétés de I’intégrale

On note £! 'espace des fonctions mesurables et intégrables pour la mesure p sur
Q et

£ ={fect: f>0}
Nous allons' commencer par montrer que £! est un espace vectoriel réel.

3.1. Lemme. Soit f € M. Alors f est intégrable si, et seulement si, il existe g,
h e [,},_ telles que f = g — h. Dans ce cas on a

[1=r@-rm.
9]

Démonstration. Supposons f intégrable ; alors f* et f~ appartiennent & £} et sont
telles que f = f*— f~. Il suffit donc de prendre g = f* et h = f~. Réciproquement
supposons que f s’écrit f = g — h avec g, h € £}.. Comme

ft =g—inf(g,h) et f~ = h —inf(g, h)
on obtient
I*(ft) < +oo et I*(f7) < +oo.
Donc f € £!. D’autre part comme g+ f~ =h+ fT ona
I'(9) + I*(f7) = I"(h) + I*(f)
c’est-a-dire
| 1=1¢n -1 =@ -
qui termine la démonstration du lemme. d

On note N ’ensemble des fonctions réelles mesurables sur §2 nulles presque
partout pour la mesure y ; c’est un espace vectoriel contenu dans £!.
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3.2. Théoréme. L’ensemble L' est un espace vectoriel réel et 'application qui & toute
fonction f € L' — ||f|l1 = [ |f(w)|du(w) € Ry est une norme (voir chapitre V)
sur le quotient L' = L1 /N

Démonstration. i) Montrons d’abord que £! est un espace vectoriel. Il est évident
quesi f€ L et a € R alors af € L! car

f_{af*‘—af‘ sia>0
o= af” —aft sia<0

Soient f,g € L' et posons h = f + g. Alors

h=({f+9) = (f+9)~ =" +g")~(f+97).

Ona ft+gt e L) et f~+g~ € L} car f et g sont intégrables ; d’apreés le lemme
IIL. 3.1, la fonction A est donc intégrable et

[a=[ur+a- [+
=(fr-Lr) ([ L)
=/Qf+/ﬂg..

L’application f € L' — ||f||1 = [, |f| induit une norme sur L' car
(%) |f + 9|l < |f|+ |g| et donc

Lo [1s1+ [ 1ol

(xx) la propriété de séparation découle de la proposition III. 3.3. qui suit. O

3.3. Proposition. Soit f € M. Alors

/*f=0<=>feNﬂM+.
Q

Démonstration. On suppose d’abord f € £ i.e.

k
f= Z aily,
=1

ou (Ai,...,A) est une partition mesurable de 2 et aj,... ,ar des réels positifs.
On a

* k
I*(f) = /Q F=3 a4
=1

Si I*(f) = 0 alors pour tout i = 1,...,k on a a;u(A;) = 0. Ce qui donne a; =0
ou p(A;) =0 ; dans tous les cas I*(f) =0 < f e NN M.
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Si f € M4 n’est pas forcément dans £, on considére une suite f, € £+ qui tend
en croissant vers f. Si f =0 p-pp, fn = 0 p-pp pour tout n puisque 0 < f, < f ;
donc I*(f,) = 0 d’aprés ce qui précede et par suite I*(f) = lim I*(f,) = 0.

Supposons I*(f) = 0 ; alors I*(f,) = 0 pour tout n puisque 0 < f, < f. Ce
qui nous donne f, = 0 p-pp. Par suite 'ensemble {w € @ : fp(w) > 0} est de
mesure nulle. Comme f(w) > 0 si, et seulement si, I'un au moins des f,,(w) > 0 on
a

{fweQ: fw)>0}=|HweQ : fulw)>0}

Donc f=0 H-PD. O

De cette proposition on tire les conséquences suivantes.
i) Si A € A est de mesure nulle alors pour toute fonction f € My ona

[1a-1=0

- 4i) Par. définition, l'intégrale de f € M sur A € A sera

/Af=/nl,4~f-

Dans la proposition qui suit, de démonstration un peu technique et d’ailleurs

similaire & celles qui précedent, nous donnons un certain nombre de propriétés
importantes de l'intégrale qui ont autant d’intérét que le reste.

3.4. Proposition. On a
i) f € M est intégrable si, et seulement si, |f| est intégrable.
i) Soient f € M et g € L ; alors

|fl<g=>fecLl

iii) Soient f € M et g € L' ; alors

f=g n-pp=feLl' et /ﬂf=/ﬂg-

4. Le théoréeme de Lebesgue

Soit (f») une suite de fonctions mesurables convergeant vers une fonction mesura-
ble f. Que peut-on dire de la convergence de la suite [ f, ? Siles f, sont intégrables
en est-il de méme pour f ? Si oui, dans quelles conditions la suite [ frn converge-t-
elle vers 'intégrale de f ? Nous savons déja que si les f,, sont positives et (fy) tend
en croissant vers f alors l'intégrale de f, tend en croissant vers l'intégrale de f
(qu’elle soit finie ou non). Ce ne sera pas le cas si on supprime ces hypothéses méme
si la suite converge par exemple uniformément vers f comme le prouve I’exemple
qui suit :
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On prend @ = Ry, A = Bg, et p = A Soit (fn)n>1 la suite de fonctions
intégrables données par

0 siz>n
f”(x)_{% si0<z<n

I est clair que (f,) converge uniformément vers 0 mais la suite des intégrales [ fy,
est constante égale a 1.

Le probleme du passage & la limite sous le signe d’intégration [ sera résolu,
sous certaines hypothéses, par le théoréme de Lebesgue auquel est consacrée cette
section. Nous comm@ncerons par le

4.1. Lemme.de Fatou. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives sur §
telles que liminf f,, soit une fonction partout finie sur Q. Alors

* *
/ (liminf f,,) < liminf / fn-
Q Q

Démonstration. Rappelons que la limite inférieure de la suite (f,,) est définie comme
la limite de la suite croissante de fonctions mesurables positives

by = 4L

/ (liminf f,) = lim h

Q p—too Jo

Comme h, < fr, pour tout n > pona

* *
[ [t
Q Q
pour tout n > p. Donc

/h <1nf/ fn-hmmf/ I
n>p

pour tout p. On passe alors & la limite sur p et on obtient

/(liminffn)= lim / hp§liminf/ f-
Q p=too Jo Q

Ce qui termine la démonstration. |

" Cela va nous permettre de démontrer le théoréme de Lebesgue connu aussi sous
le nom de théoréme de la convergence dominée.

4.2. Théoréemede Lebesgue. Soit (f,) une suite de fonctions intégrables sur (Q, A, u).
On suppose que

i) fn tend vers f presque partout ;

it) il existe une fonction intégrable g : @ — R telle que
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|fnl < g presque partout.
Alors f est intégrable et l’intégrale de f, tend vers celle de f.

La suite (f») qui converge vers f est dominée par la fonction intégrable g ; c’est
ce qui explique la dénomination convergence dominée.

Démonstration. Soit

{U {w : |faw)] > g(w }U{w fn(w) ne tend pas vers f(w)}

et M = N° Alors N est un ensemble de mesure nulle en tant que réunion
dénombrable d’ensembles de mesure nulle. Comme |f,(w)| < g(w) sur M, on a
|f(w)| £ g(w) sur M ; donc f est intégrable d’aprés la proposition III. 3.4.

Nous allons d’abord modifier (presque partout) les éléments de la suite f, et la
fonction f de fagon & avoir des inégalités et une convergence vérifiées partout sur
Q. Posons

on=1mfn, o=1mf et v=1ug.

Alors les fonctions ¢y, ¢ et 7 sont intégrables d’apres la proposition III. 3.4 et

Joo= [t [o=[t e [+=]s

11 suffit donc, pour démontrer le théoréme d’établir que

fon [

Remarquons d’abord qu’on a —y < ¢, < <. Les fonctions %n+y sont donc positives
et le lemme de Fatou appliqué & la suite (¢n + ¥)n>1 donne

/ lim inf(¢, + ) < liminf / (en +7)

Comme liminf(¢, +7) =limp, +y=¢p+yona

/limcpn+/'y$liminf/<pn+/'y

c’est-a-dire

(I11.3) / ¢ < liminf / Pn-

Cette fois-ci on applique le lemme de Fatou & la suite de fonctions positives
('7 - Son)nZl
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/('r—w) =/liminf(v—<pn) Sliminf/('y—gon)

i.e.
/7—/(p$/'7+liminf (-—-/(pn).
Mais
lim inf (—/(pn> = —limsup/cpn.
D’ol
(I11.4) / ¢ 2 limsup / Pn.

Les inégalités (II1.3) et (III.4) s’écrivent

limsup/cpn 5/(p$liminf/<pn
/‘Pn “"/‘P-

Ce qu’il fallait établir. 0

qui montre bien que

5. Applications du théoréme de Lebesgue

Du théoréme de Lebesgue, on peut tirer des conséquences importantes telles que
la continuité ou la dérivabilité d’une foncion définie par une intégrale.

5.1. Théoréme. Soit X un espace métrique et F' : @ x X — R une application telle
que

i) pour tout ¢ € X, la premiére application partielle F(-,z) : @ — R est
intégrable ;

i) pour presque tout w € N, la deuziéme appliction partielle Fw,): X —R
est continue en zo ;

ii1) il existe une fonction intégrable g : @ — R telle que pour presque tout w €
et tout x € X on ait |F(w,r)| < g(w). Alors la fonction

@) = /Q F(w, 2)dp(®)

est continue en xp.
(a:n)n>1 est une une suite dans X qui

Démonstration. 11 suffit de montrer que si . )
). Soit (n)n>1 une suite dans X

tend vers o, alors la suite (f(x,)) tend vers f(zo
convergeant vers zo. On pose
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fn(w) = F(w’xn) et (p(w) = F(w) :L'o)-

Alors la suite de fonctions f,, est telle que
i) fn tend presque partout vers ¢ ;
ii) |fn(w)| < g(w) pour presque tout w € Q avec g intégrable.
D’apres le théoreme de Lebesgue

f@»=Ln”ﬁPL¢=ﬂm>

i.e. f est continue en zo. ]

La deuxiéme application concerne la dérivation sous le signe [ dont la démonstra-
tion est laissée -au lecteur.

5.2. Théoréme. Soient (E,|| ||) un espace normé (cf. chapitre V), U un ouvert de
E et F:Q x U — R une application telle que

i) pour tout x € U, la premiére application partielle F(-,z) : @ — R est
intégrable ;

it) pour presque tout w € 2, la deuziéme application partielle F(w,-): U — R
est différentiable sur U ;

ii3) il existe une fonction intégrable g : @ — R telle que pour presque tout w € Q)
et tout z € U on ait

lllds F(w, z)|]| < g(w)
ot do F' est la différentielle de F' au point = qui est une forme linéaire continue sur

FE et

llde F(w,z)|]| = sup [(h, doF(w,z))|-
[IRlI<1

Soit f la fonction définie sur U par

ﬂﬂ=AFMMWW)

Alors pour tout vecteur h de E et tout point  de l'ouvert U, la fonction qui a tout
point w € Q) associe (h,d F(w,z)) est intégrable, f est différentiable et

waﬁ=4m@mwmww>

Ici (h, ¢) est l’évaluation de la forme linéaire ¢ en le vecteur h € E.

Nous terminons par un exemple d’application du théoréeme de Lebesgue sur les
séries doubles de nombres réels.

5.3. Théoréme Soit (zn,) une suite de réels indexée par N x N. On suppose

i) qu’il existe une suite de réels (z,) telle que la limite limp_, oo Tnp SOt €gale
d x, pour tout p € N ;

i) qu’il eziste une suite de réels positifs (yp,) telle que lon ait
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oo
|Znp| < yp et Zyp < +00.
n=0

Alors pour tout n € N on a

Z|a:np]<+oo, Z|xp| < 400 et hm anp Zmp

p=0

Démonstration. On pose Q = N, A = P(N) et u = m la mesure de comptage sur N.
L’intégrale d’une fonction s’écrit alors sous forme de série. La suite double (znp)
s’interpréte comme la suite de fonctions mesurable f, définies sur N, par f,(p) (la
variable p joue le role de w), la suite (z) est la fonction f(p) =, et enfin (y,) est
la fonction g(p) = z, qui domine. La condition i) traduit la convergence (partout)
de f, vers f et les conditions dans ii) traduisent I'intégrabilité de g et le fait qu’elle
domine les fy,.

Le théoréme de Lebesgue nous dit alors que les f,, sont intégrables, la fonction
f est intégrable et I'intégrale de f,, tend vers celle de f soit

lenpl < o0, lepl < +o00 et hm anp pr

p=0 p—O p=0

Ce qu’il fallait établir. O

6. Exercices

6.1. Soient Q = [0, +o00[, Bq sa tribu borélienne et A la mesure de Lebesgue. Soit
(fa)nen+ la suite de fonctions définies par

.1 .

~ siz € [n,2n],

@={7 & .
sinon

Vérifier que f, est intégrable pour tout n € N*, que la suite (f,) converge
uniformément vers la fonction identiquement nulle mais que fg fndX ne converge
pas vers 0.

6.2. Soient 2 = [0,1], Bg sa tribu borélienne et A la mesure de Lebesgue. Soit
(fr)nen+ la suite de fonctions définies par

n sizel(l 2]

e ={;
sinon
Vérifier que f, est intégrable pour tout n € N*, que (f,) converge A-pp vers la

fonction identiquement nulle mais que fQ frndX ne converge pas vers 0.

6.3. Soient (2, A, ) un espace mesuré, (f,) une suite de fonctions positives intégra-
bles qui converge u-pp vers une fonction positive intégrable f. On suppose que
Jo fndX tend vers [, fdu. Montrer que [, |fn — fldp — 0. (Utiliser les égalités
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fn+ f = sup(fn, f) +inf(fn, ) et |fn — f| = sup(fn, f) —inf(fn, f)

qu’on établira.)

6.4. Montrer en donnant un contre-exemple que les résultats de 1’exercice qui
précede ne restent pas vrais si

nBToo/Qf"d“ = /Qfd,u = +oo et u(f) < +oo.
6.5. Soient (2, .4, 1) un espace mesuré et f une fonction intégrable sur .
Montrer qué pour tout € > 0, il existe A € A de mesure finie tel que

/Qfdp—/Afd,u'<e.

6.6. Soit (9,4, 1) un espace mesuré. Pour tout p € [1,+oo[ on désigne par LP
I’espace des fonctions mesurables de puissance p*™® intégrable pour la mesure p sur
Q.

i) Supposons que u(2) < +o00. Montrer que si p < g on a L C LP.

ii) On considére ’espace probabilisé ([0, 1], Bo,1}, A), A est la mesure de Lebesgue.
Soit f la fonction f(z) = 71;1]0,1]. Montrer que f appartient & £! mais qu'elle
n’appartient pas & £2.

iif) On considére I'espace probabilisé ([1, +00[, B1,+co[s A)-

Montrer que la fonction g(z) = % appartient & £2 mais qu’elle n’appartient pas
a Ll

iv) Quelle conclusion peut-on tirer de ii) et iii) ?

6.7. Soient (£2,.A, 1) un espace mesuré et f :  — R mesurable. On pose m(f) =
sup{a €R : p({f <a}) =0} et M(f) =inf{a € R : p({f > a}) =0}.

i) Vérifier que m < M.

ii) Soient f € L*® (cf. exercice V. 5.3. pour la définition de L) et g € L.
Démontrer la formule de la moyenne m(f) [, 9du < [, fodu < M(f) [, gdu.

6.8. On considére l'espace mesuré (R, B, ) ou B est la tribu borélienne de R et A
la mesure de Lebesgue. On rappelle que cette mesure est invariante par translation
ie. si A€ BetreR alors A\(r+ A) = A(A). On notera L! 'espace des classes
de fonctions A-intégrables et on admet que I’ensemble C(R) des fonctions réelles
continues sur R nulles en dehors d’un compact est dense (pour la norme [| ||1) dans
L!. Soient A € B tel que 0 < A(A) < 400 et posons E = {z —y : z,y € A}.

i) Montrer que pour tout ¢ € R la fonction z — y(z,t) = 14(z + t)1a(z) est
intégrable sur R.

On pose h(t) = [ ¥(z,t)dA(z). Soit £ > 0 ; alors on sait qu'il existe ¢ € K(R)
(qu’on peut supposer 0 < ¢, < 1) telle que ||14 — ¢c|]1 < e.

if) Montrer que la fonction he(t) = [i @e(z + t)1a(z)dA(z) est continue (penser
au théoreme de la convergence dominée).
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iii) Montrer que sup,cg |h(t) — he(t)| < € et en déduire que he tend uniformément
vers h quand € — 0 et donc que h est continue.

iv) Calculer h(0) et montrer qu'’il existe § > 0 tel que pour tout ¢t € R, |¢t| < §
on ait h(t) > 0.

v) Montrer que quel que soit t, —§ < t < +§ il existe z; € R tel que z; € A-et
T+t € A

vi) En déduire que F est un voisinage de 0.

Si A(A) = +o0 on peut trouver un entier n € Z tel que A, = AN [n,n+ 1]
vérifie 0 < A(A,) < +o0o. D’apres vi) 'ensemble E, = {z —y : z,y € Ap} est un
voisinage de 0, donc E est aussi un voisinage de 0 puisque E,, C E.

Dans R on définit la relation d’équivalence : x et y sont équivalents si, et seule-
ment si, £ — y est rationnel. Dans chaque classe d’équivalence on choisit un et un
seul élément (ceci est possible grace & ’axiome du choix) et on note B I’ensemble
de ces éléments.

vii) Montrer que 'ensemble F' = B— B = {z—y : z,y € B} ne contient aucun
rationnel non nul. En déduire que F ne peut pas étre un voisinage de 0.

viii) Montrer que la famille {r + B}¢q forme une partition de R.

Nous allons montrer que B n'est pas mesurable (i.e. n'est pas dans B). Sup-
posons qu'il Pest.

ix) Montrer alors qu’il existe 7 € Q tel que A(r + B) > 0. En déduire que
A(B) > 0 (utiliser 'invariance de ) par translation).

x) En déduire alors d’aprés les questions précédentes que F' est un voisinage de
0 et qu’on arrive ainsi & une contradiction avec vii) et donc que B ne peut pas étre
mesurable.



CHAPITRE IV
Mesures produit, mesures images et densités

Comme le titre I'indique, dans ce chapitre nous étudions trois points importants
en théorie de la mesure et de I'intégration : le théoréme de Fubini qui permet de
calculer I'intégrale sur un produit d’espaces mesurés par intégrations successives sur
chacun des facteurs ; le théoréme de transfert qui généralise la méthode bien connue
de changement de variable pour une intégrale de Riemann ; les mesures & densité
ainsi que le théoréme de Radon-Nikodym qui montre qu’une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une mesure p soit “dérivable et & dérivée” mesurable par rapport
a une autre mesure v est que y soit absolument continue par rapport & v. C’est un
résultat fondamental dans le domaine.

1. Le théoréme de Fubini

Rappelons d’abord la définition d’une tribu produit donnée au chapitre I. Soient
(€4, Ai), i = 1,... ,n des espaces mesurables, posons 2 = §2; X ... X 2, et notons
S la semi-algébre des parties de la forme A; x ... x A, o A; € Ay, ..., Ap € A,.
La tribu A sur §2 engendrée par S est appelée tribu produit (ou produit tensoriel)
de A1,...,A,. Onlanotera A=A4;®...8 A,. En posant

,uo(Al X. .. X An) = ,ull(Al) et ﬂn(An)

on définit une mesure sur ’algébre de Boole Ay engendrée par S qui se prolonge
de fagon unique en une mesure 41 ®...Q uy, sur la tribu A =A4;®...® A, qu’'on
appelle produit tensoriel de u1, ..., ln.

Soient (21, A1, 1) et (2, Az, p2) deux espaces mesurés. Pour tout A € A; ® Az
et pour tout w; € §2;, on pose

AW1 = {u)z €y : (wl,wg) € A}

De méme pour tout wy € Qg

Ay, ={w1 € Q1 & (w1,w2) € A}

L’ensemble A, (resp. A.,) est appelée section de A suivant wy (resp. suivant ws).
I1 est facile de voir que A, € Az et Ay, € A;.

Soient (E, B) un espace mesurable, f : {2; X {23 — E une application mesurable
et désignons par f,, (resp. f.,) application Q2 — E (resp. Q1 — E) qui & wp
(resp. & w;) associe f(w;,ws). D’autre part pour tout A € A; ® A, on note ®}
(resp. ®%) l'application ; — R (resp. Q2 — R) définie par &} (w1) = p2(4w,)
(resp. ®%(w2) = p1(Aw,)). On a alors la proposition qui suit que nous énoncerons
sans démonstration.

1.1. Proposition. Les applications fu,, fu,, @4 et ®% sont mesurables et pour tout
Ac A ® Az ona
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m@mm=/@mmmu5/¢me%
Ql Q‘2

On vérifie facilement que

- si (Ap) est une suite dans A; ® Az qui tend en croissant vers A € A; @ Az,
alors pour tout wy € Q; (resp. wp € N2) la section Ay, suivant w; de An (resp.
la section A, de A, suivant wy) tend en croissant vers A, (resp. A.,) et

—si (fn) est une suite croissante de fonctions positives mesurables sur £ x £
tendant vers f, alors pour tout wy € 2 (resp. wi € 1), la suite (faw,) (resp.
(fnw.)) tend en croissant vers f,, (resp. fu,).

Cela va nous permettre de démontrer un théoréme important en théorie de la
mesure. Soit f : 3 x Q3 — R une application mesurable ; pour tout w; € §2; et
tout wo € O, on définit ¥;(w;) et Ua(wy) par

.\Ifl(w1)=/ﬂ fur (w2)dpa(ws)

et
ww=memma

1.2. Théoréme de Fubini. Supposons f p1 ® pa-intégrable. Alors pour tout i =1,2,
U, est définie u;-presque partout, est p;-intégrable et on a

/ flwi,wa)d(p1 ® pg) = / Uy (wr)dp = / V3 (wa)dpe.
Q1 %02 Q ' Qo

Démonstration. i) On commencera par f = 14 avec A € A; ® A; de mesure
p1 ® pu2(A) finie ; dans ce cas le résultat découle de la proposition IV. 1.1. Ceci
passe par linéarité aux fonctions étagées.

ii) Supposons maintenant f quelconque intégrable et positive. Alors f est limite
simple d’une suite croissante de fonctions f, étagées positives. Pour tout n, f, est
intégrable puisque 0 < f, < f. D’aprés le point i) on a

(Iv.1) /fnd(#l ® p2) / </ fn(wl,wz)dM) dp1.

Comme (fn) T f, (fnwi) T fur €t donc (¥, 1) T ¥; ot

\I’n,l(wl) =/ fn,wl(w2)dﬂ2-

Les fonctions ¥, ; étant mesurables, ¥; est mesurable. D’autre part la proprlete
de continuité monotone de I'intégrale implique

lim Fad(p1 ® dug) = / fd(p ® po)
Q) XS

n—+oo Q1 X0
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qui est strictement inférieure & +oo. D’ol

/9‘ Ui(wi)dp = lim A Wp,1(w1)dpn

1 1

= lim Jn(w1,we)d(p1 ® p2)
(IV.2) =40 Jo, %0, n(wn wa)d(un ® g

=/ fwy,w2)d(p1 @ pa)
(931 x Q2

< + 0.

L’ensemble
M={w € : Vi(w) = lm Vni(wi)=+oo}

est donc de mesure nulle (¢f. exercice IV. 6.1) i.e. la fonction ¥; est définie
pa-presque partout sur Q;. La relation (IV.2) dit exactement que

/ V3 (w1)dps =/ fwr,we)d(p1 ® pe).
0 1 XS
Clest ce qu'il fallait démontrer. Le méme raisonnement vaut pour ¥,.

iii) Si f n’a pas un signe constant, on applique les résultats du point ii) & f* et
f~ et on obtient ce que I'on cherche. (W

On verra sur un exemple (¢f. exercice IV. 6.2) que la condition d’intégrabi-
lité de f est substantielle ; le fait que les fonctions f,, et f., soient intégrables
respectivement pour tous les w; et les wo ne suffit pas pour appliquer le théoreme
de Fubini. Cependant si f est mesurable positive (qu’elle soit intégrable ou non)
on a toujours

[ iepeipem = ( f(wl,wz)duz) duy
Q1 X Q Qo

=/< f(w1,w2)du1>duz..
0 \Ja,

1.3. Corollaire. Soient f; : Q3 — R et fo : Q2 — R deus fonctions mesurables
et posons f(wy,w2) = fi(w1)f2(we). Supposons que f est p1 ® pz-intégrable et f;
non nulle p;-presque partout pour tout 1 = 1,2. Alors pour tout 1 = 1,2, f; est
wi-intégrable et

/ f(w1,w2)d(p1 ®#2)=/ f1(w1)du1'/ fa(wa)dps
Q1 xQ02 (93 Q2

Dans le paragraphe 5 nous donnerons des exemples d’application du théoréme
de Fubini.
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2. Mesure image et transfert

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme de transfert et énoncer
la formule de changement de variable qui sont des instruments puissants pour le
calcul des intégrales. ,

Soient (2,4, ) un espace mesuré, (E, B) un espace mesurable et f : Q@ — F
une application mesurable. A priori sur (E, B), il n’y pas de mesure ; I’application
f va nous permettre d’en mettre une.

2.1. Proposition. Soit v : B — R Uapplication définie par v(B) = u(f~(B)).
Alors v est une mesure sur (E,B). On lappelle la mesure image de p par lapplica-
tion f.

La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur. Nous allons plut6t
donner celle du

2.2. Théoréme de transfert. Soit h : E — R une fonction mesurable. Alors la
fonction ho f : § — R est u-intégrable si, et seulement si, h est v-intégrable.

Dans ce cas on a
/hdu:/hofdu.
E Q

Démonstration. Elle se fera par étapes comme d’habitude, d’abord pour les fonc-
tions étagées positives, ensuite pour les fonctions positives et finalement dans le cas
général.

i) Supposons h = 1p avec B € B. Alors ho f = 1;-1(p). D’olt

[ 15y =v(B) = w57 B) = [ 1smdu= [ ho fiu

i.e. dans ce cas le théoréme de transfert n’est rien d’autre que la définition de
la mesure image v, de u par 'application f. Par linéarité ceci passe aux fonctions
étagées positives.

i) Supposons h € M, et soit h, une suite de fonctions mesurables étagées
positives sur E qui tend en croissant vers h. La propriété de continuité monotone
de lintégrale donne

lim hpdv = / hdv.
E E

n—-+4oo

/hndu=/hnofd/,t.
E Q

/ hdv = lim hpdv = lim hn o fdu = / ho fdu.
E n— 400 E n—+400 Q Q

Mais d’apres le point i) on a

D’ou
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Pour les fonctions positives on confond l'intégrale [ avec l'intégrale supérieure
*

ili) Supposons maintenant que h est mesurable quelconque. Alors dire que h est
v-intégrable, c’est dire que h* et h~ sont v-intégrables. D’apres le point ii) ceci est
équivalent 3 dire que AT o f et h~ o f sont u-intégrables et on a

/h+dl/=/h+ofdu et /h"du=/h‘ofd,u.
E Q E Q

Par suite h est v-intégrable si, et seulement si, h o f est u-intégrable et on a

/hdu=/.hofdu.
F 9]

Ce qui termine la démonstration du théoréme. O

Un cas particulier de ce théoreme est celui ou 2 et F sont des ouverts de R™, y =
A la mesure de Lebesgue sur Q et f: z €  — f(z) = y € E un difféomorphisme
de classe C! i.e. f est une application bijective dérivable & dérivée continue ainsi

que son inverse f~!. On rappelle que f est définie par n applications fi,..., fx :
2 — R et que pour tout s = 1,... ,n et tout j = 1,...,n, la fonction gaz%(a:) (ou
z = (z1,...%,)) est continue ; la matrice

8 8

(@) a2 (<)

J(f)(=z) = : :
8fn 8fn
3= (2) 2= ()

est appelée matrice jacobienne de f et son déterminant A(f) jacobien de f. Dans
cette situation on a la formule suivante que nous donnerons sans démonstration.

2.3. Formule de changement de variable. La fonction h : E — R est A-intégrable
si, et seulement si, ho f est |A(f)|\-intégrabe. Dans ce cas

[ s0ire) = [ ho f@IA@)@IA.
E Q

Cette formule généralise le procédé habituel de changement de variable pour le
calcul de l'intégrale de Riemann dans R dont tout le monde connait l'intérét.
3. Mesures a densité

A partir d’'une mesure donnée p sur un espace mesurable (£2,.A) on peut en
construire d’autres 4 ’aide de fonctions mesurables positives. De telles mesures ont
un “bon comportement” par rapport & j. Soient (£2,.4,4) un espace mesuré et f
une fonction mesurable positive sur 2.

3.1. Proposition. L’application v: A — [0,400] définie par

WM=AK@WM
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est une mesure sur (2, A) appelée mesure de densité f.

Démonstration. On a de maniere évidente

= [ f)du(e) = [ o) @)duw) =0
1] Q

qui montre bien que l’application v est non constante avec la valeur +o00. Soient A
et B des éléments de A tels que AN B = (. Comme 1yng =14+ 1p on a

VAUB)= [ f(w)duw)
AUB

/ 1a(w) F(w)d(w) + /Q 15(w) () ds(w)

/ F(w)dp(w / f(w)dp(w)
).

A)+v(B

La fonction d’ensemble v est donc additive. Pour terminer il suffit de montrer. que
si (Ap) est une suite dans A qui tend en croissant vers A € A, alors la suite v(Ay,)
tend en croissant vers v(A). En effet la suite de fonctions positives 14, f tend en
croissant vers 14 f ; d’aprés la propriété de continuité monotone de l'intégrale on a

lim v(4,) = lim la, (w)f(w)dp(w)

n—-+400 n—+00 Jo
= [ 14(0) f@)dutw)
=v(A).
Ce qui donne le résultat cherché. (n

Habituellement la mesure v est notée f - i ; c’est le produit de la mesure u par
la fonction f.

On dira qu’une mesure v est absolument continue par rapport & une autre mesure
u si pour A € A on a l'implication

p(A) =0=v(A) =0.
S'il existe N € A tel que u(N) =0 et v(N°¢) = 0, on dira que v est étrangére & p.
3.2. Exemples

- pour toute mesure y sur (£2,.A) et toute fonction réelle mesurable positive f
sur {2, la mesure v = f - y est absolument continue par rapport & .

- une mesure discréte v = Y oo Pnba, (Ol an est une suite de réels et les p,
des réels positifs) est étrangére & la mesure de Lebesgue A sur R. En effet si on
pose N = {a1,... ,an,...} on a A(N) = 0 puisque toute partie dénombrable est de
mesure nulle pour A et v(N¢) = 0 par définition méme de v.

On peut bien entendu se poser la question de savoir si étant donnée une mesure
p sur (2, A), les seules mesures absolument continues par rapport & x sont du type
f-uou fe M;. Laréponse est positive comme on va le voir.
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4. Théoréme de Radon-Nikodym

Une des démonstrations de ce théoreme utilise la représentation de Riesz d’une
forme linéaire continue sur un espace de Hilbert. La démonstration que nous allons
donner se situe dans le cadre général de la notion de mesure a signe. ,

Dans toute la suite (2,.4) sera un espace mesurable i.e. 2 est un ensemble non
vide et A une tribu sur .

4.1. Définition. On appelle mesure a signe sur A toute fonction d’ensemble p sur
A a valeurs dans | — 0o, +00] telle que

i) u(@) =0,

ii) 1 est o-additive i.e. pour toute suite (Ap)nen+ d’éléments de A deuz ¢ deux
disjoints

I (G An) = iﬂ'(An)'

On ne permet pas & u de prendre la valeur —oo pour ne pas avoir a gérer des
situations du type +00 + (—00). Le mot mesure signifie mesure (positive) au sens
ol on l’a entendu jusqu’a présent. Dans le cas ou la mesure n’est pas forcément
positive on parlera de mesure & signe au sens de la définition IV. 4.1. 1l est &
remarquer toutefois qu'une mesure est toujours une mesure a signe.

Par exemple soient v une mesure sur A4 et f : @ — R une fonction mesurable
telle que

/ fdv < 400 ott f~ =sup(—f,0).
Q

Alors Papplication x : A —] — 00, +00] définie par u(A) = [, fdv est une mesure
3 signe sur A.
Une mesure 3 signe p sur A est dite finie si pour A € A on a |u(A4)| < +oo.

La proposition qui suit donne quelques propriétés d’une mesure & signe.

4.2. Proposition. Soit 1 une mesure 4 signe sur A.
i) Si A,B€ A, BC A et|u(A)| < +oo alors |u(B)| < +00.
Soit (Ap)nen une suite dans A.
it) Si les Ay, sont deuz & deuz-disjoints on a

3" 11(An)] < +00 <= |3 p(An)| < +oo.
n=1 n=1

i) St (An) 1 A alors u(Arn) — p(A).
w) Si (An) | A et s’il existe ng tel que |u(An,y)
La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur. Les points i) et ii)

sont faciles ; les points iii) et iv) se démontrent comme dans le cas d’une mesure
positive.

4.3. Définition. Soient A, B et N dans A. On dira que
i) A est positif si pour tout C € A, C C A on a u(C) >0,

< +o00, alors p(An) — u(A).
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i1) B est négatif si pour tout C € A, C C B on a u(C) <0,
iii) N est nul si pour tout C € A, C C N on a p(C) =0.

4.4. Théoreme de décomposition de Hahn. Soit p une mesure d signe sur (£2,.A).
Alors il existe une partition 0 = AU B telle que A, B € A, A positif et B négatif.

Pour une démonstration de ce théoréme on peut consulter par exemple [Fe].

On dira que (A, B) est une décomposition de Hahn pour la mesure u. Elle n’est
pas unique ; en effet si N € A est nul, les paires (AUN,B — N) et (A— N,BUN)
sont aussi des décompositions de Hahn pour u. On démontre facilement que si
(A1, B1) et (Az, B2) sont deux décompositions de Hahn pour yx alors A; N By et
Az N B; sont nuls. Soit C € A ; les nombres

u*(C) = WANC) et = (C) = —u(C N B)

ne dépendent pas de la décomposition de Hahn (A, B) choisie pour 4. Les fonctions
d’ensemble pt et p~ ainsi définies sont des mesures positives. Comme p~(Q) =
—p(B) < 400, u~ est bornée ; on a alors

(Iv.3) p=pt—p”

Les mesures positives u* et 4~ sont appelées respectivement la variation positive
et la variation négative de p et

(Iv.4) lul =t +p~

est la variation totale de la mesure & signe u. La décomposition (IV.3) est appelée
décomposition de Jordan de .

Avant de donner la démonstration du théoréme de Radon-Nikodym, nous allons
établir quelques propriétés de I’absolue continuité entre mesures d signe que nous
commencerons par définir.

4.5. Définition. Soient u et v deux mesures d signe sur (2, A4). On dira que v
est absolument continue par rapport & p si, pour A € A, |p|(A) = 0 implique
v(A) =0.

Nous résumons les propriétés de “continuité absolue” entre mesures a signe dans
la proposition qui suit.

4.6. Proposition. Soient u et v deur mesures & signe sur (Q2, A).
i) Les assertions a), b) et c) qui suivent sont équivalentes
a) v est absolument continue par rapport & p,
b) vt et v~ sont absolument continues par rapport & u,
¢c) |v| est absolument continue par rapport & |u|.
it) Si v est finie et absolument continue par rapport & p, alors pour tout € > 0 il
existe § > 0 tel que

[ul(C) <6 = [V|(C) <e.
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iii) Supposons u et v positives et bornées, v absolument continue par rapport &
i et que v est non identiqguement nulle. Alors il existe ¢ > 0 et A € A tels que
w(A) > 0 et A positif pour la mesure & signe v — ep.

Démonstration. i) Démontrons seulement I'implication a) = b) ; les autres sont
évidentes et laissées au lecteur comme exercice. Soient (A, B) une décomposition
de Hahn pour v ; alors pour tout N tel que |u|(N) = 0 on a |u|(NNA) =0
et |u|(N N B) = 0. D’aprés Phypotheése [v|(N) = v(NNA) =0 et [v|(N) =
v(N N A) = 0 qui montre bien que v* et v~ sont bien absolument continues par
rapport 3 .

ii) Faisons un raisonnement par 1’absurde : supposons qu'il existe € > 0, une
suite 6, > 0 et une suite d’éléments E,, € A tels que |u(Ey)| < 6, et [v(Ey)| > e.
Choisissons la suite 6§, telle que la série ) .- ; 6, converge (ce qui est toujours
possible) et notons F la limite supérieure de la suite E, ; alors comme

0o =)
D Iul(En) <) 6n < +o0
n=1 n=1

on a |p|(E) = 0. D’autre part, comme v est bornée, on a
[VI(B) = |v|(|limsup Ey)| 2 limsup |v|(Ex) > e.

Ceci donne une contradiction.

iii) Soient 7y, la mesure & signe v— L et (4,, B,) une décomposition de Hahn de
7n. L’assertion sera démontrée si on prouve I'existence d’un ng tel que p(An,) > 0
car il suffit de prendre A = A, et € = % Supposons qu’un tel entier n’existe pas.

Alors u(A,) = 0 pour tout n et donc

(O ) =0

’ ([j A,,) ~o

(UAn> N4 =5
n=0 n=0

n=0

et par suite
Comme

et pour tout n, v(B,) — %,U(Bn) <0, on aura

(m) —o

et donc v est identiquement ; ce qui contredit I’hypothese. a

Une mesure & signe u est dite o-finie si les mesures positives ut et = sont
o-finies.
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4.7. Théoréme de Radon-Nikodym. Soient (2, .A) un espace mesurable et u et v deuz
mesures & signe sur (2, A). On suppose u et v o-finies et v absolument continue par
rapport a . Alors il existe une fonction mesurable f : @ — R telle que v = f - p.
En plus

- f est unique ¢ p-équivalence prés i.e. toute autre fonction mesurable g
vérifiant v = g - u est égale p-presque partout & f ;

- si v est bornée, alors f est intégrable.

On dira que f est la dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport & u et on écrira
f=t
Démonstration. Elle se fera en plusieurs étapes.

i) p et v positives et bornées.
Soit

F= {g€M+ : pour tout A € A, /gd,uSV(A)}
A

ol M est I’ensemble des fonctions mesurables positives (ou nulles) sur 2. L’ensem-
ble F est non vide car il contient clairement la fonction identiquement nulle. En
plus si g1,... ,9n € F alors sup{g1,... ,9n} € F ; en effet on pose

A= {gl > sup {gi}}

1<i<n

etpour 2<k<n
AL = {gk > sup {gi} et gr > sup {gi}}.
1<i<n 1<i<k—1

11 est facile de voir que (Aj,...,A,) est une partition mesurable de 2. Pour
tout A€ Aon a

/A (12?15)7» {gi}) dp = g; /A A gidp
< zn: V(AN A;)
)

qui montre bien que sup;<;<,{9:} € F. On peut généraliser cela facilement (en
utilisant le théoréme de la convergence monotone) au cas d’une suite infinie (gn)n>1
dans F : pour une telle suite sup g, € F.

Posons § = supye x { fQ gdp,} . Alors il existe une suite (gn)n>1 dans F telle que

/ gndps — 6.
[9]

Soit g = sup,, g ; alors g € F d’apres la remarque qu’on vient de faire ; d’autre
part
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/gd,u=5
Q

(IV.5) < ()
< +00

car v est supposée bornée. La fonction g est donc u-intégrable ; d’aprés I’exercice
IV. 5.1, elle est u-presque partout finie, donc égale u-presque partout & une fonction
f positive, u-intégrable et partout finie. Cette fonction sera le “bon candidat” pour
étre %. Pour tout A'€ A, on pose

k(A) = v(A) -—/Afdu.

Alors k est une mesure positive absolument continue par rapport & u. La
démonstration sera finie une fois qu’on aura établi que k est identiquement nulle.
Si ce n’était pas le cas, d’apres le point iii) de la proposition IV. 4.6, il existerait
A€ A avec u(A) > 0 et e > 0 tels que A soit positif pour la mesure & signe kK — ep
donc pour tout C € A on aurait

(Iv.6) v(CNA)> / fdp +ep(CnA).
cnA

Comme f € F, nous aurons aussi

(Iv.7) U(C —4) > / fdu.
’ Cc-A
En sommant membre & membre (IV.6) et (IV.7) on obtient

v(C) > /C fdu+eu(C N A)

=/Cfdu+/celAdu
=/C(f+elA)d#-

Donc f +¢el,4 € F. Mais

/ (f +ela)dp = / fdu + en(4)
Q Q

=0 +eu(A)
>6

qui contredit 1'égalité (IV.5). Donc & est identiquement nulle et par suite v = f - p.
L’unicité de f & p-équivalence prés se vérifie tres facilement.
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ii) p et v positives et o-finies.
Dans cette situation on peut trouver une suite (2,)n>1 d’éléments deux & deux
disjoints dans A de réunion égale & 2 et tels

w(y) < 00 et () < +oo pour tout n > 1.

Pour tout n > 1, A induit une tribu A, sur Q, ; on restreint & A, les deux mesures
1 et v ; on obtient alors deux mesures bornées p,, et v, pour lesquelles on a encore
la propriété “v,, absolument continue par rapport & p,”. D’aprés le point i) il existe
une fonction mesurable f,, définie sur £, telle que v, = f,, - . On prolonge f,, &
(2 en décrétant qu’elle vaut 0 sur 2 — 2, ; on obtient ainsi une fonction mesurable
frn : 2 — R4 et on vérifie facilement que la fonction

f=3 fn
n=1

est mesurable, positive et telle que v = f - p.

iii) p et v sont & signe et o-finies.

-Dans ce cas on applique le point ii) respectivement aux paires de mesures posi-
tives o-finies

pt et vt

et

U et v

et on obtient le résultat cherché. O

Nous terminons ce chapitre par des exemples d’application des théorémes que
nous avons énoncés.

5. Exemples
5.1. Calcul de l’intégrale

+oo 2
I= / e dy

—00

ol a € R}. La fonction z € R — e=%=" est continue (de classe C*° méme) ;.elle
est intégrable et on peut prendre l'intégrale au sens de Riemann. Pour la calculer
nous allons utiliser le théoréme de Fubini d’une part et la formule de changement de
variable d’autre part. On passera par la fonction positive intégrable h : R? — R
définie par h(z,y) = e—o(@ "), D’apres le théoréme de Fubini on a

/ h(az,y)d:cdy=/e_a’”zd:v-/e_“y2dy=12.
R? R R

11 suffit donc de calculer I'intégrale de h pour avoir la valeur de I. Nous restreindrons

h a ouvert
E =R? - {(z,0) : z€[0,+oo[}.
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dont le complémentaire est de mesure nulle. Soit  'ouvert ]0,+00[x]0, 27| et
consideérons la transformation -
f : (7':0) €N — (x)y) €EFE
définie par
{ z =rcosd
y=rsiné

Cette transformation est un difféomorphisme (de classe C*°) de Pouvert 2 sur
l'ouvert E dont la matrice jacobienne au point (7, ) est

cosf —rsinf

sinf@ rcosf
et qui a pour déterminant jacobien A(f)(r,6) = r. La formule du changement de
variable nous donne

/ h(z,y)dzdy = / h(z, y)dzdy
R2 E

= / e rdrdf

0
2m +oc0 2
= / do - / re” % dr
0 0
+o0

=2m [—ie""z]
2a 0

Par suite

5.2. Calcul de P’intégrale

+oo 2
In :/ mZne—a:t dy

— 00

avec a > 0 et n € N. Remarquons d’abord que pour tout n € N, l'intégrale I,
existe. Reste juste & calculer sa valeur. Le cas n = 0 a été fait en IV. 5.1. Nous
supposerons n > 1 et on fera le calcul de proche en proche en commencant par
n=1. On pose F(a,z) = e—oz” ; on obtient ainsi une fonction définie sur R} x R
qui est telle que

- pour tout a € R%, F(a, ) : z € R — F(a,z) € R est intégrable ;

- pour tout z € R, F(-,z) : a € R}y — F(a,z) € R est dérivable et sa dérivée
F,(-,z) est égale a —g2e—0" ; cette dérivée vérifie en plus l'inégalité
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|Fo(,2)| < g(x)

ol g(z) = 22" (avec T = £) qui est une fonction intégrable.
D’aprés le théoréme III. 5.2, la fonction

400
Ih=I= / F(a,z)dz
)
est dérivable en a et sa dérivée est égale &
+o0 2 ",
/ <—:1:26_“°’ ) dz.
—o0
Ceci donne donc
Foo 2 dl d ™ 1 /m\3
I1=/ xZe—aE dxz_—z——< — =_..(.___.) .
—oo da da a 2 \g3
En répétant ce raisonnement on montre facilement que I,, vaut
1-3-5-...-(2n—=1) y 7 \%
= 2n (a2"+1) ’

En usant du méme type de méthodes, le lecteur peut montrer que I'intégrale

+oo 2
Jn =/ g?rtle=or" 4y

o0

vaut
nl 1
-5' an+1 *

5.3. Encore un exemple
Sur le demi-plan supérieur (qui est un ouvert de R?)
H={(z,y) €R® : y >0}

on considére la mesure y = -5\ ol1 A est la mesure de Lebesgue sur R2. Nous allons
calculer l'aire (au sens de cette mesure) du domaine (voir figure qui suit)

D={(z,y) €H : 22 +y’>1let —1<z < +1}.

" Cela revient & calculer I'intégrale

1
A=/—dxd.
Dy2 v

Comme la fonction f : (z,y) € D — 515 est positive, le théoréme de Fubini (ou
plutot la version pour les fonctions positives intégrables ou non) nous donne
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+1 +o0
Y d_y dz
y? -1 \Jyi=zz 2

A
+oo
cest-a-dire A = f+11 ([ %] ) dz =‘f_+11 s = [Arcsinz]t] =

fl
5

| —
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6. Exercices

6.1. Soient (€2, .4, 1) un espace mesuré et f : 8 — R, une fonction intégrable. On
pose N = {w € Q: f(w) = +o0}.

i) Montrer que pour tout n € N* on a u(N) < £ [0 fdu.

ii) En déduire que f est presque partout finie.

Soit ¢, une suite croissante de fonctions étagées positives sur Q. On pose

M={we : limp,(w) = +oo}
et
I = sup / Yrdit.
neEN* J M
iii) Montrer que u(M) = 0 si, et seulement si, I < +oo.
6.2. On considére 'espace mesuré (N, P(N), m) o m est la mesure de comptage
cardinal(A) si A est fini
m(A) = .
+00 sinon
Soit f: N x N — R la fonction définie par
1 si wy = wa,
=1 siw; =2t4+1et wy =2i+2,
ousiw; =2i+2etwy =21+ 1,

0 ailleurs.

flwy,wa) =
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Montrer que le théoreme de Fubini ne s’applique pas a cette fonction. Ce qui
montrera que l'intégrabilité de f est essentielle (et non pas uniquement celle des
fonctions f,, et fu,).

6.3. Soit ¢ : Ry — R4 continue, strictement croissante et telle que

Jim j@) =+ et 40)=
i) Montrer que ¢ est bijective et qu elle admet un inverse ¢~! = 1.

Pour tout z > 0 on-pose ®(z) = [; ¢(u)du et ¥(z) = [; ¥(u)du.
ii) Montrer que Va,b € [0, 400 on a ab < ®(a) + U(b) (inégalité de Young) et
que Pégalité a lieu si, et seulement si, b = ¢(a).
iii) Appliquer ces résultats & la fonction ¢(z) = zP~! pour montrer que pour
a,beRy p>letg>1lavecl/p+1l/g=1lona
a? bl

ab< — 4+ —.
p q

6.4. Soient (£2,.4) un espace mesurable et u une mesure de probabilité sur 4. Soit
peL>®

i) Montrer que pour tout p € [1, +0o|, ¢ € LP.

ii) Montrer que la fonction

N,
p € [L,+00[ 2 [lgll, € Ry

est croissante (au sens large). (Soient 1 <t < s et r tels que 1 + 1 = 1 qui donne

t t . ez 12 o . _ _
<+ ¢ = L. Appliquer alors I'inégalité de Holder aux fonctions f = lo|* et g=1et
aux nombres conjugués p = £ et ¢ = ).

iii) Montrer que la fonction N, est continue. (Soit po € [1,+oc[. Remarquer que

Jm Jof” = ol et [p]P* < sup{L, |p[*}

et appliquer le théoréme de la convergence dominée.)



CHAPITRE V

Espaces vectoriels topologiques

On a souvent besoin, sur un espace vectoriel F, d’une notion de proximité. Pour
Pavoir il faut définir sur E des topologies et de préférence celles qui se compor-
tent bien avec les structures linéaire et affine de l'espace. Les espaces vectoriels
topologiques (ou e.v.t.. en abrégé) répondent & cette attente. Dans ce chapitre nous
en donnons la définition et divers exemples ; ’accent sera mis beaucoup plus sur les
espaces normés dans lesquels nous avons restreint I’étude des familles sommables.
Les espaces LP (avec 1 < p < +oo) sont décrits en détail dans le “paragraphe
exercices”.

1. Généralités

-Soit E un espace vectoriel sur un corps K. On suppose £ muni d’une topologie
T. (Le corps K qui sera tout le temps R ou C est muni de sa topologie usuelle.)

1.1. Définition. On dit que (E,T) est un espace vectoriel topologique si les
applications naturelles

i) (z,y) EEXE—z+y€eFE

i) ,z) EKXE — Az € E
sont continues (les ensembles E x E et K x E étant respectivement munis des
topologies produit).

De cette définition on tire immédiatement les conséquences suivantes :

i)Pour tout A € K, l'application linéaire x € E — Az € E est continue ; par
suite l’application (z,y) € EX E — z —y € E est continue.

i) Sia € E et U un ouvert de E alors a+U et AU (ot A € K*) sont des ouverts
de E.

ili) Si f : E — F est une application linéaire de E dans un e.v.t F alors f est
continue sur E si, et seulement si, elle est continue & 'origine.

La propriété ii) signifie en particulier qu’a une translation convenable preés les
ouverts peuvent étre considérés comme contenant l’origine 0 ; ce qui permet de
ramener au voisinage de 0 ’étude de beaucoup de propriétés de E. Un voisinage
U de 0 est dit équilibré, si pour tout A\ € K avec |A\| < 1, on a AU C U. Dans un
e.v.t tout voisinage V de 0 contient un voisinage équilibré : en effet ’application
(A\,z) — Az étant continue il existe € > 0 et un ouvert W contenant 0 tels que
pour tout A € K, |A| < € on aitAW C V. L’ensemble

U= U AW
IAI<e

est alors un ouvert équilibré contenu dans V.
Le produit cartésien de deux e.v.t. muni de la topologie produit est un e.v.t.
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Une propriété importante des e.v.t (& laquelle on est habitué dans les espaces
numériques K") dit que si on se donne un voisinage U de 0 dans E, alors on peut
recouvrir n’importe quel compact de E par un homothétique de U ; plus précisément
on a la

1.2, Propositibn. Soient E un e.v.t, U un voisinage ouvert équilibré (ceci n’est pas
une restriction) de 0 et C un compact. Alors il existe A € K tel C C AU.

Démonstration. : Remarquons d’abord que si A, est une une suite dans K telle que
(|Ax]) tende vers linfini, alors E = |J,, \xU. En effet soit z € E ; alors la suite

(ﬁm) tend vers 0 et.donc pour n assez grand ()‘—ln-a:) € U ; par suite z € A\, U.
Supposons maintenant la conclusion de la proposition fausse. Alors Il existe une

suite de nombres A, avec |\,| croissante et tendant vers +oo tels que aucun des

AU ne contienne C, c’est-a-dire C' — A\, U est non vide. D’autre part C — A, U est

compact ; comme la suite (de compacts) (C — A\ U), est décroissante (car (AnU)n

est croissante) l'intersection (,(C — AnU)

est non vide. Ce qui est absurde puisque cette intersection est égale & C — F qui

est vide. La proposition est donc démontrée. a
A T’aide de cette proposition on peut démontrer le

1.3. Théoréme de Riesz. Un e.v.t E séparé et localement compact est de dimension
finie.

Démonstration. Comme E est localement compact 0 admet un voisinage ouvert U
équilibré relativement compact ('adhérence U est compacte). Considérons le re-
couvrement de ’adhérence U par les ouverts (Uy)zcv de la forme z + 3U ; de ce
recouvrement on peut extraire un recouvrement fini (U, )1<i<k puisque U est com-
pact. Les vecteurs (z;)1<i<r engendrent un sous-espace vectoriel F' de dimension
finie < k. On a alors

-UCF+ %U de maniére évidente ; d’autre part

-UCF+3UCF+3(F+4U)=F+ %U ; en répétant le procesus on obient
de maniere générale pour tout entier n

1
(V.1) UCF+5U

Nous allons montrer que £ = F. Soient z € U, V un voisinage ouvert quel-
conque de z et posons Vp = {z € E:2=y—=x avecy € V}. Comme U est com-
pact d’aprés la proposition V. 1.2. il existe un entier n tel que zl,,—(f C Vo ; par suite
T+ 5=U C z+ V. On a d’autre part d’apres (V.1)

Fﬂ(z+2inU> # 0.

Donc VN F # 0 ; par suite z € F ; mais comme F est fermé (car de dimension
finie dans un e.v.t séparé) z € F ; donc U C F ; F étant un sous-espace vectoriel
pour tout A € K on a AU C F. Par suite
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E=|JMNcCF
PYSS
On en déduit alors que F = F'; ce qui démontre le théoréme. a

Les exemples d’e.v.t. -sont assez diversifiés ; nous nous limiterons & ceux dont
la topologie est définie par une suite de semi-normes, par une norme ou par un
produit scalaire. Le but des sections qui suivent est de faire le tour de ces exemples.
Le dernier qui est asseéz particulier aura droit & un chapitre spécifique que nous
développerons ultérieurement.

2. E.V.T. localement convexes
Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C.

2.1. Définition. On appelle semi-norme sur E toute application p de E a valeurs
dans Ry telle que
i) p(Az) = |A|p(z), Vz € E et VA €K ;

i) p(z +y) < p(z) +p(y), Vz,y € E.
Si en plus la relation p(x) = 0 impliqgue £ = 0 pour tout z € E, on dira que p
est une norme sur E.

Soient z € F et r un réel positif. Le sous-ensemble

By(z,r) ={y€ E:p(x —y) <r}

de E est appelé p-boule ouverte de centre z et de rayon r. On vérifie facilement que
toute p-boule est conveze (c¢f. VI. 3 pour la définition).

Soit P = (p;)iecs une famille de semi-normes sur E. On suppose que pour toute
partie finie J C I, sup,c;p; € P (on dira que P est stable par enveloppe supérieure
finie). Ceci est le cas si, par exemple, P est une suite croissante de semi-normes
sur E. Soit 7 I’ensemble des parties U de FE vérifiant la propriété

(V.2) VeeU, Fiel, 3r>0 : Bp(z,r)CU

2.2. Théoreme. (E,T) est un espace vectoriel topologique.

Démonstration. Commencgons par montrer que 7 est une topologie sur E. Il est
immédiat que @, E € T et que toute réunion d’éléments de 7 est encore un élément
de 7. Soit (Uk)k=1,..n une famille finie d’éléments de 7T, posons U = (U et
considérons un point x € U. Alors pour tout k£ € {1,...,n} il existe i € I et
Tk > 0 tels que By, (z,7%x) C U. Posons p = maxy p;, et r = infgry ; il est alors
évident que la p-boule By(z,r) est contenue dans U. Ce qui montre que U € T ;
T est donc une topologie sur E.
Reste & montrer que pour cette topologie les applications

(x,y) e B! 5z +y€cE
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Xz)eKxE Mz eE

sont continues. Soit U un ouvert de E pour 7 ; considérons un élément (z,y) € E?
tel que z =2+ y € U. On sait qu’il existe 1 € I et r > 0 tels que

By, (2,7) C U.

On vérifie facilement que By, (z,%) X Bp,(y, %) est contenu dans s~*(U). Ce qui
montre que s~1(U) est un ouvert de E x E (pour la topologie produit).

Soit maintenant (X,z) € m~!(U) et posons z = Az. Il existe i € I, et 7 > 0 tels
que

By, (2,1) CU.

On veut montrer ’existence de j € I, p > 0 et a > 0 tels que

m (D(A, @) X By, (z,p)) C U.

ou D(\, ) est la boule ouverte dans K de rayon o et de centre A. On vérifie
facilement que j = 4, que tout a < m et p= m conviennent. O

Un e.v.t. dont la topologie est définie par une famille P de semi-normes stable
par enveloppe supérieure finie est dit localement convere. Cette appellation est
justifiée par le fait que tout point admet un systéme fondamental de voisinages
convexes en l'occurrence les p-boule ouvertes centrée en ce point ou p € P. Un tel
espace sera noté (E,P). Lorsque la famille P est réduite 4 une semi-norme p on
dira que (E,p) est un e.v.t. semi-normé ; mais hélas de tels espaces ne sont jamais
séparés si la semi-norme p n’est pas une norme.

On dira qu’une famille P de semi-normes sur E est séparante si

(p(z) =0 VpeP)=2z=0.

Dans ce cas ’e.v.t. E est séparé.
La proposition suivante est facile & établir ; elle montre l'intérét pratique des
semi-normes sur un e.v.t. localement convexe.

2.3. Proposition. Soit E un e.v.t. localement conveze dont la topologie est définie par
une famille séparante de semi-normes P = (p;)icr stable par enveloppe supérieure
finie. Une suite (zn)n de E converge vers O si, et seulement si, pour tout i € I,
pi(z) tend vers 0.

Dans toute la suite les e.v.t. localement convexes que I’on considérera auront leur
topologie définie par une suite séparante et croissante (donc stable par enveloppe
supérieure finie) de semi-normes.

Soit (E,pn) un tel espace. Alors il existe sur F une distance d qui définit sa
topologie. Il suffit de poser

400

d(z,y) = Z 2% inf(1, pn(z — y))

n=0
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ou bien

1 pn(x_y)
2” 1+ pn(z— y)

Ces deux distances sont invariantes par translation i.e.

Vz,y,a € E d(z + a,y + a) = d(z,y).

On dira que F est un e.v.t. localement convexe métrisable. On appelle espace de
Fréchet tout e.v.t. localement convexe métrisable complet.

2.4. Définition. Un e.v.t. E est appelé espace normé si sa topologie est définie
par la distance d associée ¢ une norme || || i.e. d(z,y) = ||z —y||. Un espace de
Banach est un espace normé complet.

Tout espace de Banach est un espace de Fréchet. Le produit cartésien d’un
nombre fini d’espaces de Fréchet (resp. de Banach) muni de la topologie produit
est un espace de Fréchet (resp. de Banach).

Soit E un e.v.t. métrisable (par une métrique d invariante par translation) que
nous fixerons tout le long de cette section. Notons E son complété en tant qu’espace
métrique. Alors si

- F est localement convexe, E est aussi localement convexe et donc un espace de
Fréchet,

- E est normé, alors E est aussi normé et est donc un espace de Banach.

Si V' est un sous-espace vectoriel de E alors V', muni de la topologie induite, est
un e.v.t. Son adhérence V est un sous-espace v.t. de E. Si E est de Fréchet, alors
tout sous-espace vectoriel fermé de E est aussi de Fréchet.

Si A est une partie de E, 'intersection de tous les sous-espaces vectoriels fermés
contenant A est un sous-espace vectoriel fermé appelé sous-e.v.t. engendré par A.

L’espace E/V peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel topologique :
par définition un ouvert de E/V est 'image directe par la projection canonique
m: E — E/V d’un ouvert de E. C’est donc la topologie la plus fine sur E/V pour
laquelle ’application 7 est continue.

2.5. Proposition. Supposons V' fermé. Alors
i) si E est métrisable, E/V est métrisable ;
it) si E est localement conveze, E/V est aussi localement conveze ;
iii) st E est normé alors E/V est normé ;
) si E est complet, E/V est complet.

Démonstration. i) Soient X,Y € E/V ; alors X et Y sont deux classes d’équiva-
lence modulo V' dans E. On pose

(v.3) d(X,Y)= _inf d(z,y)

zeX,yeY

qui est une distance sur E/V. En effet d s’écrit aussi
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d(X,Y) = 1}g‘f/ d(z,y +v)

i.e. d(X,Y) est la distance de Y & n’importe quel point z de X. Ceci permet
de montrer de maniére presque immédiate que d vérifie les axiomes d’une distance
invariante par translation. On vérifie facilement que d définit la topologie d’e.v.t.
sur E/V qu’on vient de considérer.

ii) Soit (pn)n une suite croissante de semi-normes sur F définissant sa topologie.
Alors

A4 D. =i
(V.4) Pn(X) = inf pn(z)
est une suite croissante de semi-normes définissant la topologie de E/V.
iii) Soit || || la norme sur E. Pour en définir une sur E/V il suffit de poser
(V.5) 111 = inf all.

iv) On démontre ce point dans le cas ou E est normé ; le cas métrique non normé
se traite de la méme maniere. Soit (X, )m une suite de Cauchy dans E/V. On
peut en extraire une suite (X, ) telle que

1
”ka - ka-n“ < EE
En utilisant la définition de la norme || || sur E/V & partir de celle || || sur E

on peut trouver dans chacun des X,,, un élément z; tel que

1

llzk = @sall < -

La suite (z)x ainsi construite est de Cauchy dans E ; elle y converge donc vers
un élément z. Posons X = m(z). Comme || X, — X|| < ||zx — z|| la suite X,
converge bien vers X. Par suite (X, ) converge vers X dans E/V i.e. E/V est
complet. ]

3. Séries et familles sommables

Dans ce paragraphe nous allons donner la notion de série convergente, commu-
tativement convergente et celle de famille sommable dans un espace normé. La
troisiéme notion est une généralisation naturelle de la deuxiéme : on donne un
sens 3 la notion de somme d’une famille indexée par un ensemble qui n’est pas
forcément dénombrable. On étudiera en particulier le cas ou I’espace est complet.
Nous fixerons donc un espace normé (E, || ||).

Soit (z )nen une suite dans E. Pour tout N € Non pose Sy = zo+2Z1+...+2ZN-
On dira que la série de terme général z,, (ou simplement la série z,) converge vers
S € E si la suite (Sn) Nen converge vers S € E (au sens de la norme || || bien siir).
Le vecteur S est appelé somme de la série ; on écrit
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S:ixn.

n=0

On dira que la série (z,,) est normalement convergente si la série des nombres réels
[|zn|| est convergente au sens usuel. Une série convergente sans &tre normalement
convergente est dite semi-convergente.

3.1. Proposition. Supposons E complet. Alors toute série normalement convergente
est convergente et on a

oo
<" llzall

n=0

(o]
Do

n=0

é)emonstmtzon Comme la série converge normalement, la suite de nombres réels
Zn_o ||zn|| est de Cauchy ; pour tout € > 0 il existe Ng € N* tel que

Dot ||Zp+1 + ... + Zx|| < € pour n > p > Np ; on en déduit que la suite Sy =
zo+...+xzxn est de Cauchy ; elle converge donc puisque E est complet. L’inégalité

[e o] (oo}
Z-’L'n < Z [z ]]

n=0 n=0

découle du fait que pour tout N € Non a || Zn=0 zn|| < Z —o l|znll- O
L’hypotheése E est complet est en fait nécessaire comme on peut le montrer dans
la proposition qui suit.

3.2. Proposition. On suppose que toute série > oo, Tn normalement convergente
est convergente. Alors E est complet.

Démonstration. Soit (zn)nen une suite de Cauchy dans E. Alors pour tout entier
k € N, il existe nx € N tel que

1
n,m > ng = ||Tn — Tml| < 2k

Considérons la suite des entiers ny (qu'on peut supposer strictement croissante).
s . 00 . 4 o
La norme de la sene Tng + Y peo(Tnpss — Tny) €St majoré par la série convergente

[[Zno|| + Do 3% ; €lle converge donc en vertu de 'hypothese faite sur E. Mais
comme
N
SN = Tny + Z(xnk"'l - zﬂk) = Tny
k=0

la suite (z,,)ren est convergente. On a donc montré que la suite de Cauchy z,
admet une sous-suite convergente (zn, )ken ; elle est donc convergente i.e. E est
complet. O
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3.3. Définition. On dira quune série Y .-z, est commutativement conver-
gente si pour toute bijection & : N — N la série Y .- o T, (n) €5t convergente vers
une limite S indépendante de o.

La proposition qui suit, que nous ne démontrerons pas, donne des conditions
suffisantes pour qu’une série convergente soit commutativement convergente.

3.4. Proposition. Si la série Y oo T, est & la fois convergente et normalement
convergente, alors elle est commutativement convergente. Si E est de dimension
finie, la convergence commutative de la série Y o, zn implique sa convergence
normale.

Nous allons maintenant passer au cas des familles (z;);er indexées par un en-
semble I non forcément dénombrable dont on notera F(I) 'ensemble des parties
finies. Pour J € F(I) on pose S; = 3¢ ; T;.

3.5. Définition. Une famille (z;);cs est dite sommable de somme S € E si, poutr
tout € > 0, il existe J(g) € F(I) telle que pour tout J € F(I) on ait

Je)cJ=||S -S| <e.

On écrira alors

T = z; ou T = lim ;.
2 jm

L’unicité de la somme S de la famille (z;)icr découle, comme dans le cas des
séries, du fait que 'espace F étant normé est séparé. D’autre part les propriétés
suivantes sont faciles & établir.

(1) Si (zi)ier et (yi)ier sont sommables et a et B sont des scalaires alors la
famille (az; + Byi)ics est aussi sommable.

(2) Soient F' un autre espace normé, ¢ : E — F une application linéaire
continue et (z;);cr une famille sommable dans F ; alors la famille y; = ¢(z;) est
sommable. Ceci découle du fait que pour tout ¢ € I on-a ||y:|| < |||l|| - [|zs|| (ot
I[llll = supjq) <1 lle(z)I[)(cf. chapitre VI pour les applications linéaires continues
et leurs normes).

3.6. Définition. On dira que la famille (z;)ic1 est de Cauchy si, pour tout € > 0,
il existe une partie finie J(e) € F(I) telle que pour tout K € F(I) on ait

KnJE)=0=||Sk|| <e.

On peut remarquer que si (;);cs est de Cauchy alors 'ensemble I, des indices
i € I tels que z; # 0 est au plus dénombrable. En effet pour tout n € N* soit
I’ensemble fini J, € F(I) tel que pour tout K € F(I) on ait

Kan:(Z):>||SK||§%.

En particulier pour K = {i} avec i ¢ J, on a ||z;|| < 1 ; par suite ||z;|| = 0si i
n’appartient pas & la réunion I des J, pour n € N* qui est une partie dénombrable
de I (car réunion dénombrable de parties finies).
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Le critere de Cauchy est bien entendu important puisqu’il permet de dire quand
une famille est sommable sans en connaitre la somme. Plus précisément on a le
théoreme qui suit.

3.7. Théoréme. Une condition nécessaire pour qu’une famille (x;);cr dans E soit
sommable est qu’elle soit de Cauchy. Cette condition devient suffisante si E est
complet.

Démonstration. Supposons (z;) sommable de somme S € E et soit € > 0. Alors il
existe Jo € F(I) telle que pour tout J € (I) on ait

JoCJ= ”S—-SJ“ < g
Soit K € (I) disjoint de Jp ; alors
€ €
IS = Snll <5 et lIS—Swnukll < 5

Comme Sk = Sj,ux — SJ, on en déduit que ||Sk|| < € qui montre bien que (z;)ier
vérifie le critére de Cauchy.

Supposons E complet et (z;) vérifie le critére de Cauchy. Comme on 1'a fait
remarquer ’ensemble des ¢ € I tels que z; # 0 est au plus dénombrable ; supposons-
le égal & N. Le probleéme revient donc & la sommabilité d’une suite (z,)nen. On
pose Sy = 25:0 Zn, ; alors la suite (Sy)nen vérifie le critére de Cauchy ; elle
converge donc vers un élément S € E. Pour tout ¢ > 0 il existe J € F(N) tel
que pour tout L € F(N) disjoint de J on ait ||SL|| < § et un entier Np tel que
N > No = ||S — Sn|| < £. Pour tout K € F(N) contenant J il existe un entier
N > Ny tel que K C {0,1,...,N} ; par suite {0,1,... ,N} — K est disjoint de J.
Ce qui entraine

IS — Skl < ||S = S|l +[ISn — Skll <.

La famille (z;);cr est donc sommable. a

3.8. Corollaire. Soit (z;);c; une famille sommable dans E complet. Alors pour tout
sous-ensemble J C I, la famille (z;);ecs est sommable.

Supposons que I est une réunion disjointe d’ensembles I, A € A. Soit (z;)ier
une famille dans F.

3.9. Théoréeme (sommation par paquets). Supposons E complet et (z;)ic; sommable
de somme S. Si Sy est la somme de la famille (z;)icr,, la famille (Sx)xen est
sommable de somme S. h

Démonstration. Soit € > 0. Comme (z;);cs est sommable il existe un sous-ensemble
J(€) € F(I) tel que pour K € F(I) on ait

JE)C K =||S - Sk|| <e.
On pose

HE)={AeA: LN J(e) # 0}.
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Alors H(e) est un sous-ensemble fini de A (puisque les Iy sont disjoints). Soit
H € F(A) contenant H(¢) ; comme pour tout A € A la famille (z;)icr, est sommable
pour tout 7 > 0 il existe M (), n) partie finie de I telle que pour M € F(I)) on ait

M(A,m) C M = |5y = Smll <.

Posons

A= (JE)NL)UMMn) et J= [ Jx
AEH

Alors les J), sont des parties deux & deux disjointes ; d’ou Sy = Y,y Ss,. D’autre
part on a ||Sx — Sy, || < n et comme J(¢) C J on a ||S — Sy|| < €. Par suite

‘S—ZS,\

AEH
Comme cette inégalité est vraie pour tout 7 et que son premier membre n’en dépend
pas, en faisant tendre 7 vers 0 on obtient

S-S

‘AEH

< € + (cardinal de H)n.

<e

pour tout H € F(A) contenant H(e). Ce qui montre bien que la famille (S))aea
est sommable de somme S. a

4. Quelques exemples concrets d’E.V.T.
4.1. Les espaces de Banach

i) Tout espace E de dimension finie égale & n est isomorphe (via le choix d’une
base) &4 K" (K = R ou C). Sur un tel espace on peut définir plusieurs normes toutes
équivalentes qui en font un espace de Banach ; donnons en deux :

1
n P
llzllp = <Z |$i|p> avec p € [1,+o0|
i=1

Izl = sup |zi|.
i=1,...,n

Sur un espace E de dimension finie il n’existe qu’une et une seule structure
d’e.v.t. séparé : celle définie par une quelconque de toutes les normes qu’on peut
définir sur E. .

" Ce fait est important ; il n’est pas immédiat mais il n’est pas difficile & établir :
la démonstration se fait en usant d’une récurrence sur la dimension de E.

ii) Soit (X, d) un espace métrique compact ; alors ’ensemble E = C(X,R) des
fonctions réelles continues muni de la norme

I flloo = sup | f(z)|
z€X
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est un espace de Banach.

iii) Soit (2,4, ) un espace mesuré ; alors pour tout p > 1 I’espace LP(Q2,R)
des classes (modulo ’égalité u-presque partout) de fonctions de puissance p®™e
intégrable muni de la norme

st = ([ If(w)l”du(w))%

est un espace de Banach (voir exercice V. 5.2 pour les démonstrations).

Sid =N, A="P(Q) et p =m (la mesure de comptage sur N i.e. m(A4) =
cardinal de A si A est fini et +oco sinon) alors LP(N,R) n’est rien d’autre que
I’espace de Banach, que I’'on note habituellement P, des suites réelles de puissance

p°™€ sommable.
4.2. Les espaces de Fréchet

Ils constituent un outil principal en analyse et en géométrie. Nous donnerons un
des plus importants.

Pour tout n € N on note C™(R) I'espace des fonctions réelles de classe C™ sur
R (i.e. les fonctions f : R — R telles pour tout r € {0,1,...,n} la dérivée
£ d’ordre r de f est continue). Soit (K,,) une suite de compacts dont la réunion
recouvre R et tels que Ky, soit contenu dans I'intérieur de K41 (on dira que (Kp,)
est une suite ezhaustive de compacts de R). Pour f € C™(R) on pose

p(f) =) sup |f7(@)l.

u
r=0 z€Km

Alors (pm) est une suite séparante et croissante de semi-normes sur C™(R) qui
en fait un espace de Fréchet.

Démonstration. Le fait que p,, soit une suite de semi-normes et qu’elle soit crois-
sante est évident. Si pp,,(f) = 0 pour tout m € N, alors la restriction de f & tout
compact K, est nulle, donc f est nulle sur leur réunion qui est. R ; par suite f
est identiquement nulle. La suite (pm,)m est donc séparante. Cette suite de semi-
normes définit une topologie sur C™(R). On vérifie facilement que cette topologie
est indépendante de la suite exhaustive de compacts choisie pour la définir : en effet
si (K) est une autre suite exhaustive de compacts de R, alors pour tout m € N il
existe £ € N tel que K, soit contenu dans I'intérieur de Kj ; si on note (p}) la suite
de semi-normes associée & la suite (K}) on aura

pm(f) < e (f)

pour toute fonction de C™(R). Donc toute p,,-boule ouverte est contenue dans une
pj-boule ouverte. De la méme maniére on montrerait que toute pj-boule ouverte
est contenue dans une p,,-boule ouverte. Autrement dit la topologie définie par la
suite (Pm)m est la méme que celle définie par la suite (p}). '

Reste & montrer que C™(R) est complet. Pour le faire on peut donc choisir
n’importe quelle suite exhaustive de compacts Ky,. Soit (fs) une suite de Cauchy

dans cet espace. Pour tout r € {0,... ,n} et tout compact K, la suite g§ = s(r)| K
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est de Cauchy pour la norme de la convergence uniforme des fonctions continues

sur K,,. Elle converge donc vers une fonction continue sur K, ; comme ceci est

vrai pour tout m la suite ( fs(r)), converge vers une fonction continue g” sur R.
Soient toujours r € {0,...,n — 1} et zop € R. On a, au voisinage de zo

(@) = £ (o) = / ’ £ .

To

Par passage a la limite sur s on obtient

T
@) - @) = [ gt
Zo
On dérive alors g” et on constate que g"*! = (¢")’. En prenant r = 0 et en itérant
ce processus on trouve (g°)") = g". Ce qui montre que la suite f, converge dans
C™(R) vers la fonction f = g% Autrement dit C™(R) est complet, donc c’est un
espace de Fréchet. a

Pour tout n € C*(R) on a C"*}(R) C C™(R). On a donc une suite d’inclusions
continues

... = C"(R) = C"(R) < ... = C*(R) — C°(R)

L’intersection de tous les espaces C™(R) pour n variant dans N n’est rien d’autre
que V'espace C°(R) des fonctions de classe C* sur R. La topologie la moins fine
rendant continues toutes les injections naturelles

C*°(R) — C™(R)

est appelée la C°-topologie. Une suite (fs) converge vers une fonction f de classe
C® pour cette topologie si, et seulement si, pour tout compact K de R et tout
r € N la restriction de fs(r) & K converge uniformément (sur K) vers la restriction
de f(") 3 K. Cette topologie peut étre définie par la suite croissante de semi-normes

()= 3 (s 11060

r=0 €K

De fagon analogue on peut définir I’espace de Fréchet des. fonctions C*° sur un
ouvert U de R™ avec n > 2.

5. Exercices

5.1. Soient U un ouvert non vide de C et f : U — C une fonction. On dira

que f est holomorphe en z € U, si la limite limp_0 M,):Jﬂ, avec h # 0 et

h + z € U existe. On dira que f est holomorphe sur U, si elle est holomorphe

en tout point de U. Par l'identification (z,y) € R* — 2 = z + iy € C on peut

voir f comme une fonction (z,y) € U ¢ R? — ‘s(u(:cby),v(w,y)) € R2. Supposons
u - uw

f différentiable en (z,y) et notons df(;,) = g% % son application linéaire

z 0
tangente en (z,y). Alors f est holomorphe en z = za;,y) si, via Pidentification



§ 5. Exercices 79

(z,y) € R® — z = z + iy € C, l'application R-linéaire df(,,) : R? — R? est en
fait C-linéaire. Ceci impose aux coefficients de la matrice de vérifier les relations
% = Z—Z et g—z = —g—: dites conditions de Cauchy-Riemann. Autre définition : f
est holomorphe en z s'il existe p > 0 tel que le disque ouvert de centre z et de
rayon p soit contenu dans U et pour tout w dans ce dique on ait un développement
en série entiére convergente f(w) = Y o> an(w — 2)". Ce développement montre
qu’une fonction holomorphe est analytique réelle et donc de classe C*°.

On peut trouver toutes les définitions et propriétés des fonctions holomorphes
dans n'importe quel ouvrage traitant des fonctions d’une ou plusieurs variables

complexes. Le livre [Ca] de H. Cartan est une excellente référence sur le sujet.

Dans C on considére la suite exhaustive de compacts K, = D(0,n) ot D(0,n)
est le disque fermé de rayon n € N*. Pour toute fonction holomorphe f sur C on
pose

pn(f) = sup |f(2)].

zeK,

Montrer que I’espace vectoriel H des fonctions holomorphes sur C muni de cette
suite de normes p,, est un espace de Fréchet.

Les espaces LP (p € [1,+00[) jouent un réle fondamental. Nous allons les définir
et donner leurs principales propriétés ; nous ferons cela sous forme de problemes.

Soit (£2, A, 1) un espace mesuré et notons LP 1’ensemble des classes de fonctions
réelles (on peut les supposer complexes aussi) mesurables de puissance pome -
intégrable sur Q. C’est un espace vectoriel. En effet pour tout oo € R et tout
élément f de LP, af € LP. D’autre part la fonction z € R — |z|P étant convexe,
on a pour tous f,g € L?

If +glP < (1 +1gD? < 2P7H(IfP +1gl”)

qui montre bien que f + g € LP. Pour f € L? on pose

st = (| Ifl”du>%-

‘Nous allons montrer que || ||, est une norme sur l'espace vectoriel LP qui en fait
un espace Banach.

5.2, Espace LP avec 1 < p < +00

On suppose p > 1. Soient q €]1,+00| tel que % + % =1 et a et b deux nombres
réels positifs.
i) Etablir I'inégalité

ii) En déduire que pour f € L? et g € L9, fg € L' et on a I'inégalité (dite de
Holder)
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£ gllx < lIF1lpllgllq-

iii) Démontrer 'inégalité suivante (dite de Minkowski) valable pour tout p > 1.

IIf + gllp < [If1lp + llgllp-

iv) En déduire que || ||, est une norme sur LP.
Soit (f,) une suite de Cauchy dans L?.
v) Montrer qu’on peut extraire de (f,) une suite (fr, )x telle que

1
”fnk+l - fnk”P < -2—’;

Pour tout k € N* on pose hi = |fn,| + Z;c:l | fn;41 — fn;| et pour tout w € Q,
h(w) = limg_, 400 hk(w) (limite qui est finie ou infinie).

vi) Montrer que ||hg|l, — ||h||p et que hx € LP. En déduire que h € LP et donc
h est presque partout finie.

vii) Montrer que la suite (fn, )« est presque partout convergente vers une fonction
mesurable f.

(Remarquer que la série dont les termes sont u; = fn, et ux = fn, — frr_,
pour k > 2 a pour somme partielle S, = f,, et se rappeler qu’elle est absolument
convergente (la limite est précisément h.)

viii) Démontrer que (fn, )r converge vers f dans LP.

(Appliquer le théoréme de convergence dominée & la suite de fonctions gx =
If ng T f |p)

5.3. Espace L*°

Comme pour l’espace L? avec 1 < p < 400, nous étudierons L* sous forme de

probléme.
Soit (€2, .4, 1) un espace mesuré. Pour toute fonction mesurable f on pose

||f||oo=inf{a:aeﬁ+ et lfISa #_pp}

On dira que f est u-essentiellement bornée si ||f|loc < +00 et on note £
I’ensemble de telles fonctions et L>® = L*®/N ou N est 'espace des fonctions
mesurables nulles presque partout,

i) Montrer que || ||oo est une norme sur L*.

ii) Soit f € L*°. Montrer qu'’il existe E € A de mesure nulle tel que

Ifllo = sup |f(w)].
weQ-FE

iii) Soit (f.) une suite de Cauchy dans L°°. Montrer que (f,) est une suite de
Cauchy pour la norme uniforme en dehors d’un ensemble de mesure nulle E.

iv) En déduire que (f) converge vers un élément f € L° pour la norme || ||oo
et donc L*° est complet.

5.4. Soit Cp I’espace des suites complexes tendant vers 0 muni de la norme || X||oo =
SUp,en |Zn|. Montrer que Cp est un espace de Banach.



CHAPITRE VI
Applications linéaires continues

Nous introduisons la notion d’application linéaire continue qui accompagne de fagon
naturelle celle d’espace vectoriel topologique. Diverses propriétés sont étudiées et les
théorémes fondamentaux sont démontrés : Banach-Schauder, graphe fermé, Hahn-
Banach... Pour des raisons de simplicité, nous nous sommes limités aux espaces
normés bien que la plupart des résultats restent vrais dans le cadre plus général des
espaces vectoriels topologiques.

1. Généralités

Soient (E,|| ||g) et (F,|| ||r) deux espaces normés qu’on supposera fixés tout
le long de cette section.

1.1. Proposition. Une application linéaire u: E — F est continue si, et seulement
si, il existe a > 0 tel que, pour tout x € E,

(VL) lu(@)l|F < allz]|2-

L’énoncé général dans le cas ou (F,pp) et (F,gm) sont deux e.v.t. localement
convexes avec (pn) €t (gm) deux suites croissantes de semi-normes respectivement
sur E et F serait : _

Une application u: E — F' est continue si, et seulement si, pour tout m € N il
existe n € N et o > 0 (dépendant en général de m) tel que , pour tout = € E,

(VL.2) gm(u(z)) < apn(z) Vz €E.

Démonstration. Supposons u continue ; elle est donc continue & l’origine i.e. si
z — 0 dans E, u(z) — 0 dans F. Alors pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que
llzlle < 7= |[u(2)||r <e.

Soit x € E non nul (pour z = 0 I'inégalité qu’on veut établir est évidente) ; alors

c’est-a-dire ||u(z)||r < £||z||g. Il suffit alors de prendre a = :
La condition (VI.1) est clairement suffisante pour la continuité de w. O

<e
F




82 Ch. VI. Applications linéaires continues

Il découle de la proposition VI. 1.1 qu'il y a équivalence entre : continuité en 0,
uniforme continuité et condition de Lipschitz.

Comme F est séparé, le noyau Keru = {z € E : u(z) = 0} d’une application
linéaire continue u : E — F est un sous-espace vectoriel fermé de F.

L’ensemble L.(E, F) des applications linéaires continues de E dans F est un
espace vectoriel sur le corps K. Comme toute application linéaire continue est
bornée sur la boule unité (fermée) de E, L (E, F) peut étre muni de la norme (le
vérifier) :

(VL.3) llulll = sup lu(z)l|r
llzlle<1

ou encore |||u]|| = sup .o uI:II)EF .

Soient F,...,E, et F des K-espaces vectoriels. Une application ® définie sur
E; x...x E, et a valeurs dans F est dite n-linéaire si, pour tout i € {1,... ,n} et
pour tous z; € Ey,...,z;—1 € E;_1,zi41 € Ei4a,... ,2n € By, fixés, 'application
z; € B; — ®(z1,... ,%i,... ,Zn) € F est linéaire. Sin = 2, F; et E; sont un
méme espace E et F' = K, on dira que ® est une forme bilinéaire sur E.

Soient (E1, || |l1),--- > Ens|| |ln) et (Fy]| ||F) des espaces normés. On munit
le produit cartésien E; X ... X E, de 'une des normes équivalentes suivantes ||z|| =
Yiet llzills ou [|z]| = sup{|lz:|l:} ot z = (z1,... ,zn).

1.2. Proposition. Une application n-linéaire ® : By X ... x E, — F est continue
si, et seulement si, il existe o > 0 tel que pour tout (z1,...,2,) € By X ... X E,
on ait ||®(z1,... ,zn)||Fr < allz1]l1 .. ||Zalln-

Démonstration. Elle est presque la méme que celle de la propositon VI. 1.1. O

Si®: FE; x...x E, — F est continue alors pour tout i € {1,... ,n} et tous
z1 € By,...,2i-1 € Ei_1,zi41 € E;j1,...2n € E, fixés, 'application partielle
®, : E; — F définie par ®;(z;) = ®(z1,...,2Zn) est continue. La réciproque est
vraie si 'un des F; est de Banach (cf. exercice VI. 5.3).

On définit une norme sur L.(E1,...,En; F), espace vectoriel des applications
n-linéaires continues de E; x ... X E, dans F' en posant

(V1.4) el = ‘sup |®(z1,- .. ,Za)llF
llz1ll1 L1, ||za ||l <1
ou encore
D(zy1,...,z)||lF
Neli=  sup 1200 .Zollle
217#0,...,2n 0 [[Z1][1+ - - - [|Znlln

C’est le plus petit nombre o > 0 vérifiant 1'inégalité

|@(z1,- - s 2)llF < oflzils- - - [|Za]ln.

On a aussi I'inégalité importante suivante : siu: E — F et v: F — G sont
des applications linéaires continues entre espaces normés alors
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(VL5) v o ulll < Illwlll-lIfvlf

On a en outre le résultat suivant dont la démonstration n’est pas difficile &
donner.

1.3. Théoréme. Si l’espace normé F est complet, Lo(En,... ,E,; F) est un espace
de Banach.

Une application n-linéaire avec n > 2 non identiquement nulle n’est jamais
uniformément continue. Le vérifier par exemple pour : E; = Fo = F = R et
<I>(x1,a:2) = T1T2.

Soient maintenant Vi,...,V, des sous-espaces denses respectivement dans les
espaces Ey,... ,E, et @: V4 x ... x V;, — F' une application n-linéaire continue.

1.4. Théoréme. Si F' est complet, l'application ® se prolonge de maniére unigue en
une application n-linéaire continue ® : By x ... x E, — F qui vérifie |||®]|| =

lHi2f]l-

Démonstration. On la fait dans le cas n = 1 auquel on peut toujours ramener le cas
général. Soit u une application continue d’un sous-espace dense V' de E & valeurs
dans F. Soit z € E ; alors il existe une suite (zx)r d’éléments de V telle que
z = limzy, ; c’est donc une suite de Cauchy. Comme u est uniformément continue
(u(z)) est une suite de Cauchy dans F' qui est complet ; elle y converge donc vers
un élément T(z) de F ; si (z},)x est une autre suite de V qui converge vers z alors
la suite u(z1), u(z}), u(z2), u(zh), . . . ,u(zk), u(x}),. .. est de Cauchy dans F, donc
convergente. Par suite lim u(zx) = limu(z},). Le vecteur %(z) ne dépend donc pas
du choix de la suite zx. Ce qui définit bien T sur E. La linéarité de T découle de
la continuité des opérations “somme” et “multiplication par un scalaire”.

D’autre part comme u est continue il existe o > 0 tel que, pour tout z € F,
[lu(z)||r < al|z||]v ; par densité de V dans E on a encore, pour tout z € E,
|lz(z)||r < a||z||g. Ce qui montre bien 1'égalité |||T||| = |||ul||- H]

Une application u d’'un e.v.t. E dans un e.v.t. F linéaire bijective, continue et
ouverte (i.e. u~! est continue) est appelée isomorphisme topologique de E sur F.
Si en plus E et F' sont normés et u une isométrie i.e. Vz € E : ||[u(z)||r = ||z||E
on dira que u est un isomorphisme d’espaces normés.

Dorénavant on ne mettra pas d’indice pour spécifier 'espace sur lequel est définie
une norme considérée sauf quand il y a risque de confusion.

Soit maintenant V' un sous-espace fermé de ’espace normé E. Alors I’espace
quotient E/V est muni de la norme ||X|| = infzex ||z|| pour laquelle on démontre
facilement la

1.5. Proposition. i) La projection canonique m : E — E/V est continue et a pour
norme |fx]| = 1,

it) l'image par m de la boule unité ouverte Bg de E est la boule unité ouverte
BE/V de E/V
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On a d’autre part la

1.6. Proposition. Soit v : E — F une application linéaire continue nulle sur V.
Alors il existe une et une seule application linéaire continue v : E/V — F telle
queuv=vom et ||[v[|| =[xl

Démonstration. Soient X € E/V et z,2'’ € X ; alors z — 2z’ = f € V. Donc
0 =u(f) = u(z—2') = u(z) —u(z'). Sion pose v(X) = u(z) avec z un représentant
quelconque de la classe X modulo V' on définit bien v en tant qu’application linéaire

vérifiant w = v o . Par (VL.5) on a |||u||| < |||[v||| (puisque [||=||| = 1). D’autre
part comme pour tout point X € Bg,y il existe z € Bg tel que X = 7(z) on a
NIV < ||ul]|l- Cest-a-dire |[|u||| = |||v]||. Ce qui démontre la proposition. (]

2. Quelques théoremes importants

2.1. Théoréeme de Banach-Schauder. Soient E et F' deuz espaces de Banach et
u: E — F une application linéaire continue. Pour que u soit ouverte il faut, et il

suffit, qu’elle soit surjective.

Démonstration. Si u est ouverte, 'image de la boule unité B de E contient un
homothétique nB’ (avec > 0) de la boule unité B’ de F. Donc si y € F — {0}
est quelconque §|—|"y—”y € nB' ; alors il existe z € E tel que y = u(z) i.e. wu est

surjective.
Supposons u surjective. Il suffit de montrer que u(B) contient une boule ouverte

centrée en 0 dans F'. On a

F= U u(nB) = U nu(B).

n>1 n>1

(découle de la surjectivité de u). Si tous les nu(B) étaient d’intérieur vide F' serait
d’intérieur vide d’apres le théoréme de Baire, ce qui est absurde. Par suite 'un
de ces ensembles (et donc tous puisque ils sont homothétiques) est d’intérieur non
vide en particulier u(B) est d’intérieur non vide. Il existe alors yo € int (u(B)) et
€ > 0 tels que la boule ouverte B(yo,€) de centre yo et de rayon € soit contenue
dans int (w(B)). Comme u(B) est symétrique par rapport & l'origine B(—yo,€) C
int u(B) et comme il est en plus convexe (voir VI. 3.2 pour. la définition et les
propriétés des ensembles convexes) la boule ouverte de rayon 3 cer £ centrée a l'origine
est contenue dans int w(B) ; 0 est donc un point intérieur de u(B). Il existe donc
p > 0 tel que pB’ C u(B). Soit y € F tel que [|y|| < £ et définissons une suite (z,)
telle que g = 0 et pour tout n > 1

p

1 :
|Zns1 — znll < 577 grit o lly = u(zn)ll < 2nt1

Une telle suite existe. En effet supposons-la construite jusqu’au rang n ; on a

y—u(z )eu<2nl+lB'>

On peut donc trouver z, € g B vérifiant
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P
lly = w(zn) — u(za)ll < 5755

L'élément Tni1 = Tn + 2, est alors le (n + 1)*™° terme cherché. La suite (zn) est
de Cauchy ; elle converge donc vers un point z € E qui vérifie y = u(z) et

o0
|l < Z lZn = Zn-a|l <1
n=1

C'est-a-dire z € B ; par suite y € u(B), donc £B’ C u(B) puisque y est choisi
quelconque vérifiant ||y|| < §. Ce qui montre que u est ouverte. O

Une des applications importantes de ce théoréme est donnée par les corollaires
qui suivent.

2.2. Corollaire. i) Soit u une application linéaire continue bijective d’un espace de
Banach E dans un espace de Banach F'. Alors u est un isomorphisme topologique.
it) Dans un espace de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

Bien siir 1’assertion ii) de ce corollaire n’a pas besoin du théoréme de Banach-
Schauder pour étre établie ; on peut le faire plus simplement & la main en usant
d’une base de E.

Notons G le graphe de u i.e. la partie de E x F' (E et F sont toujours des
espaces de Banach) dont les éléments (z,y) vérifient y = u(z) ; c’est un sous-espace
normé de ’espace de Banach F x F.

2.3. Corollaire (Théoréme du graphe fermé). L’application u est continue si, et
seulement si, G est fermé.

Démonstration. Supposons u continue. Alors G est fermé comme noyau de I’applica-
tion linéaire continue (z,y) € E X F — y — u(z) € F. Réciproquement si G est
fermé dans E X F' il est de Banach. Notons p : E x FF — FE la premiére projec-
tion. La restriction de p & G est continue, bijective puisuq’elle admet pour inverse
z € E — (z,u(z)). Celle-ci est donc continue d’apres le théoréme VI. 2.1 ; par
suite u est continue. O

Pour continuer I'étude des propriétés des applications linéaires entre deux espaces
normés E et F, nous avons besoin d’introduire certaines topologies sur ’espace
vectoriel L.(E, F') autres que celle définie par la norme

llulll = sup |lu(z)l|
llal| <1

qu’on appelle la topologie forte.

Soit ® une famille filtrante de parties de E i.e. ® C P(FE) et telle que pour
tous A,B € @ il existe C € ® contenant A U B. On appelle ®-topologie sur
L.(E, F) et on note 73 la topologie de la convergence uniforme sur les parties de
E qui appartiennent & la famille ®. C’est-a-dire qu’une suite (u,) dans L.(E, F)
converge vers 0 au sens de 73 si pour tout élément A € ® la restriction de (u,) & A
converge uniformément vers 0. Pour cette topologie chaque élément u € L.(E, F)
admet comme base de voisinages la famille de parties de la forme
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V(u,Ae) = {v € L(E,F): asclelﬁ [Ju(z) — v(z)|| < 6} .

ouAe€dete>0.

Trois familles ® vont nous intéresser principalement :

i) ® = B = {parties bornées de E} ; 73 n’est alors rien d’autre que la topologie
de la convergence uniforme sur les bornés, c’est-a-dire la topologie de la norme. On
la notera 7g.

ii) ® = C = {parties compactes de E} ; on la notera 7¢ ; c’est la topologie de la
convergence compacte.

ili) ® = F = {parties finies de E} ; c’est la topologie de la convergence simple
ou topologie faible qu’'on notera 7r.

Comme F C C C B on a les implications évidentes qui suivent entre les différents
types de convergence : Convergence pour 7z = Convergence pour 7¢ et Conver-
gence pour 7c => Convergence pour 7r. Les implications réciproques ne sont pas
vraies en général.

On peut voir que toute partie U bornée dans ’espace normé L.(E, F') est équicon-
tinue. Dans le cas ou E est un espace de Banach ce résultat reste encore vrai (exer-
cice VI 5.1) si U vérifie la condition plus faible suivante : Vz € E, sup, ¢y |[u(z)|| <
+00. On dira que U est simplement bornée.

2.4. Théoréeme de Banach-Steinhaus. Soient E un espace de Banach, F' un espace
normé et (un) une suite dans L.(E, F) qui converge au sens de la topologie Tr vers
une application linéaire u. Alors u € L.(E, F) et (u,) converge vers u au sens de
la topologie T¢.

Démonstration. La suite (u,) converge simplement vers u i.e. pour tout z € E, la
suite (un(z)) converge vers u(z) dans F ; elle est donc simplement bornée. D’aprés
Pexercice VI. 5.2 la famille Y = (un) est donc équicontinue, d’ou u € L (E, F).
Comme U = {u,, : n € N} U {u} est ’adhérence de U pour la topologie T elle est
équicontinue. Par suite les restrictions de 7¢ et 7x 4 U coincident (exercice VI. 5.1)
c’est-a-dire (u,) converge vers u uniformément sur tout compact de E. a

Nous verrons par la suite beaucoup d’exemples d’applications linéaires continues
notamment dans les chapitres IX et X. Les applications linéaires E — F' auxquelles
nous allons nous intéresser pour le moment seront les formes linéaires i.e. F est
le corps de base K (qui est un espace vectoriel de dimension 1 sur lui-méme).

3. Le théoréme de Hahn-Banach

C’est un théoreéme respectable de 1'analyse fonctionnelle ! Il admet deux formes.
La premiére, dite géométrigue, permet de séparer strictement un ensemble con-
vexe fermé d’un ensemble compact fermé par un hyperplan fermé. La deuxiéme
forme, dite analytique, assure le prolongement avec conservation de la. norme d’une
forme linéaire continue deés lors qu’on la connait sur un sous-espace vectoriel.
Avant d’énoncer et de démontrer ce théoréme, sous ses diverses formes, nous ferons
quelques rappels sur la convexité et la caractérisation d’une forme linéaire continue
&4 l'aide de son noyau.



§ 3. Le théoreme de Hahn-Banach 87

3.1. Proposition. Soient f une forme linéaire non nulle sur un espace normé E et
H -son noyau. Alors f est continue si, et seulement si, H est fermé.

Démonstration. Supposons f continue ; alors H est fermé comme image réciproque
de {0} qui est fermé dans K. Réciproquement, si H est fermé, 1’espace quotient
E/H est normé. Comme f est non nulle, il existe au moins un vecteur zo tel
que f(zo) = 1 ; alors tout z € E est équivalent (modulo H) & f(z)zo puisque
f(z — f(z)z0) = f(z) — f(z)f(zo) = 0. Notons m : E — E/H la projection
canonique ; alors

|f (@) - |l (@)]| = [lw(f (z)zo)l| = [Im()]] < |ll.
Comme zo ¢ H cette inégalité donne |f(z)| < mﬁ'%gm i.e. [ est continue. ]

3.2. Convexité dans un espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel sur K. On dira qu’une partie A de E est conveze
si Vz,z’ € A et Vt € [0,1] le vecteur (1 — t)z + tz’ appartient & A. De manitre
équivalente A est convexe si, pour tout n € N, tout (z1,...,z,) € A" et tout
(t1,... ytn) € RT tel que 3~ ; ¢ = 1, le vecteur )~ , t;z; est dans A. Par exemple

- un sous-espace affine,

- une boule dans un espace normsé,

- le demi-espace {z € E : f(z) > a} ol f est une forme linéaire réelle et a € R,

- un céne C = oA de base une boule A C E

Fig. 2

sont des parties convexes de E. On vérifie sans peine

- que si A est convexe et si u: E — F est une application affine alors f(A) est
un convexe de F' ; de méme si B est un convexe de F', u~!(B) est un convexe de
E,

- toute intersection de convexes est un convexe,

- toute somme de parties convexes de F est un convexe de E. ‘

Soit A une partie de F ; alors l'intersection de toutes les parties convexes de F
contenant A est un convexe appelé enveloppe conveze de A et est noté habituelle-
ment A ; c’est aussi le plus petit (au sens de l'inclusion) convexe contenant A. On
vérifie sans peine que
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n n

A={Zti$i ' t; e Ry ’Zti:l’ z; € A, nEN*}.

i=1 i=1

Dans un e.v.t. E on appelle usuellement enveloppe convere de A le plus petit

convexe fermé contenant A. L’adhérence et I'intérieur d’une partie convexe sont
convexes.

Un hyperplan vectoriel H (sous-espace vectoriel de codimension 1) d’un espace
vectoriel réel E peut toujours étre considéré comme le noyau de la forme linéaire
m:E — E/H =K. Soit f une forme affine réelle sur E et posons

Ei(f)={z€E: f(z)>0} et E(f)={zeE: f(z)<0},

Bi(f)={zeB: f@20} e B-()={seB: f(a)<0.

On dira que H = { f= 0} sépare (resp. sépare strictement) deux parties A et B
siACE_(f) et BC E4(f) (resp. AC E_(f) et B C E4+(f)).

Les démonstrations des théorémes que nous allons énoncer sont aussi valables
dans les e.v.t. localement convexes séparés mais nous nous limiterons pour simplifier
Pexposé aux espaces normés. Dans toute cette section F sera un espace normé.

3.3. Théoreme de Hahn-Banach, forme géométrique. Soient U une partie ouverte
conveze de E et V un sous-espace affine de E tel que UNV = 0. Alors il existe un
hyperplan affine H fermé tel que V C H et UNH = .

Démonstration. Quitte & effectuer une translation on peut supposer que V' est un
sous-espace vectoriel. D’autre part nous distinguerons deux cas : F réel et E
complexe.

1°" cas : F réel.

Notons V I’ensemble des sous-espaces vectoriels de E qui contiennent V et dont
Iintersection avec U est vide. Cet ensemble est ordonné par inclusion.

i) Si V, est une partie totalement ordonnée de V, (J Vo, ou V, parcourt Vy, est un
sous-espace vectoriel de FF qui contient V' et qui ne rencontre pas U, donc un élément
de V qui est la borne supérieure de V, ; par suite V est inductif ; d’apres le lemme
de Zorn il admet un élément maximal M. Le sous-espace M est nécessairement
fermé ; en effet comme U est ouvert et vérifie U N M = § I'adhérence M de M ne
rencontre pas non plus U ; ce qui contredirait le caractére de maximalité de M s'il
n’était pas fermé.

ii) L’espace quotient .E/M est normé ; notons m : E — E/M la projection
canonique et C le cone ouvert de base m(U) dans E/M. Comme M est un sous-
espace vectoriel qui ne rencontre pas U, 0 ¢ C.

iii) L’espace E//M est de dimension 1. Supposons le contraire. Alors (E/M)—{0}
est une partie connexe de E/M et comme elle est différente de C, la frontiére F'r(C)
de C (I'adhérence de C' moins son intérieur) contient un point X. Ce point X ne
peut pas appartenir & —C = {—Z|Z € C} ; en effet si —C contenait X, il serait un
voisinage de X puisqu’il est ouvert ; par suite il existerait € > 0 tel que la boule
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B(X,e) C —C ; d’autre part comme X est adhérent & C cette boule contiendrait
un point Y de C ; donc Y € C et Y € —C cest-a-dire Y et —Y sont dans C ;
comme C est convexe (c’est un coéne de base une partie convexe), 0 € C, ce qui
n’est pas le cas comme on I’a démontré en ii). Soit Vx le sous-espace vectoriel
engendré par X ; il est strictement contenu dans E/M et ne rencontre pas le c6ne
C, donc H = n~1(Vx) contient strictement M et ne rencontre pas 'ouvert U. Ce
qui contredit encore une fois la maximalité de M.

iv) Il résulte de ce qui préceéde que ’espace quotient /M est normé de dimen-
sion 1 tel que C ne contient pas son origine i.e. M est un hyperplan fermé ne
rencontrant pas U. On prend H = M.

28me cas : E complexe.

L’espace E est en particulier un espace vectoriel réel. D’apres ce qui précede il
existe un hyperplan réel fermé Hy de ’espace réel E qui ne rencontre pas U. Comme
V' est un sous-espace vectoriel complexe de E, il est stable par 'automorphisme
z€ Evr— iz € Eie V =iV. Par conséquent H = Hy NiHy est un sous-espace
vectoriel complexe fermé de codimension complexe 1 (car de codimension réelle 2)
qui contient V' et qui ne rencontre pas U. Ce qui termine la démonstration de la
version géométrique du théoréme de Hahn-Banach. O

Une autre version de la séparation entre ensembles convexes est donnée par le
théoreme qui suit.

3.4. Théoréme. Supposons E réel. Soient C et K deux parties convezes disjointes
de E avec C fermée et K compacte. Alors C et K sont strictement séparées par
un hyperplan affine fermé H.

H

Fig. 3
Démonstration. La distance
6= i —
cedliec lle — Kl

entre les deux fermés disjoints C' et K est strictement positive. Soit £ > 0 tel que
€ < ¢ ; alors I'ensemble U = C' — K + B(0,¢) est égal &

U {c-k+B0e).

ceC,keK
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C’est donc un ensemble convexe ouvert de E (convexe parce que somme de convexes
et ouvert parce que réunion d’ouverts) Il ne contient pas ’origine car pour ¢ € C,
ke K et be B(0,e) on a

lle =&+l > |llc— &Il — [12ll]
>6—¢|>0
D’apres le théoreme VI. 3.3 il existe un hyperplan vectoriel H, noyau d’une forme
linéaire continue f, qui ne rencontre pas U ({0} joue le role du sous-espace V).
Supposons que fiy > 0 i.e. pour tout ¢ € C, tout k € K et tout b € B(0,¢),

f(c) = f(k) + f(b) > 0 ou encore f(k) — f(b) < f(c). Cette inégalité étant vraie
pour ¢, k et b variant de maniére indépendante on aura

(VI1.6) sup f(k) + sup f(b) < inf f(c).
keEK ||b]|<e ceC

Mais sup)s <. f(b) = €| || (parce que f est une forme linéaire continue sur E).
Le nombre : sup,cx f(k) existe bien car f est continue et K compact ; I'inégalité
(VIL.6) implique donc que inf.cc f(c) existe bien. On aura donc

(VIL.6. bis) inf f(c) — sup f(k) > €||f]|-
ceC keK
Ceci montre aisément qu’il existe un réel o tel que

Kc{zeFE :f(z)<a} e CcC{z€E :f(z)>a}

i.e. K et C sont strictement séparés par ’hyperplan réel affine fermé d’équation
flz) =a. a
De ce théoréme on tire le

3.5. Corollaire. Toute partie conveze fermée C de E est l'intersection des demi-
espaces fermés qui la contiennent.

Démonstration. Soit a un point de E n’appartenant pas & C. On applique le
théoréme VI. 3.4 au fermé convexe C et au compact convexe {a} : il existe une
forme affine continue f, telle que’

CCEi(fa) et {a} CE_(fa)
Il est alors clair que ’ensemble
ﬂ F+ (f a)
a€E-C
est fermé et est égal & C. a

3.6. Théoréme de Hahn-Banach, forme analytique. Soient V un sous-espace normé
de E non réduit ¢ {0} et f une forme linéaire continue non nulle sur V. Alors il

existe une forme linéaire continue f sur E telle que
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1,) EV~= [
@) 1111 = [11£111-

Démonstration. D’abord on peut supposer que V' est fermé sinon on prolonge &
P’adhérence V via le théoréme VI. 1.4. D’autre part la démonstration distinguera
le cas réel du cas complexe. On supposera bien siir V # E.

\.

1° cas : E réel.
i) Soit zo € E — V et posons My = V @ Rxzg. Soit f; la forme linéaire sur M;
définie par
fi(z + Azo) = f(z) + A\
ou o est un nombre réel qui est 'image de zo par f; et qu’on choisira de telle sorte
que la norme de f; soit égale & celle de f. Il faut donc, et il suffit, d’avoir
|f1(2 + Azo)| < II£]ll-llz + Azol|

pour tout z € V et tout réel A ; ce qui est encore équivalent &

(VL7) 1f () — ol <[lIfllllz — 2ol

pour tout z € V, c’est-a-dire

(VL7. bis) f(@) = If -l = zo|| < @ < f(z) + ||| £ll]-[|lz — zoll
pour tout £ € M. Posons

Az = f(@) = lIfllllle = 2oll et Bz = f(z) +llIfl.llz - oll.

Alors « vérifiant (VI.7. bis) existe si, et seulement si, les intervalles (A, By] ont
un point commun pour tous z,y € V. Mais

f(z) = fly) = flz-y)
<A =yl .
< A (e = zoll + Iy = =oll) -
Ce qui donne l'inégalité A, < By pour tous z,y € V. Le nombre a peut donc étre
choisi de telle sorte que f; soit continue et de norme égale & celle de f.
ii) Soit maintenant V Tensemble de tous les couples (V’, f’) ou V' ést un sous-

espace vectoriel de E contenant V' et f’ est une extension continue de f & V’ telle
que || = 11£]l]- On munit V de 'ordre partiel suivant :

(V' ) < (V" )

si, et seulement si, V/ C V" et f” est un prolongement continu de f’. Si Vp est une
partie totalement ordonnée de V on pose
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Voo = |J o
Vo€Vo

Alors V, est un sous-espace de E contenant V. Si z € Vi, il existe (Vo, fo) € Vo
tel que = € Vp ; on pose alors foo(z) = fo(z). L’élément (Vio, foo) €st donc bien
dans V et est une borne supérieure de Vy ; autrement dit, ’ensemble ordonné V est
inductif. D’apres le lemme de Zorn, il admet un élément maximal (Vas, far).

iii) Vas est forcément fermé sinon on prolonge 3 I'adhérenceV s ; d’autre part
E = Vi ; si ce n’était pas le cas il existerait d’aprés i) un sous-espace contenant
strictement Vjs sur lequel fias se prolonge en une forme linéaire continue en con-
servant sa norme ; ce qui contredit le caractére de maximalité de (Var, far). Le

prolongement cherché est obtenu donc en posant f: fum-

28me cas : E complexe.

On regarde F et V comme des espaces vectoriels réels et on note u la partie
réelle de f qui est continue et a méme norme que f (cf. exercice VI. 5.5). D’aprés
le 1°F cas, u se prolonge en une forme linéaire continue réelle % sur ’espace vectoriel
réel E ayant méme norme que u. L’application f: E — C définie par

~

f(z) = u(z) — it(iz)
est une forme C-linéaire continue prolongeant f et de méme norme. O

Le corollaire qui suit donne une conséquence intéressante de la forme analytique
du théoréeme de Hahn-Banach.

3.7. Corollaire. Soit o un vecteur non nul de E. Alors il existe sur E une forme
linéaire continue f telle que f(zo) = ||zol| et |||f]|| = 1.

Démonstration. Soit V le sous-espace vectoriel de E engendré par xo i.e. 1’ensemble
des éléments de la forme Azo ou A € K. Posons fo(Azo) = A||zo||. Alors fo est une
forme linéaire continue sur V' de norme |||fo]|| = 1 ; d’aprés le théoréme VI. 3.6.
elle se prolonge en une forme linéaire continue f sur £ de norme 1. O

Ceci dit en particulier que si’espace E n’est pas réduit a {0}, son dual topologique
E’ n’est pas non plus réduit a {0}.

3.8. Corollaire. Soit V un sous-espace vectoriel de E. Alors V est dense si, et
seulement si, toute forme linéaire continue sur E nulle sur'V est nulle.

Démonstration. SiV est dense alors, de fagon évidente, une forme linéaire continue
sur E nulle sur V est nulle. Inversement supposons que ’adhérence V de V soit
strictement contenue dans E. Il existe alors zo € E—V (non nul bien siir). D’aprés
le corollaire VI. 3.7, il existe une forme linéaire continue sur V @ Kxo nulle sur V
et valant 1 en zo : il suffit de poser f(v+ Azo) = A||zo|| ol v € V et A € K. Par le
théoréme de Hahn-Banach (version analytique), f se prolonge en une forme linéaire
continue fsur E, non nulle mais nulle sur V. Ce qui démontre le corollaire. O
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4. Exemples

Nous allons donner des exemples précis de formes linéaires continues sur certains
espaces de fonctions.

4.1. Formes linéaires positives

Soit (2,4, 1) un espace mesuré. On rappelle qu'une partie E de  est dite
négligeable s’il existe A € A contenant E tel que pu(A) = 0. On dira que la tribu
A est compléte pour p si tout E C Q vérifiant A C E C B avec A,B € A et
w(A — B) = 0, appartient & A ; en particulier si E est négligeable, E € A. Pour
tout espace mesuré (Q, A) il existe une tribu A* contenant A et une mesure pu* sur
A* qui prolonge u et telles pu* soit compléte pour A*.

Pour tout espace mesuré (2,4, u) et tout p > 1, on note comme toujours
LP(Q, 1) Vespace des classes (modulo I’égalité en dehors des ensembles de mesure
nulle) de fonctions complexes mesurables de puissance p*™¢ intégrable muni de la

norme
%
lgllp = ( / Igl"du(w)> .

Pour p = co on notera L™ (2, 1) ’espace des classes de fonctions y-essentiellement
bornées sur €2 i.e. le quotient de

L%, pu) = {f : @ — C mesurable et bornée u-pp}

par l'espace N des fonctions mesurables u-pp partout nulles. On le munit de la
norme :

”f”oo =inf{a € R+ : |f’ <« u_pp}_

Dans V. 5.3 on a montré que || || est effectivement une norme sur L*(f, u) et
qu’elle en fait un espace de Banach.
L’application I : L*(Q, u) — C qui & g associe

I(g) = /Q 9(w)du(w)

est une forme linéaire continue de norme 1 sur L!(f, ). Elle vérifie en plus la
propriété suivante : si g est réelle positive, I(g) est un réel positif. On dira que I
est une forme linéaire positive. Nous allons voir que pour certains espaces normés
toutes les formes linéaires positives sont données par une intégrale associée a une
certaine mesure.

- Soient X un espace topologique séparé localement compact et B8 sa tribu borélien-
ne (celle engendrée par les ouverts). Une mesure p sur B est dite réguliére si elle
vérifie, pour tout E € B,

w(E) =inf{uU): E CU, U ouvert}

et pour tout E € B de mesure finie
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pu(F) =sup{u(K): K CE, K compact}.

On rappelle que le support d’une fonction est I’adhérence de I’ensemble des points
en lesquels elle n’est pas nulle. Notons K(X) I’espace des fonctions continues sur
X & support compact muni de la norme

|l9]loc = sup |g(z)|-
zeX

Une forme linéaire continue positive sur K(X) est appelée mesure de Radon sur
X. Toute mesure p sur B donne via I'intégrale une forme linéaire continue positive
sur K(X) Cc LY(X,p). La réciproque est connue sous le nom de théoréme de
représentation de Riesz. Sa démonstration est hautement non triviale ; nous nous
contenterons de son énoncé. ‘

4.2. Théoréme de représentation de Riesz. Soit F' une forme linéaire continue posi-
tive sur K(X). Alors il existe une tribu B* contenant B, compléte pour une mesure
réguliére p finie sur les compacts, telle que

F(g) = /X odp, Vg€ K(X).

Le lecteur désireux de connaitre quand-méme la démonstration peut consulter
[Kr] ou [Ru]. Voir exercice VIIL. 4.9. pour une variante de théoréme.

4.3. Distributions sur R

Pour tout n € N U {oo}, considérons maintenant 1’espace vectoriel D™(R) des
fonctions de classe C™ ayant un support compact dans R qu’on munit du mode de
convergence suivant : une suite (;) converge vers 0, s'il existe un compact K tel
que

i) supp(p¢) C K,

ii) pour tout r € {0,...n} sin est fini et tout 7 € N si n = +o00, la suite (tpg-r))jeN
des dérivées d’ordre 7 des ¢; converge uniformément vers 0 sur K

Une forme linéaire T' sur D™(R) continue (dans le sens ol si ¢; — 0 alors
T(p;) — 0) est appelée distribution d’ordre n sur R. La valeur de T sur une
fonction ¢ € D™(R) sera notée (T, ¢). L’ensemble des distributions d’ordre n est
bien siir le dual topologique de D™(R) qu’on note D™(R)’. Par exemple, si on pose
pour tout n € N et toute ¢ € D*(R)

60 () = ¢™(a),

on obtient une forme linéaire sur D*(R) dite distribution de Dirac d’ordre n au
point a sur R.

Pour n = oo I'espace D*°(R) sera noté D(R) et une distribution d’ordre n = oo
sera appelée simplement distribution. Comme on a,

D(R) = ... — D"t(R) = D*(R) < ... = DO(R) = K(R)
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on voit que toute distribution d’ordre n est une distribution ; toute distribution
d’ordre n est une distribution d’ordre n + 1 et toute mesure de Radon est une
distribution -d’ordre n pour tout n. On a donc une suite d’inclusions strictes (cf.
exercice VL. 5.5)

KR) < ... = D*[R) — D"t (R) — ... — D(R).

On dira qu’une distribution T' (ou distribution d’ordre n) est positive si, pour
toute ¢ € D™(R) réelle positive, (T, ) est réel positif. On a le résultat important
suivant dont on peut- trouver une démonstration dans [Scl] : toute distribution
positive est une mesure de Radon. On peut aussi consulter [La] pour une étude
plus étendue sur les distributions.

5. Exercices

5.1. Soient E et F' deux espaces normés, L.(E, F) I’espace vectoriel des applications
linéaires continues de E dans F et U une partie équicontinue de L.(E, F).
Montrer que les restrictions des topologies 7¢ et 7 & U coincident.

5.2. Soit U une partie simplement bornée de L.(E, F') ou E est un espace de Banach
et ' un espace normé quelconque. Pour tout entier n > 1 on pose

A, = {x € E:sup [lu(z)]] < n}.
ueY

i) Montrer que E = (J,, A, et en déduire que int (A;) n’est pas vide. (Appliquer
le théoréme de Baire & la suite (A,) dans ’espace métrique complet E.)

i) Montrer que l'origine 0 est point intérieur & A;. En déduire qu’il existe r > 0
tel que la boule B(0,7) C A; et que U est borné dans 1’espace normé L.(FE, F).

5.3. Soient E un espace de Banach, F' et G deux espaces norméset ¢: ExXF — G
une application bilinéaire telle que les applications partielles

¢(,y):z€E— ¢(z,y) €G

¢(z,.):ye F — ¢(z,9) €G

soient continues. Soient (z,) et (y,) deux suites tendant vers 0 respectivement
dans E et F'. Montrer que (¢(.,yn))r converge uniformément sur {z,|n € N} U{0}
et en déduire que ¢ est continue. (Appliquer le théoréeme de Banach-Steinhaus.)

5.4. On note K(R) I’ensemble des fonctions réelles continues & support compact
sur R et LP (avec p > 1) l’espace des classes (au sens de I’égalité presque partout
pour la mesure de Lebesgue dans R) de fonctions réelles mesurables de puissance
ptme intégrable et L™ 1'espace de Banach des classes de fonctions A-essentiellement
bornées. Bien siir, IC(R) est un sous-espace de LP. On admet que K(R) est dense
dans LP (pour la norme || ||,). Soient f et g deux fonctions mesurables ; on pose

(f+9)(x) = /R £(z - 1)g(w)dr().
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La fonction f x g (quand elle est définie) est appelée produit de convolution de f
par g.

i) Soit f-€ LP. Montrer que pour tout a € R la fonction 7,(f) définie par
7o(f)(y) = f(a—y) est dans LP et que 'application 7 de R dans LP qui & a associe
7o(f) est uniformément continue.

ii) Montrer que, si f € LP et g € L? avec % + % =1, alors f * g est partout
définie, bornée, uniformément continue et qu’on a

1f * glloo < [ f1lp - l1gllq-

(f,g) € L? x L9 — fx g € L™ est une application bilinéaire continue.
iii) Montrer que si f et g sont dans K(R) alors

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

et donc que le produit de convolution est bien défini sur L(R) i.e. si f et g sont
a support compact alors f * g est aussi & support compact.

5.5. Soient E un espace normé complexe et f une forme C-linéaire continue sur E.
On note u la partie réelle de f qui est une forme R-linéaire continue sur E et J
I'automorphisme complexe de E qui & z associe iz.

Montrer que f = u— JowuoJ et que |||f||| = |||ulll- (Utlllser le fait que pour
tout nombre complexe z il existe § € R tel que |z| = €%2.)

5.6. On rappelle qu'une distribution d’ordre n € N sur R est une forme linéaire
continue sur ’espace D"(R) (cf. VL. 4.3).
i) Montrer que pour tout n € N et tout a € R, la distribution 8g (1) ne peut pas

étre d’ordre n.
ii) Soit (an)n une suite de nombres réels tendant vers I'infini. Montrer que

LR

neN
est une distribution qui ne s’étend & aucun espace D™(R) pour n € N.

5.7. Soient E un espace normé et V; et V5 deux sous-espaces de E. ‘On dira que V;
est un supplémentaire topologique de V; (ou que V; est un supplémentaire topolgique
de V%) si 'application

(ml,mz)eleVz—HL‘l-l-:I)zGE

est un isomorphisme topologique.
i) Montrer que si V5 est un supplémentaire topologique de V; alors V; et V, sont
fermés.
"Supposons que V; soit un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
i) Montrer que l'application identité id : V; — V; se prolonge en une applica-
tion continue f: B — V.
iii) En déduire que V; admet un supplémentaire topologique V5.

5.8. On note E l'espace des fonctions complexes continues sur lintervalle [0, 1]
qu’on munit des deux normes
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1 3
Ifllo = 12 17(0) ot lIfI|z=( / |f<z>|2dx) .

On rappelle que (E, || ||co) est complet et que (E, || ||2) ne I’est pas. On a en plus
[Ifll2 < || flloo POUr toute fonction f € E.

Soit M un sous-espace vectoriel de E complet pour la norme || ||2.

i) Montrer que M est complet pour la norme || ||oo-

ii) Montrer que les normes || ||o, et || || sont équivalentes sur le sous-espace
M.

iii) Soit z un point de [0, 1]. Montrer que la forme linéaire f € M — f(z) € C
est continue:

iv) Soit Boo la boule unité fermée de (M, || ||c). Montrer que de toute suite
(fn) dans Bo, on peut extraire une sous-suite (fy, )x qui converge simplement vers
feM.

(Utiliser la question 3 et l'assertion suivante qu'on admettra : dans l’espace
(M, ]| ||2) toute suite bornée (f,) admet une sous-suite (fn,) faiblement convergente
i.e. il existe un élément f € M tel que pour toute forme linéaire continue ¢ sur
M, la suite scalaire (p(fn,)) converge vers ¢(f).) .

v) En appliquant le théoréme de convergence dominée montrer que (fn, )k cOD-
verge vers f pour la norme || [|2.

vi) Montrer que By, est compacte pour la topologie définie par || ||2.

vii) En déduire que M est de dimension finie.



.CHAPITRE VII

‘Dualité dans les espaces normés

L’objet de ce chapitre est d’étudier certaines relations entre un espace normé FE,
son dual topologique E’ et son bidual E” au moyen de deux topologies (la premiére
dite faible sur E’ et la.deuxiéme dite affaiblie sur E). Nous verrons en particulier
que méme en dimension infinie les ensembles bornés de E’ jouissent de trés bonnes
propriétés dans le cas oul E est un espace de Banach. Les notions de transposition
et de réflexivité sont introduites de fagon non exhaustive.

1. Notations et définitions

Pour deux espaces normés FE et F réels ou complexes on notera toujours L.(E, F)
I’ensemble des applications linéaires continues de E dans F' muni de la norme

lllulll = sup [fu(=)]|.
=]l <1

Pour F = K, L.(E, K) n’est rien d’autre que le dual topologique de E qu’on note
simplement E’ ; c’est un sous-espace vectoriel du dual algébrique E* (I’ensemble
de toutes les formes linéaires continues ou non).

La valeur d’une forme linéaire continue z’ au point z € F sera notée (z,z’). On
obtient donc une forme bilinéaire

(z,2') € Ex E' — (z,2') € K

continue de norme < 1 puisque |[(z,z’)| < |||z'|||.]|z||- En utilisant le théoréme de
Hahn-Banach, on montre que la norme de cette forme bilinéaire est en fait 1 et
qu’'on a

(VIL1) ((z,z') =0, V'€ E')y= z=0.

On dira alors que E et E’ sont en dualité séparante. Rappellons que dans E' =
L.(E,K) il y a différentes topologies :

- la topologie de la norme ou la topologie forte notée 7z,

- la topologie faible 7 qu’on notera dorénavant o(E’, E) (c’est 'usage).. C'est
la topologie la moins fine sur E’ qui rend continues toutes les formes linéaires

' e B %5 (z,2') €K

ou z varie dans E.
Rappellons qu’un voisinage de 0 € E’ pour cette topologie contient une intersec-
tion finie de parties de la forme

V(0,z,e) ={z' € E' : |(z,2')| <€}
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avec x dans F et € dans R}.
La proposition suivante est immédiate.

1.1. Proposiiion. Le dual topolq\gique E' de E s’identifie canoniquement au dual
topologique E' de son complété E.

Bien que E' = E' la topologie J(E’ ,E) sur B peut étre strictement plus fine
que la topologie o(F’, E) sur E’. Ceci découle de la proposition qui suit qui donne
une caractérisation des formes linéaires continues sur E’ lorsqu’on le munit de la
topologie o(E', E).

1.2. Proposition. Soit f une forme linéaire sur E' continue pour la topologie
o(E',E). Alors il existe x € E tel que, pour tout ' € F', f(z') = (z,z’).

Démonstration. Comme f est continue sur E’ pour la topologie o(E’, E) ’ensemble

{z' e E' : |f(@) <1}

contient un voisinage de 0. Il existe donc un ensemble fini {z1,... ,zx} C F et une
constante réelle C > 0 tels que

(VIL2) If(ﬂ73)|<C'z sup_ [(zs, @ olk

Par conséquent si on a (z;,z’) = 0 pour tout ¢ = 1,...,k alors f(z') = 0. Donc
f = 0 sur lintersection des noyaux des formes hnealres z' — (z;,z') ; par suite
f est une combinaison linéaire finie avec des coefficients \; des formes linéaires
z’ — (zi,2') (cf. exercice VII. 4.1). On peut donc prendre z = ), \;z;. a

On voit donc que les seules formes linéaires sur E’ continues pour o(E’, E) sont
du type z' — (a: z') pour un certain z € E. Par consequent si F/ n’est pas complet
il existe Z € E — E tel que la forme linéaire =’ € E' = E' — (Z,z') € K ne soit
pas continue pour o(E', E).

Les espaces E et E’ jouent des “réles presque symétriques” ; il est donc possible
de définir sur F des topologies similaires & celles définies sur E’. D’abord F est
un espace normé ; la topologie associée sera appelée la topologie initiale. Ensuite
on peut considérer la topologie la moins fine sur E qui rend continues toutes les
formes linéaires sur E déja continues pour la topologie initiale ; cette topologie sera
appelée la topologie affaiblie et notée o(E, E') (les roles de E et E’ sont intervertis
en quelque sorte).

11 résulte de la définition méme de o(F, E’) que

- les formes linéaires continues sur E pour la topologie initiale sont les mémes
que les formes linéaires sur E continues pour la topologie affaiblie,

- les fermés convexes pour la topologie initiale et la topologie affaiblie sont les
mémes. Ceci découle de ce qui précede et du fait que tout convexe fermé est
intersection des demi-espaces fermés qui le contiennent.

Rappellons qu’une partie A C E (resp. une partie A’ C E') est dite bornée s'il. .-

s \’\‘

existe p > 0 (resp. p’ > 0) tel que A C B(0, p) (resp. A’ C B(0,0)).

J
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On peut donner la notion d’ensemble borné pour les deux autres topologies sur
E et E’ qui ne sont pas associées aux normes c’est-a-dire o(E, E') et o(E', E).
- Une partie A de E est dite bornée pour o(E, E') si pour tout ' € E’ on a

sup |(z,z')| < +o0
z€EA
- De la méme maniere, une partie A’ de E’ est faiblement bornée si pour tout
z€Fona

sup |(z,z')| < +o0.
z'€A’ B

1.3. Proposiiion. Soit A’ une partie de E'. Alors
i) A’ est bornée si, et seulement si, A’ est équicontinue ;
it) si A’ est équicontinue, elle est relativement compacte pour la topologie faible.

Démonstration. i) A’ bornée signifie que sup ¢ 4/ |||z’||| £ C ol C est une constante
réelle positive. Ce qui implique de maniére immédiate 1’équicontinuité de A’. La
réciproque est évidente.

ii) D’apres i) A’ est bornée, donc faiblement bornée i.e.  pour tout z € E
I'ensemble des scalaires {(z,z’) : 2’ € A’} est borné, donc relativement compact.
D’aprés le théoreme d’Ascoli A’ est relativement compacte pour la topologie de la
convergence compacte sur E’qui est plus fine que la topologie faible, donc A’ est
relativement compacte pour la topologie o(E’, E). O

Ceci nous permet de démontrer le

1.4. Théoréme. La boule unité fermée B’ de E’ est faiblement compacte i.e. com-
pacte pour la topologie faible.

Démonstration. Pour tout z € F on note ¢, : E' — R la fonction définie par
wz(z') = [{z,2')|. Alors ¢, est une fonction semi-continue inférieurement sur
E’ pour la topologie faible. En effet d’apreés la définition de o(E’, E) pour tout
€ > 0 lensemble V(0,z,¢) = {2’ € E' : [(z,2')] < €} est fermé dans E'.
Donc 'enveloppe supérieure de la famille (¢z))|z|j<1, qui n’est rien d’autre que
Papplication 2’ — |||z’|||, est aussi semi-continue inférieurement (cf. exercice VII.
4.2). La boule unité fermée B’ est donc faiblement fermée ; comme elle est bornée,
elle est faiblement compacte. O

Si 'espace E est séparable, B’ est faiblement compacte si, et seulement si, de
toute suite (z7,) on peut extraire une sous-suite (z7, ) faiblement convergente : il
existe un élément 2’ € B’ tel que, pour tout z € E, la suite numérique ((z,z7,, ))
converge vers (z,z’).

L’exercice VII. 4.3 montre que dans le dual E’ d’un espace E normé il peut exister
des ensembles faiblement bornés mais non bornés. Cela ne saurait se produire si
I’espaces E est de Banach.

1.5. Proposition. Soient E un espace de Banach et A’ une partie de E'. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :
i) A" est bornée,
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i) A’ est faiblement bornée,

i) A’ est équicontinue.
Démonstration. Les assertions i) et iii)'sont équivalentes méme si F n’est pas com-
plet ; c’est la proposition VII.1.3. Il est d’autre part évident que i) implique ii).
L’implication ii)=> %) découle de ’exercice VI. 5.2. o

2. Réflexivité

Le fait que le dual E’ d’un espace normé soit un espace de Banach va nous
permettre de donner certaines propriétés sur le dual E" de E' qu’on appelle le
bidual de E. Soit z € E et considérons I’ application d’évaluation en z

&, E —K

définie par ®,(2') = (z,2’).

2.1. Proposition. Pour tout £ € E l'applicdtion @, est une forme linéaire con-
tinue de norme ||z|| sur espace E’, donc un élément du bidual E" de E. De plus
Uapplication x — @, est une injection isométrique de E dans E”.

Démonstration. Le fait que @, soit une forme linéaire continue de norme < ||z|| sur
E’ est évident. Pour montrer que |||®.||| = [|z||, il suffit d’appliquer le corollaire VI.
3.7. Ceci montre aussi que P’application ® est une injection isométrique de I’espace
normé E dans l’espace normé E”. Autrement dit E est un sous-espace normé de
E". 0

On peut remarquer que la topologie faible o(E”, E’) sur E” induit la topologie
affaiblie sur E.

2.2. Définition On dira qu’un espace normé E est réflexif si ’application naturelle
®: E — E" est un isomorphisme topologique.

Comme le dual d’un espace normé est toujours de Banach, E” est de Banach ;
donc une condition nécessaire (et en général non suffisante) pour que E soit réflexif
est qu'il soit complet.

2.3. Théoreme. Pour qu’un espace de Banach E soit réflexif il faut, et il suffit, que
sa boule unité fermée soit compacte pour la topologie affaiblie o(E, E').

Ce théoréme, dii & Banach et qui donne une condition nécessaire et suffisante
pour qu’un espace de Banach soit réflexif, est en fait utilisé pour prouver que la
boule unité fermée est compacte pour la topologie o(E, E’) qui est toujours un fait
loin d’étre trivial.

2.4. Exemple d’espace réflexif

éme

Pour tout réel p > 1 on note E, = ¢P I’espace des suites réelles de puissance p'
sommable muni de la norme

+o00 %
lzllp = (Z lwnl”>
n=0
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Soientp>1etq>ltelsque%+%:1et<I>:a:€Eq——><I>:,,6E’pdéﬁniepar

[e ]
Y¥) = Tnln

n=0

D’apres I'inégalité de Holder, cette somme a bien un sens et on a

122 (v)] < [I2llqllyllp-

Ceci montre que @, est bien une forme linéaire continue sur E, de norme

(VIL3) 1@2]] < lIzllq-
Il est clair d’autre part que @4, 44, = Bz, + Py, €t Prg = AP, i.e. @ est linéaire.

i) Montrons que ® est une isométrie de E; dans E',. Soient = (z,) une suite
de réels, n € N et Y, = (Ynk)ken I’élément de E, défini comme suit

(VIL4) {0 sik>n ou0<k<n et zp=0

Tp|zk|972 si0<k<n etz #0.

Supposons que z € E,. Alors on a

n

3 fokl? = [2.()
k=0
< Jl1e.| (anlwkl‘q‘””>
k=0

Comme % + % =1lonagq=(g—1)p. Ce quidonne

1
n n P
> lzkl? < ]9 (Z |$k|q>
k=0 k=0

o

c’est-a-dire

0 =

(VIL5) (Z I:vkl"> < 1l @]]l-

Comme le second membre de (VIL.5) ne dépend pas de n on a

(VIL6) llzllg < [[1%<ll-

Les inégalités (VIL.3) et (VIL.6) montrent que ® est une isométrie ; elle est donc
injective.
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i) Montrons que @ est surjective. Soient f € E'}, et (en)n la suite d’éléments de
E, tels que e, = (6%)x ol 6% est le symbole de Kronecker. Posons z, = f(es) et
notons Y, 1'élément de E, défini par (VIL.4). On a clairement

n
Y, = Zynkek~
k=0

D’ou

F(Va) =D ynrfler) = ) ynkar = ) |zkl®
k=0 k=0 k=0

Ce qui donne

n

D lal®

k=0

< ANl

Un raisonnement analogue & celui fait en i) montre que

llzllg < 1111l

Autrement dit z € E;. Par construction de z on a ®;(en) = f(en). Les formes
linéaires continues ®, et f coincident sur tous les e, donc sur le sous-espace V
engendré algébriquement par les e, (c’est-a-dire les combinaisons linéaires finies
des ey,), par suite sur ’adhérence de V' qui n’est rien d’autre que E,.

iii) On vient donc de montrer que, pour }—1, + % =1, le dual de P est isométrique
3 £9 ; donc le bidual de 7 (qui est le dual de £7) est isométrique & ¢P. L’espace de
Banach ¢P est donc réflexif pour p €]1, +o0|. a

2.5. Un espace de Banach non réflexif et un espace de Banach non séparable

Nous venons de voir que ’espace de Banach ¢P, p €]1, +oo[ est réflexif. Nous
allons montrer que £* ne I’est pas. Pour cela nous allons montrer que le dual de £!
est isométrique & £°° (espace des suites réelles (ou complexes) bornées muni de la
norme ||z||co = SUp,cy |Zn|) mais que le dual de £ n’est pas £*.

i) Soit £ = (zn)nen un élément de £*°. Considérons I'application linéaire &, :
£ — R définie en y = (Yn)nen par

oo
q)a:(y) = anyn-
=0

La série converge bien puisque la suite z, est bornée et la suite y, sommable. De
fagon évidente on a

122 ()] < l|zlleo - [1¥]l1

qui montre bien que ®,, est une forme linéaire continue de norme inférieure ou égale
4 ||z||co- On a donc une application linéaire d : z € £° — &, € (1)’ vérifiant
[|1®z]|| < ||z|loo ; ® est injective car si &, = 0, alors en évaluant ®, sur les vecteurs
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= (6%)ken, k € N on montre que pour tout n € N on a z, = 0. Reste & montrer
qu’elle vérifie |||®z||| > ||z|| et qu’elle est surjective. Cette derniére propriété
s’établit de maniére analogue & ce qui a été fait pour I’espace £7, p > 1 ; elle sera
laissée au lecteur. Reprenons la suite (eF)ken avec e® = (6%)ren ; on a pour tout
keN

o] = |@s(e")]
< 1@l - lle®]la
< 1@l

< |||®2]||: On a donc montré que le dual de £* est isométrique & £°. O

ii) Soit V' le sous-espace de £*° dont les éléments sont les suites £ = (z,) qui
admettent une limite quand n tend vers +oo. Soit § : V — R la forme linéaire
non nulle définie par 6(z) = limp— 400 Tn- On a |0(z)| < ||z]loc €t |6(6)] = 1 ol
8 est 1’élément de £°° dont tous les termes sont égaux & 1. Il en résulte que 6 est
continue de norme égale & 1. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach 0 se prolonge en
une forme linéaire contlnue 6 : 4= — R telle que |||6]|| = |||6]||- Soit e 'élément
e* = (e),en avec ek = 6F ; il appartient & tous les espaces £, £°° et V. Pour tout

ke N, ona

07k ky _ k
6(e®) = 6(e”) = ngrilooe =0.

Soit W : 1 — (£')" ’application évaluation qui est une injection isométrique
de £! dans son bidual (¢!)”. D’aprés i), (£')’ est isométrique & £, via ’application
@ : £° — (£')'. Nous allons montrer que # ne peut pas étre dans I'image de V.
Pour cela il suffit de montrer que, pour tout z € 2! non nul, ¥, est non nulle sur au
moins I'un des ®(e¥). Ce qui établira que 6 n’est pas de la forme ¥, avec z € £1.

Comme (e¥);, est une base de ¢!, pour tout k£ € N, l'application & : £ — R
définie par & (e?) = 6£ est une forme linéaire continue de norme 1. On a clairement
£, = ®(e*) et donc W, (&) = 6%. Soit z € £* non nul ; alors z = Y oo axe® ou
(ax) est une suite sommable avec un ak, non nul. Alors ¥;(&k,) = ax, # 0. Ce qui
termine la démonstration. O

ili) Montrons que £ est non séparable ; il suffit pour cela de montrer que pour
toute suite (z¥)ren avec z¥ = (zX),en il existe un élément z € £*° non adhérent &
Pensemble {z* : k € N}. Posons

0 si|zn] > 1
Zn = n A
1+ 20| sifa? <1

Il est clair que z = (25,) est un élément de £*°. Calculons la distance de z & un
élément z°. Comme ||z — T°||co = SUP,en |2n — 25| Pour tout n € N on a

||z = 2°||c0 2 |2n — z7,|.
En particulier pour n = s on a

||z — 2°|loo = |z — 35|
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Mais
zs — x| > ||2s| — 3|

>1

et donc ||z — z°||ec = 1. o

2.6. Proposition. Soit A une partie de E. Alors A est bornée si, et seulement si,
elle est bornée pour la topologie affaiblie.

Démonstration. Si A est bornée il est clair qu’elle est bornée pour la topologie
affaiblie puisque pour tout z’ € E’

sup (2,2/)| < (sup lell) 1] < +oo.
z€EA z€EA

Inversement supposons A bornée pour la topologie affaiblie ; elle est alors bornée
pour la topologie faible sur E” (puisque A peut étre considérée comme partie de £
en vertu de la remarque qui suit la proposition VII. 2.1). Comme E’ est un espace
de Banach A est bornée (d’aprés la propositon VII. 1.5) dans E”, donc bornée dans
E puisque E s’injecte isométriquement dans E”. O

3. Transposition

Soient E et F deux espaces normés et v : £ — F' une application linéaire
continue.

3.1. Définition. On appelle transposée de u ’application v’ : F' — FE' définie par

u'(y')(z) = ' (u(z)),

ou de maniére équivalente : pour tout x € E et tout y' € F'
(u(z),y') = (z,v'())-

On vérifie sans peine que u' est une application linéaire ; elle est continue de
norme égale d celle de u (cf. exercice VII. 4.4).

3.2. Proposition. Soit v : E — F une application linéaire entre deuz espaces
normés E et F'. Alors u est continue si, et seulement si, elle est continue pour les
topologies affaiblies respectives sur E et F'.

Démonstration. Supposons u continue. Alors pour tout 3’ € F’ la forme linéaire
Y’ o u est continue sur F, donc continue pour la topologie affaiblie (puisque les
formes linéaires continues sur E sont les mémes que les formes linéaires continues
pour la topologie affaiblie). Comme o (F, F') est la moins fine des topologies sur F'
rendant continues les formes linéaires 3y’ € F', u est continue en tant qu’application
de E dans F (cf. exercice VII 4.5).

Réciproquement supposons w continue pour les topologies affaiblies sur E et F'
et soit B la boule unité de E ; alors pour tout y’ € F” :

sup [(u(z),y)| = sup |(z,%'(y))| = |llv' (")l < +oo.
llal <1 el <1
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Par suite u(B) est borné pour la topologie affaiblie, donc borné d’apres la proposi-
tion VII. 2.6. ; donc u est continue car bornée sur la boule unité de E. O

3.3. Un exemple de transposée

Notons IC(R™) l'espace des fonctions réelles continues & support compact dans
R™ muni de la norme de la convergence uniforme

|lolloo = sup |o(z)|.
zER™

Une forme linéaire continue sur X(R™) est appelée mesure sur R™. Soit f un
homéomorphisme de R", ¢’est-a-dire une application bijective continue avec inverse
f~! continue. Alors f induit une application u : K(R™) — K(R") définie par

u(p) = o f.
I1 est facile de voir que u est continue ; c’est méme une isométrie de C(R™) ; en
effet

llpo fllo = sup |o(f(z))l = sup |o(z)| = l¢lleo
zeR” R~

_ “i(z)e
puisque f est une bijection de R™.

La transposée u’ de u est définie comme suit : si p € (R™)’ est une mesure sur
R™ alors u/(u) est la mesure

w' (1) (@) = (o f).

L’image de la mesure de Dirac §, en un point a de R™ est la mesure de Dirac
6f(a) au point f(a).

On dira qu’une mesure u sur R™ est invariante par f (ou f-invariante) siu'(p) =
p. Par exemple si zo est un point fixe de f (i.e. f(zo) = zo) alors 6, est f-
invariante.

La mesure de Lebesgue sur R™ est invariante par toute translation.

4. Exercices

4.1. Soient F un espace vectoriel et fi,..., fk, k formes linéaires sur E. Montrer
que, si f est une forme linéaire sur E telle que

k
m Kerf; C Kerf,

i=1

g k
alors il existe des nombres Aq,..., A tels que f = >, Aifi. (Commencer par le
cas k = 1 et faire ensuite un raisonnement par récurrence.)

4.2. Soit X un espace topologique. On dira qu’une fonction f : X — R est

- semi-continue supérieurement si, pour tout n € R, {z € X : f(z) < n} est
ouvert.

- semi-continue inférieurement si pour tout n € R, {z € X : f(z) > n} est
ouvert.
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i) Montrer que f est semi-continue supérieurement (resp. inférieurement) si, et
seulement si, pour tout & € R, 'ensemble f~!([a, +oo) (resp. f~1(] — 00, a])) est
fermé dans X.

ii) Montrer que f est continue si, et seulement si, elle est semi-continue 4 la fois
supérieurement et inférieurement.

iii) Soient (fi)ier une famille de fonctions réelles sur X telles que pour tout
z € X l'ensemble (f;(z))iecr soit borné. On pose

f=inffi et F=supf;
- i€l iel
Montrer que, si pour tout i € I, f; est semi-continue supérieurement (resp.
semi-continue inférieurement) alors il en est de méme de f (resp. f).

4.3. Soient H Despace des suites réelles de carré sommable muni de la norme
llz]l2 = Voo 22, (n)nen les vecteurs de la forme e, = (¢} )icn avec 7 = 67 et
E le sous-espace engendré par (e,)nen i.e. 1’ensemble des combinaisons linéaires
finies des e, ; alors I’adhérence de E est H. Soit (€', )nen la famille de formes
linéaires sur E' définies par

1 sij=n

e'n(e;) = {

i) Calculer la norme de ne'y,.
ii) Montrer que la suite ne’,, est faiblement bornée mais qu’elle n’est pas bornée.
iii) Conclusion ?

0 sinon

4.4. Soient v : E — F une application linéaire continue entre deux espaces normés
E et F et v : F/ — E' sa transposée. Montrer que ' est continue et a méme
norme que u.

4.5. Soit (X;,7;);c; une famille d’espaces topologiques et pour tout i € I, soit
u; : X — X, une application d’un ensemble X dans X;. On appelle topologie
associée aux u; la topologie 7 la moins fine sur X rendant continues toutes les
applications u;.

i) Montrer que 7 est la topologie engendrée par les u; Y1).

ii) Soit f : E — X une application d’un espace topologique E dans X. Montrer

que f est continue si, et seulement si, pour chaque i € I I’application F uiof X; est
continue (X étant muni de la topologie associée aux u;).

4.6. Soient E un espace normé et A une partie de E. On appelle orthogonal de A
'ensemble At des formes linéaires z’ € E’ telles que {a,z’) = 0 pour tout a € A.
i) Montrer que AL est un sous-espace vectoriel fermé de E'.

" Soit V un sous-espace vectoriel fermé de E. On désigne par j : V — E l'inclusion
de V dans E par 7 : E — E/V la projection canonique et j' : B/ — V' et
n': (E/V) — E' leurs transposées respectives.

i) Montrer que la suite

0— (B/VY " E Ly o
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(ol la premiere et la derniére fleches sont les applications nulles) est exacte. (Utiliser
le théoréme de Hahn-Banach.)

iii) Montrer que le dual topologique (E/V)’ de E/V est isométrique & V1 et que
le dual topologique V' de V est isométrique & l’espace quotient E'/V .

iv) Montrer que si E est réflexif, V et E/V sont réflexifs.

4.7. Soit IC(R) l’espace des fonctions complexes continues & support compact dans
R muni de la norme ||f||coc = sup,eg |f(z)|. On pose T = Y~ .5 6, oll, pour toute
fonction f € K(R) et-tout n € Z, 6,(f) = f(n). Montrer que T est une forme
linéaire sur K(R). Est-elle continue ? (justifier votre réponse).

4.8. On appelle subdivision S de [0,1] toute suite finie 0 = tp < t; < tp < ... <
tn—1 < tn = 1. On appelle variation d’une fonction ¢ : [0,1] — R relativement &
une subdivision (de l'intervalle [0,1]) S: 0=ty <t1 <ta <...<tp_1 <tp=1le
nombre réel positif Vs(p) = > iy lo(ts) — o(ti=1)].

On appelle variation totale de ¢ le nombre (fini ou égal & +00)

Vip) = sup Vs ()

(S décrit toutes les subdivisions possibles de [0, 1]). On dira que ¢ est & variation
bornée si V() < +o0.

Soient f : [0,1] — R continue, ¢ : [0,1] — R & variation bornée et pour tout
neN, S:0=1t <ty <ty <...<tp1 <ty =1, la subdivision définie par
t = —f;, i =0,1,...,n. On admet l'assertion qui suit : la suite formée par les
nombres

Ia(fr0) = Y F(t:)(o(ts) — p(tiz1))
i=1

a une limite (quand n — +o00) qui est un nombre réel I(f, ). Cette limite est
notée fol f(z)dp(z) et s’appelle I'intégrale de Stieltjes de f par rapport 3 ¢.

i) Soit ¢ : [0,1] — R, k € N*, une suite de fonctions convergeant uniformément
vers . On suppose qu'il existe une constante C > 0 telle que V(px) < C pour
tout k. Montrer que ¢ est & variation bornée.

ii) Soit fx : [0,1] — R, k € N*, une suite de fonctions continues convergeant
uniformément vers f. Montrer que pour toute fonction ¢ & variation bornée, la

suite ( fol fk(m)dgo(a;)) ey COUVerge vers fol f(z)dy(z) quand k — +oo.

4.9. On utilisera les résultats de ’exercice précédent. Le but est de décrire les formes
linéaires continues sur ’espace £ des fonctions réelles continues sur l'intervalle [0, 1]
muni de la norme

Ifll = sup |f(z)]-
0<z<1

i) Montrer que £ est un sous-espace fermé de I’espace de Banach B des fonctions
bornées [0,1] — R muni de la norme qu’on vient de définir.
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Soit F': &€ — R une forme linéaire continue. Alors on sait, d’aprés le théoréme
de Hahn-Banach, que F' se prolonge en une forme linéaire continue F' sur B telle
que |||F||| = |||F]||. Pour tout t € [0, 1], soit u; la fonction définie sur [0,1] par

0 sit=0et0<2<1
u(z)=< 1 sit#0et0<z<t
0 sit#0ett<z<1

ii) ‘Montrer que pour tout ¢ € [0, 1], u; est un élément de B.

On définit la fonction ¢ : [0,1] — R par o(t) = F(us).

iii) Montrer que ¢ est & variation bornée.

Soient la subdivision définie par t; = £, i = 0,1,... ,n (déja considérée dans
lexercice) et f-€ € ; pour tout z € [0,1] on pose

S f () (ur(2) —ue,, (2) si0<z <1
fn($)_{f(1)1 siz=1

iv) Montrer que pour tout n, la fonction f, ainsi définie est une fonction en
escalier qu’on explicitera.

v) Montrer que la suite (f,) converge vers f au sens de la norme || ||. (La
fonction f étant continue sur un compact, elle est uniformément continue ; donc
pour € > 0 il existe n > 0 tel que |z — z/| < n = |f(z) — f(z’)| < e. Choisir
alors la subdivision 0 =ty < t; < ... < th—1 < t, = 1 telle que tous les intervalles
|t;,ti—1| aient la méme longueur % <n.)

vi) Montrer que F(fn) = 325, f(t:) (p(t:) — ¢(ti-1))-

vii) Montrer que limy,—, 400 F'(fr) = fol f(z)dp(z).

viii) En déduire que pour tout élément f € £ on a F(f) = fo (z)dep(z)



CHAPITRE Vil

Espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert sont des espaces vectoriels sur lesquels on peut définir non
seulement une norme compléte mais aussi une notion d’angle, donc d’orthogonalité.
Ce sont les espaces qui se rapprochent le plus des espaces euclidiens de dimension
finie ; on comprend donc & quel point ils sont importants en analyse. Ce chapitre
se donne comme but de les définir, d’en donner des exemples et les propriétés les
plus remarquables : existence de la projection orthogonale, propriété de réflexivité,
caractérisation des bases hilbertiennes...

1. Formes bilinéaires et formes hermitiennes

Soit E un espace vectoriel sur K. Quelquefois on parlera d’espace réel méme
dans le cas o K = C ; cela signifie qu’on considére implicitement la structure
sous-jacente d’espace vectoriel réel.

1.1. Produit scalaire
On rappelle qu’une forme bilinéaire sur E est une application g : E x E — R
telle que pour tous z,y € F les applications partielles g(.,y) : € E — R et
g(z,.) : y € E — R définies par
9(y)(z) = 9(z,y) et g(z,.)(y) = 9(z,9)

soient R-linéaires. On dira que g est symétrigque si elle vérifie

g(:z:,y) = g(y) .’l:) ‘V:L',y € E.

A toute forme bilinéaire gg sur F on peut associer une forme bilinéaire symétrique
en posant

_ 9o(z,y) + 9o(y,2)
g(:v,y)— 2 2 2 .

On dira qu’une forme bilinéaire a sur E est alternée si elle vérifie

_a(z,y) = —a(y,:c) Vz,y € E.

De fagon analogue au cas symétrique, a toute forme bilinéaire ag on peut associer
une forme bilinéaire alternée en posant

a(:c,y) _ ao(m,y) ; aO(yv .’D) )

On appelle noyau d’une forme bilinéaire symétriqhe g sur E I’ensemble

{x€E:Vy€E, g(z,y) =0} ={y € E:Vz € E, g(z,y) = 0}.
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Soit g une forme bilinéaire symétrique sur E. L’application

Q:z€ E— Q(z)=g9(z,2) €K
est appelée forme quadratique associée & g. On dira que g (ou Q) est non dégénérée
si

Vye E:g(z,y) =0)=2z=0.

Ce qui revient aussi & dire que le noyau de g est réduit & {0}. On dira que g (ou
Q) est positive si Q(z) > 0 pour tout z, définie positive si Q(z) > 0 pour tout z
non nul. Evidemment si g est définie positive, elle est non dégénérée.

Une forme bilinéaire g symétrique définie positive sur E est appelée produit
scalaire sur E. Un espace vectoriel réel E muni d’un produit scalaire g est appelé
espace euclidien.

1.2. Produit hermitien

Supposons F complexe. Une forme sesquilinéaire h sur E est une application
h: E x E — C telle que la premiére application partielle h(., 2’) soit C-linéaire et
la deuxiéme application partielle h(z,.) soit anti-linéaire i.e. elle vérifie

i) h(z’ zll + z&) = h‘(zazjll) + h(z’ Zé),

ii) h(z,A2') = Ah(z, 2').

On dira qu’une forme sesquilinéaire h sur E est hermitienne si, V2,2’ € E, on a

h(z,2') = h(#',2) ;
ou encore si la forme quadratique associée Q(z) = h(z, z) est réelle.

Soit h une forme hermitienne sur E. Alors h peut s’écrire

h(z,2') = g(2,2') + ia(z, Z')
ol g et a sont des formes R-bilinéaires réelles. Il n’est pas difficile de voir que g est

symétrique, que a est alternée et qu’on a

9(z,2') = a(iz, 2') = —a(z,i7’)

a(z,2') = —g(iz, 2') = g(z,i2').

En plus g et a sont invariantes par ’automorphisme complexe J de E qui & z associe
J(z) =iz i.e.” pour tout z € Fona

g(iz,i2') = g(2,2') et a(iz,i2’) = a(z,?).

On dira que h est positive si h(z, z) > 0 pour tout 2, définie positive si h(z,2) >0
pour tout 2 non nul. Dans ce cas la forme bilinéaire réelle symétrique g est définie
positive. On dira alors que (E, h) est un espace hermitien.

1.3. Proposition. Soit h une forme hermitienne positive sur E. On notera Q la
forme quadratique associée. Alors pour tout z € E et tout 2/ € E on a
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(VIIL1) |h(z,2)> < Q(2)Q(2) (inégalité de Schwarz)

(VIIL.2) VQ(z+2) <V/Q(2) + VQ(2') (inégalité de Minkowski)

Démonstration. i) Soient 2,2’ € Eet \,p€C. On a

0 < Q(Az 4 p2', Az + pz') = [M*Q(2) + |ul*Q(2)) + NEh(z, 2') + Auh(z, 2').
Supposons A réel et prenons u = h(z, z') ; alors I'inégalité précédente devient

P(\) = A2Q(2) + 2X\|h(z, 2)|? + |h(2, 2)|?Q(2') > 0.

Comme cette inégalité a lieu pour tout A € R, le discriminant du polynéme du
second degré en )\, P()), est négatif ou nul. Ce qui donne l'inégalité cherchée

(VIIL3) h(z,2)|* < Q(2)Q(2).
ii) Notons g la partie réelle de h qui est une forme bilinéaire réelle positive. Pour

tous 2,2’ € E, ona Q(z+2') = Q(2) + Q(2') +2¢g(2, 2'). Par I'inégalité de Schwarz
on obtient Q(z + 2’) < Q(2) + Q(Z') + 24/ Q(2)Q(2’), c’est-a-dire

(VIIL4) VQ(z+2) < VQ(2) + VQ(2')

ce qu'il fallait établir. O

2. Généralités sur les espaces de Hilbert

Soit E un espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire symétrique g dans le cas
réel ou d'une forme hermitienne h dans le cas complexe. On suppose que la forme
quadratique @ associée (& g ou & h) soit définie positive. Alors on peut munir E
d’une norme || || en posant '

(VIIL5) lell = VO@.

Dorénavant la forme bilinéaire g (ou la forme hermitienne h) sera notée ( , ).
L’espace E muni de la norme associée & ( , ) sera appelé espace préhilbertien.
2.1. Définition. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet.

Soient (E,( , )) un espace préhilbertien et z et y deux vecteurs de E. On
dira que = et y sont orthogonauz si (z,y) = 0. Soit A une partie de F ; on
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appelle orthogonal de A 'ensemble At = {z € E:Vy € A: (z,y) =0}. Cest un
sous-espace vectoriel fermé de E.

2.2. Proposition. Sur un espace préhilbertien E on a l’identité suivante (dite du
parallélogramme)

(VIILS6) Vo,y € E |z +yll* + Iz — yl* = 2(||=l* + llyl*).
Y
z+y
z—-y
T
Fig. 4

Démonstration. On a ||z + y||> = (z + v, +9) = ||| + (z,v) + (v, z) + ||y]|>
De méme ||z — 3|2 = (z - ,@ — y) = [lel? - (&,4) — (v,2) + |[y]]* En faisant la
somme membre & membre on obtient 1’égalité cherchée. O

Si z et y sont orthogonaux on a ’égalité suivante connue sous le nom de théoréme
de Pythagore : ||z +yl[* = ||z|* + [[y||*.

Donnons quelques exemples d’espaces préhilbertiens et hilbertiens réels et com-
plexes.

2.3. Exemples

i) L’espace R™ muni du produit scalaire (z,y) = Y r_; ZxkYx est un espace de
Hilbert réel. .

ii) L’espace C™ muni du produit hermitien (z, 2') = Y_r_; 22}, est un espace de
Hilbert complexe.

iii) Soit X un espace métrique compact muni d’une mesure.de probabilité 4 posi-
tive sur les ouverts et notons C°(X, C) ’espace des fonctions complexes continues
sur X. Soient f,g € C°(X,C) ; on pose

0= /X f(@)a@du(z).

Alors C°(X, C) muni de ce produit hermitien est un espace préhilbertien complexe.

iv) Soit (£, A, 1) un espace mesuré. Alors 'espace L2(£2, 1) des classes (modulo
P’égalité presque partout) de fonctions réelles de carré intégrable muni du produit
scalaire (f,g) = [, f(w)g(w)du(w) est un espace de Hilbert réel.

Si = N et u est la mesure de comptage alors L%(Q, u) n’est rien d’autre que
’espace £2 des suites réelles de carré sommable qui est un espace de Hilbert quand
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on le munit du produit scalaire (z,y) = Y o Zkyk. C'est I'espace de Hilbert de
dimension infinie qui généralise de fagon immédiate I’exemple i).

Soient E un espace préhilbertien, A une partie de E et £ un vecteur de E. La
distance de = & A est par définition inf ||z — y|| quand y parcourt A. En général
il n’y a aucune raison que cette distance soit réalisée par un élément de A ; mais
si A est convexe compléte on peut toujours trouver un tel élément. De fagon plus
précise on a le

2.4. Théoreme. Soient A une partie conveze compléte de E et x € E. Il existe un
vecteur ¢o € A tel que

i) d(z, A) = infyea |z — yl| = ||z — zol|.

#w)Vz€Aona

(VIILT) R{z — zo,zo — 2) > 0,

ot pour tout nombre compleze w, Rw désigne sa partie réelle.
iii) Le vecteur zo est unique.

Démonstration. i) Posons § = d(z, A) ; alors il existe une suite (y,) dans A telle
que ||z —yn||? converge vers 62 ; c’est-a-dire pour tout € > O on a ||z —y,||? < 62+¢€2
pour n assez grand.

Appliquons I'identité du parallélogramme aux vecteurs  — y, et £ — yp. On a

Iz = yn) = (@ = 9> + [z = yn) + (2 = 9p)II> = 2(|| = yal* + ||z — yp|[?).
Comme A est convexe ¥21¥2 € A ; par suite

o~ >

D’ol pour n et p assez grands

: Yn +Yp]|?
Iy = ol = 2 (na:—yn||2+||m—yp||2—2||z— el ) <42,

La suite (y) est donc de Cauchy dans la partie A qui est compléte Elle y converge
donc vers un élément xo qui vérifiera nécessairement ||zo — z|| =

ii) Soient z € Aet A € [0,1]. Alors comme A est convexe le vecteur (1 A)zo+ Az
est dans A ; et puisque z( réalise la distance minimale entre z et A on a

llz = [(1 = XN)zo + A2]lI” > ||z — 2ol |

En écrivant z — [(1 — \)zo + A2] sous la forme (z — zo) + A(zo — 2) et en calculant
le carré de sa norme on obtient

||z — 2o||2 + 2AR(z — 20, T0 — 2) + A2||z — 20||? > ||z — z0]|?.

Clest-a-dire A(2R{z — o, To — z) + A||Zo — 2||?) > 0. Une telle inégalité est vérifiée
pour tout z € A et tout A € [0, 1] si, et seulement si R{z — zo,zo — z) > 0. Ce qui
démontre le point ii).

ili) Soit z € A différent de zo. Alors
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llz — 21 = ||z — zol|* + ||lzo — 2|* + 2R(z — z0, 20 — 2).

Comme R(z — zo,Zo — z) > 0 on obtient

llz = 2> > ||z — zol|? + |lzo — 2I[* > ||z — zo||*.
Ce qui démontre I'unicité de zg. O

Supposons maintenant que A est un sous-espace vectoriel V' complet de E. En
appliquant I'inégalité (VIIL. 7) & z = 0 et z = 2z on obtient R{z — zo,zo) = 0.
Puis & (zo — 2) € V et (zg + 2) € V, on obtient Vz € V R(z — z0,z) = 0. On a
donc le

2.5. Théoréme.. Soit V un sous-espace complet d’un espace préhilbertien (E,( , )).
Alors il existe une application py : E — V associant a tout point x € E un point
zo = pv(z) réalisant la distance minimale de x 4 V et caractérisé par

VzeV R(z—xo,2) =0.

r— X

Zo
Fig. 5

I1 est facile de voir que l’application py : E — V est linéaire (on applique la
propriété caractéristique pour le prouver). En plus elle est continue, de norme
lllpv||| = 1 si V est non réduit & {0} ; en effet pour tout z € F on a ||z||* =
|z — zo||? + ||zo||2. Donc ||pv ()| < [|z|| ; et comme py vaut 'identité sur V on a
[|llov|]| = 1. L’application Py est appelée projection orthogonale de E sur V.

Il est immédiat de voir que le noyau de la projection py est 'orthogonal V- de
V. On a bien entendu E = V @ V+ puisque pour tout € E on a z = zo + = — Zo.

Lorsque E est un espace de Hilbert, la condition de complétude de V est équiva-
lente & la fermeture de V' ; il suffit donc de supposer que V est fermé.

3. Dualité dans les espaces de Hilbert

Sur un espace préhilbertien F le produit scalaire (ou hermitien) permet de définir
une classe particuliére de formes linéaires continues en 'occurrence celles qui sont
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de la forme ¢, : z € E — (z,y) € Kol y € E. En effet ¢, est linéaire ; d’apres
'inégalité de Cauchy-Schwarz on a |(z,y)| < ||z||.||y|].- Donc ¢, est continue de
norme < ||y|| ; si on prend z = W%IT on obtient |(z,y)| = [ly||. Donc ¢, a méme
norme que y. Comme (z,y) = 0 pour tout z € E, implique y = 0, ¢ est injective
et par suite ¢ : y € E — ¢y € E’ est une application anti-linéaire isométrique
injective (anti-linéaire car @y = Apy).

Lorsque F est un espace de Hilbert, il n’y a pas d’autres formes linéaires continues
sur E que celles du type ¢, avec y € E comme on va le démontrer dans le théoréme

qui suit.

3.1. Théoreme. Soit E un espace de Hilbert. Alors ¢ : E — E' est une bijection
anti-linéaire isométrique.

Démonstration. Il n’y a que la surjectivité a établir ; le reste a déja été fait. Soit u
une forme linéaire continue sur E. Si u = 0 on a alors de maniere évidente u = .
Supposons u non nulle et notons H son noyau qui est un hyperplan fermé (donc
complet) de F ; si a est un élément non nul orthogonal & H on vérifie aisément
que z € H si, et seulement si, z € Kery, i.e. u et ¢, ont méme noyau ; cornme
codimH = 1, il existe o € K tel que u = ap,, c’'est-a-dire u = @z, i.e. u est
I'image de y = @a par l’application ¢ : E — E'. O

3.2. Proposition. Soit E un espace de Hilbert (réel ou compleze). Alors le dual
topologique E' de E admet une structure canonique d’espace de Hilbert.

Démonstration. Soient z',y’ € E' ; par le théoreme VIII. 3.1, il existe deux vecteurs
z,y € E tels que 2’ = ¢, et y¥ = ¢,. On pose (z',y') = (y,z). De cette maniére
on définit sur E’ un produit scalaire (si E est réel) ou un produit hermitien (si
est complexe) ; en effet (\z',7’) = (Oz),y') = (v, z) = My, z) = AMz',y’). On
démontre de méme que (z/,\y’) = X(z’,y’). L’additivité est évidente. On a d’autre
part (z’,z') = (z,z). Ce qui montre que la forme (2,y') — (z',y’) ainsi définie
est & la fois hermitienne et définie positive. L’espace E’ muni du produit hermitien
qu’on vient de définir est anti-isomorphe a E. a

3.3. Proposition. Tout espace de Hilbert E est réflexif.

Démonstration. Soient ¢ : E — E' (resp. ¢' :.E' — E") l’application qui & z
associe la forme linéaire continue @, (resp. & z’ associe ¢,) telle qu’on vient de la
définir et ® : E — E" application évaluation i.e. définie par ®,(y') = /'(z).
Soit z € E quelconque. Alors pour tout ¥’ € E' on a ,(y") =¢'(z) = (z,y) ot y
est tel que ¢y =y’ (¢f. théoréme VIIL. 3.1). D’autre part ¢’,_(y¥') = (¥, ¢z) qui est
égal par définition (voir démonstration de la propostion VIII. 3.2) & (z,y). Donc
pour tout z € E on a ®, = ¢ o p(z) qui montre bien que 'application canonique
®: F — E" est un isomorphisme (c’est le composé de deux anti-isomorphismes).
Par suite E est réflexif. 0O

4. Sommes et bases hilbertiennes

Dans toute la suite (E,( , )) sera un espace de Hilbert. Si (V;)icr est une
famille de sous-espaces fermés orthogonaux deux & deux, V, sera le sous-espace
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engendré algébriquement par tous les V;. L’adhérence V de V; est appelée somme
hilbertienne des sous-espaces V;.

4.1. Théoréme. Le sous-espace V est constitué des vecteurs de E de la forme
> ier Ti 0t (z:)icr est une famille sommable avec x; € V; pour touti € I. On a

2
d’autre part “ Zie[ 93;” = Ziel ||93i||2'

Démonstration. Notons F P’ensemble des parties finies de I. Soit z € E tel que
z= Zie 1 %; avec z; € V;. Comme par définition z = limjer Zie 7 Z; on voit tout
de suite que z € V.

Soit £ € V et notons z; = p;(z) la projection orthogonale de z sur V;. On vérifie
facilement que si J € F la projection orthogonale de z sur V; = @;csV; est égale &
Ty =) et d’autre part que ||z]|? = ||zs]|* + ||z — zs||*. Ona z =limser s
qui n’est rien d’autre que ) ;. ; z; ; ce qui montre bien que (z;); est bien une famille
sommable définissant z. ad

Soit £ = (e;)ier un systéme de vecteurs dans E. On dira que & est orthogonal
si on a (e;,e;) = 0 pour i # j, orthonormé (ou orthonormal) si pour tout i et
tout j dans I on a (e;,e;) = 6f Un systeme orthonormé est toujours libre.” En
effet soient {e1,...,e,} une partie finie de £ et A1,...,An des scalaires tels que
ey +...4+dpe, =0;s0it k € {1,...,n}. Alors 0 = (eg, A1e1 + ...+ Anen) = Ak
ce qui montre que toute partie finie de £ est libre i.e. le systéme & est libre.

Dans toute la suite € = (e;);cs sera un systéme orthonormal de E. L’objet de ce
qui suit est de voir dans quelles conditions ce systéme suffit, en un sens & préciser,
& engendrer tout ’espace. ,

Soit (ey,...,en) une partie orthonormale de E et notons M le sous-espace
(nécessairement fermé) de E engendré par les vecteurs ey, ... ,en.

4.2. Proposition. La projection orthogonale xo d’un vecteur z de E sur le sous-
espace M est donnée par zo = Y _; (x, ex)ex.

Démonstration. Comme xo € M, on peut écrire o = Z:Zl arer. D’autre part on

doit avoir pour tout k =1,...,n: (z — zo,ex) =0 i.e.
n
<:12 - Zakek,ek> =0.
k=1
Ce qui donne ax = (z,ex) pour tout ¥ = 1,...,n. La proposition est donc
démontrée. ' O

De cette proposition on déduit que pour toute partie finie JdeIona

> Nz e)* = |l - d(e, M)*
ieJ
ou d(z, M) désigne la distance de z & M. Ceci nous donne I'inégalité qui suit (dite
inégalité de Bessel)

(VIIL8) Dl e)? < ]|

iel
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On rappelle que le nombre de termes non nuls dans la somme Y,/ |(z, e;)|? est
au plus dénombrable. En effet pour tout n € N* ’ensemble

(VIILY) .h=&€]:|@&ﬂ>%}

est fini. Comme Iy = {i € I': [(z,e;)| # 0} = U,,en+ In, I+ est au plus dénombrable.

L’inégalité de Bessel nous permet de définir une application linéaire continue de
norme < 1 de E dans l'espace £2(I) (des fonctions de carré intégrable sur I'espace
mesurable (I, P(I)) muni de la mesure de comptage notée habituellement m) : & =
on associe Z € £2(I) donné par Z(3) = (z, e;).

4.3. Théoréme. L’application x € E — T € £%(I) est surjective.

Démonstration. Soit u € £2(I). Pour tout n € N* notons 1, la fonction indicatrice
de la partie finie I, : {i € I : u(i) > %} et posons z, = Y ,c; u(i)e;. Alors
Zn = u.1r,. Pour ¢ € I fixé la suite des scalaires Zp (i) converge vers u(i) i.e. Zn
converge simplement vers u. D’autre part on a de maniére évidente, pour tout
n € N* et pour tout i € I : |u(i) — Z,(4)|? < |u(4)|%. On voit donc que la suite de
fonctions |u — Z,,|%, définies sur I’espace mesuré (I, P(I),m), converge simplement
vers la fonction nulle et est dominée par la fonction intégrable |u|?. D’apres le
théoréme de Lebesgue la suite des intégrales

me—@@mmﬂ

converge vers 0 i.e. ||[u—Zyn|]2 — 0 (ot || || désigne la norme dans ¢2(I)) ; la suite
(Z,) est donc de Cauchy dans ¢%(I) ; comme pour tout n, T, est une combinaison
linéaire finie des e; (qui forment un systéme orthonormal), le carré de la norme de
Tn est égal & Y, |u(i)|? et on a [[zn — 2p|| = ||Zn — Zpll2 ; ce qui montre que la
suite (z,) est de Cauchy dans F ; elle y converge donc vers un élément z € E ; par
construction z vérifie

zZ(2) = (z,e;) = nli'r_'r_loo(xn, ei) = nEI-Il}oo Zn (1) = u(d).

ie. T=u. a

Nous allons maintenant donner quelques critéres permei;tant de décider de la
maximalité du systéme orthonormal £ = (e;)ier. ‘

4.4. Théoreme. Les assertions suivantes sont équivalentes

i) € est maximal (i.e. n’est strictement contenu dans aucun autre systéme
orthonormal), '

it) le sous-espace vectoriel Vo engendré algébriquement par les vecteurs e; est
dense dans E,

ii3) pour tout T € E on a ||z||* = 3 ;¢; [T(1)|* (égalité de Parseval),

w) pour tout © € E et tout y € E on a (z,y) = D ey Z(3)76).

On dira que & est total ou que & est une base hilbertienne de E si € vérifie I’'une
des conditions équivalentes du théoréme qu’on vient d’énoncer.
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Démonstration. Elle se fera comme suit 1) = 1) = 4it) = v) = 1).

1) = 11)

Supposons que Vp n’est pas dense ; son adhérence V est strictement contenue
dans E. Il existe alors un vecteur e non nul (de norme 1) de E orthogonal & tous les
e; ; le systéme &' = EU{e} est orhonormal et contient strictement £ ; ceci contredit
la maximalité de £, donc V = F i.e. V; est dense dans FE.

Soit £ € E. Alors pour tout € > 0, il existe un nombre fini de vecteurs
€iyy- .- €, et des scalaires A;;,... A\, tels que ||z — 2|| < € avec z = ) p_; A €,
Soit xp la projection orthogonale de z sur le sous-espace M de dimension finie
(donc fermé dans E) engendré par les vecteurs e;,, ... ,e;, ; alors zo est donné par
To = Z;::l(m’eik)eik = 2::1 a;\(ik)e’l:k avec en plus “3-70”2 = ZZ:I li(zk)lz

On a alors ||z — zo|| < ||z — 2|| < &. Ce qui implique

(2]l = &)* < llaol* = Elw%k

Mais

n
Y 1B <Y B
k=1 i€l
Ce qui donne finalement (||z|| —€)? < 3,7 |Z(i)|>. Comme cette inégalité est vraie
pour tout £ > 0 on a ||z]|?> < ¥,c; |Z(2)|*. De cette inégalité et de celle de Bessel
on déduit alors ||z]|2 = Y, |Z(:)|?. Ce qui démontre 'implication ii) = iii).
i) => i)
Notons { , )2 le produit scalaire ou hermitien sur ¢2(I). Alors l'assertion iii)
signifie que pour tout z € E on a (z,z) = (T,Z)2. Soient z,y € F et A € K. La
condition iii) nous donne (z + Ay, z + A\y) = (T + AY, T + Ay)2. Cest-a-dire

Mz, y) + My, 2) = ME,9)2 + M7, B)a.

Prenons A = 1 ; alors cette égalité devient R(z,y) = R(Z,y)2. Si on prend cette
fois-ci A = ¢ 1'égalité devient Z(z,y) = Z(Z,y)2. ol pour tout nombre complexe w,
Tw désigne sa partie imaginaire. Les deux scalaires (z,y) et (Z,y)2 ont méme partie
réelle et méme partie imaginaire. Ils sont donc égaux. :

) => 1)

Supposons ’assertion i) fausse i.e. que £ n’est pas maximal. Alors il existe
un vecteur e € E de norme 1 orthogonal & tous les vecteurs du systéeme £. Si on
pose z = y = e 'assertion iv) nous dit que (z,y) =0 alors que (z,y) =|le|l*=1;
contradiction, donc £ est maximal. D

Soient F et F' deux espaces de Hilbert. Une application linéaire v : £ — F
est dite unitaire si, Vz,y € E, on a (u(z),u(y)) = (z,y) autrement dit u préserve
le produit scalaire des vecteurs. Une telle application est une isométrie puisque
llu(z)||? = (u(z),uw(z)) = (z,z) = ||z||* ; c’est donc une application continue.
Lorsque u est bijective on dira que u est un isomorphisme d’espaces de Hilbert.
Quand E = F on dira que u est un automorphisme de I’espace de Hilbert E.
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L’assertion iv) du théoréme VIIL. 4.4. signifie que ’application z € E — T €
£%(I) est un isomorphisme d’espaces de Hilbert.

Lorsque I = N, I’espace de Hilbert F est isomorphe & 1’espace ¢2 des suites de
carré sommable muni du produit hermitien habituel (z,y) = >, ZnTy,. On dira
dans ce cas que E est séparable. Il existe des espaces de Hilbert non séparables.
Le lecteur peut vérifier, & titre d’exercice, que L?(R,m), ot R est muni de la tribu
P(R) et de la mesure de comptage m, en est un exemple.

Dans un espace de Hilbert non réduit & {0} il existe toujours des systémes or-
thonormés. Il suffit de prendre un vecteur et de le normer ou n’importe quelle famille
dénombrable libre et lui appliquer le procédé d’orthonormalisation de Schmidt. Le
théoréme qui suit affirme 1'existence de bases hilbertiennes sur n’importe quel es-
pace de Hilbert.

4.5. Théoréme. Soit & un systéme orthonormal de E. Alors il existe une base
hilbertienne € contenant. &.

Démonstration. Soit S I’ensemble (non vide) de tous les systémes orthonormés
de F contenant & ordonné par inclusion. Alors S contient une partie maximale
totalement ordonnée Sy. La réunion £ = |J S, ou S parcourt Sy, est un systéme
orthonormal maximal contenant £. En effet, soient z,y deux éléments de £ ; alors
il existe S1,S € Sy tels que z € S; et y € Sp. Mais comme Sy est totalement
ordonnée on a S; C Sz ou Sz C 51 ; supposons pour fixer les idées S; C S2. Alors
z,y € Sp, donc (z,y) = 0siz # y et (z,y) = 1siz =y car Sy est orthonormal.
Donc &€ est orthonormal. La maximalité de £ se démontre de la maniére habituelle
déja utilisée dans ce cours. O

Nous allons terminer ce chapitre par un exemple important de base hilbertienne
sur I'espace de Hilbert des fonctions mesurables de carré intégrable sur le cercle
unité de R?.

5. Un exemple de base hilbertienne

Il sera traité de fagon sommaire. Pour plus de détails on peut consulter [CCM1].
Le cercle, qu’on notera S!, peut étre vu comme le sous-groupe multiplicatif des
nombres complexes de module 1. Un élément z € S! peut &tre repéré par son angle
6 (qui varie dans R) avec 1’axe des réels. L’application p : § € R — €% est un
homomorphisme surjectif du groupe additif R sur S'. Une fonction f sur S' est
donc une fonction f sur R qui vérifie f( + 2r) = f(6) 4.e. f est une fonction
périodique sur R de période 2m. Dans toute la suite on ne distinguera pas f sur
St de la fonction périodique f sur R qu’elle définit et qui est nécessairement de la
forme f = f o p. Sur I’espace L?(S') des fonctions complexes de carré intégrable
sur S! (qui sera donc par définition 1’espace des fonctions périodiques de période 2m
sur R dont la restriction & l'intervalle [0, 27] est de carré intégrable pour la mesure
de Lebesgue) on a le produit hermitien

2m

(1) =57 [ 1©F@N0)



§ 5. Un exemple de base hilbertienne 121

qui en fait un espace de Hilbert. Pour tout n € Z, la fonction e est dans L?(S?)
et il est facile de voir que le systéme £ = (€™),,¢z est orthonormal. Nous allons in-
diquer comment on peut montrer que € est en fait une base hilbertienne de L(S!).
Pour cela nous aurons besoin de rappeler le théoréme de Stone-Weierstrass ; il est
d’une grande importance parce qu’il donne des conditions permettant d’approcher
uniformément les fonctions continues sur un espace métrique compact par des
éléments particuliers. Nous énoncerons ce théoréme (le lecteur désirant avoir une
démonstration peut consulter [CCM1] ou [Ru]).

Soient X un espace métrique compact ayant au moins deux éléments et C°(X, C)
I’espace de Banach des fonctions complexes continues sur X muni de la norme

[[£lleo = sup [f(z)].
z€X

Sur C°(X,C) on peut mettre une structure multiplicative en posant pour f,g €
C°(X,C) (f.9)(z) = f(z)g(z) ; on vérifie facilement que ||f.glloo < ||f]loo-/g]lco-
On dira que C°(X, C) est une algébre de Banach. Une sous-algebre de C°(X, C) est
un sous-espace vectoriel A stable par multiplication i.e. si f,g € A alors f.g € A.
On dira que A sépare les points de X si, pour tous points distincts z,y € X, il
existe une fonction f € A telle que f(z) # f(y).

5.1. Théoréme de Stone-Weierstrass. Soit A une sous-algébre de C°(X,C) séparant
les points et telle que pour tout z € X, il existe f € A vérifiant f(x) # 0. Alors A
est dense dans C°(X,C).

Ce théoréme dit, par exemple, que ’ensemble des fonctions polynémes sur I'inter-
valle compact [0, 1] est dense dans C°([0, 1], C).

5.2. Quelques remarques

i) Le cercle S! est un espace métrique compact (la distance entre deux points
est égale a la longueur du plus petit, arc qui les joint). On peut donc appliquer &
une sous-algébre A de C°(S?, C) (vérifiant les conditions qu'il faut) le théoréme de
Stone-Weierstrass.

ii) C°(S!, C) est un sous-espace vectoriel (non fermé) de L%(S!) pour la norme
L% || ||. On a d’autre part : ||f|| < ||f||co POUr toute fonction f € C°(S!,C). Donc
si une partie de C°(S?, C) est dense pour la norme de la convergence uniforme, elle
sera dense pour la norme || ||. 4

ili) Soit A le sous-espace vectoriel engendré algébriquement par les vecteurs e
n € Z. Les éléments de A sont les polyndmes trigonométriques

iné
)

n1
Z ape*® avec ng,n; € Z.

k=no

11 est facile de voir que le produit de deux polyndmes trigonométriques est encore
un polyndéme trigonométrique ; A est donc une sous-algebre de C°(S,C). On
vérifie facilement aussi que les éléments de A séparent les points de S!. D’apres le
théoréme de Stone-Weierstrass : La sous-algébre A est dense dans C°(S!,C) pour
la norme || ||oo donc dense pour la norme || || induite par L2(S!).
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La complétude du systeme £ = (e‘"?), ¢z découle alors de maniére évidente du
théoréme qui suit qu’on admettra et dont on peut trouver une démonstration dans
[Ru] par exemple.

5.3. Théoréme. L’espace C°(S!,C) est dense dans L*(S!) pour la norme || ||.

Toute fonction f € L2(S') se développe donc sous forme de série de Fourier

(VIIL.10) F0) =" cae™

neZ

ou les nombres c,, appelés coefficients de Fourier-de f, sont donnés par

1 27

_ —ind
=5 ), (0)e™™d6.

(VIIL.11) Cn

Les coefficients ¢, ne changent pas si on perturbe la fonction f sur un ensemble
de mesure nulle. Ce qui explique le fait qu’en général la somme de la série de
Fourier d’une fonction f € L?(S!) ne converge pas simplement vers f. Toutefois
si, en 0, f admet une imite & droite f(6 + 0) et une limite & gauche f(6 — 0) et
satisfait la condition suivante qu’on appelle condition de Dini : il existe § > 0 tel
que l’intégrale

[ |ert=10y,

existe alors, au point 6, la série de Fourier de f converge vers la demi-somme
${f(6+0)+ f(6 —0)} (cf. [KF)). Par exemple si f est continue sur |§ — 6,0 + 6[ et
admet en 6 une dérivée & gauche et une dérivée & droite, alors sa série de Fourier en
6 converge vers f(6). Mais si on se donne 6, on peut toujours trouver un ensemble
“tres grand” de fonctions continues f pour lesquelles la série de Fourier en 6 ne
converge pas vers f(0) (cf. exercice X. 6.11).

11 existe des conditions suffisantes de convergence plus générales que celle qu’on
vient de donner : le lecteur désirant plus de détails peut consulter par exemple [Da),
[Ko], [WM] ou [Ka]. Toutefois, on peut au moins signaler un célebre théoréme dii
a L. Carleson (cf. [Cs]) qui s’énonce ainsi : la série de Fourier de toute fonction
f € L3(S') converge presque partout vers f. Ceci répond négativement & une
question posée par N. N. Lusin en 1915 : eziste-t-il des fonctions f € L*(S!) dont
la série de Fourier diverge sur un ensemble de mesure strictement positive ?

5.4. Exemple

Nous allons donner le développement de Fourier d’une fonction explicite et
'utiliser pour calculer la somme de certaines séries numériques (tout, ceci est bien
familier aux étudiants de deuxiéme année de DEUG !).

Soit f : R — R la fonction périodique de période 27 définie sur [—m,+n|
par f(0) = 62. C’est une fonction continue sur R tout entier, dérivable pour
0 # (2k + 1)m, k € Z et, en tout point (2k + 1)7, admet une dérivée & droite
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égale & —27 et une dérivée & gauche égale & 2m. Sa série de Fourier converge donc
partout vers f. Les coefficients de Fourier ¢, (n € Z) de f sont donnés par

S /_ : F(0)e~?dp.

Comme f est paire, le changement de 6 en —6 dans I'intégrale montre que ¢, = c_y.
Ce qui permet d’écrire

f(6) =ao+ ) ancosnd

n=1

avec ag = ¢g et an, = 2¢,,. De fagon explicite

1 /7 2 [T
= —/ 6%d et a, = —/ 62 cosnfdd pour n > 1.
™ Jo T Jo
Le calcul donne alors

cosnf

O =" 443 (-1
n=1

Pour 8 = 0 et § = 7 on obtient les valeurs respectives des séries numériques

o0 o )
1)” 7r2 1w
Z ¢ D =g

=1 n=1

6. Exercices

6.1. Soit (E,|| ||) un espace normé réel tel que pour tout z € FE et tout y € F
on ait ||z + y||2 + ||z — y|I2 = 2(||zl|? + ||y||?®) i.e. = et y vérifient I'identité du
parallélogramme.

Montrer que la norme || || peut étre associée & un produit scalaire {( , ).

6.2. Donner une démonstration facile de la forme analytique du théoréme de Hahn-
Banach dans le cas d’un espace de Hilbert.

6.3. Soient (F,d) un espace métrique et M une partie de E, On dira que A C F
est un e-réseau (avec € > 0) pour M si, pour tout m € M, il existe a € A tel que
d(a,m) < e. Si€ > ¢ alors tout e-réseau est un &’-réseau. On dira que M est
totalement bornée si, pour tout € > 0, il existe un e-réseau fini pour M.

i) Montrer que dans E toute partie totalement bornée est bornée au sens usuel.

ii) Montrer que toute partie bornée de l’espace euclidien R™ est totalement
bornée.

On suppose que E est ’espace de Hilbert usuel ¢2 des suites réelles de carré
sommable. _

iii) Montrer que la sphére unité dans ¢2 n’est pas totalement bornée bien qu’elle
soit bornée. (On admet que dans un espace métrique complet toute partie fermée
totalement bornée est compacte).
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Dans £2 on note II le parallélipipéde de Hilbert i.e. ’ensemble des suites de réels
(z1,Z2,... yZn,...) telles que

1 1
|:121| S 1, lle S 5 |$n| S on—1
iv) Montrer que IT est compact. (Pour € > 0, considérer n tel que #_—r <
£ ensuite projeter = (z1,22,...,) sur le sous-espace E, engendré par les n

premiers vecteurs de la base orthonormale canonique et évaluer la distance de z &
sa projection.)

6.4. Soit p : [-1,+1] — Ry une fonction mesurable, bornée et strictement positive
en dehors d’un ensemble de mesure nulle. On note E, l’espace des classes de
fonctions complexes mesurables de carré intégrable sur [—1,+1] pour la mesure

u = pA ol \ est la mesure de Lebesgue sur [—1, +1].
i) Montrer que si p’ < p alors E, C E,. Donner un exemple ou cette inclusion

est stricte.

On suppose p = 1 identiquement.

ii) Montrer que le sous-espace C°([—1, +1], C) des fonctions continues sur [—1, +1]
n’est pas fermé dans F;.

6.5. Soit E un espace de Hilbert.

i) Montrer que si M est un sous-espace fermé alors (M l)J' =M.
ii) Ceci reste-t-il encore vrai si M n’est pas fermé ?

6.6. On note E l'espace des suites réelles (zx)x>1 telles que Y, 22 < +00 et (Me)k>1
une suite dans )0, 1]. On définit un produit scalaire sur E en posant

+o0
(©,9) =) MeTyk
k=1

i) Montrer qu’en général E muni de ce produit scalaire n’est pas un espace de
Hilbert (i.e. n’est pas complet).

ii) On suppose Ax = 1 pour tout k. Soit M = {z € E : }",_, = = 0} ou n € N*.

Trouver un sous-espace N de E tel que E=M @ N.

6.7. Dans l’espace L2(] — 1,+1[) on considere le triangle A dont les sommets sont
les fonctions f(z) =0, g(z) =1 et h(z) = z. Calculer les angles de A.

6.8. Soient (E, (, )) un espace de Hilbert, V un sous-espace de dimension 1 et V*
son orthogonal. Soit a € V non nul. Montrer que la distance d(z,V') de tout

z € E 4 V' est donnée par d(z, VL) = | i L

6.9. On note E = L2([0,1]) 'espace de Hilbert des classes de fonctions réelles de
carré intégrable.

i) Montrer que V ={f € E : fol f(z)dz = 0} est un hyperplan fermé de E. Quel
est son orthogonal ?

ii) Calculer la distance de la fonction f(z) = 22 au sous-espace V.

6.10. Quelle est dans ¢2 la distance d, = d(z,V,) de z = (1,0,...,0,...) au
sous-espace vectoriel V, = {y € £2: > 2, yx =0} ? Calculer limp, o dy.
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6.11. Soit X un espace métrique. On appelle Gs toute partie de X qui est in-
tersection dénombrable d’ouverts de X. On aura besoin d’une autre version du
théoréme de Baire qui est la suivante : supposons X complet et soit (On)nens une
suite d’ouverts chacun dense dans X. Alors leur intersection (), cn. On est dense
dans X .

Soient (X,|| ||) un espace de Banach et (f;)ic; une famille de formes linéaires
continues sur X. Pour tout x € X et tout n € N* on pose

f(z) = szlel?|f,(:c)| et Op={ze€X : f(z)>n}.

i) Montrer que pour tout n € N*, O,, est ouvert dans X.

Deux possibilités pour les ouverts O, : 'un d’eux au moins n’est pas dense ou
bien ils sont tous denses.

Premier cas : il existe N € N* tel que Opn ne soit pas dense dans X.
ii) Montrer qu'il existe zo € X et € > 0 tels que, pour tout u € X avec ||u|| < €

|f(zo +u)| < N.
iii) En remarquant que u = (zo 4 u) — o, montrer que sup;¢; ||| f:]|| < 2.

Deuxiéme cas : pour tout n € N*, O, est dense dans X.
iv) Montrer qu'il existe un Gg, qu’on notera O, dense dans X et tel que pour
tout z € O on ait f(z) = +oo.

On a donc établi le théoreéme suivant : soit (f;)ier une famille de formes linéaires
continues sur un espace de Banach X. Alors une au moins et une seulement des
conditions qui suivent est satisfaite.

(1) Il existe M > 0O tel que, pour tout i € I, ||| fil|] < M,
(2) il eziste un Gs dense O tel que, pour tout z € O, |f(z)| = +oo.

On suppose maintenant que X est ’espace des fonctions complexes continues
périodiques de période 27 sur R. On munit X des normes suivantes

” 1
lello = supla(®)] et pous tout p > 1 el = (5 [ letPar)”
teR 2r J_x

La norme || ||oo fait de X un espace de Banach. Le complété de X pour || ||p
est 'espace Lb, (R, C) des classes d’équivalence (pour la relation d’égalité A-presque
partout, A mesure de Lebesgue sur R) des fonctions complexes mesurables périodi-
ques de période 27 et dont la restriction & I'intervalle [—m, 4] est de puissance p*™®
intégrable. Toute fonction z € X est la limite pour la norme || ||z de la somme
partielle (de la série de Fourier de z) :

Si(z,0) = %/ 2(&)Pa(—t)dt n e N*

ol P, (t) = Y p__, e**. Soit 6 € R fixé. On pose fn(z) = Sn(z,0) pour tout n € N*
et tout z € X.
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v) Montrer que f, est une forme linéaire continue sur X de norme [||fn]||
inférieure ou égale é IPnlll. K
i 1
Vi) Etablir l’éga,]ité Pn(t) — sm(n+))t.

sin(%
vii) Montrer que ||P,||1 tend vers l'infini quand n — +o0. (Ecrire la définition

de ||Pn||1 et minorer en utilisant I'inégalité |sint| < |¢| valable pour tout ¢ € R.)

On fixe n € N*, on pose

g(t)={1 siP(0—t)>0

-1 siP,(0—-1t)<0

et on considére une suite (z;) dans X qui converge simplement vers g (dont on
admet D’existence).

viii) Montrer que lim;_, ;o | fn(z;)| = ||Pa]l1. (Appliquer le théoreme de la con-
vergence dominée & la suite de fonctions continues ¢;(t) = z;(t)Pn(6 — t) con-
vergeant vers g(t)Pn(6 — t).)

ix) Montrer qu’il existe une partie O de X qui est un G5 dense dans X et telle
que pour tout z € O on ait limy,_, 1 |Sn(z,0)| = +o0 i.e. la série de Fourier de
la fonction x ne converge pas vers  au point 6.

6.12. Soit F ’espace vectoriel des classes de fonctions mesurables sur R, & valeurs
dans C, périodiques de période 27 et dont la restriction & l'intervalle [0, 2] est
de carré intégrable. On munit E du produit scalaire (f,g) = 7= f027r f(z)g(z)dz
et de la norme || || associée ; E est un espace de Hilbert dont lequel le sous-
espace Fy constitué des éléments continus est dense pour || ||. On rappelle
que la famille e, = e™*, n € Z est une base hilbertienne de F et que pour tout
élément f € E et tout n € Z, le n®™e coefficient de Fourier c,(f) est donné par
cn(f) = 5= Jo " flx)e™*da.

i) Montrer que l'application ¢, : f € E +— c,(f) € C est une forme linéaire
continue de norme 1.

i) Montrer que ¢, (f) tend vers 0 quand |n| tend vers +oo.

On désigne par L>(Z) 'espace vectoriel des familles bornées de nombres com-
plexes 2 = (Zn)nez muni de la norme ||z||co = SUP,ez |Zn| €t par Co le sous-espace
de L*°(Z) formé des éléments = = () tels que limjp|—c0 Tn = 0.

iii) Montrer que L°°(Z) est complet.

iv) Montrer que Cp est fermé dans L>™°(Z).

v) Montrer que l'application ¥ : f € E — (cn(f))nez € Co est continue.

vi) En utilisant la base hilbertienne (e, )ncz, montrer que ¥ est injective.

. in( 2541

Pour tout k£ € N*, soit fi(z) = Zf:_k e = Smsin "’% z)

vii) Montrer que limg— oo || f&|| = +00 mais que limg— o0 ||¥(f&)lloo = 1.

viii) En déduire que I’application ¥ : E — Cp n’est pas ouverte et donc ¥ n’est
pas surjective.



CHAPITRE IX
Opérateurs bornés

Beaucoup de questions en sciences exactes ou appliquées ameénent & des problémes
de résolution d’équations différentielles ou intégrales. Résoudre ces équations re-
vient la plupart du temps & “inverser” des applications définies sur un espace fonc-
tionnel adéquat. Lorsque ces équations sont linéaires, les applications associées sont
bien siir linéaires. On les appelle opérateurs. L’objet de ce chapitre est d’étudier
les opérateurs bornés. Nous définirons le spectre et décrirons ses propriétés ; nous
ferons cela de fagon plus détaillée pour les opérateurs compacts qui occuperont
beaucoup de place. Cette étude sera faite sur des espaces normés quelconques ;
certains théorémes ne seront vrais, bien entendu, que sur les espaces de Banach ;
nous préciserons cette hypothése & chaque fois.

1. Définitions et premiéres propriétés

Soit (E, || ||) un espace normé sur le corps K (qui sera toujours soit le corps des
réels soit le corps des complexes).

1.1. Définition. On appelle opérateur borné ou simplement opérateur sur E toute
application linéaire continue T : E — F.

On peut bien siir définir un opérateur borné de E dans F' (espace normé différent
de E) comme étant une application linéaire continue £ — F. Mais on se limitera
au cas E = F. 1l est clair que I’ensemble L(E) des opérateurs sur E est un espace
vectoriel normé sur K ; la norme est définie par

IIT|Il = sup [|IT(2)Il-
llall<1

En plus il est muni de la composition naturelle des applications qui en fait une
algebre et qui vérifie |||[ST||| < |[|S|||-[||T]]|. Cette algebre a une unité qui est
Popérateur identité I de E.

Un élément T € L(F) est dit inversible ¢ gauche s’il existe un élément S € L(E)
tel que ST = I, inversible d droite s'il existe S € L(FE) tel que T'S = I, inversible
s’il est inversible & gauche et & droite et si les deux inverses coincident. Dans ce cas
I'inverse de T sera noté T—!. On note GL(E) 'ensemble des éléments inversibles
de FE ; c’est un groupe pour la multiplication des opérateurs.

1.2. Théoreme. Si E est complet, le groupe GL(E) est ouvert dans L(E).

Démonstration. 11 s’agit de montrer que pour tout T' € GL(F), il existe ¢ > 0 tel
que la boule B(T,¢) de L(E) soit contenue dans GL(E).

i) Montrons d’abord que tout opérateur suffisamment voisin de I est inversible.
Si|||T]|]] < 1 on a, pour tout n € N, |[|T"]|| < |||T|||* < 1 ; comme E est complet,
L(E) Dest aussi ; la série
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+o00
YoTr=I+T+T+...
n=0
converge donc dans L(E) ; elle a pour limite I'inverse de I'opérateur S =1 —T.
ii) Soient T € GL(E) et X € L(E) tel que |||X — T|| < qpperyy- Alors

NT=*X -1l = T~ (X - DIl
< T=HIIx =il

_ 1
<M =y
<1

D’apreés i) 'opérateur T-'X = I — (I — T~!X) est inversible ; par suite X est
inversible. L’ensemble GL(E) est donc ouvert. 0O

Nous voyons que la complétude de ’espacé E est essentielle. Elle le sera aussi
pour d’autres propriétés ; par exemple on a le

1.3. Théoréme. Supposons E complet et soit T un opérateur borné sur E. Alors
i) T est inversible & gauche

implique
i3) il existe une constante réelle m > 0 telle que pour tout x € E

(IX.1) ITz|| = mi|z|]

qui implique & son tour

iii) T est injectif.

Si en plus on a l’hypothse :

(H) : Im(T) admet un supplémentaire topologique
alors ces trois assertions sont équivalentes.

Démonstration. Elle se fera suivant le schéma i) = ii) = iii) de maniére générale
et ili)==1i) en plus si ’hypothese (H) est satisfaite.

i)==ii)

Soit S inverse & gauche de T'. Alors ST = I i.e. pour tout z € Eonaz = (ST)z.
Comme S est borné on aura ||z|| = ||(ST)z|| < |||S||]-||Tz||. I suffit de prendre

alors m = I_ITé'Tf

i) =>iii)

Si T vérifie ||T'z|| > m||z|| pour m > 0 alors Tz = 0 implique z = 0 i.e. T est
injectif.

Supposons maintenant ’hypothése (H) remplie-et démontrons iii)=>1). Si T est
injectif, T est un isomorphisme (algébrique) continu de E sur Im(T"). Comme Im(T’)
admet un supplémentaire topologique, il est fermé dans F ; c’est donc un espace
de Banach. Il en résulte que T : E — Im(T') est un isomorphisme topologique.
La restriction Tp de T & Im(T') admet donc un inverse Ty !. Soit P la premiére
projection qui est continue E = Im(T) ® V' — Im(T). Il est facile de voir alors
que S = Ty ' P vérifie ST = 1. O
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1.4. Exemples

i) Nous commencerons par donner les plus simples : les opérateurs sur les espaces
de dimension finie. Toute application linéaire T : E = K™ — K" est un opérateur
borné. Un tel opérateur est complétement déterminé par sa matrice A = (as5)
relativement & une base fixée (e1,... ,e,). Pour tout vecteurz= | ! | ona

Tn
a11Z1 + ...+ a1nTn
Tz = e
’ n1T1 + ... + CGanTn

ii) Soient E un espace préhilbertien et V un sous-espace complet. Alors la
projection orthogonale P : E — V définit un opérateur sur E de norme égale & 1.

iii) Soit £ = C°([a,b],C) l'espace des fonctions complexes continues sur [a, b]
muni de la norme de la convergence uniforme || f||oo = SUpPz¢(q,p) |f(2)|. Pour toute
fonction f € E on pose Ty,(f)(z) = ¢(z)f(z) ot ¢ € E est une fonction fixée.
Alors 'application T, ainsi définie est un opérateur sur E. En effet la linéarité est
immédiate. D’autre part on a

1T (Mlleo = lleflloo < [lplloo- |1 lloo-

Ce qui montre bien que T, est un opérateur borné sur E.
Posons maintenant T'(f)(z) = f: K(z,y)f(y)dy ou K : [a,b] X [a,b] — C est
une fonction continue. Alors T est linéaire et vérifie

Tl = st / K (2,)f(y)dy

z€[a,b)

b
< / sup |K(z,y)| sup |f(y)ldy

z,y€[a,b] y€[a,b
< (0= a)||K]lool|floo

Donc T est un opérateur sur E.

Soit g un homéomorphisme de [a, b] et posons Tg(f) = fog. Alors Ty : E — E
est une application linéaire qui vérifie ||Tg(f)|loco = ||f|lco i-e. Ty est un opérateur
sur E. »

iv) Sur I’espace £? des suites réelles de carré sommable on considére application

T(:z:)=(:c1,x22 “;3 “Z‘)

Il est clair que T est un opérateur sur £2 de norme 1.

1.5. Définition. Soit maintenant T' un opérateur sur l’espace normé E. On appelle
adjoint de T la transposée T' : E' — E' de T définie, pour tout x € E et tout
Yy € E', par T*(y')(z) = v/ (T).

L’adjoint sera noté T™. C’est un opérateur borné sur E’ de méme norme que T'.
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2. Spectre d’un opérateur

Soit T une application linéaire d’un K-espace vectoriel E dans lui-méme. Si on
fixe une base B = (ey,... ,e,) de E, alors la connaissance de T se raméne & celle
de sa matrice A relativement & B. Il est bien connu que, si on change la base, la
matrice A change (bien que I'application T reste la méme) ; il est donc naturel de se
demander s’il existe une base de E dans laquelle cette matrice s’écrit de la fagon la
plus simple possible par exemple diagonale. Sur chacun des vecteurs de cette base,
T agit par une homothétie de rapport A € K. Un tel nombre X est appelé valeur
propre de T. Ceci amene de maniére naturelle & se poser le méme probléme pour
un opérateur sur un espace normé de dimension.infinie ; mais dans cette situation
la notion de “valeur propre” n’est pas suffisante et, en général, differe totalement
du cas de la dimension finie. C’est ce que nous nous proposons d’exposer de fagon
assez sommaire dans ce paragraphe ; la théorie spectrale (i.e. ’étude du spectre)
est assez riche pour une classe d’opérateurs que nous étudierons au paragraphe 3
et de maniére encore plus précise sur les espaces de Hilbert au chapitre X.

Soient E un espace normsé sur le corps K. -

2.1. Définition. Soit T un opérateur sur E. On appelle valeur spectrale de
lopérateur T tout nombre compleze X tel que l’opérateur T—\I ne soit pas inversible
dans L(E). On dira que A est valeur propre de T si T — A\I n’est pas injectif.

Evidemment toute valeur propre est valeur spectrale. L’ensemble des valeurs
spectrales de T' est appelé spectre de T' et sera noté o(T) ; les valeurs propres en
constituent une partie appelée spectre ponctuel de T ; le complémentaire dans o(T)
du spectre ponctuel est appelé spectre continu. Tout nombre dans C — o(T) est
appelé valeur réguliére de T. 11 est évident que A est valeur réguliere de T si, et
seulement si, 'opérateur

(IX:2) Ry=(T-A)7Y,

appelé résolvante de T, existe et est borné. L’inclusion. du spectre ponctuel dans
o(T) est en général stricte.

2.2. Théoreme. Soit T' un opérateur non nul sur E qu’on supposera complet. Alors
le spectre o(T) de T est un ensemble fermé de C contenu dans le disque fermé
D(o, [[ITI1)-

Démonstration. Montrons que ’ensemble C — o(T") des valeurs réguliéres de T est
ouvert. Soit A € C—o(T') ; alors Popérateur T'— A est inversible dans L(E) ou en
d’autres termes T — A\I € GL(E). Mais GL(FE) est ouvert ; il existe donc € > 0 tel
que pour tout p € D(0,¢) Popérateur T' — (A + p)I € GL(E). L’ensemble o(T') est
donc fermé.

“Montrons que toute valeur & I'extérieur du disque D(0, |||T]||) est régulitre ; ce
qui établira que o (T") C D(0, |||T|]|). Soit A € C tel que |A]| > |||T]||- On a

1
T—/\I——)\(I—XT>

Comme IKI” < 1 et que F est complet la série
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(IX.3)

yl*ﬂ

converge dans L(E) et a pour limite ’opérateur (T — AI)~L. a

>«lr—'

En fait on peut préciser le résultat de la maniére suivante : soit T' un opérateur
sur E. On appelle rayon spectral de T le nombre réel positif

(IX.4) p(T) = sup |Al
A€o (T)

Il est clair qu’on a p(T') < |||T||| et cette inégalité peut étre stricte comme on va
le voir sur un exemple. Le théoréme qui suit et dont on trouvera une démonstration
dans [Ru] (dans le cadre des algebres de Banach qui généralisent L(E)) donne une
formule de calcul du rayon spectral.

2.3. Théoréme (formule du rayon spectral). Soit T' un opérateur sur E complet.
Alors la suite |||[T™|||* converge et

(IX.5) p(T) = lim |[|IT"||*.

Nous allons donner un théoréme assez important sur le spectre et la résolvante
comme fonction des valeurs réguliéres pour un opérateur borné sur un espace de
Banach.

2.4. Théoreme. Soient E un espace de Banach compleze non réduit a {0} et T un
opérateur sur E.

i) Pour tout x € E et toute forme linéaire continue =’ sur E, 'application qui
a A € C—0(T) associe p(A) = (Ra(z),2') € C (ot Ry est la résolvante de T') est
une fonction holomorphe qui tend vers 0 quand |\| tend vers linfini.

i) Le spectre o(T') de T est non vide.

Démonstration. i) Nous allons d’abord montrer que I’application
AeC—-o(T)— Ry€ L(E)
est continue. Soient A€ C—o(T)et h€C. On a

— (A +R)I=((T-A)-hI)
= (T = M) (I - H(T - AI)™Y)

Pour h suffisamment petit, 'opérateur T — (A + h)I est inversible d’inverse

Rapn= ((T=ADI =T -M)"Y) "' = (I —hRy)" - Ry
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On voit donc que limp_,0 Ry+p = limp_o (I — hR))"'. Ry = Rj. Soient X et p
deux valeurs distinctes dans C — o((T') mais p suffissmment proche de A. Alors un
calcul facile montre que

Ryr—R,=(u— MRy R,.
D'ot

dRy . Ra—Ru
D am T, TR

Soient maintenant z € E et ' € E'. On a

dp () — ()
T Am T

— lim <}2F‘__'R_A’xl>
pn—A /.t—)\

qui montre bien que ¢ est holomorphe sur C — o(T'). De (IX.3) on déduit que Ry
tend vers 0 quand |\| tend l'infini ; par suite ¢()\) tend vers 0 quand |A| tend vers
Pinfini.

ii) Supposons que le spectre est vide. Alors la fonction ¢ est holomorphe sur C
tout entier. Comme elle tend vers 0 & l'infini, elle est constante égale & 0 d’apres le
théoreme de Liouville (¢f. [Ca]). Cela implique (Rx(z),z’) = 0 pour toute forme
linaire ' € E’' ; donc Ry(z) = 0 d’apres le théoréme de Hahn-Banach. Ce qui
n’est pas possible. O

Regardons un exemple d’utilisation de la formule du rayon spectral ; elle nous
permettra aussi d’avoir, dans certaines situations particulieres, le spectre de 'opéra-

teur.

2.5. Exemple

Soient E = C°([0, 1]) I’espace de Banach des fonctions complexes continues sur
I'intervalle [0,1] muni de la norme || ||o de la convergence uniforme et T' € L(E)
défini par T(f)(z) = [y K(z,y)f(y)dy ot K est une fonction continue sur le triangle
A de R? de sommets (0,0), (1,0) et (1,1). On notera M le maximum de la fonction
|K| sur A. Soit f € E. On a

IT(f)(@)| =

/0 K (w,y)f(y)dy(

< / sup |K(z,y)| sup |f(y)ldy
0 z,y€[0,1] y€[0,1]

< Mz||£lloo-
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De méme

@l =| [ K@TOw

< / sup |K(z,y)| sup |T(f)(w)ldy
0 z,y€(0,1} y€[0,1]

< /0 M2y f|loody

2
Z
< M2 oo

De proche en proche on démontre que |T7(f) (x)l < M"Z%||f|loo POUr tout n > 0.
Donc ||T™(f)|| < 2%7||f|loo- En prenant le sup pour ||f||e < 1 on obtient |||T"]|| <
-’:’{—f et donc

M
(a)*

D’apres la formule de Stirling qui donne I'estimation de n! pour n grand

nl = V2mn (g)" {1 +0 (%)}

(ol € est la base du logarithme néperien et 0 () une quantité qui tend vers 0 quand
n — +00) (n')% tend vers +00. D’0lt p(T) = limp—4o0 |||T™]||* = 0. On en déduit
qu’il n’y a aucune valeur spectrale non nulle. Comme le spectre n’est jamais vide,
il est forcément réduit & {0}. On peut aussi voir autrement que 0 est une valeur
spectrale non propre : toute fonction h € E dans 'image de T doit vérifier h(0) =0
donc T ne peut pas étre surjectif et par suite il n’est pas inversible ; on peut voir
-aussi qu’il est injectif. O

1
W™= <

3. Opérateurs compacts

Dans tout ce paragraphe (E, || ||) sera un espace normé sur le corps K (qui est
toujours R ou C).

3.1. Définition. On dira qu’un opérateur T sur E est compact, si l’image T'(B) de
la boule unité B de E est relativement compacte.

Cela implique en fait que I'image par T de toute partie bornée de E est relative-
ment compacte. De fagon générale, une application linéaire T : E — F (E et F
étant des espaces normés) est dite compacte, si elle transforme toute partie bornée
de F en partie relativement compacte de F'.

_D’apres le théoréme de Riesz 'opérateur identité I n’est compact que si ’espace
E est de dimension finie.

Il est clair que si T € L(E) est compact, AT est compact pour tout A € K.
D’autre part si T et S sont compacts, T'+ .S est compact. En effet soient B la boule
unité (fermée) de E et (2,), 2n = T'(zn) + S(z») une suite dans T(B) + S(B) ;
alors de (T'(z,,)) on peut extraire une suite convergente (T'(z7,)) et de (z},) on peut
extraire une suite (z,, )k telle que la suite (S(zn,))<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>