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Chapitre

Géomeétrie vectorielle

1.1 Les vecteurs :

1.1.1 Les vecteurs liés :

Définition 1.1
Un vecteur lié est un couple de deux points (A,B) noté 1@ . Ce couple ordonné de deux points

est défini par :

» son support (droite A)

» son point d'application A
» son sens (de A vers B)
| 2

son module (distance de A a B)

XA
» Composantes de A dans le repére R: A | y

ZA
XB
» Composantes de B dans le repére R: B | yg

zB

XAB — XB — XA

» Composantes de AB dans le repere R : AB VYAB =YB — YA

ZAB — ZB — ZA

Propriété 1.1
» Deux vecteurs liés sont équipollents s'ils ont méme sens et méme module.
» Un vecteur nul est un vecteur dont toutes les composantes sont nulles.

» Remarque : I'équipollence est une relation d’'équivalence
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Ny

» Réflexivité - AB—AD
» Symétrie : AB—CD —> CD—AB
AB - CD
— AB = EF

» Transitivité :
CD — EF

L'ensemble des vecteurs liés équipollents a un vecteur lié, c'est a dire la classe d'équivalence
définie par un de ces vecteurs liés constitue un vecteur libre 7

Un représentant est défini par :

» Son support,

» Son sens,

» Son module |7|

Expression du vecteur libre dans le repére R :

a

Vib — V—aX+by +c7

C

1.1.2 Les vecteurs glissants :

Un vecteur glissant est défini par :
» Un vecteur libre 7
» Un point du support P

On le note a(PV)
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1.2 Calcul vectoriel :
Le calcul vectoriel porte sur les vecteurs libres
Addition
V=V +V,
avec
X1 X2 X1 + X2
71 Y1 et 72 Y2 — 7 y1+Yy2
71 Z2 Z1 + Z2

Propriétés de I’addition :

» Commutativité :71 + \7}2 = 72 + 71

» Associativité : \_}1 + (Vg + 73) — (71 + Vg) + 73

» Elément symétrique : V V,EI(—V) tel que % g (—7) =0

» Elément neutre : V 7,3(6}) tel que 7 + 0= 7

L'addition donne a |'ensemble des vecteurs libres une structure de groupe commutatif.
Multiplication par un scalaire :

Etant donné un vecteur libre 7 =x¥X + y? + 27 et un scalaire ), le produit du vecteur 7
par A est un vecteur libre.

VAV = X + A\YY +AzZ

Propriétés de la multiplication par un scalaire :

» Associativité : a(ﬁV) = (aﬂ)v2

» Elément neutre : V 7,31 tel que 17 = 7

» Distributivité par rapport a la somme vectorielle : a(vl + 72) = a71 + a72
» Distributivité par rapport a la somme scalaire : (a + ﬁ)\_} = a7 + 57
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Applications géométriques :
» Conditions d'alignement : A, B, C alignés <— Jk € R; Xﬁ = kﬁ
» Conditions de parallélisme : V et V' sont /] <= Jk eR; V =V

1.2.1 Produit scalaire :

Définition 1.2
Etant donné deux vecteurs libres

X X
V y et 7/ y/
z z'
. i . : .
définis dans la base orthonormée('i, j , k ) on appelle produit scalaire de \_} par 7’ le réel :

7.\7/ =xx' + yy’ +z7

Propriétés de la multiplication par un scalaire :

» Commutativité : V.V' = V'.V
» Distributivité : 7(71 + 72) = 771 + 772
» Le produit scalaire n'est pas associatif : 7(7172) # (\7}\7}1)72

Définition 1.3
» Associativité quand a la multiplication par un scalaire : (aV).V’ = 7.(047’)
> Carré scalaire : V.V = x2 + y2 + z2
» On appelle longueur ou norme d’un vecteur le nombre : \7\ = /x2+y2+22
Applications :
» Deux vecteurs non nuls 71 et 72 sont | si 71.72 =0

» Cosinus de deux vecteurs :
OAOB

“” |0k |08

1.2.2 Produit vectoriel :
On appelle produit vectoriel de V et V' le vecteur libre G = V A V.
Le vecteur é est tel que :
» Direction de Gest LaVetaV
» Le sens de E‘? est tel que le triedre Ef, 7, \7’ est direct.

» Le module de G= |7||7’\ sin v avec @ = (7,7’)

A. TILIOUA (FSTE) Module P135 - MIP S3 A.U. 2024/2025 7ty



Propriétés du produit vectoriel :
» Le produit vectoriel n'est pas commutatif : \_} A \_}’ = —\_}’ A 7
» Multiplication par un scalaire : ()\\7}) AV = )\(7 A 7’)

» Le produit vectoriel nul :

Si V=0 ou V=0

V) IV = V=kV
» Double Produit vectoriel : 71 A (Vz A 73) = 72.(V1.73) — 73.(71.\72)

» Distributivité par rapport a la somme vectorielle : 71 A (72 + 73) = 71 A 72 + 71 A 73

VAV =0

- — —
» Composantes du produit vectoriel : VAV = (yz' —zy') i + (zx' —x7') j + (xy' —yx')k

Application géométrique :

Aire du parallélogramme :

—
L'aire du parallélogramme OABD est donnée par la relation suivante : OABD = |OA A (Tg]

1.2.3  Produit mixte :

Définition 1.4
On appelle produit mixte de trois vecteurs 71,72,73 le nombre réel défini par :

(V1, Va, Vi) = V1.(Vo A V)

Propriété 1.2
» Sile triedre 71,72,73 est direct, le produit mixte est positif,

» Le produit mixte est invariant par permutation circulaire,
(71, V2,73) = (72, v?,,vl) = (737 Vi, \_}2)
» Le produit mixte change de signe si on échange deux vecteurs,

(V1, Vo, V3) = —(V1, V3, Vy)

» Le produit mixte est nul si :
» Les trois vecteurs son coplanaire

» Deux vecteur sont paralléles
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1.2.4 Interprétation géométrique :

Le module de (71,72,73) représente le volume du Parallélogramme
Division vectorielle

Objectif : résoudre I'équation :

AAX =B (1.1)

_>
> Si A et ﬁ ne sont pas perpendiculaires : pas de solution
— — =
» SIAB=0ect A#0,B#£0
— — = - = - =
» Soit XOLA tel que AA?O: B — AA(AA?O):(A/\B)

XnB
AR Xo) = Xo (KK = HNB = Xo= -T2

» Soit i quelconque solution d'équation 1}

%
ANX-X)=1 (1.2)
— —
A # ﬁ i £ 20, I'équation (1.2) a une solution si : i — ig =AA avec A e R
Donc la solution générale de (1.1) est :

Résumé des solutions :

Xﬁ # () —> pas de solution

AB=0—A=0:

ﬁ =0 —> tous les vecteurs de E3 sont solution

ﬁ # 0 — pas solution

AB=-0—A4A+0:
BA0—X=X,+)\A
B=0-—X,=0X=)A

» Interprétation géométrique :
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Chapitre

Les torseurs

2.1 Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel

On se place dans I'espace euclidien E, de dimension 3 et du base B(e_,i,e_;,e_z)).

i —
Soient @ et b deux vecteurs de E.

n
i=1
_) n
b =) biel
i=1
Exemple 2.1
3
o = Z:aligi> — aje] + ages -1-2136_3>
i=1
» Somme :

n n n
%
A+b =) ajel+> biel=> (a+by)ef
i—1 i—1

i=1
» Produit par scalaire : soit A € R
n
A7 = e
i=1
» Produit de deux vecteurs :
— n - =
- ei-ei=1
a-b = a;b; Oy =A==~
Z 11 u |€f-e_j>:O i#j
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» Produit vectoriel :

al b1 a2b3 — a3b2
_>
aAADb=|a, bz =| —a;bs + agb;
ag bs a;bs —asby

Propriété 2.1
Trilinéaire, antisymétrique totalement ordonné et invariable,

par permutation circulaire (?, b, ?) = O si seulement si &, b et ¢ sont coplanaires

» Double produit vectoriel :
AABAT)=(F-C) b-(a-b)-C

» Division vectoriel :

_ - = L
soient & et b deux vecteurs orthogonaux (2 L b ) si seulement si @ - b = 0.

%

On cherche T tel quea@ AW =Db

Théoréme 2.1
—
Siﬁ#ﬁet?- b =0 alors

oA

b A

a

2.1.1 Notion de repere :

On se place dans I'espace euclidien E, un espace est défini par une origine et 3 vecteurs de base
= = =
(ei,ez,e3)

Notation 2.1

R(o,x,y,z) auquel on associe la base B(e_;l),e_%, e_§)

Remarque 2.1

On utilise souvent des repéres orthonormés

1 i=j
[€]1> =1 0y = ¢ &
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// (m):ina)

MM’ = ME; + oM’

, MM’ = OM’ — OM

2.2 Notion de moment :

Soit une force ? d’origine M, le moment de F par rapport a O

Mo(F)=OMAF

Soit M’ # M

OM AT = (OM+ MM)AF = OMAF + MM A F = Mo(F)
=0

Dans ce cas d'un vecteur glissant on peut choisir arbitrairement I'origine sur le support
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2.3 Ensemble de vecteurs

Soit E un ensemble fini de n vecteurs E = {F;} i=1--'n
— =
Chaque F; est issu de M; E; = {F;, M;}

2.3.1 Eléments de réduction en O

» Somme :
R(E) =Y F;
i=1
» Moment :
J\T(;(E) = Z OM; A
i=1

Remarque 2.2
. . 7 % -\ hY 7 Y - Y
Il s’agit d’une simplification de I'ensemble des forces F; liees a (S) que I'on réduit a 6 composants

(infinité de composantes )

%
R = 3 comp

T =
/WC;(S) = 3 comp

Cas ou E a une répartition continue sur un domaine D

» Pour |'arc de courbe :

R(E) = /?(m)ds Mo (E) = /oTviA?(m)ds
D D
» Pour une surface :
RE) = [/ T(m)do Mo(E) = [[ OM A T (m)do
I i

» Pour un volume

ﬁ(E):///?(m)dv HO(E)Z///((WEA?(m)dV

Propriétés fondamentales 2.1

» Additivité :
Si Eq et Eq sont disjoints et E1 NEg = ()

R(E; UEs) = R(Ey) + R(E2)

— — —
Mo (E1 UE3) = Mo (E1) + Mo(E2)
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Propriétés fondamentales 2.2

Changement d’origine (élément de vecteur en O)

R(E) = S'(E)

_ /((ﬁ AT (m))dw + /((Wi AT (m))dw
D D
.

— —
Mo/(E) = 0’0 A R(E) + Mo(E) = Mo(E) + R(E) A O'O
( AAB=—(BATR) )
0’0 AR(E) = —0'0 A R(E) = R(E) A 00/

2.4 Applications et champ antisymétrique

2.4.1 Application antisymétrique

Définition 2.1
Soit f une application de E — E, f est antisymétrique si seulement si
- =
V(a,b) € E2 af(b)=—bf(A)

» L'application antisymétrique est linéaire
f est linéaire <= (a1, az) € IR? V(a1,az2) € E2
f(alal + a2a2) = alf(al) + a2f(a2)

» Matrice associé a f :

e -\ . . . .
Relativement alabase (i, j, k) de E, f est entiérement déterminée par les données suivants :
ry Y Y E7
f(i)=0a111 +a21j +ask
vy Y Y %
f(i}) =01zl + @22 + 04323>
f(k)=oa13i +azj +assk

Donc la matrice associée a f dans la base B

£8(7) £(3) f(x

Q11 Q21 Q31

)

Mz(f) =

Q12 Q22 (32

@13 @23 (33
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Or f antisymétrique ?f(ﬁ) = —ﬁf(?)

. =
» if(i):—if(i):>a11:—a11:>a11:0demémea22:—a3320
» lf(J):—Jf(l):>a12:—a21:—83
Qg3 = —azz = —S1
ag = —a13 = —S2
0 —-S3 S,
Mg(f) =
-S3 0 -5
—S2  S3 0

2.4.2 Ensemble de vecteurs

%
Soit a' = f(&)

a, 0 —-S3 So as Ssag — Szas

a/1 = -S3 0 -—-S; a = | Sza; — Sjag

ay —S2 S; 0 aj Sias — Saay
S1
Soit T Sa
Ss3

S1 ai
::f(?): Sy Alag =f AR

—
i
donc a = ? AA
donc I'application antisymétrique est entierement déterminée par connaissance de ? appelé

vecteur de I'application antisymétrique.

2.5 Champ antisymétrique

. . - E H E 7L - . 7 .
Soit 0 I"application de définit un champ antisymétrique

P — U(P)

Définition 2.2
Un champ est antisymétrique s'il existe une application f antisymetrique telle que : ¥(P, Q) € X2

—

M(P) = M(Q) + £(PQ)
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a — (@)= T A& — M(P) = M(Q)+ T PG

f est appelé le vecteur du champ antisymétrique.

2.6 Définition d’un torseur

Un torseur est par définition constitué d'un champ antisymétrique (champ de moments) et d'un

.7 Ve Ve %
vecteur associé appelé résultante R.

Définition 2.3
On appelle torseur un ensemble de deux vecteurs R et M satisfaisant les conditions suivantes :

%
(i) Le champ R est uniforme (méme champ en tout point)

(i) Le champ M vérifie /\T]; = /\TA + R AAB

Notation 2.2

%
(i) R : Torseur

%
(ii) M : Moment

=
[tal = [Ta] = [RAyMA}

Propriété 2.2

Les torseurs définissent un espace vectoriel

> [t1] + [1a] = [ﬁl,ﬂl] + [ﬁz,ﬂz} _ [ﬁl+ﬁz,ﬂl +H2}

> AT] = [Aﬁl, AMZ}

2.6.1 Eléments de réduction d’un torseur

B [TA] = [I_{>A, HA} RA et /\./714 définissent les éléments de réduction de T
— = =
Mg = Ma + R AAB
» [T1] = [T2] si seulement si [I_{>1,/\_/l>1] = [ﬁz,ﬂz} et ﬁl = I_{>2 /T/l>1 = J\_/l>2

2.7 Réduction d'un torseur

2.7.1 Invariant d’un torseur

(a) Invariant vectoriel :

Lgr ey = . . .
Par définition R est I'invariant vectoriel du torseur T.

(b) Invariant scalaire : Soit T un torseur [R,M}

V(P,Q) e X Tp = Fi,/\—/ip] TQ = [ﬁ}aﬂQ}
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On calcule :

R M(P)= R(M(Q) + RAQB) = R-M(Q) + R- (R APQ)
—_—
—R.R,PG=0
K- H(P) ~R. /T/I>(Q) =1 “Invariant scalaire”

= — = =
Par définition R - M(Q) =1 est I'invariant scalaire du torseur T {R,M}

2.7.2 Cas particulier 1=0

(a) R=10ctM=0 — torseur nul.
(b) R=10 et /T/l> # T — torseur est un couple T=c¢ [ﬁ,/ﬁ(A)]
(c) R # 0 — K. /\_/l>(A) =0 = J\_/l>(A) — T le torseur est un glisseur t=g [ﬁ, 6)]

2.7.3 Cas particulier | # 0

(a) I# 0 le torseur n’est ni couple ni glisseur et ni torseur nul.

= A . % :
Tout torseurs T | R, Ma | peut étre décomposé en la somme d'un torseur couple et un torseur

glisseur
t[R, Ma| = [R, 0] + [0, Ma]
g(AR) c(0 Ma)

2.8 Axe centrale du torseur

. - — .. . . = —
Soit le torseur T [R,MA} I'invariant scalaire I = R - M

. . - .
L’axe centrale du torseur A est définit par le fait que ﬁ et M sont colinéaires :
— =
aclR* /Ma=a R

Cette relation définit I’axe centrale du torseur
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2.9 Exemple de vecteurs particuliers :
2.9.1 Support concourant :

L'ensemble E = {F_‘:,./\Té} g= [I_i, ﬁ]

2.9.2 Support paralléle :

_>
La force F; = F; - u

(a) La résultante

(b) Le moment

Cas a distinguer
— = =
(i) F=0 — R=0 — Le torseur se déduit 3 un couple

(i) F # 0 3G barycentres de Mj(i=1---n)

F-0G=Y F;-OM; — My=O0GAR

Sl . , - = .
L’axe centrale du torseur se réduit d'un glisseur, I'axe centrale (M = aR) qui passe par G

et dont les vecteurs sont paralléles.
2.10 Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur
On dit que le champ des moments est équiprojectif si seulement si

Ma x AB = My x AB

Propriété d’équiprojectivité

Réciproquement : Le champ équiprojectif est un champ du non d'un torseur

Propriétés 2.1

Les champs équiprojectifs forment un espace vectoriel
» T + Ty est équiprojectif

» AT est equiprojectif
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2.11 Produit de deux torseurs

Soient T1 et Ty deux torseurs :

o [ w1 o[ a1
1 2

— —
nonme T ol ® R MR <ML
1 2 — - 1 2 2 1
M| Ms
Soient :
> M;(B) = Myi(A) + Ry A AB
> M3(B) = Ms(A) + Rz A AB
On calcule :
— —
R R — —
Pp=| % ® _° =Ry xMsB)+Rsx Mi(B)
M1 (B) M2 (B)

it
s
S
B
+
=
Bl
>
-

gl
2l

Pp = Ry My (A) + Ry - Ma(A) + Ry - (R; AAB) + R, - (

— — = —
Pg =Pa + (RI,E,RQ) + (R2,E7R1)
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Propriété 2.3

[T1] - [T2] = [T2] - [71]

[T1] - [+ [To] + B [t8]] = - [t2] - [T1] + B - [T1] - [73]

Remarque 2.1

[(*=0 =4 [(=0

T[ﬁ,/\_ﬂ — ?=1T®T=

<l Al
®

<l =
[l
il
<l
Il
pis
f
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Chapitre

Cinématique du solide

3.1 Introduction

La cinématique étudie les mouvements c'est a dire les déplacements au cours du temps, indépen-

damment des forces qui en sont la cause.

3.1.1 Rappels mathématiques :
I
On considére une base orthonormé B( i, j, k

)

- - =
OM=x1+yj +2K =7

da dx—,>+dy—,>+dzi>
—_ = —1 < -
dt  dt dt ) T s

X1 X2
a1 yi a3 Y2
Z1 )
daj+a3)  dT | dag
dt /mr  dt,r dt,r
d\a da
S il
dt /r dt »r
d(a A&l dal dad
(af naz) _ daf Nag+ag A o2
dt /R dt /r dt \r
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3.1.2 Produit mixte

_dai o o day 0 dag
dt /R ( dt /R’az’a?’) (ad, dt /R’a?’) (a, a3, t /R)
Soit B(?,T,ﬁ) apg=xi +y? —sz>
Soit B/(T, 7, K) ar =XT+YT +2ZK
dZ2  dx — dy - dz — _di aj dK

k +

dtr dtw T atm? Tams T ¥atm Yt m 2 dt w

aa dX o dY az o daT a7y di
= === — a X—— Y-~ Z—
dt )rr dt /r * dt /r/ 9 dt /r/ + dt /R * dt /r * dt /r
E = da si seulement si ? = dY = dﬁ =0
dt m dt /r dt — dt  dt

- .
= I ,7, K sont fixes dans la base B’

3.1.3 Champ d’un vecteur d’un solide :

Soient A et B € (S) d(A,B) = Cste Invariant

AB-Cste —> AB-1

ABz_p2 ., dAB®
dt /r

dAB dAB

2.1@.7 =0 - ABl——
dt /r dt

dAB  d(AG+OB) dOB  dOA

dt m dt mR dt jr dt ;R

V(B)r - V(A)r

AB-(V(B)-V(A)=0 — AB.V(B)—AB-V(A)=0
AB-V(B)-AB-V(A)=0
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3.1.4 Propriété d’'équiprojectivité

Conclusion 3.1
Le champ de vitesse est équiprojectif

Or tout champ équiprojectif est antisymétrique

VB:7A+§>S/R/\X]§

ﬁs /R Vitesse instantanée de rotation de S/R

3.1.5 Torseur cinématique :

Le torseur cinématique est défini en un point A € (S) par ses deux éléments de réduction et que

I'on représente sous la forme suivante :

Dsmo

Ac(S)/Ro

[V]aegs)

3.1.6 Cas particuliers :

Mouvement de translation

On dit qu'un solide (S) a un mouvement de translation par rapport a R, si les bipoints formés
a partir de deux points quelconques restent équipollent au cours du mouvement.

Le vecteur A§ est invariant au cours de temps :

:ﬁ:CsteﬁLﬁ :6)
dt /r

—
dOB  dOA
dt /R_ dt /RZO — \—/}(B)/R:V(A)/R
V(B)r = V(A) g + O/ A AB
Mouvement de translation

o

V(B)=V(A) = Ogp =

Vo = Va

2l
ol

S/R =
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Rotation autour d’un axe fixe de R :

Hypothése 3.1

. , ~ .
On suppose que les deux points sur I'axe Oz ont une vitesse nulle

Ac(S) V(A)=V(0)+&A0K

~——r
—0
Or
OA = OH + HA — OH&, + HA®!
— V(A) = V(0)+8g/p A (OHE, + HAS,) G.1)
——

3.1.7 Rotation autour d’un axe fixe de R :

Z g ds=Rd0=HAdo6

=i

Hypothése 3.2
Hypotnese A .
Or le point A décrit un cercle de rayon HA

ds  ds e d0_> A% o

_ _% o _pga 3.2
dt ;g dt/rS at© dt /r°" 5.2)

d
ds = HAd9 | ee—;_ﬁ_ﬁ

En comparant (3.1)) et (3.2)

— Ggn=0s (4]0,

Les torseurs cinématique se réduit en un glisseur
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3.1.8 Mouvement hélicoidal :

dont I'axe Oz (7 # ﬁ)

OA — OH + HA — OH + HP

Va) _dOA _ dOH +dcﬁ
/R=™"d¢ m  dt r dt /R

V(A)= V(H)+ G AHA = V(H) + O A OP

Dans ce cas on dit que le trajectoire de A est hélicoidal.

x(t) = Rcos(Q2t + C)
OA =| y(t) = Rsin(Qt + C)
z(t) = %t +z, avec (O?I =\t)Z)

Dans ce cas on dit que la trajectoire de A est hélicoidale

~V(H)r + V(P)»
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w Q(S/Ro)

A reste 4 une
distance fixe de (A)

o ') P est animé d'un mouvement
de rotation autour de (A)

(A)

3.1.9 Cas particuliers :

Mouvement arbitraire d’un solide :

SOit AetB S (S) VA/R = vB/R—FﬁS/R/\:B—A)-

On suppose que le mouvement est quelconque et on cherche le lieu de points tel que V(H) soit
colinéaire avec BS/R

X
H=|y — eR/\Ggp=V(A)+3AAH=V(H)
Z
0 XA 0 X — XA y=ya+%
= | 0 =lya t|0 A\ y—yA — X:XA—yﬁA
AQ ZA Q Z — ZA AQ =7za

Ce lieu est appelé axe centrale du torseur cinématique //Q?z

3.1.10 Cas particuliers :

Soit H € (A) V(H) = V(A) + G A AH V(H) = A\Qg/r + AH A Gg/n

(a)
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. e N
» Si BS/R = 0 — mouvement de translation
. g . ,
> Si 63/}1 # 0 — mouvement de rotation autour de I’axe (A)

» Si 65/1{ #* 0 et V(H) #* I = mouvement hélicoidale

3.2 Angles d’Euler

Soit Ro (0, X0, Yo, Zo) en repére absolue et Ry (O, w, v,2,) en repére lié au solide (S)

RO(O,Xo,yo,ZO), R]_(O,U,V,Zo), RZ(Oau’w’ ) et R3(07X7ya )

RO(O: Xo; Yo, Zo)

T/J‘/“Zo Angle de précession

R (O, u,v,z,)
RQ(O, u,w, ) > H/U Angle de nutation

R3(O, x,y,z) l ¥/, Angle de rotation propre

» ) Angle de précession
» 6 Angle de nutation

» ¢ Angle de rotation propre
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» ) Angle de précession
» 0 Angle de nutation

» ¢ Angle de rotation propre

U vecteur unitaire dans la direction de Zp A Z
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ZoNTZ

=
7o A Z |

Le vecteur de vitesse instantané de rotation

—
BS/RO = 3R,:g;/R,() - QRg/Rz + 6R2/R1 + ﬁRII/R'O

HS/RO — 7 + 0 + 970

>
. .
Vv S )’
0 Zo ®
3 > 5 > >
o Yo > s 7 @ — W
0
0
W s -
> S v >
Z G ;o
u
—> . - — O — —
Qr, /R, :w?ﬂ 2Ry Ry Ou Qryp, = #P2
Qs/py =97 +00 + WZ,
Soit A un point de (S) OA = @W(t)a@(t)a p(t))
¢, _dOA _dOKdy  dOAdp  dOAds
A/Ro ™ "4t ry d¢ dt/Ro  dp dt/re  df dt/me
~ .dOA deoT& .dOA
d’l/) /Ro ng /Ro dé /Ro
Or
-
doA 2, A 04 494 _ 7,04 494 _ 3,04
d’l/} /RO d(P /RO d9 /Ro
=

7A/R0:¢70/\6K+¢7/\0_—K+9'ﬁ/\67&
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-

Va/r, = 70+ $Z + 6) \OK
.

—
VA/RO = ﬁS/RO A OA

V(A) = V(0) + 8 /r, A OK

3.3 Dérivé d'un vecteur lié a un solide

Soient A et B deux points de (S)
AB =1 =Cst AB = OB - OA

di dAB  dOB  dOA
dt )R dt )R dt )r dt /R

~V(B)r - V(AR

x4

b
- >
Soitﬁ:pi—l—qj +rk = q

r
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B S S G SN F L1
at m_ P T Pae TTar T ae

¢ dg

dt )R dt /r

P p(OAT)+a(@AT)4r(@AK)

g dg

- - =
S L GApi +aj +rk
dt /r dt /R'+ (pitajtrk)

]

g dg LB A

dt yp dt )rr

g dg

dt )R dt /r

Réciproquement :

Si on considére

da du e T
du _du ﬁ " s K
dt ) dt /r / b AEL Ik
dd dd g
— = JRA U
dt ) dt /w T Or/R
= vérifie si seulement si 6R,/R —ad ﬁRI/R et U sont colinéaires

Conséquences 3.1

(i) Si U est fixe par rapport Ry, il est également fixe par rapport a R.
(i) Si la direction de ﬁ est fixe dans R, il est de méme par rapport a Ry.

(iii) Si I'axe instantané est fixe par rapport R, il est de méme par rapport 3 R;.
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3.4 Champ des accélérations d’un solide

Soit Rg un repére orthonormé et soit V(M) = V(A) + @ A AM

dV(M) _ dV(a) +@ AeraAdm

_>
e M =
(M) dt /Ro dt /ro dt /Rro dt /Rro

:?(A)+3/\m+3A (¢ A AM)

—_—
dAM  _AAM

at /Rg

F(M)— F(A)+ GAAM+ O AM- 0 - 02.AM

Cas particuliers :

a) Mouvement de translation :

— & (M)=a(A) =  Le champ est uniforme
b) Mouvement de rotation autour d’une axe fixe

-
(M) = 2 AAM - 2. AM
—_——  —

tangentielle radial

» L’accélération radiale f(ﬁ) #0
_>

» L’accélération tangentielle £(€2)

G40 ?(M):?(A)+3Am+ﬁ/\(ﬁ>Am)

(M) = B(A)+ 0 AAM - 02 AM
P X
9q  AMy

A. TILIOUA (FSTE) Module P135 - MIP S3 A.U. 2024/2025 339



ax(M)
= ay(M)=ay(A) —pz+ix—1i%y |=
a,(M) = a,(A) — gx + py — 2z

ax(A) +ty + gz — i?x
( [

deux cas possibles :
g
a/ p+q#0 =  est colinéaire a 6
b/ p+q=0 = p=4q=0
c) Mouvement hélicoidal

OA — OP + PA — OH + HA — OH + OP

—
dOA dOM dOP
— 7(A) T dt /rRe  dt JRo bR = V(M)/RO * V(P)/RO

V(M)/r, = V(H)g, - & et V(P)r, = /g, A OB

= 7(A)/Ro = vz(M)/Ro +AH A ﬁS/RO
= —>
VA, B € (S) = V(A)p, = V(B)/r, + Os/r, A BA
On cherche le lieu de point tel que ﬁ et 7 sont colinéaires.

V colinéaire.avec ﬁs /Ry, = JAERT

— Aﬁ = 7<A)/R0 = 7(H>/Ro + ﬁS/RO VAN ﬁ

p X | qz—Ty
—
ﬁ q AN HA y = —pz+1x

t z | Py —4x
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Chapitre

Composition de mouvement

4.1 Rappel :

On considére deux repéres R et Rao
R : repere fixe ou absolue
Ry : repére mobile (relatif par rapport Rj)
a) Mouvement par rapport Ry : Mouvement absolu

b) Mouvement par rapport Ry : Mouvement relatif

Soit M un point mobile par rapport 3 R; et Ra M(x,y,z)
OlM =010, + 02M
Or
WV AV g Y
dt /R, dt /R, Ra/Ra
—
Zy
M
= -
Z2 yz
Oz - o =
RZ(Ozlszyz!zz)
=
Xq
>,
0, '
S
5() R1(01JX1J -:_.l ?1)
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dt /R, dt /m, dt /r,

V(M)

= 7(02)/1:{1 + & + ﬁRg/Rl A Ozﬁ

dt /R,

\—/z:d(m 7:dm

r

© dt /m, dt /mr,
— V(M) = V.=V, +V(Oyn,)+ Or,/m, A—02M

— 73 = 7r + \_}e avec 79 = 7(02/R1) + 3R2/R1 A Om

4.2 Accélération :

dV (M
2= 23w,
dV(M) av ~
— — r —
e — r — c = 2Q A V21‘
a dt /r, a dt /r, a R2/Ra

v, &y dyp dap
T dt " s

Soit d =XT +Y] +ZK

- - —
dd dX— dY— dZ— _di dj dk
= =23+ 22K+x Y Z
T T T T T T T

du du = - = - - =

= = X (AADHY(OAD+Z(ENK
dt e dtjre | ( 1)+ Y.(2A])+Z( )
—OAXT+Y ] +ZK)
du du
— = — ‘I‘ﬁRz/Rl/\ﬁ

A. TILIOUA (FSTE) Module P135 - MIP S3 A.U. 2024/2025 3675



4.3 Généralisation :

On considére n reperes Ry ---Ry. Soit Ry un repére absolu et R; un repére mobile

. Si on
introduit un repére intermédiaire Ry (O, Xk, Yk, Zk)-

V= V] VE

Récurrence :
1-VI+ V3
VIV V- ViV

n

n __ i+1

.
i=1

0

n

Si on considére €2{ une vitesse instantanée de rotation du repére R;/R;
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du  du

%
— = Or /r, AU
dt /Rr; dt /R, T 2Ry/R,

Si on prend ﬁ lié au repére Ry

du o gk
:> —_— = — . ﬁ
dt /r; dt/R, A

de méme :
cf/Rj:ﬁjA?
— ﬁ%‘Aﬁ:ﬁ{/\ﬁ+ﬁ}‘Aﬁ:(ﬁ{+ﬁ}‘)/\ﬁ
— k= 4 gk
< @ -Y e
Exemple 4.1 |

Cas des angles d'Euler : 33/0 = ﬁg + ﬁ% + 62
Composition de I'accélération du point M lié a Rj/R;

VEM) = VI(M) + VM)

n—1 n—-1 n
— Ar=Y @) (Y @it AV
i=1 i=1 j=1

4.4 Mouvements inverses :

On considere deux repéres Ry et Rg
On passede R; —+ R2 - R3 =R;

s _V2.V3-7 — V11 91=7

V- V) o ViV

On a une formule analogique pour les accélérations angulaires
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4.5 Cas de rotation d’un solide :

4.5.1 Cas de rotation d’un solide autour d'un axe fixe :

=y
v
Y
-
?0 Yo
"
=
- u
XO

V = cos %—sin x4

C’est le cas des angles d’Euler

U = cos >TO>+sin }75

?0
7 o
0
0

_)
v

_)

u

YV = cos0W —sin0Z
z_0>:sin U)>+COS Z
_}
y
©
7 e——3
@ -
X
5 :
u

X = cos ﬂJrsin ©
?:—sin U + cos o
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4.6 Cinématique des solides en contact :

4.6.1 Définition :

- = =
On considére deux solides (S1) et (S2) en mouvement par rapport a un référentiel Ro(O, ig, jo, ko)

de maniére a ce que leurs surfaces restent en contact ponctuel.

R
ko </

(S1)

1
Ro

r

Y jo
[—3
-
io
(S2)
Ry N S

A chaque instant, on doit distinguer 3 points confondus dont les vitesses et les accélérations sont

4.6.2 Définition :

différentes en général :
» le point matériel I; (I3 € Sq);
» le point matériel Iz (I2 € S2);
» le point géométrique I ( non lié ).

Au cours du temps, le point I est confondu avec les différents points matériels de contact.
4.6.3 Vitesse de glissement :

Le glissement décrit un mouvement relatif entre deux solides en contact.

Définition 4.1
On appelle vitesse de glissement de (S1) sur (Sz2), la vitesse de (11) par rapport a (S2).

Notation 4.1
Va(S1/S2) = V(11/S2) = V(I /Ra) (I; € Sy et Ry lié 2 Sg)

Autres expressions de cette vitesse

Nous considérons Rg absolu et R relatif et cherchons

V(I1/Ro) = V(1) + vo(I1)

Vi(I1) = V(I1/Rz) = v4(S1/S2)
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Vi(I1) = ¥(03/Ro) + ©(Ra/Ro) A 0211 = ¥ (Ia/Ro) 4.1

V(02/Ro) = ¥ (I2/Ro) + S (R2/Ro) A ;O3 4.2)

@.I) et @2) = ve(I1) = V(I2/Ro)

V(I1/Ro) = V(I1/R2) + V(I2/Ro) = V(I1/R2) = V(I1/Ro) + V(I2/Ro) = va(S1/S2)
De maniére plus générale (V le repere R) :

AL L,

Vi(S1/S2) = = ¢

=V I/R) <V (Ta/R)

C'est une vitesse indépendante du repére par rapport auquel (S1) et (S2) sont en mouvement,

et elle est contenue dans le plan tangent (71) commun a (S1) et (S2).

ko
Ry
0 —-
I
= V4
7 ——4
(S2)

4.6.4 Démonstration :

La loi de composition des vitesses nous permet d’écrire :

V(I/Ro) = V(I/Rq) + ¥V(01/Ro) + $(Rs/Ro) A 011

ve(H)=V (I1/Ro)

V(I/Ro) = V(I/Rq1) + v (I1/Ro) (Ry relatif)

V(I/Ro) = V(I/Rz) + V(I2/Ro) (Ry relatif)
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or

V2(S1/S2) = V(I1/Ro) — ¥ (I2/Ro)

donc

Vg(S1/S2) = V(I/R2) — V(I/Ry)

Sy cm
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Chapitre

Cinétique du solide

5.1 Notion de masse :

Définition 5.1
Un point matériel est un systeme matériel reproduit en un point géométrique auquel on associe
une masse invariante (masse inerte).

A tout systéme (S), on associe un scalaire > 0.

m(s) = / dm
S

5.1.1 Cas discret :

Soit (S) un systéme matériel constitue de n masse m;(M;).
La masse de (S) :

Cas d’une ligne :

dm = pds p: densité lindique — m(s) = /dm = /pds
C c

Cas d’une surface :

dm =pdoc = m(S)://pda
S
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Cas d’un volume :

dm =pdv = m(S):///pdv

Généralisation :

ds ligne
m(s):/pdw p=p(mt) avec dw| deo surface

& dv volume

5.2 Centre d’inertie :

C'est le point G défini par :

5.2.1 Cas particulier :

Si (S) est constitué de n points matériels disjoints (S;) [my, M;] ;

s={Js: Si[)Si =2

i=1
_. oc-8_ 26
>, m; >, m;
i=1 i=1
Or
R > miﬁi
m-aé—/Oﬁdm — O0G="_
®) 2, i

G : Barycentre des points G; affectés des masses m;

5.3 Moments d’inertie :

Soit un solide (S) de centre de gravité G et une droite (A)
Le moment d'inertie de (S) par rapport A est :
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Ia= r2dm

!

(A)

(S)

Exemple :

5.4 Théoreme d’'Huygens :

On choisit A tel que Al Z et Ag

I)a= /[(X —a)? + (y —b)%ldm =I5 + (a® + b? —2ax — 2by)dm
(S) =0

=1I/as + (2% + b%)dm

/ xdm = / ydm = 0 (car G est centre d’inertie de (S))

Ia =1, +md?
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G=0| ' _ ¥ b y
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4
s *

a *
K(a,b,0)
i

5.5 Variation de Ipo quant a A passe par un point fixe :

Soit M € (S) et U = (a, 8,7) un vecteur unitaire de A

OM-OH EM — AM-0M O

HM? — 2 — OM?2 — OH2

I'a = /rzdm:/m2dm—/CTﬁ2dm

(S)

OH — OH x U (U vecteur unitaire de A)
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OH? — OH? x W? = (OH x U)?

OH-W=0 U(h7) o2+ ++2=1

I/A:\;-/Cﬁzdm—/(ﬁ-ﬁfdm

X «
(ﬁ[y et ﬁﬂ
z [}/

I)g= (a? + B2 ++?) /(x2 +y2 +2%)dm — /(ax + By +7z)%2dm
(8) (S)

I)s = a? /(y2 + z%)dm + 32 /(x2 + z2)dm +~2 /(x2 + y?)dm —
(8) (S) (S)
A B C

2aﬁ/xydm26*y/yzdm —2a’y/xzdm

(8) (S) (S)
~—— —— ——
F D E

A= /(y2 + z2)dm : s'appelle moment d'inertie de (S) par rapport a I'axe OX.
(8)

B = /(x2 + zz)dm : s'appelle moment d'inertie de (S) par rapport a I'axe O?.
(8)

C= /(x2 + y?)dm : s'appelle moment d'inertie de (S) par rapport 2 I'axe OZ.
(s)
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D= /yzdm : s'appelle produit d'inertie par rapport au plan (O, ?, 7)
(S)

E = /xzdm : s'appelle produit d'inertie par rapport au plan (O, X, 7).
(S)

F = /xydm : s'appelle produit d'inertie par rapport au plan (O,?,?).

(S)
J(y?+2%)dm - [(xy)dm - [(xz)dm
S S S
[I} —| - [(xy)dm [(x*+2z%)dm - [(yz)dm
S S S
— [ (xz)dm — [(yz)dm [ (x*+y?)dm
S S S

I s’appelle la matrice d'inertie associée au solide (S)

A —-F -E
I=-|-F B -D
-E -D C

(6]
Ua=(a.8,9) 1] | 8
Y

Remarque 5.1
On introduit une transformation linéarisé ¥ = I(W)

a cette application linéaire, on associe un tenseur d’inertie Z (du second ordre)

— I/A:/(Wi2dm—/O?Ide—/(ax+6y+yz)dm

®) ®) ®)
- I/A:/(ﬁ2xnxdm—/(ﬁ®(ﬁdm
®) ®)

2

1 00 X Xy Xz
1 tenseur unitaire |0 1 0 et OM®OM = xy y? yz
0 01 xz yz 2?2
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5.6 Rappel :

I est une matrice symétrique donc diagonalisable dont les valeurs propres \ vérifient :

= det(A —AI)=0 — valeur propres \

ailp a2 a3

a31 asz ass

et
ain — A a2 a3
P)\(A> = det(A — )\I) = asl ago — A a3
asi asy  asz — A

= 3 valeurs propres qui peuvent étre confondues

—le'cas:/\lyé/\g;«é)\g

(Z(ui) = Nuj) < wp = Nuj - wp = usZ(uj) = Auj - up = (A — Ao)uj.up =0

— 3 axes principaux :

A0 0
D=10 X 0
0 0 A3
A=A
Mo =B | M = A, A\a = B et A\3 = C soient les moments principaux d'inertie par rapport
A3 =C

aux axes O?, 07, (oy4

— 2® cas : \; = Ay # A3, C'est le cas d'une symétrie de révolution.
Si on prend I'axe de OZ associé 3 Az

A 0
I=10 A
0 0

O o o
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o o <«
o 4 o
< o o
Il
L}

: A1 = A2 = A3, C'est le cas de la symétrie :

Remarque 5.2

— 3° cas

inertie

7.

trie implique axe principale d

Sion a un axe de symé

/yzdm =0

(S)

Rappel :

-

Si Oz est I'axe principale d'inertie : 1,0, =1,0x +1 0y

— Cas d’une plaque plane :

Y
A

o ok
o
-8
Lok
i
G
o
o ok
-k
o
ok
T
e
G
ok
s— i
G -
e
S
S
G
S
o
o
T
e
G
G

G
G
i
e

e

Y
A

=

Exemple 5.1

ne (1,m), soit M € (S)

~

ge

Barre homo,

=€

(I, m)

X
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_m o mP mP
=1 /YT T13 " "3

I/ox=/y2dm:/y2pdy=p/yzdy:O
(S) (S) ()

Barre (21, m)

5.6.1 Rappel :

— Cas d’un disque homogene :

L’axe Oz est axe principale d’inertie.

I/Oz = I/Ox + I/Oy

Iox= [r?dm o dm=pdS et p=10;
(8)

R
R* R4 R2
oo =p [ x2rrdr=2mp [¥har =2mp50 = Vo, =2n gy =
(S) 0
I/Oz mR?
Lo, =Ljox +Tjoy =21 = Liox=Ljoy = 5~ = —,
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— Cas d’une boule (sphére homogeéne) :

J\z

> Y

X
Io= /(x2 +y? +2%)dm, Ijox =0y = Lo, = /(X2 +y%)dm
& ®)
Loy = /(x2 +2%)dm, 0. = /(y2 +z%)dm,  Tjo, = /(X2 +y*)dm
(S) (8)

(S)

R

5
2 279 __In
/r p4nr dr—47rp? or '0_47rR3
0

Io=
21,0 =2 /(x2 +y? +2z%)dm
()

2I,0 = /(x2 +y?)dm + /(x2 +z%)dm + /(y2 +y?)dm = 31,0,
(S) (S) (S)

2
Liox =10y =10, = gI/o

R 5 .
Io= /rzdm = /r2p47rr2dr = 47rp? or p= 1 R5
(8) 0
I= /r2dm = [ r?pdv = /rzp x 4rr?dr = 47rp/r4dr
(8) (S) () ()
Module P135 - MIP S3 A.U. 2024/2025 52/
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— L0 = %mR2 v = %71'1‘3 dv = 4rr?dr

I 4XT7TXpX R® m
pry i —_— fry
/0 p 5 p 47R3

m RS

3
T I~ == 2
ixnxRE ‘5 lo=gmR

Io=4xmx

2 2 3
“I)0=-x-mR?=
3/0 =3 5™

2
“mR?

I/Ox :I/Oy:I/Oz = 5

5.7 Exemples de matrices d’inertie (principales) :

» Cylindre creux (corps homogéne de masse M)

Moments et produits d’inertie

1 2 1 2
Ixx = Ly = gMR? + Z M

I,,=MR?
1 1
sMR? + S M/? 0 0
Ic= 0 sMR? + EMI2 0
0 0 MR?
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» Cylindre (corps homogéne de masse M)

Moments et produits d’inertie

1 2 1 2
L = Ijyy = ZMR? + M

1
I,,=-MR?
2
1 1
iMR? + S M2 0 0
g = 0 IMR? + M2 0
0 0 sMR?

» Parallélépipede rectangle (corps homogéne de masse M)

yA
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Moments et produits d’inertie

1
Iy = EM(b2 +c?)

1
Ly = EM(a2 +c?)

1
I,,= EM(a2 + b?)

5M(b? + c?) 0 0
Ig= 0 15M(a? +c?) 0
0 0 EM(a? + b?)

» Spheére creuse (corps homogéne de masse M)

Moments et produits d’inertie

2 2
Usx = Ly = Ljos = gMR

MR? 0 0
Ic= 0 ZMR? 0
0 0 2MR?

Wl

» Demi-sphére creuse (corps homogéne de masse M)
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Moments et produits d’inertie

2 2
Usx = Ly = jon = gMR

2MR? -~ 0 0
Ig= 0 2MR?* 0
0 0 2MR?

» Spheére pleine (corps homogéne de masse M)

Z

X

Moments et produits d’inertie

2 2
L =1Ly =12, = e MR
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Moments et produits d’inertie

1 2 1 2
Ixx = Ly = ;MR? + oMb

1

I,,= 5MR2
IMR? + S MA? 0 0
L= 0 iMR? + IMr2 0
0 0 s MR?

» Cone plein (corps homogéne de masse M)

Module P135 - MIP S3 A.U. 2024/2025 5779
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Moments et produits d’inertie

3 2 3 2
L = Tjyy = CMA® + ZMR

10
3
I,,=-MR?
5
SMh? + EMR? 0 0
Iic= 0 3Mh? + 3 MR? 0
0 0 SMR?2

5.8 Torseur cinétique

C'est un torseur T défini par les quantités de mouvement v (M)

Il a pour éléments de réduction :

— La résultante cinétique :

— Le moment cinétique :

A. TILIOUA (FSTE)
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5.8.1 Exemple : cas d’une symétrie de révolution

0 Ab

A 0 0
m=I%=|0 A 0 bsing | =| Adsing
0 0 C/ \¢sinfd+¢ C(¢sinf + @)

5.9 Torseur dynamique :

Par définition c'est le torseur définie par la quantité d'accélération ?(M).dm
— La résultante dynamique
F - / 2 (M).dm
(S)

— Le moment dynamique

F = m. @ (G)
? = masse totale x quantité d’accélération

— m : masse totale
- & (G) : quantité d’accélération
Le moment cinétique est donné la relation suivante :

To = /(oTvi AV (M)).dm

®)
ddp _ d (OM A V(M)).d
dt  dt am

(S)

ddo _3 / dOM V(M)dm
®)

A
dt dt

dt

470 _ 3 / V(M) A V(M) dm
s)

=0

d7o,
dt %o
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5.9.1 Cas particulier :

Soit A un point mobile par rapport au repere R

7A = /(m/\V(M
(S)

M) dm

d?A 7. /dm

mV(G)/\V(A)

doa _ g, . mV(G) A V(A

dt
Si

V(G)AV(A)=0 — V(G)/V(A

Remarque 5.3
Dans le cas ou le repére est mobile

absolue

5.10 Energie cinétique :

Par définition c'est la quantité définie par,

1
Ec = -
€= 3
(

/ [V (M)]2dm
5)

On considére un point M et un solide (S) ayant un centre d'inertie G
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z M1
A
EG;;—»y
X
X
OM — OCG + GM

2EG = m[V(G)]? + / (GM)2dm
®)

le systéme dans son mouvement autour de G

Théoreme de Koenigs
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5.10.1 Cas particulier :

Soit (S) un solide mobile autour d'un point fixe (O)

2Ec = /(?i A OM)(€ A OM)dm

2Ec = /(?i, OM, & A OM)dm

(S)

2Ec :ﬁ/(ﬁA(ﬁAm)dm
(S) :7(M)

2Ec = (1 / OM A V(M)dm
s)

7
2Ec = .7
Or
Fo =101
donc
2Ec = 0.1.0
Nous avons un produit 2 fois contracté
Soit
P A -F -E
ﬁ =1q et I=|—F B -D
r -E -D C
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A —-F -E P
%
26c=G18=(p q r).[-F B -D
-E -D C r

2Ec = Ap? + Bq? + Cr? — 2Fpq — 2Erp — 2Dqr
Nous avons une forme quadratique

Remarque 5.4

grad(Ec) = o

Ap —Fq-—Er
graa(EC) = 70 —Fp+Bq—-Dr
—Ep—-Dq+ Cr

5.10.2 Exemple de calcul de I’énergie cinétique :

On consideére un essieu constitué par une barre homogéne 21 et deux roues « disques » (r = a, m)
(S) est constitué par la barre AB homogeéne (21, m) et deux roues (r = a, m)

G étant le centre de masse de (S)

P

BI

T = E Translation - E rotation
~— ~—~
cin cin
%
Q

2E, = 2T = mV2(G) + 010
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A0 0 W
I=|0 A 0 Q=14

0 0 C %
2E, — 2T = mV2(G) + O10

ml? . Ma Ma? ma?
2E. = 2T = (2M + m) (%% + y?) + Twz — 0% + 2m1%y? + —2—gb2 W

72
2 ¥

12 Ma?
2Ec:2T:(2M+m)(>’<2+y2)+(mT+2 mi? 4 200 )¢2 — (% +¢%)

5.10.3 Le moment cinétique :

T =5, + (2M + m)OC A V(G)

2
a (0 + ¢)(cos z/zf{ + sin @/137{)

I= | L. S ml? 5, ma? .
= (2M + m)[—ayx] + axyi| + (xy — yx)?l + (—3— + 2ml” + T)w?l +
Exemple 5.2

On considére 3 barres identiques AC, BD et CD et une masselotte P de masse M /(ﬁ

2 . .
2T = Zm12§? + m12§2+ MV (P)

3 NS
E. 3 Barres Ec masselotte
lcosf + x
(ﬁ:(ﬁ—i_}ﬁ"‘@: Isin @
0

2T = gmlzé2 + M(%2 + 2l cos 0 x 6 +126)
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Chapitre

Principe fondamentale de la dynamique

6.1 Concepts utilisés en dynamique :

Définition 6.1
La dynamique est I'étude du mouvement indépendant des causes qui les provoquent.

6.1.1 Repérage :

On utilise un repére absolu pour repérer les points d'un solide.

— Invariance de la masse : la masse est un scalaire au cours de temps

— La mesure du temps chronometre

Forces

Forces concentrés : F = > ﬁi

Forces réparties :
— sur une ligne
— sur une surface
— sur un volume

— Forces intérieurs : ?12 —i—?zl = 0 (Principe de I'action et de la réaction forces exerce

par une partie d'un solide sur |'autre partie)

Forces extérieurs : Soit les forces exercées sur le systeme (Poids, Réaction)
— Forces actives : sont les données du problémes connues

— Forces de liaison : Forces de la réaction (inconnues)

Exemple 6.1

. = - .
— Le poids : P force extérieur active

¢ .. e
— La réaction R : force de liaison intérieur

— La force exercée sur les pédales inérieurs
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6.2 Loi fondamentale de la mécanique classique :

Principe 6.1

Il existe un repére appelé repére absolue et un chronométre (définissant le temps absolu) par

rapport, nous avons I'énoncé suivant :

[A] = [Fe]
~—~— ~~
Torseur dynamique Torseur des forces extérieurs

Remarque 6.1

Fo]=0 — [A]=0 — m&(G)=0 — mdv;(tG)/RO _3

(Mouvement rectiligne et uniforme par rapport une rotation)

d

- % P]=0 = mV(G) = cste

[A] =0
Conséquences 6.1
Soit (S) un systéme matériel tel que S = S1 U S2 S=S1N8S2
Fe,| Forces exercées par S — (S1)
Fe,| Forces exercées par S — (S2)

— |
— |
— [Fe,| Torseur des forces exercées par (S) sur S;
—

f2] Torseur des forces extérieur exercés par S sur S;

Conséquences 6.2

Pour

(S1) [A1] = [Fe1] + [f21]

(S2) [A1] = [Fez] + [f12]
Pour

(S) [A] = [A1] + [Ag]
[A] = [Fe1] + [Fe2] + [f21] + [f12]
[Fe]

Or

[A] = [Fe] = [f21] + [f12] =0

[f21] = — [f12] (Loi d’action et de réaction)

A. TILIOUA (FSTE) Module P135 - MIP S3 A.U. 2024/2025 6675



6.2.1 Changement de repére :

Tout repere animé d'un mouvement rectiligne et uniforme pour le méme réle qu'un repére abso-
lue :

an = ap+ Aot Ae = ap = ay

Donc tout repére animé d'un mouvement rectiligne uniforme est un repére galiléen dans lequel
on applique le P.F.D.

Réciproque :
Tout repére dans lequel on peut appliqué le P.F.D. est un repére en translation rectiligne et
uniforme (repére galiléen)

6.2.2 Méthode des mouvements relatifs :

Soit un repére R en mouvement quelconques par rapport au repére absolue :

I S g I S
Aa = ar +ac + e Aa = ar — ac — Ae

+a, =

Forces d’inertie
— [Ag] : Torseur des forces d'inertie d’entrainement

— [Ac] : Torseur des forces d'inertie complémentaires
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|Chapitre 7

Travail et puissance : théoreme de

I’énergie

7.1 Puissance d’une force

Pour un point matériel

P-—F.V(M)

7.1.1 Pour le cas d'un systeme matériel :

On considere un élément de masse dm, soit cet élément agit la force ﬁ - dm, on définit la

puissance

P:/V(M) Fdm
®)
- ¢ |R
| V(o) | M)

7.1.2 Cas d’un solide :

Soit M € (S);

V(M) = V(0) + fBg/p A OM

— ﬁ:/(7(0)+BS/RA(WE)?dm=7(0)/?dm+ﬁ/(ﬁhf>dm
(S) (S)

(S)
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ﬁ:/?dm H(O)Z/CWI/\?dm
®)

(S)

— ﬁZV(O)ﬁ‘Fﬁs/RO/\m

P = ° P] = [V] ® [Fe
[P] v(0) H(O):H [V]® [Fe]
7.2 Travail et puissance :
P— /7(M)-?dm
(8)
? densité des forces
V(M) = V(0)
P] = © P|=[V S
[P] v(0) 7i(0) = [P]=[V]® [F]

7.3 Cas de forces intérieurs a un systeme :

Soit (S) S=5S1US>5 S1NSy, =

Le torseur des forces intérieurs a (S)

[Fi5] =0 = [F12] + [F21] = [Fy] =0

La puissance intérieure est nulle.

7.4 Travail :

La puissance P(t) évolue au cours du temps, le travail accompli entre deux instants t; et to est

donnée par la relation

LA

t2
o =P(t) = wz’r:/m)
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7.4.1 Cas ou le systéeme est formé par un solide et ou un point :

Dans le cas général le point M est repéré par les parametres :

qi (i:17 ,Il) Oiﬁ:oj‘i(qhi:lv 7n):M(qi) i:]-v , 11

dOM " qOM  das

dt /Ro dqg; dt /ro
Soit
2 OM | . dq;
V(M) = lZ; (97qiqi avec (i = dt
Exemple 7.1

Pendule double

q1 = «, q2:57 MZM(Oé,,B)

M)Fdm = Mql Fdm = M?dm
*5 ] TS >0 > [

(S) =)

P = zn: Q;g4; avec Q;= Z 8ﬁ?dm

i=1 i=1 O

(Composition généralisée de force)

Exemple cas d’un solide :

Les parameétres de configuration :

d1 = XG, 42 =YG, 93 =2G, Qa4 =1, qs =10 et qg = ¢

R

— Le torseur de forces extérieurs [F] = _,
M(O)

— Le torseur cinématique [F] =

pzﬁsin@singp—i—écosnp X L
o ;. =g -
Q= q=1sinfcosp —Osinp R=|Y Mo=|M
r =1 cosf+ ¢ Z N
R(s)
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P=xX+yY +2zZ+pL+qM +rN
= Q1=X Q2=Y Q3=7Z Q5=Lcosp—Msingp

= Q4 = Xsinfsiny + Mcosfcosp+ Ncosf Q=N

7.5 Champs de forces

Par définition, on dit qu'il y a un champ de force lorsque les composantes généralisés ne dépendent

pas que des q;

Qi = Qi(d1---qn)

7.5.1 Calcul du travail par un champ de forces pour t € [tq, t3]

n

t2
T:/(ZQi(j;l:i)dt: /ZQi(ql"'Qn)in

A 7!

7.6 Fonction de force en potentiel :

n
On suppose que > Q;dq; est une différentielle totale exacte c'est a dire
i=1

9U
- Oq;’

JU dU =) Qidg;, Qi
i=1

Q; : fonction généralisée de force et U est le potentiel

Remarque 7.1

Une condition nécessaire et suffisante pour avoir une fonction de force et que

Qi _ 9Q
Jq; 0q;
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Exemple 7.2
Cas d’un point material dans le plan

On pose

X
F—
Y
—ky ky k(xdy — ydx)
= = = dU =
x2 | y2 x2 | y2 x2 + y2
On fait le changement de variable
tanf = ¥
x

= dU =kdf = U = kb + cste
=0

Exemple 7.3
Cas de la pesanteur
Soit ? la densité massique de force ? =(0,0,—g)

P- /V(M)?dm — —mgZ(G)
®)

V= —mg7Z(G)
7.6.1 Cas de forces Newtoniens :
= Lﬂ;wm;
r
On pose
“k-m-
g(I‘) - I‘2 &
= F} = —g(r)m

d k-m-
= V:/r~g(r)dr:—k‘m-p/r;:gp—kcste
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7.7 Théoreme de I'énergie

7.7.1 Fonction de force en potentiel :

Soit (S) un systeme formé de n points matériels
— Fjy; : Forces extérieur a (S)
— F;5 : Forces intérieur de (S)

L’équation de mouvement (P.F.D.)

m;a; = ?il + ?iz (Pour chaque point matériel)

mi?iVi = (?u + ?iz)vi = ﬁil\—lz + ?izvi =P1+P>

d
—E P P
dt c 1 + 2
7.7.2 Cas d’un solide :
ﬁ Torseur des forces extérieurs

[Fe] =

M

Torseur cinématique

g
| V(o)

Pext = [Fe - [V] = / F(M) - V/(M)dm — / ‘W,V(M)dm: dE.

P(ForcesN) =0

— —E.=P1+Ps
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7.7.3 Cas particulier :

dU
P=P;+P; JU telque P:E
Or
dE. dU
P = dt —E:>EC—U+Cste
Intégrale 1° U = ~E, = Eo+Ep, =U = E,,

Dans ce cas, on dit qu'un tel systeme est un systéeme conservatif

7.8 Etude d’une équation différentielle de la forme ¢> = f(a)

On dérive
¢* =fla) = 24§ ="f'(a)q
donc soit
qd=0 — q=cte
soit que
f'(a
-

Les valeurs d’équilibre de q sur les valeurs qui vérifiant f(q) =0 et f'(q) =0

Exemple 7.4

Un point matériel pesant :

mz = —mg
= mzZ = —mgz
mz2
_— 72 = mgz + cte

— 22 = —2g7 + cte

L’origine O est un point stationnaire £(O) = 0 et f'(0) =0
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