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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

€@ Géométrie vectorielle
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs :

Définition

Les vecteurs liés .
Un vecteur lié est un couple de deux points (A,B) noté AB Ce
couple ordonné de deux points est défini par :

» son support (droite A)

» son point d'application A

» son sens (de A vers B)

» son module (distance de A a B)
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Les vecteurs :

Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

» Composantes de A dans le repére R : A

» Composantes de B dans le repere R : B

XA
YA
ZA
XB
yB
Zp

XAB

» Composantes de AB dans le repére R : AB YAB

ZAB

= XB — XA
=YB— YA
=2Zp — Zp
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs :

Propriété
» Deux vecteurs liés sont équipollents s'ils ont méme sens et
méme module.

» Un vecteur nul est un vecteur dont toutes les composantes
sont nulles.

» Remarque : I'équipollence est une relation d'équivalence
Réflexivité : AB=AB

>
» Symétrie : AB=CD —> CD=AB
AB = CD L
» Transitivité : . — AB = EF
CD = EF
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs :

Les vecteurs libres :
L'ensemble des vecteurs liés équipollents a un vecteur lié, c'est a
dire la classe d’équivalence définie par un de ces vecteurs liés
constitue un vecteur libre V.Un représentant est défini par :

» Son support,

» Son sens

» Son module |V

Expression du vecteur libre dans le repére R :
a

Vb = V=ax+by+cZ

C
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs :

Les vecteurs glissants :
Un vecteur glissant est défini par :

» Un vecteur libre V z
» Un point du support P =
On le note G(P,V) 4
o Py R

=1
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs :

Calcul vectoriel (Porte sur les vecteurs libres)
Addition

V= \71 + \72
X1 X2 X1+ X2

avec Vl y1 et V2 Yo = 74 Y1+

z; 2> 721+ 2
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs :

Propriétés de I’addition :
» Commutativité :Vi + Vo = Vo + V4
» Associativité : Vi + (Vo + V3) = (Vi + Vo) + Vs
» Elément symétrique : V V,3(—V) tel que V + (—V) =0
» Elément neutre : ¥ V,3(0) tel que V +0 =V
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs : |

L'addition donne a I'ensemble des vecteurs libres une structure de
groupe commutatif :

Multiplication par un scalaire :

Etant donné un vecteur libre V = xX + yy + zZ et un scalaire A, le
produit du vecteur % par A est un vecteur libre.

V' = AV = AxX + \yy + A\zZ

Propriétés de la multiplication par un scalaire :
» Associativité : a(3V) = (af)V
» Elément neutre : V \7, 31 tel que wv=v
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs : ||

» Distributivité par _rapport a la somme vectorielle :
(Vl + Vz) = Ole +aV2

» Distributivité par rapport a la somme scalaire :
(a+p)V=aV+pV
Applications géométriques :

» Conditions d'alignement : A,B,C alignés <— Jk € IR;

AB = kAC
» Conditions de parallélisme : V et V’ sont // <= Jk € R;
V= kV'
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Produit scalaire :

Définition
X X

Etant donné deux vecteurs libres V/ y et V/ y' définis dans la base
z Fd

orthonormée (7,], k ) on appelle produit scalaire de % par V' le réel :

V.V = xx/ - yy' + zZ/

Propriétés de la multiplication par un scalaire :
» Commutativité : V.V' = V'.V
» Distributivité : V(V4 + Vo) = V.Vi + V.V,
» Le produit scalaire n'est pas associatif : V(V1.V,) # (V. V1) Vs
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Produit scalaire :

Définition

» Associativité quand a la multiplication par un scalaire :
(aV).V' = V.(aV)
» Carré scalaire : V.V = x2 + iz
» On appelle longueur ou norme d’un vecteur le nombre :
V| = Vx> +y>+ 22
Applications :
» Deux vecteurs non nuls \71 et \72 sont | si \71.\72 =0
» Cosinus de deux vecteurs : o
OAOB
o= S —
|OA|| OB
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Produit vectoriel :

— —

On appelle pLoduit vectoriel de V et V/ le vecteur libre G = V A V',
Le vecteur G est tel que :

» Directionde Gest L 3 Veta V/

» Le sens de G est tel que le triedre é, \7, V' est direct.

» Le module de G := |V||V/|sina avec a = (V, V')
Propriétés du produit vectoriel :

» Le produit vectoriel n'est pas commutatif : VA V/ = —V' A V

» Multiplication par un scalaire : (AV) A V/ = A\(V A V')

» Le produit vectoriel nul :

Si V=0 ou V' =0

VAV =0 = { = . .
V) |V = V=kV
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs :

> [zouble_jProd_'uit vec_'goriel P o
Vi A (V2 AN V3) = V2.(\71.V3) = \73.(\/1.\/2)

» Distributivité par rapport a la somme vectorielle :
\71/\(\72+\73)I \71/\\72+ \71/\\73

» Composantes du produit vectoriel :
VAV =(yz — 2y )i + (2 — x2')j + (xv' — yx')k

Application géométrique :

Y |OA A OB
|OA||OB|
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs :

Aire du parallélogramme : Air du parallélogramme
OABD = |OA A OB|
Produit mixte Définition : On appelle produit mixte de trois
ve_‘ctequrs_‘\_/'l,\_/’_g‘,\_/’g_’le nclmbre réel défini par :
(Vl,VQ,V3):V1.(V2 A V3)
Propriétés
» Si le triedre \71,\72,\73 est direct, le produit mixte est positif,
> Lg pr_gdliit mier est anariagt Barfermutation circulaire
(V1,V2,V3)=(V2,V3,V1)=(V3,V1,V2)
» Le produit mixte change de signe si on échange deux vecteurs
(Vh, V2, V3)=(V4,V3,V,)
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs :

» Le produit mixte est nul si :
B Les trois vecteurs son coplanaire
» Deux vecteur sont paralleles
Interprétation géométrique :
Le module de (\71,\72,\73) représente le volume du Parallélogramme
Division vectorielle
Objectif : résoudre I'équation ANX =B (1)
» Si A et B ne sont pas, perpendlcu|a|res pas de solution
» Si A.B—OetAyéO, 8750
» Soit Xy LA tel que
ANXo=B = AA(AAXy) = (AAB)
A(AXo) =Xo.(AA) =ANB = Xy =—
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs :

» Soit X quelconque solution de (1)
= AN(X=Xo)=0(2) A#0, X # Xo, I'équation (2)
a une solution si : X — X() A avec A € R

Donc la solution générale de (1) est :
X — A/\B
(4)2

Résumé des solutions :

A.B # 0 — pas de solution

AB=0-—A=0:
B =0 — tous les vecteurs de E3 sont solution
B # 0 — pas solution
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Géométrie vectorielle

Les vecteurs :

Les vecteurs :

AB=0-—A#£0:
B£0— X=X+ )\
B=0—X,=0X=M

Interprétation géométrique
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique

Champ antisymétrique

Définition d’un torseur

Réduction d’un torseur

Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

© Les torseurs
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel

On se place dans I'espace euclidien E, de dimension 3 et du base
B(és, é,, €,). Soient d et b deux vecteurs de E.

n
a= Z a,-é',-
i=1
i n
b= bi€;
i=1

exemple :

8
3= a8 = a18 + »& + 2383
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel

— n n n
» Somme:a+ b= Z a;i& + Z bié = Z(a,- + b,‘)é
i=1 i=1 i=1
» Produit par scalaire : soit A € IR A3 = > \a;€;
i W 8.8 =
» Produit par scalaire : 8- b= 3 a;b; djj :|§'_§J’:(1) it
i=1 Ny
a b arbs — azbo
» Produit Vectoriel : 3Ab=| a, by =| —aibs + a3h;
as b3 21b2 — 32b1

» Produit mixte de 3 vecteurs :
i-b-c=3-(bANC)=(3GNb)-C=det(da-b-7)
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel

Propriété

Trilinéaire, Antisymétrique totalement ordonné et invariable
Par permutation circulaire (3-b-¢) =0 ssi 3 b C sont coplanaires
» Double produit vectoriel : 3N\ (bAE)=(3-8)-b—(3-b)-&
» Division vectoriel : soient 3 et b deux vecteurs orthogonaux
(3Lb)
d-b=0 On cherche ii tel que 3N =b

l

— —

Sizyéoetﬁ-b:OA/orsz:¢f+A3AeR

3|
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique

Champ antisymétrique

Définition d’un torseur

Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel

Notion de repére : on se place dans I'espace euclidien E, un espace
est défini par une origine et 3 vecteurs de base (€1, &, &)

R(o,x,y,z) au quel on associe la base B(€;, &, €;)

Remarque

On utilise souvent des repéres orthonormés

1 i=j
&% =1 i=g-g=4" ' 4
0 i#]
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Applications et champ antisymétrique

Champ antisymétrique

Définition d’un torseur

Réduction d’un torseur

Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Les torseurs

Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel

z
A
—
\ OI\/I:xe_1>—i—)/?2>—i—ze_3>
AY
\
w M -
| § OM =Y xe
o : >’
1 27
I ’
1,7
______ ¥
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel

I\Z
- —
K MM — MO + OM’
1 M
[ ;
L . MM =OM - OM
0", 1 \.v
] rs
(e
"4
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Notion de moment

E

Mo(F) = OM A F Soit M # M

—> — —_— — — —_— = —>/ =2 =

OM'ANF =(OM+ MM)YANF =OMAF + MM NF = .#0(F)
=0

o
Dans ce cas d'un vecteur glissant on peut choisir arbitrairement
I'origine sur le support.
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique

Champ antisymétrique

Définition d’un torseur

Réduction d’un torseur

Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Ensemble de vecteurs

Soit E un ensemble fini de n vecteurs E = {F;} i=1---n
si chaque F; est issu de M; E; = {F;, M;}
Eléments de réduction en O

» Somme : ?(E) = Zn: :

» Moment : %(E) — En: OM; N F;

Remarque

Il s'agit d’une simplification de I'ensemble des forces F; lices (S)
que l'on réduit a 6 composants (infinit de composantes )

= 3 comp

T =
/—//_o)(S) = 3 comp
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Ensemble de vecteurs

Cas ou E a une répartition continue sur un domiane D

» Pour I'arc de courbe : ﬁ(E) = ff(mids
D
«///o(Ei = [OM A f(m)ds
D

» Pour une surface : ﬁ(E) =/ ?(m)da
D
«///O(EEfoOM/\f(m do
D

Plus généralement

R(E) = Jf Fm)de
Ho(E) = {)f(O_/\}M F(m))dw
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Ensemble de vecteurs

Propriétés fondamentales
» Additivité : Si E; et E, sont disjoints et E; N Ex = ()

R(ELUE) = R(E) + R(E)

S S >
Mo(E1 U Ey) = Mo(Er) + #o(E)
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique

Champ antisymétrique

Définition d’un torseur

Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Ensemble de vecteurs

Propriétés fondamentales

> Changemﬂ;t d'origine (élément de vecteur en O)
R(E) = S'(E) | -
Ao(E) = [(OM A F(m)dw = [[(O'O + OM) A F(m)]dw
D

— [(O'O A F(mf)dw + [(OM A F(m))duw
D D

= 0'ON [ f(m)dw + o (E)
D
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Application antisymétrique

Définition

Soit f une application de E — E f est ant_ifymétriﬂ.le si
V(a, b) € E? Ff(b)=—bf(3)

B L'application antisymétrique est linéaire
f est linéaire <= VY(a1, ap) € IR? V(a1,a) € E?
f(alal + 05232) = alf(al) + Oé2f(32)
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Application antisymétrique

» Matrice associé a f :

. N —- = 7 .
Relativement a la base (i, j, k) de E, fest entiérement
déterminée par les données suivants :

— — — =
f(i)=ani +axj +ask
2 — -
f(j)=ani taxnj tank
: — -
f(k)=o013i +ap3j +aszk

Donc la matrice associé a f dans la base B

() fG) f(k)

Q11 Q21 Q31
///B(f) =
Q12 Q22 Q32

»w 1

Q13 Q23 (33
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Application antisymétrique

Or f antisymétrique 77‘(?) = —?f(?)

> —I)f(—l>) = ——I)f(—l>) — a1 = —a11 =— a1 = 0 de méme
2 e
> if(j)=—jf(i)= ax=—axn=-53
a3 = —a3z2 = —5;
azl = —a13 = —5
M(f) = 0 -S S
-5 0 -5
-S 5 0
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Ensemble de vecteurs

a S S a Sraz — Szao
all —53 —51 di = 5331 — 51 as
a/l —52 51 0 al 51 ay — 5231
S1 S1 a
Soit 7| S, j: (@)= S A a —F A7
53 53 as

donc a :7/\7

donc I'application antisymétrique est entierement déterminé par
connaissance de f appelé vecteur de I'application antisymétrique.
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique

Champ antisymétrique

Définition d’un torseur

Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Champ antisymétrique

Y — E

Soit U I'application de B 7(P)

définit un champ
antisymétrique

Définition

un champ est antisymetrique s'il existe une application f
a_:gtisymetrique telle que : Y(P, Q) € %2 Z(P) = Z(Q) + f(@)
a =f(3)= AT = z(P) :Z(Q)—i—?/\@ f est appelé

le vecteur du champ antisymétrique.

Pr. Amine TILIOUA Cours MS 1 2024/2025 37/162



Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique

Champ antisymétrique

Définition d’un torseur

Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Définition d’un torseur

Un torseur est par définition constitué d'un champ antisymétrique
(champ de moments) et d'un vecteur associé appelé résultante K.

Définition

On appelle torseur un ensemble de deux vecteurs ? et Z
satisfaisant les conditions suivantes :

(i) Le champ R est uniforme (méme champ en tout point)

(i) Le champ ] vérifie /7; = /7; 4 R AAB
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Définition d’un torseur

[ =171 =R, 4]

(i) R : Torseur

(i) A : Moment

[ta] = [Ta] = [ﬁmzA}
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Définition d’un torseur

Propriété
Les torseurs définissent un espace vectoriel

» [11] + [12] = {?1,]1} + [32,22} = [ﬁ1 + 32,21 +%2}
> Au] = ARy, A 4]
Eléments de réduction d’un torseurs

> [TA] = {ﬁA,zA]

ﬁ et Z A définissent les éléments de réduction de T,

jg = 2;\ = ﬁ N /@
» [t1] = [12] si seulement si {31,21} = [Tﬁz,%z] et ﬁl = ﬁg

21222
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Invariant d’un torseur

(a) Invariant vectoriel :
Par définition ﬁ est |'invariant vectoriel du torseur .

(b) Invariant scalaire : Soit T un torseur [ﬁ,]]

V(P,Q)e X e — {ﬁ,zp] TQ = [ﬁ,%o}

On calc uIe
R. —R(CAQ+RAQP) =R -AQ)+FR-(R AP
—_———
—R.R-QP=0
R. (P) = R 2(0) =1 "Invariant scalaire”

Par définition
Z(Q) = | est I'invariant scalaire du torseur T [?,%}
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Cas particulier 1=0

torseur nul.

11

torseur est un couple

+

(c) R#0 — R-A4(A)=0 — A(A)=T le torseur
est un glisseur t =1 [ﬁ, 61

(d) 1 # 0 le torseur n’est ni couple ni glisseur et ni torseur
nul.

Tout torseurs T {ﬁ,%;\} peut étre décomposé en la somme d'un

torseur couple et un_;corseur_)glisseur

T[ﬁ,%;\] = [?, 0} + [O,ZA}

g(A R) C(T,4)
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Axe centrale du torseur

Soit le torseur T [?,%A} I"invariant scalaire | = ? . %A

L’axe centrale du torseur A est définit par le fait que ﬁ et M,
sont _colinéaires : a € R* / A p=a-

x|

B=0 :>]A:_>o+ﬁ/\0—/>4_>:a-?
OrsidLb x/TAX = b = 7:|f§ﬁ§+xs>

Cette relation définit I’axe centrale du torseur

Pr. Amine TILIOUA Cours MS A 2024/2025 43/162



Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Exemple de vecteurs particuliers :

Support concourant

L'ensemble E = {?,,.75} g = [ﬁ, 8]
Support paralléle

La force é,-): F; - o

(a) La résultante

R=»FP=3r7=F.7 (F=3%F)
i=1 i=1 i=1

(b) o= (OMAF-T) = o=(3 F-OM)A T

=1
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Exemple de vecteurs particuliers :

Cas a distinguer
(i) F=0 — R =10 — Le torseur se déduit 3 un couple
(i) F =2 T 36 barycentres de m;(i =1---n)

.06=YF -OM = Mp=06AR
L’axe centrale du torseur se réduit d’un glisseur I'axe centrale
(% = aﬁ) qui passe par G et dont les vecteurs sont paralléles
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique

Champ antisymétrique

Définition d’un torseur

Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

On dit que le champ des moments est équiprojectif si seulement
si

— —>
Mp X /@ = Mg X /@
Propriété d’équiprojectivité

Réciproquement : Le champ équiprojectif est un champ du non
d'un torseur

Propriétés

Les champs équiprojectifs forment un espace vectoriel

» T1 + To est équiprojectif

> AT est equiprojectif
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Produit de deux torseurs

Soient T et T dgjx torseurs :
— R
T1 [51,71] =\ Z
1
%
—- R2
T2 [R2772} = 7
2
On appelle Comoment le produit de deux torseurs :

_>

Ty X To = 7 %:R_ix%—kf?_;x%
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Produit de deux torseurs

Soient :

> (B)
> 75(B)

A(A) + R A AB
5(A) + Ro A AB

On calcgle:
R — —
PB—Zl :Rlx%(B)JrszZ(B

R2 Z(B)JFR1 % ~
R, - (A, +R1/\ J+R1 (4) + + RoAAB) —
PB—PA+ Rl A R2 R2 A Rl):

R Z(A)+ R (R, 0 AB) + R, - (A) + R, - (R 1 AB)
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique
Champ antisymétrique
Définition d’un torseur
Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Produit de deux torseurs

— = = —
PB:PA+(R1'E-R2)+(R2'E~R1):
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Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
Les torseurs Applications et champ antisymétrique

Champ antisymétrique

Définition d’un torseur

Réduction d’un torseur
Propriété caractéristique du champ de moment d’un torseur

Produit de deux torseurs

Propriété

[t1] - [T2] = [12] - [14]
[t1] - [ [o] + B [w3]] = a - [t2] - [ta] + B - [11] - [73]

Remarque

[*=0 =% [ =0
T[ﬁ,%} — T2:T-T:% : % —2R -4 =0 =4

T=0
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteu a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

© Cinématique du solide
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteu a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Introduction

La cinématique étudie les mouvements c'est a dire les
déplacements au cours du temps, indépendamment des forces qui
en sont la cause.
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Cinématique du solide

Rappels mathématiques :

Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

da dx —
dr  dt !
X1 X2
al y1 a| y2
z1 2

dt /R -

Pr. Amine TILIOUA

Cours MS A

dy—> dz—
k

dt 7 T dt

dt \R  dt /R

: 2024/2025 53/162



Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Rappels mathématiques :

d\a d4d
7 — ==
dt /R dt /R
= = - -
d(ai A a3) :dal /\a_2>+?2/\@
dt /R dt /R dt /R
Produit mixte
a1 (33 N33) = (37,33, 33)
d(31,33, 23) dai o d3 o, d3
T/R - (F/Rv ar, ‘93) + (317 j/Rv 33) + (alv az, 7/R)
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Rappels mathématiques :

— —
SoitB(?,?,k) ﬁzx?—l—y?—l—zk
Soit B'(T, J, K) R =XT+YJ+ZR
dd  _d« o &y . dz p d7 4] | dK
dt )R dt /R dt/RJ dt /r dt ;g Y dt R dt /r
— —
93 _dX 5 dY 5 9z p 4T 4] dK
dt /rr dt /R dt /R dt /r t /R dt /R dt /R’
E —E siseu/ementsiﬂ—g—ﬁ—o
dt ) dt /R dt  dt  dt

= 7, 7, K sont fixes dans la base B’
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Champ d’un vecteur d’un solide :

Soient A et B € (S) d(A, B) = Cste Invariant
AB=Cste = AB=|

dt /R
2.A_B>@ -0 = /ﬁL@
dt /R dt
Or .
dAB  d(AO+OB)  dOB  dOA V8- VA
dt /R dt /R dt )R dt R /R /R
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Champ d’un vecteur d’un solide :

(A))=0 =— AB-V(B)—AB  V(A)=0

AB-V(B) - AB- V(A) =0

“Propriété d’équiprojectivité”

Le champ de vitesse est équiprojectif
gr tout_c):hamp équiprojectif est antisymétrique
V= Va+ Qg /R NA

6 s/R Vitesse instantanée de rotation de S/R
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Cas particuliers :

Mouvement de translation

On dit qu'un solide (S) a un mouvement de translation par
rapport a R, si les bipoints formés a partir de deux points
quelconques restent équipollent au cours du mouvement.

Le vecteur AB est invariant au cours de temps :

— AB = Cste —> dA S
dt /r
H
dOB  dOA - -
it s R V(B) g = V(A
dt /R dt /R 0 = V(B)r (A)/r
Or
N — N
V(B)jr=V(A)r+ QS/RA/@
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Cas particuliers :

Mouvement de translation

Ve =Va
— —
Gs/p=0
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Cas particuliers :

Rotation autour d’un axe fixe de R :

Hypotheése

On suppose que les deux points sur I'axe 52> ont une vitesse nulle
Ac(S) V(A) = V(0)+S AOA
=0
or OA = OH + HA = OHe} + HA®,
— V(A) = V(0)+T8s/g A(OHE, + HAZ,) (1)
=0
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Rotation autour d’un axe fixe de R :

za ds=R d0=HAd6
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Rotation autour d’un axe fixe de R :

Hypotheése

H
Or le point A décrit un cercle de rayon HA

— ds  ds de_> df =
V(A) = — e =H = HA— 2
(4) dt /R dt/R dt dt/R (2)
de —FAdw | Pa_d_iz

En comparant (1) et (2)
= - = =
= Qgp=0e (]07)

Les torseurs cinématique se réduit en un glisseur
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Mouvement hélicoidal :

dont I'axe Oz (\_/> #0)
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Mouvement hélicoidal :

OA = OH + HA = OH + HP

V(A) _dOA _ dOH +da% — V(H)r + V(P)
/R "4t /R dt JR dt /R /R /R
Or V(P)=V(0)+ AOP
——
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Mouvement hélicoidal :

Dans ce cas on dit que le trajectoire de A est hélicoidal.

-
0)(S/Ro)

-
V(H/Ro)

A Areste aune
distance fixe de (A)

@) P est animé d'un mouvement
P

de rotation autour de (A)

(A)
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Mouvement hélicoidal :

x(t) = Rcos(Qt + C)
OA=| y(t) = Rsin(Qt + C)
2(t) = 2t + 2, avec (OH = A(t)?)

Dans ce cas on dit que la trajectoire de A est hélicoidale
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Cas particuliers :

Mouvement arbitraire d’un solide :

— — — —
Soit Aet B € (5) VA/R = VB/R+ QS/R A BA
On suppose que le mouvement est quelconqlie> et on cherche le lieu
de points tel que V (H) soit colinéaire avec Q5/r

X

H=|y = eR*/AUsr=V(A)+ D AAH=V(H)
V4
0 XA 0 X — XA y:yA-F%A
= |0 =ya+|[0 Ny—ya = |x=xa-%
AQ ZaA Q zZ—2zp A2 = zp

Ce lieu est appelé axe centrale du torseur cinématique //Q?z
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Mouvement arbitraire d’un solide :

Cas particuliers : Soit H € (A) ~

QP
V(H) = V(A) + G A AH
— — =
V(H) = \s/p + AH A Qs/p
L= g .
» Si Q5,r = 0 = mouvement de translation H

= —
» Si {l5)r # 0 = mouvement de rotation autour de
I'axe (A)

: - = — P
» Si HS/R # 0 V(H)# 0 = mouvement est hélicoidale
et s’est instantané de rotation
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Angles d’Euler

Soit Ry(O, X0, Yo, Zo) en repére absolue et R (O, w, v, z,) en repére
lié au solide (S)

Ro(Oa Xos Yo, zo)
>¢/Zo Angle de précession
Ri1(0,u,v,z,)

R0, u,w, 7) F)/u Angle de nutation

R3(0, x,y,2) Lf”/ Angle de rotation propre

> 1 Angle de précession
» 0 Angle de nutation
B ¢ Angle de rotation propre
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Angles d’Euler

» 1 Angle de précession 2
» O Angle de nutation @ ‘\{ N
v

» ¢ Angle de rotation propre : )?
O >
Yo

P
W
)?o' 2 0 ;
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Angles d’Euler
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Angles d’Euler

U vecteur unitaire dans la direction 070 N7

N7
[Z0 A Z]|

Le vecteur de vitesse instantané de rotation

e

— — — — —
Qs/r, = Qry /Ry = LRy T LRyyR + LRJR

5>S/R0 = 357 +0U + 97
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Angles

Cinématique du solide

d’Euler

<y

Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide

Champ des accélérations d’un solide

Zg
>
Z w
0
0
>
v
>
u
= _ A=
QRQ/le()u

= . . :
Qg =¢Z +00 + \P?(]

Nv

Cours MS

f=3

v

|

Eh%

b d c
Qpyr,= ?
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Angles d’Euler

Soit A un point de (S) OA = OA((2), 8(t), (1))
_ dOA  dOAdy dOAdy  dOAde

Vg = _donay , dOilgp | @ONY
AR = gt m T dw dtjr T dp dt Ry T dO dtsm,

_wd@}\ +¢d5>4 . .dOA
dy /g, de /R, do /R

— — —
dOA _70/\—> dOA 7/\0—)4 dOA

—
dy g, dp /R, df /R,
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Angles d’Euler

VA/R0:¢70A5>4+¢7/\O—/>4+9-7/\5>4

—
=Qg/Rr,

- = -
VA/RO = QS/RO A OA

V(A) = V(0) + Gs/p, A OA
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Dérivé d’un vecteur lié a un solide

Ny

Soient A et B deux points de (S)

AB— - ce 4B 0B O ’
dU _ dAB _ dOB OA

a7 ~ dOA o y
dt r dt ) dt )R dt JR

<

= V(B)r - V(A)r
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Dérivé d’un vecteur lié a un solide

— — —
d - dj - dk = =
ar :Q/\7>deméme—j :Q/\?et— =QA
t /R t /R dt /R
— T
Q=pi+qj +rk
:>d§> b7 4] Lik & di+ d?Jrrd7
RO S0 L ed e
dt g P T Pat " Yar " "ar
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Dérivé d’un vecteur lié a un solide

— —
dQ dQ2 = - = - = =
— = — Q i Q j QAN k
B dt/R,er( ANP)+q(A j)+r(STA k)
— —
d€2 d€l —= — e
e dQ 3 . . p
dt g~ dr g PENPI ) HrK)
=
@ 48 3.3
dt /R dt /R~~~
=0
A _ad
dt /jr  dt R
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.. . . Angles d’Euler
Cinématique du solide AP ra R .
Dérivé d’un vecteur lié a un solide

Champ des accélérations d’un solide

Dérivé d’un vecteur lié a un solide

Réciproquement :
Si on considére

dd dd
= / 7:X7>—|—y7>—|—zz>

dt )R dt R
dd dd =
= == e A
dt /R dt/R’+ RIR
= vérifie si seulement si 6RI/R =ad 6,?//,? et o

sont colinéaires

Cours MS 2024/2025
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Dérivé d’un vecteur lié a un solide

Conséquences

(i) Si U est fixe par rapport Ry, il est également fixe par rapport
aR.

%
(ii) Si la direction de Q0 est fixe dans R, il est de méme par
rapport a R;.

(iii) Si I'axe instantané est fixe par rapport R, il est de méme par
rapport a R;.
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Champ des accélérations d’un solide

Soit Ry un rep(‘ie orthonormé_>
Soit V(M) = V(A) + I A AM

- - —= —
:?(M):dV(I\/I) :dV(A) +dQ Am+§>AdAM
dt /R dt /Ry, dt /R dt /R
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Champ des accélérations d’un solide |

Cas particuliers :

a) Mouvement de translation : 65/,? -0 — q- I
— I(M)=7F(A) = Le champ uniforme

b) Mouvement de rotation autour d’une axe fixe

-
F(M)= Q@ AAM - 12 AM

tangentielle radial

» L’accélération radiale f( ) #

Qlo

» L’accélération tangentielle (€

)
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Champ des accélérations d’un solide I
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Champ des accélérations d’un solide Il

ax(M) = ay(A) + iy + gz — ’x
= a,(M)=a,(A)-pz+ix—i’y = I
a;(M) = a,(A) — gx + py — i’z

deux cas possibles :
=
a/ p+q#0 = Q est colinéaire a 6
b/p+a=0 = p=g=0
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Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Champ des accélérations d’un solide |V

c) Mouvement hélicoidal

OA = OP + PA= OH + HA = OH + OP

— —
_ dOA dOM dOP —> -~
= V(A)= W/Ro = T/Ro + T/Ro = V(M)/Ro + V(P)
Or
— — -
V(M)/p, = V(H) g, - & et V(P)/p, = O /g, A OP

— — —
— V(A) g, = V(M) g, + AH A G s/m,

Pr. Amine TILIOUA Cours MS A. U.: 2024/2025 85/162



Angles d’Euler
Dérivé d’un vecteur lié a un solide
Champ des accélérations d’un solide

Cinématique du solide

Champ des accélérations d’un solide V

— —
VA, B € (S) = V(A)r, = V(B)g, + Os/r, A BA

o7 e
On cherche le lieu de point tel que Q et V sont colinéaires.

V colinéaire avec QS/RO — J\eR"

=V

— - —
—= O\ (A)/Ro S V(H)/Ro + QS/RO A HA

p X gz —ry
3(] /\Iﬁy:—f)zjﬁ'x
v z | py —Qgx
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Rappel :
Généralisation :
Mouvements inverses :

Composition de mouvement ; ) A
P Cas de rotation d’un solide :

Cinématique des solides en contact :

@ Composition de mouvement
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

On considére deux repéres Ry et Ry

Ry : repére fixe ou absolue

Ry : repére mobile (relatif par rapport R;)
a) Mouvement par rapport R; : Mouvement absolu
b) Mouvement par rapport R, : Mouvement relatif

Soit M un point mobile par rapport a
Ry et Ry M(x,y, z)

OM = 0,05 + OM

-
A

Or

— —
dVv dV = —
_— = — Q ANV
dt jr - dt gr, | R/R 2

1

R,(0,%,¥,Z,)
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

= dOlM d0102 dOz/\//
V(M) = = +
dt /R1 dt /R dt /R
— dOzM ——
= V(O2)/Rl+ it /R2+3R2/R1A02M
\—/> . dO> M 7 . dO> M
SRR " dt R
— — — — = —
— V(M): Va: V,-f- V(OZ/R1)+QR2/R1/\O2M
S - = — ——
- Va: Vr+ Ve avec Ve: V(Oz/R1)+ QRZ/Rl/\O2M
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Rappel :
Généralisation :
et Mouvements inverses :
Composition de mouvement ; ) .
Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Accélération :

V(M
2 =YM 3 7 2
dt /R
— —
dV (M) dv, = -
e — — . e =2Q Vr
El dt /R El dt /R EE Re/Ry

-  dx —> dy —> dz—
V,
T dt T dt
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

%
Sot T=X7+Y] +Zk

dd  dX— dY—> dZ— _d7 a7  _dk
= el D Ry S
dt ot T Ta T e T e T a
ddu du
= X @A)+ Y (AT +Z(TAK)

W/R1 dt/Rr,

—OAXT+Y T +ZK)

dd dd —
-— = Q AT
dt /R, dt /R, t R/
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

Généralisation :

On consideére n repéres Ry -+ R,
Soit R; un repere absolu et R; un repére mobile. /()_’
Si on introduit un repére intermédiaire Ry(Ok, Xk, Yk, Zk) !
— — =
V= Vit Vs
—
7z DZ
Récurrence : e
— —, =
vi=v24 V3
=4 o 3 i D3 s
Vi=Vi+Vi+vi=viy+ Vi :
Un _ N g
1= i
i=1

©)

n

Pr. Amine TILIOUA 2024/2025 92/162



Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

Généralisation :

Si on considére Q4 une vitesse instantanée de rotation du repére
Ri/R;

dd dd -
— === Qr/p AU
dt /Rr; dt /R; T tR/R,

%
Si on prend € lié au repere Ry

dd dd -
-2 =27 kAT
dt /R, dt /R, TR
de méme :
dd SAT

dt g
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

Généralisation :
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

Généralisation :

Cas des angles d'Euler : 63/0 = 6% + 6% - 6?
Composition de I'accélération du point M lié a R;/R;
VM) = V(M) + V(M)

— FE(M) = M) + FKM) + 20 AV

— 7= Z?’“HZ @i A Vi

i=1 j=1
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

Mouvements inverses :

On considére deux reperes Ry et R3
Onpassede Ry > Rh > R3 =Ry

— — = — —5 = —
Vi=Vi+ V=0 = Vi+V;=0
- - — -
— Vi=—V! ou V/=-V!

On a une formule analogique pour les accélérations angulaires

G2+ 0=10 = @2=-1d}
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

rotation d’un solide autour d’un axe fixe :

C’est le cas des angles d’Euler ” v
V = cos 376 —sin x_>0 % o
o = cos x_>n 4+ sin y_>0
7, m
4 & it

=cos0W —sin07Z 0 %, .
=sin L_J—{—cos ? 0 Y
©
2 Toe—— 30
X = cos 7+sin «©
7:—sin 7+cos o % 2

8 <

<!

X
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

Définition :

On considére deux solides (S1) et (S2) en mouvement par rapport
a un référentiel Ro(O, i, jo, ko) de maniére a ce que leurs
surfaces restent en contact ponctuel.

ko
Ro

(1)

(82)
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

Définition :

A chaque instant, on doit distinguer 3 points confondus dont les
vitesses et les accélérations sont différentes en général :

» le point matériel i (h € S51);

» le point matériel h (h € S2);

» le point géométrique / ( non lié ).
Au cours du temps, le point / est confondu avec les différents
points matériels de contact.
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

Vitesse de glissement :

Le glissement décrit un mouvement relatif entre deux solides en
contact.

Définition

On appelle vitesse de glissement de (S1) sur (Sz2), la vitesse de ()
par rapport a (Sz).

7g(51/52) = 7(/1 (S 51) — 7(/2 (S 52) (/1 € S1et Ry liéa 52)
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

Vitesse de glissement :

Autres expressions de cette vitesse
Nous considérons Ry absolu et Ry relatif et cherchons

V(h/R) = V. (h)+ Ve(h)

o V(h) = V(h/Re) = Ve(51/5)
Ve(h) = V(02/Ro) + G(Ra/Ro) A Oy = V(h/Ro) (1)
V(02/Ro) = 7V (h/Ro) + S (Ra/Ro) A h 05 2)
(1) et (2) =

Ve(h) =V (h/Ro)
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

Vitesse de glissement :

V(h/Ro) = V(h/R:) — V(k/Ro)

V(h/Re) = V(h/Ro) + V(L/Ro) = V¢(51/5)
De maniere plus générale (V le repere R) :

dhh
dt /

Ve(51/52) = R V(h/R) = V(k/R)
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

Vitesse de glissement :

C'est une vitesse indépendante du repére par rapport auquel (S1)
et (S2) sont en mouvement, et elle est contenue dans le plan
tangent (71) commun a (S1) et (S2).

ko
Ro
0 ry
Jo (Sl) T
— :
7
2 — L
A N,
(S2)
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Rappel :

Généralisation :

Mouvements inverses :

Cas de rotation d’un solide :
Cinématique des solides en contact :

Composition de mouvement

Démonstration :

La loi de composition des vitesses nous permet d’écrire :
— —
V(I/R) = V(I/Ry) + V(01/Ro) + G (Ri/Ro) A O1l
Ve()=V(i/Ro)

V(I/Ro) = V(I/R1) + V(h/Ro) (Ry relatif)

V(I/Ro) = V(I/R2) + V(h/Ro) (Ry relatif)

Or
Ve(51/5) = V(h/R)  T(b/R)=TU/R)  V(/R)
—_——— ———

Sy e
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

© Cinétique du solide




Notion de masse

T me d’'Huygens :

Variation de /p quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Notion de masse :

Un point matériel est un systéme matériel reproduit en un point

géométrique au quel on associe une masse invariante (masse inerte).
A tout systéme (S), on associe un scalaire > 0.
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Notion de masse :

Cas discret :
Soit (S) un systéme matériel constitue de n masse n;(M;).
La masse de (S) :

Pr. Amine TILIOU



Notion de masse

T me d’'Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Notion de masse :

Cas d’une ligne :
dm = pds p: densité lindique =— m(s) = /dm = /,ods
€

Cas d’une surface :

dm=pdc = m(S) ://pda
5

Cas d’un volume :

dm=pdv — m(S):///pdv
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Notion de masse :

Généralisation :
ds ligne

m(s) = [ pdw  p=p(m,t) avec dw| do  surface

dv volume
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Centre d’inertie :

C'est le point G défini par : m - (ﬁ = fmdm
Cas particulier :
Si (S) est constitué de n points matériels disjoints

(S) [mi, Mi]; S — _L"J S

(ﬁ:fmdngfmdm

3" m0g
Orm-0G = f OMdm — 0G — = G : Barycentre
S m

des points Gi affectés des masses mI
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Moments d’inertie :

Soit un solide (S) de centre de gravité G et une droite (A)
Le moment d'inertie de (S) par rapport A

la= / r2dm
(s)
ox = /(y2 +2%)dm
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Notion de masse

Théoréeme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Théoreme d’Huygens :

H
On choisit A tel que A//0O, Ag

s = /[(x —a)2+ (y — b)?|dm = I 5 + m(a® + b2 —2ax — 2by)dm
—_———

() 20 =0
=1/a; + m(a® +b%)dm

/xdm = /ydm = 0 (car G est centre d'inertie de (S))

(2)
l/a =1/a, +md? .
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Variation de Ipo quant a A passe par un point fixe :

Soit M € (S) et U = (a, 3,7) un vecteur unitaire de A
OM=0OH+HM = HM=OM - OH
Rk 2 — GWk? - OR2

la = /rzdw:/mzdm—/(mzdm

(s)

OH = OH x U (U vecteur unitaire de A)
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Variation de /o quant a A passe par un point fixe :

(T-P:OHzx?z:(OHx?)2
OH - T=0 T(af7) o+FP+s2=1
I/A:\l/-/mzdm—/((ﬁ-ﬁ)zdm

*

C)—>

L

N < X
o
sl
=
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Variation de /o quant a A passe par un point fixe :

—
s = (a? + 32 +72)/x2 +y? + 2%dm — /(aX+5Y+’YZ)2dm
—
s = a2 /(y2 +22)dm + 32 /(x2 +2%)dm ++2 /(x2 +y?)dm —
(S) (S) ()
A B C
203 / xydm —25y / yzdm —2ary / xzdm
(S) (S) (S)
_F -D —E

D, F, F : Produits d'inertie.
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Variation de /o quant a A passe par un point fixe :

[(y? +2%)dm  — [xydm — [ xzdm
N = — [xydm  [(x2+2%)dm  — [yzdm
— [ xzdm — [yzdm  [(x? 4+ y?)dm
I s’appelle la matrice d'inertie associé au solide (S)
A -F -E
I=|-F B -D
—-E -D C
!
I/A = (05577) [I} B
~y
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Notion de masse

Théoréeme d’'Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Variation de /o quant a A passe par un point fixe :

Remarque

On introduit une transformation linéarisé f = V.7 (W)
= la= W -V = U -.7(W) a cette application linéaire, on associe un
torseur d'inertie .# (du second ordre)
— [ OM2 OH2
= l)a = [ OM%dm — fOH dm — [ (ax + By + vz)dm

(S) (S)
= 1= fo_lvi'rdm— f()_l\ﬁ@oT/idm
(S)
10 0 x> xy xz
T tenseur unitaire [0 1 0| et Oﬁ@O—M: xy y? yz
0 01 xz yz 2z°
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :

Cinétique du solide Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

| est une matrice simplement diagonalisé
Soit A une valeur propre associé au vecteur
= det(A— \l) =0 — valeur propres A
a11 a2 413
Sin=3 A=|an a» axs

a31 d32 as3

ail— A an a13
P)\(A) = det(A — /\/) = ani a»n — A ans
as1 a3 a3z — A

— 3 valeurs propres qui peut étre confondues
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Notion de masse
Théoreme d’Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :

Cinétique du solide Principe fondamentale de la dynamique
Loi fondamentale de la mécanique classique :

— 1 cas : A1 75 Ao 75 )\3

S(ug) = (\ug) - up => g - up = upS(ug) = \uj - up
—— ()\1—)\2) 1—@:0
OrM#XN = 0 =0 = ujli
A1 0 0
— 3 axes principaux : A=]0 X O
0 0 A3
A=A
X =B | A=A, Ay = Bet \3 = C soient les moments
A3=C
principaux d'inertie par rapport Oy, Oy, O,

Cours MS 2024/2025 119/162
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

- 2ecas:)\1:)\27é)\3
C'est le cas de systeme de révolution.
Si on prend I'axe de z associé a Az

I
o O >
o x» o
N o o
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Cinétique du solide

Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

—3%cas: A1 =X = )3

C'est le cas de la symétrie | =

Remarque

o o >
o > o
> o o

Si on a un plan de symétrie [ yzdm =0

Pr. Amine TILIOU




Cinétique du solide

Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

— Cas d’une plaque plane :
Si Oz est I'axe principale d'inertie : 1,0, = |05 + 1,0y
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Barre homogeéne (1, m), soit M € (

37"
I/oy:/xdm /xgodx—gp/ x2dx = ¢ iy

m m I3 mI2

v=7 = oy=737 3

I/Ox:/ydm /y wdy—w/ydy—o

Barre (21, m) m(21)3  4ml?

oy =973 =73

Cours MS



Notion de masse
Théoreme d’Huygens :
Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique
. " Exemple de calcul pour un repére matériel :
Cinétique du solide P ) .
Principe fondamentale de la dynamique
Loi fondamentale de la mécanique classique :

Rappel : VI

— Cas d’un disque homogene :
L’axe Oz est axe principale d’inertie.

I/Oz: |/0x+|/0y |/0X :(sf) rodm
Or dm = pdS et p = 1>

R
lo.=p/ r22nrdr = 27p [ 3dr = 27TPRT4
0

R2
I/OZ:2W%:—"‘2
I/Oz:|/0x+|/0y:2|
I _I _I/OZ_mR2
/Ox = 1/0y = "2° = "4
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Rappel : VII

— Cas d’une Boule (Sphére homogeéne)

o, = 1oy =10 = V)0 lo = /(x2 +y? +2%)dm

loy = /(x2 + z%)dm lox = /(y2 + z%)dm l)0. = /(x2 +y?)dm

R
R5
l)o = /R2p47rr2dr r=A4rpeor p= o3
0
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /po quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Rappel : VIII

= 10 = mR? V = 47R3 dV = 3 x 47R?

I = /rdm = /rzpdV = /r2p3 x 4rrldr = 3 x 47rp/r4dr

R5

I:3><4><7r><p><? p:4:|;3
m R5 3 3
| 3><4><7r><4><7T><R3 5 — 5m
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Torseur cinétique :

C'est un torseur T défini par les quantités de mouvement V(M)
Il a pour éléments de réduction :

La résultante cinétique : 7 = [ V(M)dm
—
Le moment cinétique : @ = [ OM A V(M)dm

. A 0O 0 Af
=47=|0 A 0 psing | = A sin 6
0 0 C/) \¢sinf+¢ A(¢sin 6 + @)
— —
:>—0>de0 _dVO §73> %

dt r2 dt /R3
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Exemple de calcul pour un repére matériel :

On considére essieu constitué par une barre homogene 2/
2 roues < disques > r =a-m
(S) : AB Barre homogeéne AB = 2I,m
2 roues (r = a, m)
G étant le centre de masse de (S)
T = _E Translation + E rotation
~— ~—

cin ci

2E. = 2T = mV2(G)+ Q10
A 0) )
I=({0 A 0 Q=1|6
0 0 C @
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Exemple de calcul pour un repére matériel :

2E. = 2T = mV2(G)+ Q10

12 M .. Ma?2 2
= (2M + m)(=2 +§) + 2 + 2a 0%+ 2mil? + S5 g% 4 25

|2 2 M )
— (2M + m)(x% +¥2) + (mT +2ml? + 2%)@&2 A2y g2
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Exemple de calcul pour un repére matériel :

Le moment cinétique : _>a_>0 = _/>§>
5 = 3%+ (2M + m)OC A V(G)

— (2M + m)[—ayxt + asi] + (xy — 7x) 21+ (%2 +2mP2 +

mT¥)w71 + ’V’Taz(e + @)(cos Xt + siny7)
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /p quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Exemple de calcul pour un repére matériel :

On considére 3 barres identiques AC BD et CD et une masselotte
) . .

P de masse M /CD 2T = ~m/?0? + m/?6* + M7(P)
3 ———

E. masselotte

E. 3 Barres
R [cosf + x
OP — OH + HC + CP = Isinf

0
2T = 3ml?0% + M(5% + 2/ cos 0 x 0 + I?0)
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Concepts utilisés en dynamique :

Definition
la dynamique est I'étude du mouvement indépendant des causes
qui les provoquent

Repérage : On utilise un repére absolu pour repérer les points
d'un solide.
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Cinétique du solide

Concepts utilisés en dynamique : |

Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

— Invariance de |a masse : la masse est un scalaire au cours de

temps

— La mesure du temps chronometre

— Forces

— Forces concentrés : ? =>F

— Forces réparties :

— sur une ligne
— sur une surface
— sur un volume

Pr. Amine TILIOU
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Concepts utilisés en dynamique : I

— Forces intérieurs : ﬁ; + 51) = 6> (Principe de I'action et
de la réaction forces exerce par une partie d'un solide sur
I'autre partie)

— Forces extérieurs : Soit les forces exercées sur le systéme
(Poids, Réaction)

— Forces actives : sont les données du problemes
connues
— Forces de liaison : Forces de la réaction (inconnues)
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /p quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Concepts utilisés en dynamique :

ple

Le poids : ? force extérieur active

La réaction ? : force de liaison intérieur

La force exercée sur les pédales inérieurs
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /p quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Il existe un repére appelé repére absolue et un chronomeétre
(définissant le temps absolu) par rapport, nous avons I'énoncé
suivant [A] = [Fe]

~—~
Torseur dynamique Torseur des forces extérieurs

Remarque

[F]=0 — [A]=0 m@mo -0 — mV(G) = cste

(Mouvement rectiligne et uniforme par rapport une rotation)
[A]=0= % [P]=0 — mV(G) = cste
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /p quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Conséquences

Soit (S) un systéme matériel tel que S = S1 US> S—5,NS,
[Fe,] Forces exercées par S — (S1)

[Fe,] Forces exercées par S — (S2)
[Fe;] Torseur des forces exercées par (S) sur S;

[f2] Torseur des forces extérieur exercés par S; sur S;
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /p quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Conséquences

Pour

(S1) [A1] = [Fe1] + [f21]

(S2) [A1] = [Fe2] + [f12]
Pour

(S) [A] = [A1] + [A2]

[A] = [Fel] + [Fe2] + [f21] + [f12]
[Fe]

Or

[A] = [Fe] = [fa1] +[f12] =0

[f21] = — [f12] (Loi d’action et de réaction)
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Changement de repére : Tout repére animé d’'un mouvement

rectiligne et uniforme pour le méme rdle qu'un repére absolue :
3 2. Ba B = _ =
A = art+ Act Ae = az = ar

Donc tout repére animé d'un mouvement rectiligne uniforme est un
repére galiléen dans lequel on applique le P.F.D.

Réciproque : Tout repeére d lequel on peut appliquer le P.F.D. est

un repére en translation rectiligne et uniforme (repére galiléen)
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Notion de masse

Théoreme d’Huygens :

Variation de /5 quant a A passe par un point fixe
Torseur cinétique

Exemple de calcul pour un repére matériel :
Principe fondamentale de la dynamique

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Cinétique du solide

Loi fondamentale de la mécanique classique :

Méthode des mouvements relatifs : Soit un repére R en

mouvement quelconques par rapport au repere absolue :

aG=a+a+ta — a=a-a-a

= [A] = [As] — [Ac] = [Ad]

Forces d'inertie

[Ac] : Torseur des forces d'inertie d'entrainement
[Ac] : Torseur des forces d'inertie complémentaires

Pr. Amine TILIOUA Cours MS 2024/2025 140/162



Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie

Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoreme de I'énergie

Etude d'une équation différentielle de la forme (';3 = /(@)

@ Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie

Pr. Amine TILIOUA
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoreme de I'énergie

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d’une équation différentielle de la forme c';"' = f(a)

Puissance d’une force

%
Pour un point matériel P = F. V(M)
Pour le cas d’un systeme matériel :
On considere un élément de Masse dm, soit cet élément agit la
force F - dm, on définit la puissance P = [ V(M) - f dm

(5)

A= V(o) | #(0)
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Puissance d’une force
Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :
Champs de forces
Fonction de force en potentiel :
. . . PR Ve . Théoreme de I'énergie
Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d’une équation différentielle de la forme q = f(a)

Cas d’un solide :

3 i (7(0)65/,;, A OM)F dm =

©)
f?dm—i—Qfal\_/I)/\?dmOrﬁ f?dm
(5) ($) ©)

7(0) = (g)O—I\;I/\?dm — P=V(0) R+ O/, A OM
QR/RO Tre>

[Pl= = = [P = [t +[F]
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoreme de I'énergie

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d’une équation différentielle de la forme (';3 = f(a)

Cas d’un solide :

Travail et puissance :

P= [ 7(/\/1) . 7dm ? densité des forces

R
o oy = FI=H IR
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoreme de I'énergie

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d'une équation différentielle de la forme (';3 = /(@)

Cas de forces intérieurs a un systéeme :

Soit (5) S5=5US% SSNS =0
Le torseur des forces intérieurs a (S)
[Fil =0 [Fia] + [Fu] = [Fy] = O

La puissance intérieure est nulle.
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoreme de I'énergie

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d'une équation différentielle de la forme q = f(a)

Travail :

La puissance Z(t) évolue au cours du temps, le travail accompli

entre deux instants t; et ty est donnée par la relation < T = 2(t)
%]

Cas ou le systéeme est formé par un solide et ou un point
Dans le cas général le point M est repéré par les paramétres :
g i=1---n OM—OI\/I(q,,Izl,n):I\/I(q,-) i=1n

— —_—
_ dOM dOM « dai
= V(M) = ’_Z da; dt /Ro

dt /Ro

% n
Soit  V(M)= 3 9Mg, =%

i=1
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoreme de I'énergie

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d’une équation différentielle de la forme q = f(a)

Travail :

Exemple
Pendule double g=qa qg@=03 M=MpB)
= f V(M) Fdm= [ z MG Fdm= Y [ (9M°F dm)d;

(5) =1 =1(5)

Z Q,-q,- Avec Q; = Z aT,-?dm
i=1 =1 "

(Composition généralisée de force)
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Puissance d’une force
Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :
Champs de forces
Fonction de force en potentiel :
Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie 'é'heoren?e de’I energle . ) .2 .
tude d’une équation différentielle de la forme g f(a)

Travail :

Exemple cas d’'un solide :
Les parameétres de configuration :

q1 = XG

92 = YG
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoreme de I'énergie

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d’une équation différentielle de la forme (';3 = f(a)

Travail :

R

Le torseur de forces extérieurs [F| = —

Le torseur cinématique [F] = —
que [F] V(0)

p = 1) sinBsing + 0 cos ¢ X L

Q) = g =1sinfcosy — Osingp ﬁ: Y Zo: M
r=1cosf + ¢ 4 N
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Puissance d’une force
Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :
Champs de forces
Fonction de force en potentiel :
Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie 'é'heoren?e de’I energle . ) .2 .
tude d’une équation différentielle de la forme g f(a)

Travail :

P =[V] [F] = RV(0) + G5/p, #(0)
P=xX+4+yY+zZ+pL+qM~+rN

—

Q=X

Q=Y

Q=7

Qs = Lcosp — Msinyp

Q4 = Xsinfsinp + M cos  cos ¢ + N cos 6
Qs =N
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoreme de I'énergie

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d’une équation différentielle de la forme (';3 = f(a)

Champs de forces :

Par définitions, on dit qu'il y a un champ de force lorsque les
composantes généralisés ne dépendent pas que des g;

Qi = Qi(qr---qn)

Calcul du travail par un champ de forces pour t € [t1, to]

[%] ) n
T =[(CQg)dt= [ X Qi(q--qn)da;
t1 ﬁ/:l
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :

Théoreme de I'énergie

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d’une équation différentielle de la forme fll = f(a)

Fonction de force en potentiel :

n
On suppose que Y Q;dg; est une différentielle totale exacte
i=1

c'estédireEIUdU:ZQidq,-:>Q;Z% i=1---nQ:
.1 1

=

fonction généralisée de force et U est le potentiel

Remarque

Une condition nécessaire et suffisante pour avoir une fonction de

0Q; _ 9Q;
force et que g = Ba;
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoreme de I'énergie )
Etude d’une équation différentielle de la forme ¢~ = f(a)

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie

Fonction de force en potentiel :

Exemple

Cas d’un point matAlriel dans le plan

X _
On pose F = X = Fk
Y Xty
_ _ky
- X2+y2
_ k(xdy—ydx)
— dU == X2+y2

Changement de variable tan ) = ~
— dU = kd0 — U = kf + cste
=
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Théoreme de I'énergie .
: g Etude d’une équation différentielle de la forme g~ = f(a)

Fonction de force en potentiel :

Cas de la pesanteur
Soit T la densité massique de force 7 = (0,0,—g)

P = [ V(M)T dm = —mgz(G)
5)

V= —mgz(G)

Pr. Amine TILIOUA Cours MS 2024/2025 154/162



Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Théoréme de I'énergie S
: € Etude d’une équation différentielle de la forme ¢~ = f(a)

Fonction de force en potentiel :

Cas de forces Newtoniens :

?:k.;n.pm

Pr. Amine TILIOUA Cours MS 2024/2025 155/162



Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoréme de I'énergie

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d’une équation différentielle de la forme c';"' = f(a)

Fonction de force en potentiel :

Soit (S) un systéme formé de n points matériels

Fi1 : Forces extérieur a (S)

Fi> : Forces intérieur de (S)
L'équation de mouvement P.F.D.
md; = Fi; + Fpp (Pour chaque point matériel)
m @V, = (Fu+Fo)V, = FuV, + FoV, = P1 + P,
m;a;V, = P J%Pz
mVi%h = 35 =
gEc=P1+P>

dii2
dt 2
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoréme de I'énergie

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d’une équation différentielle de la forme (';3 = f(a)

Cas d’un solide :

= , .
[Fe] R Torseur des forces extérieurs
e| — m
e
3 Torseur cinématique

s

|
N
I
o)
=
<!
<
=
3

I

—

|
[«
3

I
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoréme de I'énergie

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d’une équation différentielle de la forme c';"' = f(a)

Cas d’un solide :

Cas particulier :

d
P=P;+Py 3JU telque P:—U
dt
dE. dU
Or P= at — dt E. =V + cste
intégrale 1 V = —E, = Ec+Ep=U=E,

Dans ce cas, on dit qu'un tel systéme est un systéme conservatif
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Puissance d’une force
Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :
Champs de forces
Fonction de force en potentiel :
. . . PR Ve . Théoreme de I'énergie
Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d’une équation différentielle de la forme g% = f(a)

Etude d’une équation différentielle de la forme ¢ = f(a) :

On dérive
¢° = f(a) = 24§ =F'(a)q
donc soit
=0 = q=cte
soit que
_ {18
2

Les valeurs d'équilibre de q sur les valeurs qui vérifiant f(q) = 0 et
f'(a) =0
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Puissance d’une force

Cas de forces intérieurs a un systéme :
Travail :

Champs de forces

Fonction de force en potentiel :
Théoreme de I'énergie

Travail et Puissance : Théoréme de I'énergie Etude d’une équation différentielle de la forme q2 = f(a)

Etude d’une équation différentielle de la forme ¢ = f(a) :

Un point matériel pesant
mzZ = —mg
— mMzZ = —mgz
mz2
—— = mgz + cte
— 72 = _2g7z + cte
22 = (2)

L'origine O est un point stationnaire f(0) =0 et f(0) =0
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Merci de votre attention

Y (5

Juelow] slgad eal o Lo -
UNIVERSTTE HOUY SMAL | it e i

Pr. Amine TILIOUA Cours MS A. U. : 2024/2025

162/162



	Géométrie vectorielle
	Les vecteurs :

	Les torseurs
	Rappels mathématiques sur le calcul vectoriel
	Applications et champ antisymétrique
	Champ antisymétrique
	Définition d'un torseur
	Réduction d'un torseur
	Propriété caractéristique du champ de moment d'un torseur

	Cinématique du solide
	Angles d'Euler
	Dérivé d'un vecteur lié à un solide 
	Champ des accélérations d'un solide

	Composition de mouvement
	Rappel:
	Généralisation:
	Mouvements inverses:
	Cas de rotation d'un solide:
	Cinématique des solides en contact:

	Cinétique du solide
	Notion de masse
	Théorème d'Huygens:
	Variation de I quant à  passe par un point fixe 
	Torseur cinétique
	Exemple de calcul pour un repère matériel:
	Principe fondamentale de la dynamique
	Loi fondamentale de la mécanique classique:

	Travail et Puissance: Théorème de l'énergie
	Puissance d'une force
	Cas de forces intérieurs à un système:
	Travail:
	Champs de forces
	Fonction de force en potentiel:
	Théorème de l'énergie
	Étude d'une équation différentielle de la forme 2=f(a)


