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Université Moulay Ismail ‘ Année Universitaire : 2018/2019

‘ F.S.T. Errachidia Module : Anglyse Fonctionnelle
: Département de Mathématiques Filiére : (LST) Math App 56

‘ Feuille d’exercices N°1 I

i

P

Exercice 1 Soit E et F' deuz espaces vectoriels normés.

1) Montrer que si E est complet et F un sous-espace vectoriel fermé de E alors 'espace
quotient (E/F,||.||g/r) est un espace de Banach.
2) Montrer que si T € L(E,F), alors Uapplication T . E/ker(T) — F définie par
T(z + ker(T)) = T(z) est-continue et || T|| = | T

3) Montrer que siT € L(E, F) de rang fini telle que ker (T') soit fermé alors T est continue.
: 1) Alas T est Gendimue

Exercice 2 Soit X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé et T : X — ) 4
une application linéaire continue. On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
|Tz|| > cllz|| pour tout z € X. Montrer que Vitmage T(X) est fermée dans Y, et que T
- réalise un isomorphisme entre X et T(X).

1=

__Exercice 3-1) Montrer qu’il existe un produit scalaire (.|.) sur l’espace e tel que ||z|lp, =

) uU}Z}&‘ﬂ/ /(@|z) pour tout z € €7 si et seulement sip = 2. : It
RS 9) Soit (Yn)nz1 une suite de £*. Montrer I'équivalence suivante : @ ecuing |

!
{7

A (4) yn > y € &
’ FT (#1) (yalz) = (ylz) pour lout x € 2 et ||yallz = Nlyll2. i

: i
ﬁ,_faﬁ(ﬁne 3) Soit (Tn)nz1 une suite de vecteurs orthogonauz de 2. Montrer que 3+ z, est convergente |
B si et seulement si 3 oo ||Zall3 < o0 f!
L Exercice 4 1) Soit H = C([0,27],R) un espace préhilbertien muni du produit scaloire ‘!|
= < .,.> défini par < f, g >= j;)% f(t)g(t)dt pour tous f,g € H. f
5 - 2) J}Ilontrer que { 7=, Jzcos(nx), zsin(nz) i n € N} forme un systéme orthonormé dans \‘
i uﬁ | 3) Déterminer ming ger f02"(c052(w) —« sin(2z) — B cos(2x))*dz et donner les valeurs de i;
h___ o et B ou le minimum est atteint. |
i 1_ ' ‘ Exercice 5/ Soit B : H x H — K une forme sesquiinéaire bornée i.e || B|| = sup{|B(z, )| : ]1
B = = = |- A R b .|
 TRl=hl= <o e gine e 1
"E" 1) Montrer qu’il existe A € L(H) tel que : v jaeme i Yo | |
B(o,y) = (slAy), pour fous v € H et 4]l = 1BI. |

2) Montrer que s'il existe ¢ > 0 tel que |B(z, )| > cllz||?, pour tout z € H, alors A est
inversible et ||A7Y| < ¢

Pr. Mohammed KACHAD
Faculté des Sciences et Techniques
Errachidia.
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Université Moulay Ismail ,,._I . K Année Universitaire : 2018/2019
F.S.T. Errachidia _— Module : Analyse Fonctionnelle
Département de Mathématiques Filiére : (LST) Math App S6

Feuille d’exercices N92 I

Exercice 1 Soient E un espace de Banach de dimension infinie et T € L(E).
1) Montrer que st lintérieur d'un sous-espace vectoriel F' de E est non vide, alors E = F.
-2) Montrer que E n'admet pas une base algébrique dénombrable {en,n € N*}.
¥ 3) Supposons que pour tout x € E il existe n € N tel que z € Ker(T™).
Montrer qu’il existe p € N, tel que TP = 0.

aﬁ@qf?xt ‘

Exercice 2 Soit (T,)nene une suite des nombres complezes, telle que la série > oo | TnYn SOIE |

convergente pour tout Yy = (Yn)nene € £F, (1 < p < 00). 1

1) Considérer pour n > 1 lapplication f, : €# — C définie par faly) = 2oicy Ty Caleuler
la norme de f, et en déduire que x € 9, ou % 4 (ll =1.

2) Trowver la limite limn_ o || f — full 0t f est définie sur £ par fl) =307 TaYn-

3) Prouver que (€7)* = £9.

Exercice 3 Posons E = C([0,1],C). On considére les deuz espaces normés X = (E, Illoo)s
Y = (BN, 0 [fllee = sup{f(t) /t € [0,1} et fll = J, |f()ldt. On désigne par
I;: X = Y.z — u Uapplication identité.

1) Montrer que 1y est bijective, continue. Quelle est sa norme ?

2) Montrer que j'd‘l n’est pas continue.

3) Conclure.

Exercice 4 Soit X etY deuz espaces de Banach et T € L(X,Y).
On suppose que T est surjective.
1) Montrer que T: E/ker(T) — F définie par T(z + ker(T)) = T(z) est une bijection.

2) En déduire une démonstration du théoréme de l'application ouverte.

Exercice 5 (1) Soient X, Y deuz espaces normés et T' € L(X,Y). Montrer I’équivalence

suivante :

(i) Le graphe de T est fermé dans X X Y.
(i1) Si (z,)nen une suite de X converge vers 0, et (Tzp)nen une suite convergente de Y, alors

lim, o0 Tz, = 0.

(2) Soient X = C'([0,1];C) et Y = C([0,1);C), munis de la norme uniforme |||l et
considérons Uapplication T : X — Y définie par T'f = f'.

(i) Montrer que le graphe de T' est fermé dans X XY.

(i) Montrer que T n'est pas continue.

(#i) Que peut-on conclure.

Pr. Mohammed KACHAD

- o D &
AR K Faculté des Sciences et Techniques
A g Errachidia.
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iversité : Année Universitaire : 2018/2019
Université Moulay Ismail Nodule ¢ Analyse i s
Filiére : (LST) Math App §6

F.S.T. Errachidia
Département de Mathématiques

l Feuille d’exercices N°3 '

espace fermé de H. _
¢ F € H* défini par f(z) =

Exercice 1 Soient H un espace de Hilbert et G un Sous-
il existe un seul prolongemen

Montrer que pour toute f € G,

f(Ps(z)) pour tout z € H, avec Fg la projection orthogonale.
Exercice 2 Soit F un espace vectoriel sur R et f, f1, - fo:E—-R des formes linéaires.
Jker(fi) € ker(f), alors il eziste Qi 2;. Lan, € R tels que

f= Z?:l i fi-
2) On suppose que E est normé et que fi, . fn, J € E*- Soient G = {z € E / fi(z) =0

Vi=1,..,n} et g € G* définie par g(z) = f(z) Vz € G. Montrer que si h € E* est le

prolongement de g alors il existe o, 0z, ..., 0 € R tels que h = f + ooy @ L

1) Montrer que si [)i

o fon €EET et oy, ., 0n € R fizés.

Exercice 3 Soit E un espace de Banach et soit fi, f2,
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
la boule unité dans I tel que : |fi(ze) — ai] <€, pour

(i) Pour tout € > 0, 1l existe Tc € B(0,1)
tout 1 <7< n.
o Bn €ER, on | S, Biail <] S Bifill-

(1) Pour tous By, .-
dimenision infinie et soient S = {z € X tel que

| < 1} sa boule unité fermée.
(X, X*) contient un sous-

Exercice 4 Soit X un espace normé de

||zl = 1} sa sphére unité et B = {z € X tel que ||z

1) Montrer que tout voisinage ouvert de 0 pour la topologie o
espace fermé de codimension finie. Conclure.

2) Montrer que 5 =B

Exercice 5 Soient X un espace normé de dimension infinie et A un sous-ensemble de X.

1) Montrer que A est borné si et seulement si V[ € X* Sup{|f(z)|, z € A} < o0.
2) Montrer que la topologie faible o(X, X*) est non-métrisable.
Exercice 6 Soit (z,), une suite de espance normé (X, I.I) et soit z € X. Montrer

I’équivalence suivante :
(2) zp — z.
4) La suite (||za]|)s est bornée et il eziste un sous-ensemble D C X* dense dans X* tel que
f(zn) = f(x) VfED.
Pr. Mohammed KACHAD

Faculté des Sciences et Techniques
Errachidia.
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