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Exercice 1 :
Soit P;(z) le polynéme qui interpole f(x) = 2° aux noeuds (0,0); (1,1) et (-1, 1)

1. Sans déterminer I’équation de P»(x), calculer E(z) = f(x) — P2(x), et déter-
miner en quels points de [0,1], E(z) est maximale

2. Calculer P,(z) par la méthode de Lagrange.
3. Calculer P,(z) par la méthode de Newton.
Exercice 2:
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——,0, -, 3 telle que:
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On se donne une fonction f de classe C*([—1, -]) aux noeuds 505

1 3 3
FO) =3 f(-5)=1 f(5)=-1 f()=-2et |[fP@)]<2 |fD) <3Vael-17]
1. Donner une estimation de f(z) en utilisant une interpolation de Newton aux

quatres points précédents.
2. Donner une estimation de f(z) et de I’erreur commise en utilisant une inter-
1
polation basée sur les trois points f(0); f(_i) et f(§)
1
3. On cherche a approcher : [ = / f(t)dt par la formule de quadrature:
-1

I =wof(—3) T f(O) +wf(l) 1)
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Chapitre (Intégration numérique)

(a) Donner le degré d’exactitude et ’erreur d’intégration de la formule (1).
(b) Donner la méthode composite associée a (1) et ’erreur d’intégration sur
un intervalle [a, b].

Exercice 3:
Soient a < b deux réels données et f: R — R telle que f € C3([a,b]). On cherche a
approcher f sur l’intervalle [a,b] par un polynéme p tel que

pla) = f(a) p(b) = f(b) et p'(a)=f'(a) (1)



1. Construire les polynémes A\, \2 et \3 de degré 2 définis par:

M) =N(a) =0, () =1
No(a) = Aa(D) =0, Mya) =1
As(b) = My(a) =0,  Ag(a) =1

Montrer que (A1, A2, A3) forme une base de P,.
Montrer que tout polynéome de Py vérifiant (1) est unique.

Exprimer ce polyndme dans la base (A, \2, \3).

vk Wb

Montrer que ’erreur d’interpolation de f s’écrit :

(z — a)*(x — b)

5 Ple) on a<é& < (2)

f(z) —p(x) =
6. Montrer que Vz € [a, ],

—————~ ou M;s=-sup ’f(g)‘ .
8]. [a’b]

Exercice 4:
On connait les valeurs d’une fonction f aux points x = —1, 0, 1 et 2.

f0)=0 f(=1)=3 f(1)=3 [f(2)=4

Déterminer le polyndome de degré 1 qui approche f au sens de moindres carré.

Exercice 5:
On connait les valeurs d’une fonction f aux points z =0, 1 et 2.

f0)=0 f1)=6 [f(2)=2

Déterminer la spline naturelle S(z) interpolant f.

Exercice 6: Meilleure approximation au sens de Tchebychev
Dans la majoration de I’erreur d’interpolation de Lagrange, il est intéressant de

chercher les points z; de telle sorte que : Ir[lax | |(x — x0)...(x — x,)| soit mini-
ze[—1,1

mal. Soient les polynoémes de Tchebychev définis par T'n(x) = cos(n arccos(x))pour
x€[-1,1] et n > 0.

1. Vérifier que Ty(z) = 1,T1(x) = 2, Ty1(z) = 22T, (z) — T—1(z) et en déduire que
T, est un polyndme de degré n de la forme T, (z) = 2" 12" + ...

2. Donner les racines et les extremum de T,,.
3. Soit q(x) = 2" 12" + ... et q(z) # Tn(x). Montrer que

T, .
L T ()] < e lq(z)]

Conclure



4. Etendre ce résultat a un intervalle [a, b].

5. Comparer la fonction f(x) = définie sur [—8, 8] avec :

1+ a2
e le polynéme d’interpolation obtenu a partir de n = 10, 20, .. points équidis-
tants.

e le polyndome d’interpolation obtenu a partir de n = 10,20,.. points de
Tchebychev.



