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Crrection de la série n°2

Exercicel: Calculer les intégrales suivantes:
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D’ou:
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Pour calculer

on utilise une intégration par partie: u' =

J3
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Pour calculer Jy (n # —1 I'égalité est traitée dans la premiere série) on utilise

une intégration par partie: u = In(z) et v’ = 2™ donc v’ = —,
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Exercice2: Calculer les primitives suivantes:
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sin xdx dx
(o) = | 22T gy = [
3(7) / cos3z —1"7 1(z) / sin® z cost x

solution: e Pour calculer K;(x) on décompose en éléments simples la

fraction rationnelle 7 pour avoir:
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Remarquons que (:1:—1— %)2 + % = % [% (:zf—i- %)2 + 1} et pour u = \/g(a:jL %)
( donc dx = %gdu) on obtient
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avec u = % (.21: + %) et cte est une constante réelle. D’ou:
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Ki(x) = gln\x—l\—éln(ﬂ—i—m—l—l)—\/?_arctan <\/;<x+§)> +r, kER

e On va calculer l'intégrale Ks(x) a l'aide du changement de variable
t?—1
t—z =22+ z + 1 de sorte que (t — z)* = 2 +x+1 et par suite x = T 1

et
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D’autre part,
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On en déduit que
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avec t = x + Va2 + x + 1, ainsi
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Il est a noter que dans le calcul, par des changements de variables,
d’une intégrale sans bornes c’est-a-dire une primitive K(z) il faut
toujours donner le résultat final en fonction de votre variable de
départ z.

Ky(z) = In| |+k,keR

e Calculons

cosdx —1

sin zdx
K = [ st

Si on pose t = cos(x) alors



sin xdx d(cosx) dt
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sachant que t = cos(x) il en découle que

Donc

Ks(z) = %ln (1-— cos(a:))—é In (cos(z)? + cos(z) + 1)—? arctan <\/§ (cos(x) + 5)) +r,

avec Kk € R.

Plus généralement pour calculer une primitive d’une fraction rationnelle
en sin et cos,

K(x) = /F(sin(x),cos(x)) dx

le plus souvent, le changement de variable ¢ = tan(5) donne la solution ( cela
ne veut pas dire que c’est le seul dont on dispose, comme on va le voir dans
le calcul de K4(x) et Ly ci-dessous).

Posons ¢ = tan(5) donc

T 1 x 1
£241=tan?(2)+1= —— = cos?(2) = ——
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Or cos*(%) = % donc
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= cos(x) =
2 241 1+

Par ailleurs
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t
2 +1

sin(x) = QSin(g) cos(g) = 2COS(§) tan(g) cos(g) = 2(3082(%) tan(g) =2



2t ¢ tan(z) sin(x) 2t
et tan(z) = = :
t2+1 cos(x) 1 —¢?

Par suite sin(z) = Comme t = tan(3)

2dt
donc x = 2arctan(t) et par dérivations, de = PO Par exemple, calculons
d
F(z) = /ﬁ(i)s(x) Si on posons ¢ = tan(5) alors
1 2dt
F(z) = / 5 X
5_ 3 1—-1 1+1¢2
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=3 arctan(u) + k, Kk € R
1 x
=35 arctan (2 tan(§)> +r,k€R

e Pour déterminer Ky(x) = / —5———— dx, le changement de variable
sin” x cost z

t = tan(5) donne la solution mais les calculs seront plus long que le suivant:
0 = tan(zx), pour lequel on a:

df
x = arctan(f) = dxr = o
cos?(x) = ! = = sin?(z) = 1 — cos® = o
tan?(z) +1 1+ 62 1462



de maniere a ce que
do
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1 1
= —5+29+§93+/€,/€€R

1 1
= ~tan(@) + 2tan(z) + 3 tan’(z) + k, k €R
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Exercice3. Intégrales de Wallis: Soit [, = / sin” (z)dx sin € N.
0
(i) Montrer que (1,,),, est positive décroissante.

(ii) Montrer que I,,15 = Z—i;[n et expliciter I,,.

jus

2
Solution; (i) Pour tout n € N, I,, = / sin” (z) dx > 0 car; sin"(z) > 0,
0
vz € [0,Z]. De plus 1 > sin(z) > 0 donc sin”(z) > sin""'(z) etpar suite

2
n- |
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=
(ii) Pour tout n > 0,

[VE]

sin” (z) dx > /2 sin"™ (z) dw = I,41.
0

%
Lo = / sin"?(x)dx
0
%
= / sin” () sin? () dx
0
— /2 sin"(z) (1 — cos?(z)) dx
0

= I,— /02 cos(x) cos(z) sin™(x) (0.1)



Intégrons par partie (0.1) avec u = cos(z) et v' = cos(z)sin™ on aura donc:
—L_sin"*(z) et

u'=—sin(z) , v= 5
I = I,— [cos(z) sin" " (z)] R /2 sin"*?(z)dx
n+2 n 0 n+ 1 .
1
= I,———I, 0.2
n4+1 " (0.2)

De (0.2) découle que I,,1o = Z—i;]n

Application numérique;
x Pour n = 2p pair, en calculant I, I et I on remarque que:

2p—1)x(2p—3) x..x5hx3x1
Igp: IO
2px2(p—1)x...x4x2

qu’on va montrer par induction;
0+1 1 s .
Iy = =Iy. Supposons alors la propriété vraie pour p

I =1 =
2T T 042 2
montrons la pour p + 1.

W+ 1 oAp+1) — 1
P+ (p+1) % I,

I = I == "I =
2(p+1) 2p+2 2p+2 2p 2(p+ 1)

et par hypothese de récurrence, Iy(,11) vérifie la formule désirée.
* De méme pour les entiers impairs on a :

2px2(p—1) x .. x4 x2
IQp—l—l: —
2p+1)(2p—1) x ... x5 x3x1

Exercice4: Calculer les intégrales suivantes:
Ler — 1
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4—dﬂf on a.
COoS*x + s~ x

Solution: e Pour calcuker L, = / ’
0

sin(2z) = 2sin(x) cos(z) = 2 cos(z) tan(z) cos(z) = 2 cos?(z) tan(x)

i2cos(z) t
donc Ly = /4 cos”(z) tan(z) dx. Posons 6 = tan(z). Alors
0
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dt
e Par le changement de variable ¢t = ¢ ( dt = e*dx = dx = 7) et la

décomposition en éléments simples on aura:
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L o [told
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¢ /-1 2
= dt
[
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e En remarquant que ch(x) + sh(z) = € il s’en suit que pour t = e”:
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