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Chapitre 1

Théorie des ensembles, applications et rela-
tions binaires

I. Théorie des ensembles - notions de base

I.1. Introduction

En se basant sur la connaissance intuitive que nous avons, on peut dire qu'un en-
semble est une collection d’objets distincts appelés éléments, avec la propriété suivante :
pour un objet donné, l'assertion que cet objet appartient a la collection est soit vraie, soit
fausse.

Soit E un ensemble et  un objet. Si z est un élément de ’ensemble F, on écrit = € F.
Sinon, on écrit = ¢ E.
On peut définir un ensemble de deux manieres :

e en extension : on donne la liste explicite de tous les éléments.
Exemple : 'ensemble A = {1,2,3,4} est défini en extension.

e en compréhension : on donne une propriété commune vérifiée par les éléments de
I’ensemble.
Exemple : 'ensemble B={n € Z / —1 <n <6} est défini en compréhension.

Exercice 1. 1. Soit F = {0,1,2,...,20}.
Exprimer en extension les ensembles suivants :
A={ne€ FE [/ nest premier}, B={n € F / nest un multiple de5} et
C = {n € E / ndivise 20}.

2. Exprimer en compréhension les ensembles suivants :

A={-3,-2,-1,0,1,2,3}, 3Z, Q et C.
Vocabulaires :

1. Il existe un ensemble qui ne contient aucun élément, c’est ’ensemble vide et est
noté 0.

2. Un singleton est un ensemble qui contient un seul élément.

3. Une paire est un ensemble qui contient exactement deux éléments.
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I.2. Inclusion et ensemble des parties

Définition 1.1. (Inclusion) Soient A et B deux ensembles.

On dit que A est inclus dans B et on écrit A C B ou A C B si tout élément de A
est aussi un élément de B. On dit aussi que A est une partie de B ou encore A est un
sous-ensemble de B.

Notations. 1. Si A C Bet A # B, on écrit A C B et on dit que A est strictement
inclus dans B.
2. Si A n’est pas inclus dans B, on écrit A ¢ B.
Par définition, on a :
(ACB) <= Vo, € A=z € B)
(AZ B) <= (Jz,x € Aetx ¢ B).
Remarque 1.1. Pour tout ensemble E, on a : ) C E.
Exemple 1.1. Ona N CZ Cc Q C R C C, mais C ¢ R (du fait que i € C mais i ¢ R).

Définition 1.2. (Egalité de deux ensembles) On dit que deux ensembles A et B sont
égaux et on note A = B, s’ils sont constitués des mémes éléments.

Autrement dit,
(A=B) <= (Vo,z € A<=z € B).

Exercice 2. Prouver que :
1. {zeR /2> -3z —4=0}={-14}.
2. {freR /22 -20+1<0} =0.

3. Le domaine de définition de la fonction f : R — R, z — L est R\ {1}.

Proposition 1.1. Soient A, B et C' des ensembles. On a :
1. ACA;

2. siAC BetBCAalors A= B;
3. siACBetBCC alors AcCC.

Démonstration. A faire a titre d’exercice. O

Remarque 1.2. Soient E et F' deux ensembles.

Pour prouver que E C F', on considere généralement un élément quelconque = de F et on
essaie de prouver que x € F.

Pour montrer £ = F', on procedera souvent par double inclusion : on prouve séparément
ECFet FCE.

Notation. L’ensemble des parties d'un ensemble F, c’est-a-dire ’ensemble de tous les
sous-ensembles de E, est noté P(FE).

Alinsi,
AeP(E)<= ACE.
Exercice 3. 1. Déterminer I’ensemble des parties des ensembles suivants : A = {a},
B = {a,b} et C = {a,b,c}.

2. Déterminer P(P(A)) et P(P(P(0))).
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I.3. Opérations sur les ensembles

Définition 1.3. Soient A et B deux ensembles. On définit les opérations suivantes :

e Union : 'union de A et B, notée AU B, est I’ensemble des éléments qui appar-
tiennent a A ou a B, c-a-d

AUB={x|x € Aoux € B}.

Formellement,
r€ AUB <= (x€ Aoux € B).

FIGURE 1.1 — L’union AU B

o Intersection : 'intersection de A et B, notée A N B, est ’ensemble des éléments
qui appartiennent a la fois a A et a B, c-a-d

ANB={z|xz € Aetx € B}.

Formellement,
r€ANB <= (x € Aetz € B).

FIGURE 1.2 — L’intersection AN B

Les ensembles A et B sont dits disjoints si AN B = ().

» Différence : la différence de A et B (dans cet ordre), notée A\ B, est I'ensemble
des éléments de A qui n’appartiennent pas a B, c-a-d

A\B={zx|z € Aet x ¢ B}.
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Formellement,
r€A\B<= (x € Aetx ¢ B).

FIGURE 1.3 — La différence A\ B

o Différence symétrique : la différence symétrique de A et B, noté AAB, est
I’ensemble des éléments qui appartient & AU B et qui ne sont pas dans AN B, c-a-d

AAB =(AUB)\ (BN A).

FIGURE 1.4 — La différence symétrique AAB

o Complémentaire : si A est une partie de B, le complémentaire de A dans B,
noté CpA, est 'ensemble des éléments de B qui n’appartiennent pas a A, c-a-d

CbA={reB|x¢A}
Formellement,
rclpA<=r¢€ Betax g A

Si aucune confusion n’est a craindre, le complémentaire de A dans B se note aussi
A€ ou encore A.
Remarquons au passage que (pA = B\ A.
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AC

FIGURE 1.5 — Le complémentaire C5A

Exercice 4. 1. Considérons les ensembles F = {1,2,3,4,5,6,7,8}, A = {1,2,3,4} et
B={12567}.
Déterminer les ensembles AN B, AUB, A\ B, B\ A, AAB et CpA.

2. On pose [ =] — 00,2] et J =] — 3, + o0].
Déterminer les ensembles I N.J, TUJ, I\ J, J\ I, IAJ et Cgl.

3. Déterminer les ensembles A et B sachant que AU B = {1,2,3,4,5,6,7,89}, AN B =
{4,5,6,9) et A\ B = {7.8).

4. Soient A = {1,2,3,4} et B = {3,4,5,6}. Déterminer I'’ensemble X tel que AAX = B.

Union et intersection d’un nombre quelconque d’ensembles : Les notions d’union
et d’intersection se généralisent a un nombre quelconque d’ensembles. Soit I un ensemble
quelconque et pour tout ¢ € I, A; est un ensemble (on parle de famille d’ensembles, notée
(A;)ier, indexée par I). L'union (resp. 'intersection) des ensembles A;, pour tout i € I,
est 'ensemble, noté U A;, des éléments qui appartiennent a au moins I'un des ensembles

iel
A; (resp. 'ensemble, noté ﬂ A;, des éléments qui appartiennent a tous les ensembles A;),
iel

c-a~d

UAi={z/Jicel,xe Ay} et (A={z/VielxecA}

iel iel
Formellement,

rel|JAi<=3Tiel,xeA et ze(A<=VielzecA,.

iel iel

En particulier, lorsque I = {1,2,... n} alors,

LJ /L':: LJ /h ::/41LJ142LJ... Lqun et (w /L':: (1 /h ::/41(7z42fﬁ... F]/4n.

i€l i=1 iel i=1
4 4
Exemples 1.1.  « [ J]—n,n] =] —44]et (] —nn] =] - 11].
n=1 n=1

« U{n}=Net {n}=0.

neN neN
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Vocabulaire : les ensembles d’une famille de parties (A;);e; d'un ensemble E sont
dits deux a deux disjointes si deux ensembles quelconques et distincts de cette famille
sont disjoints.

Autrement dit,

VZ,jGI,Z#j:>A1ﬂAj:®

Par exemple, la famille ({2}),ez est une famille de parties de Z deux a deux disjointes.

Les propriétés des opérations sur les ensembles sont données par les propositions sui-
vantes dont la preuve de chacune d’elles est laissée a titre d’exercice.

Proposition 1.2. Soient A, B et C' des parties d’un ensemble E.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1) AUB=BUA e ANB=BNA;
2) (AUB)UC =AU (BUC) e (ANB)NC=AN(BNC);
3) AUD=A et ANE=A;
)

4) AnN(BUC)=(ANB)UANC) e AU(BNC)=(AUB)N(AUC). Plus
généralement, si (B;);er est une famille de parties de E, alors

An(UB)=UMANB) e AU((B)=[)AUB,).

el el il el

Proposition 1.3. Soient A, B, C et D des parties d’un ensemble E.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. AUA=ANA=A;
2. ANBCACAUB;
3. st AcCetBCDalors A UBCCUD eteANBCCND.

Proposition 1.4. Soient A et B deux parties d’un ensemble E.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1 (A=A - =F, E =0, AUA=F et ANA°=0);
2. AC B<= B¢ C A¢;
3. (Lois de De Morgan)
(AUB) =A°NB° et (ANDB) = A°UDB°".

Plus généralement, si (A;)icr est une famille de parties de E, alors

(UA) =47 et ([NA) = A

el i€l el i€l

Proposition 1.5. Soient A, B et C' des parties d’un ensemble E.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :
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1. (a) A\B=AnNDB*;
(b)) ANA=0 et A\ND=A;
(¢c) A\B=0<+<= ACB

2. (a) AAB = BAA, ANBAC) = (AAB)AC, AAN) = A et ANA=10);
(b) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

Remarque 1.3. En générale, on a (A\ B)\ C # A\ (B\ C). Par exemple, (N\Z)\R =10
et N\ (Z\R) =N,

Exercice 5. Soient A, B, C' et D des parties d'un ensemble E. Montrer que :
l.siANBCANCet AUBC AUC alors B C C.
2.SiANB=ANCet B\A=C\ Aalors B=C.

3. (A\B)Nn(C\D)=(AnB)\(BUD,).
4. si AAB = AAC alors B = C.

5. (AAB) = A°’AB = AAB°.

6. si AAB =0 alors A = B.

1.4. Produit cartésien

Définition 1.4. Le produit cartésien de deux ensembles E et F' (dans cet ordre) est
I’ensemble, noté E x F, défini par :

ExF={(zy)/xecEetyeF}.
Un élément (z,y) de E x F s’appelle un couple.

On a donc,
(xy) e ExXxF<=x€FEetyc€F,

ou encore,
2€EEXF<= (3zxeE)(yeF): z=(vy).

Exemple 1.2. Soient £ = {1,2} et ' ={3,4,5}. On a :
o ' x FF=1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5) }.
o 'x E=1{(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(5,1),(5,2) }.

Remarquons au passage que ' X F' # F x E en générale. Ceci découle du fait que
(a,b) = (¢,d) <= a=cetb=d.

Remarques 1.1. 1. Soit n € N* et I = {1,2,...,n}, le produit cartésien de n en-
sembles Ay, As,..., A, est:

T4 =14 =4 ><A2><---xAn:{(xl,xg,...,xn)\xieAipourlgign}.

il i=1
Si Ay =Ay=---=A, = A, alors le produit cartésien A; x Ay X --- X A, sera noté
A" c-a-d

A" =AXx Ax---x A.

n fois
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2. M A=0< (Je{l2,...n}) 4 =0.

3. Si pour tout ¢ € {1,2,...,n} on a A; C By, alors [T\, A; C IT\~, B;.

Vocabulaires : Un élément (xq,zs,...,x,) de I, A; est appelé un n-uplet. Ainsi, un
couple est un 2-uplet, un triplet est un 3-uplet, un quadruplet est un 4-uplet et ainsi de
suite.

Proposition 1.6. Soient A, B et C' des ensembles.

1. Ax (BNC)=(AxB)N(AxC)etAx (BUC)=(AxB)U(AxC(C).

2. Ax (BxC)=(AxB)x(C=AxBxC.
Démonstration. A faire & titre d’exercice. ]
Exercice 6. Soient A, B, C' et D des parties d’un ensemble E. Montrer que :

1. (AxB)U(C x D)#(AUC) x (BUD) (en général).

2. (A\B)xC=(AxC)\ (Bx().

3. AxB=(Ax E)U(E x B).

4. Ax B=(AxB)U(Ax B)U(A X B).

I.5. Recouvrement et partition

Définition 1.5. (Recouvrement d’un ensemble) Un recouvrement d’un ensemble

E est une famille d’ensembles (A;);c; telle que E C U A;.
el

Remarque 1.4. Siles ensembles A;, 1 € I, sont des parties de E alors I'inclusion £ C U A,
el
est en fait une égalité.

Exemples 1.2. 1. La famille d’ensembles (1, ),en, ot I, =|—n,n[, est un recouvrement
de N. En effet, pour tout k € N, k € I =] — k — 1,k + 1[C U I;.
iEN

2. Clairement N = {J,,cn{n}, donc la famille ({n}),en est un recouvrement de N.

Définition 1.6. (Partition d’un ensemble) Soit £ un ensemble non vide. On dit
qu'une famille d’ensembles (A;);c; est une partition de E si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. pour tout i € I, A; C E';

2. pour tout i € I, A; #0;

3. pourtousi #jel, AiNA =0;
4. E=JA.

i€l
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Remarque 1.5. Une partition d’un ensemble E est un recouvrement de E par une famille
de parties non vides de F qui sont deux a deux disjointes.

Exemples 1.3. 1. Les ensembles A = {1,2} et B = {3,4,5,6} forment une partition
de 'ensemble E = {1,2,3,4,5,6}.

2. Les intervalles | — oo, — 1], | — 1,2] et ]2, + oo[ forment une partition de R.
3. Les ensembles R, et R_ ne forment pas une partition de R.

Exercice 7. Soient A et B deux parties non vides d'un ensemble £. On suppose que :
ANB #0, AUB # E, A¢ Bet B¢ A. On considere les ensembles A; = AN B,
AQZAQE, AgZZﬂB et A4:AUB

Montrer que la famille (A;)1<;<4 est une partition de 'ensemble E.

II. Applications

II.1. Définitions et exemples

Définition 1.7. Soient E et F' deux ensembles. On appelle correspondance (ou rela-
tion) de E vers F tout triplet f = (F, F,G) ou G est une partie de F x F.

Vocabulaires :

1. L’ensemble E (resp. F') est appelé I'ensemble de départ ou source (resp. ’ensemble
d’arrivée ou but) de f.

2. L’ensemble G est appelé le graphe de f.

3. Si (z,y) est un élément du graphe G, y sera appelé une image de x par f et z un
antécédent de y.

Exemple 1.3. Soit f = (R, R, G), avec
G:{(x,y)eRxR|y2:x}
e Ona (0,0) € G (0 admet une seule image).

o Siz e RY alors (z,y/x) et (z, — /) appartiennent au graphe G (z € R* admet
deux images distinctes).

o Siz € R* alors x n’a aucune image (car, pour tout y € R, y* # z, puisque y* > 0
et z < 0).

Définition 1.8. Une correspondance f = (E, F, G) est dite fonction de F vers F' si tout
élément de E admet au plus une image par f dans F.

En termes de graphe : pour z € E, il peut arriver qu’il n’y ait aucun élément y de
F tel que (z,y) € G; mais si y et ¥ sont deux éléments de F' tels que (z,y) € G et
(z,y') € G, alors y = ¢/'.

Vocabulaires et notations : Soit f = (F, F, G) une fonction de E vers F.
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1. Si un élément =z de E admet une image y dans F', alors I’élément y est unique et
sera noté y = f(x). Dans ce cas x est un antécédent de y par f.

2. La fonction f = (E, F,G) sera notée :

fE— F

f:E—F, x~ f(x) ou o f(z)

Le graphe G de la fonction f est donné par :
G={(r,y) € Ex F|y=f(a)}

Remarque 1.6. Le domaine de définition d'une fonction f : £ — F, z — f(z), noté Dy
ou tout simplement D, est défini par :

Dy={z € E|3yeF f(z) =y}
Exemples 1.4. 1)

1.
f
f est une correspondance mais elle n’est pas une fonction, car 1 admet deux images
distinctes par f. Son graphe est :
G ={(1,a);(1,b);(2,0)}
2.
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g est une fonction de E vers F. Son graphe est G = {(1,a);(2,b)} et son domaine
de définition est :

D, ={1,2}

h est une fonction de E vers F. Son graphe est G = {(1,a);(2,a);(3,d)} et son
domaine de définition est :
D, ={1,2,3} = E.

2) La correspondance f: R — R, x — /& est une fonction de R vers R.
o Tout élément x € R* n’admet pas d’image.

o Chaque élément x € R, admet une seule image. Le domaine de définition de f est
Df - R+.

Définition 1.9. Une fonction f de E vers F est dite une application si chaque élément
de 'ensemble de départ F admet exactement une image dans F' par f.

En termes de graphe : si G est le graphe de la fonction f, alors f est une application,
si et seulement si :

(Vee EY3lye F) : (z,y) € G.

Ce qui se traduit par :
V(z,y), (@ y) €CG (z=2a") = (y=y) (o)

Remarques 1.2. 1. Le domaine de définition d’une application est égal a son ensemble
de départ.

2. Le graphe d’une application f de E vers F' est I’ensemble :
G =A{(z, f(z)) |z € E}.

3. D’apres («),

(f est une application) = (‘v’(x,x’) €E* r=1= f(z)= f(x’)).
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Attention : L’implication réciproque n’est pas toujours vraie. En effet, si on considere
I'application f: R — R,z + 2% on a: f(1) = f(—1) mais 1 # —1.

Notation. On note F(E, F) ou encore F¥ 'ensemble des applications de F vers F.

Exemples 1.5. 1. La fonction h de 'exemple 1) 3 de la page 12 est une application
de E vers F.

2. La fonction f: R — R,z — 2?4+ 1 est une application (car D; = R).
3. La fonction g : R — R,z +— \/z n’est pas une application (car D, = R™ # R).

4. La fonction T": N — N,n — n — 1 n’est pas une application, car 0 n’admet pas
d’image dans N par f.

Exemples importants d’applications

1. Une application f: E — F' est dite constante s’il existe un a € F' tel que
Va € E, f(x) = a. Autrement dit, une application f : E — F' est constante si

V(z,2') € E?,  f(x) = f(2).
Par exemple, les applications :

fiiR—R fo:N—R  fs: P(E)—P(E)
x—0 n——1 A +—— (0 (F est un ensemble)

sont des applications constantes. En revanche, 'application f : R - R, oz — z + 1
n’est pas constante, car f(0) =1# 2= f(1).

2. L’application idg : E — E, x — z est appelée 'application identique (ou I'identité)
de E. On la note aussi id ou encore Idg. On a donc

(Vz € E) idg(z) = .

3. Soit A une partie de E. L’application

Xa:E—{0,1}

1, siz €A,
r —r _
0, sizé¢Alie,xeA),

est appelée I'application caractéristique (ou indicatrice) de A.

Définition 1.10. Deux applications f : F — F et g : B/ — F’ sont dites égales ou
identiques et on écrit f =g,si E=FE', F =F' etVx € E, f(z) = g(z).

Remarques 1.3. 1. Si E = FE' et F = F', alors f # g si et seulement s’il existe z € F,
tel que f(z) # g(x).

2. L’égalité f = g a lieu dans F(F, F) alors que I'égalité f(z) = g(x) a lieu dans F.
Ne pas confondre les deux : f = ¢ entraine f(x) = g(z), par contre f(z) = g(z)
doit étre vrai pour tout x € E pour qu’on puisse en déduire f = g.
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Exemples 1.6. 1. Les applications : f : R - R,z + cosz et g : R — [-1,1], 2 —
cos = sont différentes (f # g), car elles n'ont pas le méme ensemble d’arrivée.

2. Les applications : f : [1,+ oo[— R,z — /x et g : RT — R, x — /x sont différentes
(f # g), car elles n’ont pas le méme ensemble de départ.

3. Les applications : f: R — R,z +— |z| et g : R — R,z — z sont différentes (f # g),
car f(=1) £ g(—1).

4. Les applications : f: R — Rtz — VaZet g: R — R", z — |z| sont égales (f = g),
car elles ont le méme ensemble de départ, le méme ensemble d’arrivée et pour tout

r€R, ona f(z) = Va2 = |z| = g(z).

Exercice 8. Soient A et B deux parties d'un ensemble E, et x4 I'application caractéris-
tique de A. Montrer que :

1. ACB <= xa < xs
A=B <= xa=Xxs
XAnNB = XAXB-

XAuB = XA T XB — XAXB-
xas = xa(l —xa).

S oo W

XAAB = |Xa — XB|-

Définition 1.11 (Restriction et prolongement). Soient A une partie non vide d'un
ensemble F et f: E — F une application. Alors :

1. L’application g : A — F telle que, pour tout x € A, g(z) = f(x) est appelée la
restriction de f a A. On la note : g = f[4.
2. Soient G un ensemble contenant £ (G O E) et f: E — F une application. Toute
application h : G — F' telle que h| = f est appelée prolongement de f a G.
Exemples 1.7. 1. Considérons l'application f : R — R, définie par f(z) = |z|. On a :
flgr :RT =R . flg- :R™ =R
e
T |z =2 T x| = —x
L’application f est un prolongement a la fois de f[p+ et de flr-.

2. Soit f I'application :
f:R—R
r—1, six < —1,
x— S a?, si —1<ax<l,

In(x), siz>1.
On a :
flcoo—1 i) —00, 1] = R oyl =L =R ST 4oof 1 +00[ = R

rrx—1 T > 1 « x +— In(x)

sont les restrictions de f, respectivement & | — oo, —1], | — 1,1] et |1, +o0.
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3. Considérons I'application f : RT — R, définie par f(x) = y/z. L’application
g:R—R
$|_>{x—1, sixz <0,
VT, six > 0.

est un prolongement de f a R, car g[g+ = f.

I1.2. Image directe et image réciproque

Définition 1.12. Soient f : E — F une application, A C F et B C F.

1. On appelle image directe (ou tout simplement image) de A par f, 'ensemble
noté f(A), qui est défini par :

fA) ={f(@)|ve A} ={y e F|3ac A fla) =y}

2. On appelle image réciproque de B par f, I'ensemble noté f~(B), qui est défini
par :

f(B)={v € E| f(z) € B}.
Autrement dit,
e yc f(A) < Jac A, y= f(a),
e z¢c fY(B) <+ f(x)eB.
Remarques 1.4. Sous les mémes hypotheses de la définition ci-dessus, on a :

1. f(A)C Fet f7Y(B)CE.

2. f(A) est 'ensemble des images des éléments de A, alors que f~!(B) est 'ensemble
des antécédents des éléments de B.

3. St A={ay,ay,...,a,}, alors f(A) = {f(a), f(az),. .., flan)}.

4. L’image f(FE) de E par f est appelée I’image de f que l'on note : f(F) = Im f.

5. L’ensemble A est dit stable par f si f(A) C A, et il est dit invariant par f si
f(A) = A.

Exemples 1.8. 1. Considérons 'application f :Z — Z,x + 2z — 1. On pose :
A={-2,-1,0,1,2} et B={-1,1,2}.

() ona: f(—2)= -5, f(—1) = -3, f(0) = —1, f(1) =1 et f(2) =3, donc
f(A> = {f(_2>7f(_1)7f(0>7 f(l)v f(2)} = {_57 -3, -1, 173}

(x) Déterminons f~!(B), c-a-d cherchons les antécédents des éléments de B :
e Si z est un antécédent de —1, alors z € Z et f(x) = —1, cca-d x € Z et
2c —1=—-1.Dou,z =0 € Z.
e Si z est un antécédent de 1, alorsz € Zet f(x) =1,c-a-dx € Zet2x—1 = 1.
Dou, x =1 € Z.
e Si z est un antécédent de 2, alors x € Z et f(x) = 2, c-a-d © € Z et
20 — 1 =2D’ou, z = 2 mais, ,gz
Il en résulte que 2 n’a pas d’antécédent par f. Ainsi, f~'(B) = {0,1}.
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2. Soit f I'application :
f:R—R"
Déterminons f([—1,1]) et f~1([1,4]).
(%)
ye f(I-11]) &3z e -1,y = f(z)
s Jre[-1,1],y = |z
< 0<y<l1
<y € [0,1]. Alors f([—1,1]) = [0,1].
(%)
v € fTH[LA]) & f(2) € [1,4]
1
& (x

<l <4
€] — oo, —1JU[1,400]) et (x € [—4,4])
s xe[-4,-1Ul1,4]. Dou f1([1,4]) = [-4, —1] U [1,4].

Proposition 1.7. Soient A, B deux parties d’un ensemble E et f: E — F une applica-
tion. Alors, les assertions suivantes sont vraies :

1. f(0) = 0.
2. si A C B, alors f(A) C f(B).

8. f(AUB) = f(A)U f(B). Plus généralement, si (A;),c; est une famille de parties

de E, alors
F(Ua)=Usa

el el

4. fLANB) C f(A) N f(B). Plus généralement, si (A;),c; est une famille de parties

de E, alors
f(ﬂ&>CDfM
il icl
Démonstration. A faire A titre d’exercice O]

Proposition 1.8. Soient A, B deuz parties d’un ensemble F et f : E — F une applica-
tion. Alors, les assertions suivantes sont vraies :

1. f7Y0)=0.

2. f~\(F)=E.

3. si AC B, alors f~Y(A) C f~4(B).

4. f7YAUB) = f7Y(A) U f~Y(B). Plus généralement, si (B;),., est une famille de

parties de I, alors

(y)ur

el el
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5. fTHANB) = f7Y(A) N f7H(B). Plus généralement, si (B;),.; est une famille de
parties de F', alors

(ne) =N,

icl icl
Démonstration. A faire a titre d’exercice O

Exercice 9. Soit f : F — F une application. Montrer que pour toute partie B de F' :

f(CrB) =CufH(B).

I1.3. Composition des applications

Définition 1.13. Soient f : E — F et g : FF — G deux applications. La composée de f
par g est 'application go f : E — G définie par : (g o f)(z) = g(f(x)), pour tout = € E.

gof

Exemple 1.4. Considérons les applications f : R — RT, z +— 2% et g: RT — R,z — /7.
e La composée de f par g est I'application go f : R — R telle que :

(Vz € R) (go f)(@) = g(f(x)) = g(a®) = Va2 = |a].

Do, go f: R = R,z — |z|.
e La composée de g par f est 'application fog: R™ — R telle que :

(Vz € RY) (fog)(x) = f(g(2)) = f(Va) = Va ==
D’ou, fog: Rt — R", 2 — x ou encore, f o g = idg+.
Remarques 1.5. 1. Soient f : E — F et g : H — G deux applications. Si on suppose
que f(F) C H, alors g o f est bien définieet ona go f: E — G,z (go f)(x) =
9(f (@)).
gl imen g

r——— f(z) — g(f(2))

]

gof

2. En général, fog # go f lorsque f o g et go f sont définies. Parfois f o g n’est
méme pas définie quand g o f l'est. Par exemple : Dans I'exemple ci-dessus, on a

fog#golf.
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Proposition 1.9. Soient f - F — F, g: F — G et h: G — H des applications. On a :
1. idpof=fet foidg=Ff.
2. (hog)of=ho(gof).
Démonstration. A faire & titre d’exercice O
Exemple 1.5. Considérons les applications suivantes :

f:R— Rt g:RT—R* h:R*— R
w1+ 22’ T —\/x © r —In(1 + x)

On a donc :
hogo f(x) =h(g(f(x))) = h(g(1+2%) =h(VIi+a?) =In(1+VI+a2).
Proposition 1.10. Soit f: E — F une application. On a :
1. pour toute partie A de E, f~1(f(A)) D A.
2. pour toute partie B de F, f(f~'(B)) C B.

Démonstration. 1) Pour tout * € A, on a f(x) € f(A), donc x € f~1(f(A)). Don,

AC fHf(A)).
2) Soit y € f(f~1(B)), donc il existe z € f~1(B) tel quey = f(x). Comme z € f~1(B),
alors f(z) € B, c’est-a-dire y € B. D’ov, f(f~'(B)) C B. O

Remarque 1.7. Soit f : E — E une application. Pour n > 2 un entier, la composée
fofo...of est bien définie et on la note
| S ——

n fois

ff=fofo...of.
n fois

Ainsi, f2=fof, f2=fo fof, etc.

I1.4. Injection, surjection et bijection

Définition 1.14. Soient F et I’ deux ensembles et soit f : E — F une application.

1. On dit que f est une application injective ou une injection si deux éléments
quelconques et distincts de E admettent des images distinctes par f.

2. On dit que f est une application surjective ou une surjection si tout élément de
F admet au moins un antécédent par f dans FE.

3. On dit que f est une application bijective ou une bijection si f est a la fois
injective et surjective.

Ce qui revient a dire,
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f est injective & (Vx,2' € E), x#12' = f(zx)# f(2),

ou encore, par contraposée,

f est injective & (Vz,2' € E), f(z)= f(a') =2 =2

f est surjectuive < (Vy € F)(3x € E) tel que f(z) =y.

Proposition 1.11. Une application f : E — F est bijective, si et seulement si, tout
élément de F admet un et un seul antécédent dans E par f. Autrement dit,

f est bijective < (Vy € F)(3lz € E):y= f(x).

Démonstration. Supposons que f soit bijective. Alors f est surjective, donc pour tout
y € F il existe au moins un x € E tel que y = f(x). Sl existe un autre élément 2’ € F tel
que y = f(a'), alors f(z) = f(2’). Comme f est bijective, en particulier f est injective,
alors x = 2/. Donc, pour tout y € F', il existe un et un seul x € E tel que y = f(x).
Réciproquement, Soit y € F il existe un et un seul (donc au moins) x € E tel que
y = f(x). Cela signifie que f est surjective. Concernant 'injectivité de f, supposons qu’il
existe x # ' € E tels que f(x) = f(2’). On pose y = f(z) = f(a'), alors 'élément y € I’
admet deux antécédents distincts x et 2/, ce qui contredit 'unicité de 'antécédent de tout
élément de F' par f. Donc, f est injective. m

Exemples 1.9. 1. L’application f : Rt — R* définie par z v 2°

surjective, donc bijective.

est injective et

2. L’application f : R — R,z +— 2% n’est pas injective mais elle est surjective (par
conséquent, elle n’est pas bijective).

3. L’application f: R — R,z ~ x? n’est ni injective ni surjective, car f(1) = f(-1),
1 # —1 et —1 n’admet pas d’antécédent, donc elle n’est pas bijective.

Remarques 1.6. 1. Une application f : E — F est surjective si et seulement si
J(E)=F.
2. Pour toute partie non vide A de F, I'application i : A — F,x — x est injective. On
I’appelle I’injection canonique.

Proposition 1.12. La composée de deuz injections (resp. surjections, bijections) est une
injection (resp. surjection, bijection).

Démonstration. Soient f: E — F et g: F' — G deux applications :
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1. Supposons que f et g soient des applications injectives. Pour tous z,2’ € E, on a :

go f(x) =go f(z') = g(f(x)) = g(f(2))
f(z") (car g est injective)
=z =1’ (car f est injective).
Donc g o f est injective.
2. Supposons que [ et g soient des applications surjectives. Alors,

go f(E)=g(f(E)) =g(F) (car f est surjective)
=G (car g est surjective).

3. Si f et g sont bijectives, alors f et g sont a la fois injectives et surjectives. Par suite,
go f est a la fois injective et surjective. Donc g o f est bijective.

O
Proposition 1.13. Soient f : E — F et g: F — G deux applications.
1) Sigo f estinjective, alors f est injective.
2) Sigo f est surjective, alors g est surjective.
Démonstration. 1) Supposons que g o f soit injective. Pour tous z,z’ € E tels que

f(z) = f(2'), on a g(f(x)) = g(f(z)) (car g est une application), ainsi g o f(z) =
go f(x'). Comme g o f est injective, alors © = 2. Donc, f est injective.

2) Supposons que g o f soit surjective. Pour tout z € @G, il existe z € E tel que
go f(z) = z, or g(f(z)) = z. Pour y = f(z) € F, on a g(y) = z. Par suite,
(Vz € G)(3y = f(x) € F) tel que g(y) = 2. Il s’ensuit que g est surjective.

[

Théoréme 1.1. Soit f : E — F wune application. Pour que f soit bijective, il faut et il
suffit qu’il existe une application g : ' — E telle que

gOfZZdE etfog:idp.

Démonstration. Si f est bijective, alors pour tout y € F', il existe un et un seul x € E tel
que y = f(x). Soit g la correspondance de F vers E telle que g(y) = x. Par construction,
g est une application de F vers E et pour tout y € F,

fogly)=[lg(y) = f(x) =y, Cest-adire fog=idp.

De plus, si x € E, g(f(z)) est un antécédent de f(x) par f, mais comme il n’y en a qu’un,
g(f(x)) =z, pour tout x € E. Il vient que

go f =idg.

Réciproquement, supposons qu’il existe une application g : F' — FE vérifiant g o f = idg
et fog=1idp, alors go f et f o g sont bijectives (car idg et idr sont des bijections). En
particulier, g o f est injective et f o g est surjective. La proposition précédente entraine
que f est a la fois injective et surjective. Donc f est bijective. m
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Remarques 1.7. 1. Tl est facile de déduire que 'application g (du théoreme) est unique
et est bijective. On I'appelle la bijection réciproque (ou I'application réciproque) de
f, et on la note g = f~*. De plus,

2. Si f: E — F est une bijection, alors Vo € E,\Vy € F, f(z) =y <z = f(y).

Corollaire 1.1. Si f : E — F et g : ' — C sont deux applications bijectives, alors
go f: E — C est une application bijective et (go )™t = f~tog™l.

Démonstration. Puisque f et g sont des applications bijectives, alors g o f est bijective.
De plus,

(flogo(gof)=fo(glog)of=f"oidpof=f""of=idp.
De méme,
(gof)o(flog)y=go(fofhogl=goidgog ' =gog ' =ide.
O

Remarque 1.8. Toute application f : F — E telle que f o f = idg est bijective (appelée
une involution sur E). Sa bijection réciproque est f~! = f.

Exercice 10. 1. Soit I'application f définie par

f i R— R
'_>x(1 — )3
T
(1+ 22)?
(a) Montrer que f (%) = f(z), pour tout z € R*. Conclure.

(b) Montrer que f(z) < 1, pour tout = € R. Conclure.

2. Soit E un ensemble non vide et f : P(E) — P(FE) définie par A — A°. Montrer
que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque f1.

3. Montrer que I'application f : [1, +oo[— R* définie par
r—var—1
est bijective et déterminer sa bijection réciproque.
4. Soit f : E — F une application.

(a) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est injective.
(ii) VA,B € P(E), f(ANB) = f(A) N f(B).
(iii) VA € P(E), A= f~'(f(A)).
(b) Montrer que f est surjective si et seulement si, pour tout B € P(F), f(f~4(B)) =
B.

5. L’exercice 6 du TD.
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III. Relations binaires

III.1. Définitions et exemples

Définition 1.15. Une relation binaire sur un ensemble non vide E est une correspon-
dance R de E vers E, c’est-a-dire, R = (E, E,G), ou G est une partie de E' x E.

Notation. Soit R = (E, E, G) une relation binaire sur E. Si (z,y) € G, avec z,y € F, on
dit que I’élément x est en relation avec I’élément y (dans cet ordre), et on écrit : zRy.

Exemples 1.10. 1. La relation R définie sur R par :

Ve,ye R, xRy x=y.

2. La relation R définie sur R par :

Ve,ye R, 2Ry x<y.

3. La relation R définie sur Z par :

Vn,m € Z, nRm < n divise m.

4. La relation R définie sur Z x N* par :
V(p,q) €EZxN", V(p,qd) € ZxN", (p,)R(,¢) < pd = qp'.
5. La relation R définie sur P x P (ol P est un plan) par :

V(A,B),(C,D) e PxP, (A B)R(C,D)< [AD] et [BC] ont méme milieu.

6. La relation R définie sur ’ensemble D des droites du plan par :

V(D),(A) €D, (D)R(A) = (D) || (A).

7. La relation R définie sur P(E) par :
VA,B € P(E), ARB< AC B.

Définition 1.16. Soit R une relation binaire définie sur un ensemble . Nous disons
que :

1. La relation R est réflexive si

Vere E, zRux.

2. La relation R est symétrique si

Ve,y e B, xRy = yRu.
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3. La relation R est antisymétrique si

Ve,y € B, (2RyetyRzx)=1z=y.

4. La relation R est transitive si

Ve,y,z € E, (zRy et yRz) = zRz.

Exemples 1.11. Sur ’ensemble Z, considérons les relations binaires Ri, Ra, R3, R4 et
R définies par :
Vo,y € Z, xRy x <y,

TRy < & =y,

TRy & x=y+1,

TRy & x+y < 3,

TRy < 22 =2
On a:

o R, est réflexive, antisymétrique et transitive, mais non symétrique (par exemple,
2R3 mais 3 n’est pas en relation avec 2 (3 £ 2).

o R, est réflexive, symétrique, antisymétrique et transitive.
e Rj n’est ni réflexive, ni symétrique, ni antisymétrique, ni transitive.
o R4 n’est ni réflexive, ni antisymétrique et ni transitive mais R4 est symétrique.

o Rj; est réflexive, symétrique et transitive mais elle n’est pas antisymétrique.

II1.2. Relations d’équivalence

Définition 1.17. On dit qu'une relation binaire R sur un ensemble E est une relation
d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

Exemples 1.12. (1) La relation d’égalité, définie sur R, est une relation d’équivalence.
En effet :

(a) Réflexivité : Vo € R, = =uz.
(b) Symétrie : Ve,y e R, xz=y=y=u=z.
(c) Transitivité : Vz,y,z € R, (z=yety=2)=1z= =z

(2) La relation “<” n’est pas une relation d’équivalence sur R, car elle n’est pas symé-
trique. Par exemple, bien que 2 < 3, il n’est pas vrai que 3 < 2.

Exercice 11. Parmi les exemples 1.11 de la sous-section III.1, déterminer les relations
qui sont des relations d’équivalence.
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Définition 1.18. Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Pour un élément
a de E, on appelle classe d’équivalence de a (modulo R) ou tout simplement classe
de a, le sous-ensemble de E, noté @, défini par : @ = {x € F | Ra}. On la note aussi
a ou encore cl(a). L’ensemble des classes d’équivalence modulo R, noté E/R, est appelé
P’ensemble quotient de £ par R ou simplement ensemble quotient, c¢’est-a-dire,

E/R={a]|a€ E}.

Exemples 1.13. 1. Soit £ ={1,2,3,4} et R la relation binaire définie sur £ par son
graphe :
G={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4), (4,3), (4,4) }.
(a) La relation R est une relation d’équivalence. On vérifie facilement que :

« Rz pour tout z € E (réflexivité),

e Si 2Ry, alors yRx pour tous =,y € E (symétrie),

o Si 2Ry et yRz, alors Rz pour tous z,y,z € E (transitivité).

Les classes d’équivalence de E' modulo R sont {1,3} = {{1,2},{3,4}}, car

I={zeF|2R1} ={1,2}.

2={r e F|2R2} ={1,2}.
3={z € F| 2R3} ={3,4}.
4={z € F|xR4} = {3,4}.

2. Soit R la relation binaire définie sur R par
Vo,y €R, 2Ry < 22 =19°
(a) La relation R est réflexive. En effet, pour tout z € R, on a 2? = 22, donc zRz.
(b) La relation R est symétrique. En effet, pour tous =,y € R, on a :
TRy = 2° = ¢
=y = 2
= yRx.
(c) La relation R est transitive. En effet, pour tous z,y,z € R, on a :
(zRy et yRz = 2° = y* et y* = 2
=2 =22

= 2Rz.

Cette relation est réflexive, symétrique et transitive, donc est une relation d’équiva-
lence. Déterminons ’ensemble quotient. Soit x € R,

yeTeyRe ey =1 y=csouy=—c&yc {r,—z}.
D’ot, pour tout x € R, T = {z, —z} et 'ensemble quotient est

R/R = {{z, —a} |z € R}.
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3. Soit " ~ " la relation binaire définie sur P x P (ou P est un plan) par :
V(A, B),(C,D) € PxP, (A,B)~ (C,D) < les milieux de [AD] et [BC] sont identiques.

Cette relation est réflexive, symétrique, et transitive, formant ainsi une relation
d’équivalence sur P x P. La classe d’équivalence du bipoint (A, B) est le vecteur

z@ , et ensemble quotient P x P/ ~ représente le plan vectoriel.
Exercice 12. 1. Soit R la relation définie sur C par
2R & |z = |7

Montrer que R est une relation d’équivalence sur C et déterminer I’ensemble quo-
tient.

2. Soit A une partie non vide d’un ensemble E. On définit sur P(FE) la relation binaire
R par :
VX, Y e P(E),XRY & AnX =AnNY.

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence sur P(E).
(b) Déterminer 0, E, A et C4.
Remarques 1.8. Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Alors :

1. Pour tout x € FE, x € T (car xRx). Un élément qui appartient a T est appelé un
représentant de T.

2. Pour tous x,y € E, on a :
TRy T =7.

Proposition 1.14. Si'R est une relation d’équivalence sur un ensemble E, alors la famille
(T)zer/r forme une partition de E.

Démonstration. (i) On a Vz € E/R, T # 0 (car x € T, pour tout = € T).

(ii) Soient T et § deux éléments distincts de E/R (T # y). Montrons que T Ny = (.
Supposons qu'il existe z € TN, alors z € T et 2z € 7, c’est-a-dire Z=T et Z =7, ce
qui contredit T # 7. Donc TNy = ().

(iii) Montrons que E= |J Z.OnaVz € E/R,T C E,donc U T C E. Pour l'autre

T€EE/R TeE/R
inclusion, soit x € E, donc x € T, par suite x € |J 7. Donc FE C |J T Par
TEE/R TeE/R
conséquent, F = U 7.
T€EE/R

Exercice 13. (Exercice 10 du TD).

Remarque 1.9. Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Par construction,
I'application 7 : E — E/R, x — T est surjective. On I'appelle la surjection canonique.

Théoréme 1.2 (Décomposition canonique d’une application). Soit f : E — F une
application.
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(1) La relation binaire R définie sur E par :
Vi,y € B, aRy<= f(z) = f(y)
est une relation d’équivalence.

(2) 1 existe une unique application bijective f : E/R — f(E) telle que f =io fom,
oui: f(E) — F est linjection canonique définie par y — y et m: E — E/R est la
surjection canonique définie par x +— T.

Remarque 1.10. La décomposition canonique de f peut étre schématisée de la maniere
suivante :

T ? 1

E—" S E/R—— f(B) — - F

]

f=ioform
ou encore par le digramme commutative suivant :

5 f

F
T 7

f(E)

E/R

Démonstration. (1) Il est facile de vérifier que R est une relation d’équivalence sur E.
(2) e La correspondance f : E/R — f(E),T — f(x) est bien définie (i.e., f est une
application). En effet, soient T et ¥ deux éléments de £/R, on a :

T=7=aRy= f(z) = fly) = [(@) = [(@) (car f(T) = f(2) et f(7) = f(y).

Donc, f est bien définie. B
e De plus, f vérifie : f =io0 f ox. En effet, pour tout z € E, on a :

iofom(zx)=io f(@) =i(f(x)) = f(a).

Donc,f:iozow. B
e Unicité de f telle que f = i o f om. Supposons qulil existe une autre application
g: E/R — f(F) telle que f =iogom. Puisque f =iogomet f=1io fom, alors

Vo € E,(iogom)(z) = (io fom)(x).

Donc i(g o n(z)) = i(f o w(x)), par suite g(T) = f(T) (car i est injective), c’est-a-dire

g=1r
e f est injective. En effet, pour tous x,y € F :

f@) =f@ = fla)=fly) =Ry =7 =7

f est surjective. En effet, pour tout y € f(F), il existe x € E tel que y = f(z), ¢’est-a-dire
y = f(z). Donc, (Vy € f(E))(3T € E/R) : y = f(T). Donc [ est bijective. O
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Remarque 1.11. Si f est une application surjective, alors f(E) = F et I'injection canonique
i : f(E) — F n’est autre que lapplication identité idr : F — F. Par conséquent, la
décomposition canonique de I'application f : F — F sera f = fow, avec 7w : E — E/R
la surjection canonique et f : E/R — F est la bijection telle que f = fo .

S

E—F

17

Exemple 1.6. On considere application f : R — R, définie par f(x) = z?. La relation
d’équivalence associée a f est définie par :

Vo,y €R, 2Ry < z2 =9°

On sait que Vo € R, T = {x, —z} (voir Exemple 2, page 24). La décomposition canonique
de f est donnée par f =io fom, ou:

e i: f(R) =R" — R est I'injection canonique,
e T:R— R/R ={{z,—x} |z € R} est la surjection canonique, définie par
m(z) =7 = {z, -z},
e f:R/R — f(R) =RT est la fonction bijective, définie par
f{z,—=}) = f(a) = 2"
Exercice 14. Soit R la relation binaire définie sur Z x Z* par :
V(z,y) EZXZ* N2 y) € Z <L, (z,y)R(z,y) & zy = yz'.
(1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(2) Montrer que I'ensemble quotient Z x Z*/R est en bijection avec Q.

I11.3. Relations d’ordre

Définition 1.19. Une relation binaire R sur un ensemble E est dite une relation d’ordre
(ou un ordre) sur E si R est réflexive, antisymétrique et transitive.

Notation. En général, une relation d’ordre sera notée " < ".

Remarques 1.9. (1) Si < est un ordre sur F, le couple (F, <) est dit un ensemble
ordonné.

ne relation binaire sur £ qui est réflexive et transitive est dite un préordre sur
2) U lation binai E qui est réflexi tt iti t dit éord
E.
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Exemples 1.14. (1) La relation binaire < définie sur R par :
Ve,y€eR, z<y<y—xcRT,

est une relation d’ordre sur R, donc (R, <) est un ensemble ordonné. De méme,
(N, <), (Z,<) et (Q, <) sont des ensembles ordonnés.

(2) Soit £ un ensemble non vide. La relation binaire définie sur P(E) par :
VA, BeP(E), A<B& ACB,

est une relation d’ordre sur P(E). Donc (P(F), C) est un ensemble ordonné.

(3) La relation < définie sur C par :
Vz,2/ € C, 2<2 &z <,

est un préordre.

(4) La relation < définie sur N* par :
Vn,m e N, n<m<en|m (ndivise m),
est une relation d’ordre sur N*.

Définition 1.20. Soit < un ordre sur un ensemble FE.

(1) On dit que < est un ordre total si deux éléments quelconques de E sont compa-
rables, c’est-a-dire, Vz,y € £, = <y ouy < z. Dans ce cas, on dit que (F, <) est
un ensemble totalement ordonné.

(2) Silordre < n’est pas total, on dit que < est un ordre partiel, c’est-a-dire, il existe
z,y € E tels que £ y et y £ x. Dans ce cas, on dit que (£, <) est un ensemble
partiellement ordonné.

Exemples 1.15. (1) (N, <), (Z,<), (Q,<) et (R, <) sont des ensembles totalement
ordonnés.

(2) Si E contient au moins deux éléments distincts, alors (P(FE), C) est un ensemble
partiellement ordonné. Par exemple, soit £ = {1,2,3}. On sait que (P(E),C) est
un ensemble ordonné, et puisque {1} € {2} et {2} Z {1}, alors (P(F), <) est un
ensemble partiellement ordonné.

(3) La relation "divise" (|) est un ordre partiel sur N* car 213 et 3 1 2.

Exercice 15. Soient deux relations binaires R, et Ry définies sur R? de la maniére
suivante :

V(@) (2',y) € R,
(z,y)Ri(2,y) e a <2 ety <y,
(2, ) Ra(2',y) &z <2’ ou (z=2"et y <y).
Montrer que :

e R, est un ordre partiel sur R2.

e R, est un ordre total sur R?.
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IV. Arithmétique de 7Z

IV.1. Divisibilité et division euclidienne

IV.1.1. Divisibilité et Propriétés de base

Définition 1.21. Soient m € Z et n € Z\ {0}. On dit que m est divisible par n ou que
n divise m s'il existe k € Z tel que m = kn (i.e. ™" est un entier). On dit aussi que m est
un multiple de n et que n est un diviseur de m. Si n divise m, on écrit n | m. Sinon,
on écrit n { m.

Exemple 1.7. On a 5|30, —12 | 48, —10 | 100 et —4 | —20; mais 3 { 4.

Remarques 1.10. 1. Tout entier a est divisible par 1 et —1, car a = 1-a et a =
(1) (=a).

2. 0 est divisible par tous les entiers car 0 = a - 0, pour tout a € Z.

Proposition 1.15. Soient x, y et z des entiers. On a :

~

x| x (on dit que la relation binaire | est réflexive) ;

2. Six|yety|zalorsz |z (on dit que la relation binaire | est transitive) ;

3. Six|yetx|zalorsz|ay+ Bz pour tous o, € 7 ;

4. Sixlyety|xalors|xl|=|y]|;

5. Six ety sont deux entiers tels que x™ | y™ pour un entier n > 1, alors x |y ;

Démonstration. Pour (1) on a pour tout x € Z, x = 1-x. Pour les propriétés (2) a (4), la
condition z | y signifie 'existence d'un entier k tel que y = k - .

Pour (2), on a y | z ce qui signifie qu'il existe k; € Z tel que z = kyy. Donc z = (kky)z et
Pour (3), écrivons z = kyx, ko € Z, il vient ay + 5z = (ak + Bko)z et x divise ay + [z.
Pour (4), remarquons que puisque x | y et y | =, x et y sont non nuls. Donc | z |<| y | et
lyI<le e |z )=yl

Pour (5), voir plus tard. O

Exercice 16. Soient x et y des entiers. Montrer que 2x + 3y est divisible par 7 si et
seulement si bx + 4y l'est.

Exercice 17. Déterminer les entiers n € Z tels que n — 4 divise 3n — 17.

Exercice 18. Démontrer que sur la droite y = %x—i—% il n’y a pas de points a coordonnées
entieres.
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IV.1.2. Division euclidienne

Théoréme 1.3. Soient a et b deux entiers positifs avec a # 0. Alors il existe q,r € N
uniques tels que b = aq + r et r < a. L’entier q s’appelle le quotient de la division
euclidienne de b par a, et r le reste.

Démonstration. Pour montrer I'existence, on distingue trois cas :
(1) Sia>b,onprend g=0etr=1>0<a.
(i) Sia=b,onprend g=1et r =0 < a.

(77i) Si a < b, il existe un entier naturel n tel que na > b. Soit ¢ le plus petit entier
positif vérifiant (¢ + 1)a > b. Alors ga < b. Posons r = b — aq; il est alors clair que
a=bg+ret0<r<h

Pour montrer I'unicité, supposons qu’il existe deux couples (q,r) et (¢,r") de nombres
entiers naturels vérifiant
b=aq+r=aq +1,

avec 0 < ry’ < a, alors a(q — ¢) =" —r et donca | v —r. Dou | ¥ —r |> a ou
| 7" —r |=0. Mais 0 < r,r' < a entraine que | ' —r |< a. Il s’ensuit r =r" et g =¢'. O

Le théoreme ci-dessus admet la généralisation sur Z comme suit :

Théoréme 1.4. Soient a, b deux entiers avec a # 0. Alors il existe un unique couple
(q,r) d’entiers tel que b=aq+1r et 0 <r <|a].

Démonstration. A titre d’exercice. O]

Exemple 1.8. 1. On prend b = 145 et a = 13. On a 145 = 13 x 11 + 2 donc ¢ = 11
etr=20<r=2<|al=13).

2. Onprend b=145et a=—13. Ona 145 = —13 x (—11) +2donc g = —1l et r =2
(0<r=2<|al|=13).

Proposition 1.16. Un entier a divise un entier b si et seulement si le reste de la division
euclidienne de b par a est 0.

Démonstration. A titre d’exercice. OJ

Exercice 19. Soient a € Z et b € N*. On note ¢ le quotient de la division euclidienne de
a—1 par b. Déterminer pour tout n € N| le quotient de la division euclidienne de (ab™ —1)
par b" L,

IV.2. Nombres Premiers et le Théoréme Fondamental de I’ Arith-
métique
IV.2.1. Nombres Premiers

Définition 1.22. Un entier p > 1 est dit premier s’il est différent de 1 et s’il n’admet
aucun diviseur positif différent de 1 et n. Un nombre qui n’est pas premier est appelé
nombre composé.
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par définition 1 n’est pas premier. les entiers 2,3,5,7,11 sont les premiers nombres
premiers. Le nombre 12 est composé car on peut écrire 12 = 4 x 3.

Remarque 1.12. Tous les nombres premiers sont impaires sauf 2.

Proposition 1.17. Soit n > 1 un entier. Son plus petit diviseur d > 1 est un nombre
premier. Si de plus n est composé, alors d < /n.

Démonstration. Supposons que d ne soit pas premier. Alors par définition, il existe un
diviseur strict d’ de d. Mais alors d’ divise n, d’ > 1 et d’ < d, ce qui contredit la
minimalité de d.

Comme d divise n, on peut écrire n = dd’. On a d > 1 et comme n n’est pas premier,
d < n. Ainsi d’ est un diviseur de n strictement supérieur a 1. Par minimalité de d, on
obtient d’ > d et donc n > d? puis finalement d < \/n. O

Théoreme 1.5. [l existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. Procédons par 'absurde. Supposons qu’il existe un nombre fini de pre-
miers positifs p; < ps < -+ < p,. Soit P =p;---p,+ 1, P est un nombre composé (sinon
P serai supérieur a tous les p;), donc il doit admettre un diviseur premier parmi les p;, ce
qui est impossible car le reste de la division de P par tous les p; est 1. O]

Exercice 20. Montrer que le nombre n* —n? 4 16, avec n € Z, est composé.

Exercice 21. Soit n > 2 un entier tel que 2" — 1 est premier. Montrer que n est un
nombre premier.

IV.2.2. Le Théoreme Fondamentale de I’Arithmétique

Théoréme 1.6. Tout nombre entier n > 1 se décompose de fagcon unique (a permutation
prés) en produit de nombres premiers.

Démonstration. (Voir tout livre d’arithmétique). O
Ainsi tout entier n > 1 s’écrit de fagon unique sous la forme
n:p‘lll ...pzk’

ou pi,--- ,pr sont des nombres premiers distincts et aq,--- ,a; sont des entiers positifs
non nuls. C’est la factorisation canonique de n. Grace a 1'unicité de cette factorisation,
on voit que la factorisation canonique d’un produit mn est le produit des factorisations
de m et n respectivement. On en déduit en particulier :

Corollaire 1.2. Soient a et b deux entiers et soit p un nombre premier. Alors
p | ab si et seulement sip | a oup | b.
Exercice 22. Soient a,b € N* tels que a? | b*>. Montrer que a | b.

Exercice 23. Montrer qu’'un entier naturel qui est a la fois un carré et un cube est aussi
un entier a la puissance 6.
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IV.3. PGCD, PPCM, Identité de Bézout et lemme de Gauss
IV.3.1. PGCD et PPCM
Définitions 1.1. Soient m et n deux entiers non nuls.

1. Le plus grand nombre strictement positif parmi les diviseurs communs de m et de
n est appelé le plus grand commun diviseur de m et n. On le note pged(m,n)
ou mAn.

2. Le plus petit entier strictement positif parmi les multiples communs de m et de n
est appelé le plus petit commun multiple de m et n. On le note ppcm(m,n) ou
m\Vn.

Exemples 1.16. pgcd(12,8) = 4, pged(—12,8) = 4 et pged(—12, — 8) = 4.

ppem(12,8) = 24, ppem(—12,8) = 24 et ppem(—12, — 8) = 24.
Remarques 1.11. 1. Pour tous a,b € Z, pgcd(a,b) = pged(| a |, | b ]).

2. On définit de la méme maniere le PGCD et le PPCM d’un nombre fini d’entiers non
nuls.

Proposition 1.18. Soient m et n deuzx entiers non nuls.
1. Si p est un nombre premier alors pged(p,m) = p ou pged(p,m) = 1.
2. Si d=pgcd(m,n), m =dm' et n =dn’ alors pged(m'.,n') = 1.

3. Si m = nq + r, alors pged(m,n) = pged(n,r).

4. Sim =pt---ppk et n:p§1-~-pf’“ avec oy, 3; > 0,i=1,--- k, alors
ppem(m,n) = pTax(ahﬁl) .. _p;ﬂal‘(akﬁk) et pged(m,n) = pTW(ahBl) . .pzﬂ'n(ak,ﬁk)‘

5. | mn |= pged(m,n) - ppem(m,n).
Démonstration. A titre d’exercice. O

La proposition (3) nous fournit un algorithme pour déterminer le PGCD de deux
entiers, c’est ce qu’on appelle ’algorithme d’Euclide.

Exercice 24. Déterminer tous les couples (z,y) € N tels que t Ay +xzVy=x+y.

IV.4. Nombres premiers entre-eux, Identité de Bézout et lemme
de Gauss

Définition 1.23. On dit que deux entiers non nuls m et n sont premiers entre-eux si
pged(myn) = 1.

Remarque 1.13. Pour un nombre fini (> 3) d’entiers non nuls, on a la notion des nombres
deux a deux premiers entre-eux et celle des nombres premiers entre-eux dans leur en-
semble.
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Théoréme 1.7. (Identité de Bézout) Soient m et n des entiers non nuls. Si D est le
PGCD de m et n, alors il existe u,v € Z tels que mu + nv = D.

Formellement,
D = pged(mn) = (3u,w € Z) mu +nv = D.

Démonstration. Soit A = {mu +nv € N* /u,v € Z}. Clairement, A # () (car | m | € A)
et A C N. Soit d = muy + nvg > 1 le minimum de A et notons D = pgcd(m,n).
D’une part, on a D divise m et n, donc D divise d = mug + nvy. En particulier, D < d.
D’autre part, par la division euclidienne de m par d, on a m = dg+1r avec 0 < r < d. Par
suite,

r=m —dqg=m— (muy+ nvg)qg = m(l — ug) + n(—quvp).
Sir # 0 alors r € A, or r < d ce qui contredit la minimalité de d. Par suite, r = 0 et
d|m.
De la méme manieére on montre que d | n, donc d | D. En particulier d < D. D’ou,
D = d = mug + nvy. O

Remarque 1.14. La réciproque est fausse en général car si, par exemple, on prend m = 6,
n=3 u=3etv=2 onamu+nv=24mais 24 #m An = 3.

Corollaire 1.3. Soient m et n des entiers non nuls. Tout diviseur commun de m et n
est un dwiseur du PGCD de m et n.

C’est-a-dire
dlmetd|n=d|mAn.
Démonstration. Soit D = pged(m,n), alors il existe ug,vg € Z tels que D = mug + nwy.
Soit d’ un diviseur commun de m et n, donc d’ divise mug + nvg, c-a-d d’ divise D. [

Corollaire 1.4. Deuzx entiers m et n sont premiers entre-eux si et seulement s’il existe
u,v € 7 tels que mu +nv = 1.

Démonstration. On a m An = 1, il existe alors u,v € Z tels que mu + nv = 1 (d’apres le
théoréme ci-dessus). Réciproquement, supposons qu'il existe u,v € Z tels que mu+nv = 1.
Soit d un diviseur commun de m et n, donc d | mu+nv =1 et le résultat en découle. [

Corollaire 1.5. (Gauss) Soient a, b et ¢ des entiers. Si a | be et pged(a,b) =1 alors a | c.

Démonstration. On a pged(a,b) = 1, donc il existe u,v € Z tels que au + bv = 1. Comme
¢ = acu+ bev et a | be, alors a | c. ]

Corollaire 1.6. Si un nombre premier divise un produit d’entiers a, - - - a,, alors il divise
l'un des a;.

Démonstration. A faire comme exercice. ]

Corollaire 1.7. Soient a et b deux entiers premiers entre-eux. Si ¢ est un entier tel que
al|ceth]calorsab]|ec.

Démonstration. On a a | c et b | ¢, donc ¢ = aa’ = bb' et par suite a | bb'. Comme
(a,b) =1, alors a | I/ c-a-d b/ = ka. D’ou ¢ = bb' = abk et le résultat en découle. O

Exercice 25. Soit n € N. Montrer que 6 | n® — n.
Exercice 26. Montrer que pour tout n € N* (n? +n) A (2n+1) = 1.

Exercice 27. Montrer que si x et y sont des entiers premiers entre eux, il en est de méme
de z +y et xy.
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IV.5. Arithmétique modulaire

IV.5.1. Congruence - Définition et propriétés

Définition 1.24. Soient a, b et n des entiers avec n > 1. On dit que a est congru a b
modulo 7 et on note a = b (mod n), si n divise a — b.

Autrement dit,
a=b (modn)<=n|a—nb.

Ainsi, on a défini une relation sur Z appelée relation de congruence. Si n ne divise pas
a — b, on dit que a n’est pas congru a b modulo n et on écrit a Z b (mod n).

Les propriétés de la relation de divisibilité dans Z permettent de déduire les résultats
suivants sur la compatibilité de la congruence modulo n avec ’addition et la multiplication
dans Z.

Propriétés 1.1. Soient a, b, ¢, d et n des entiers avec n > 1.
1. Sia=b (mod n) et c=d (mod n) alors a4+ c=b+d (mod n).
2. Sia=0b (mod n) et c =d (mod n) alors ac = bd (mod n).
Conséquences 1.1. Soient a, b, ¢, d et n des entiers avec n > 1.

1. Sia=b (modn) et ¢ =d (mod n) alors a — ¢ = b —d (mod n). En particulier, si
a =b (mod n), alors pour tout entier k, on a : ka = kb (mod n).

2. Si a=b (mod n), alors pour tout entier naturel k, on a : a* = v* (mod n).

Proposition 1.19. Soient m un entier positif et a un entier premier avec m. Pour tous
xy €4, ona:

st ax = ay (mod m) alors x =y (mod m).
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme de Gauss. O

Exercice 28. Soit m un entier positif et soient a et b deux entiers premier avec m. Pour
tous x,y € N, montrer que

si a® = b* (mod m) et a¥ = b¥ (mod m) alors a*¥ = b*Y (mod m).
Il est facile de prouver le résultat suivant :
Proposition 1.20. La relation de congruence sur 7Z est une relation d’équivalence.

Soit n > 1 un entier. Pour a € Z, on note @ la classe d’équivalence pour cette relation
d’équivalence. Ainsi, la classe de a modulo n est ’ensemble

a={b€Z/a=b (modn)}.
Tout élément de @ est appelé un représentant de cette classe.

Proposition 1.21. Soient a, b et n des entiers avec n > 1.
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l.a=b<= a=b (mod n).
2. Sir est le reste de la division de a par n, alorsa =T, c-d-d a =r (mod n).
Démonstration. 1. D’apres 2 de la remarque 1.8 (page 25).

2. Il sutfit d’écrire a = nq + r, c-a-d a — r = ng, puis conclure.

L’ensemble quotient (Z/ =) sera noté Z/nZ, donc
Z/nZ ={a/a€l}.
D’apres l'assertion (2) de la proposition précédente, on a :

Proposition 1.22. Soit n > 1 un entier.
L’ensemble quotient Z./nZ est fini de cardinal n. En fait,

Z/nZ ={012,... n—1}.

L’addition et la multiplication définies sur Z permettent de définir deux opérations
sur Z/nZ (n > 1), a savoir

« l'addition, notée aussi +, définie par @+ b = a + b, pour tous a,b € Z;

+ la multiplication, notée aussi X, définie par @ x b=a x b, pour tous a,b € Z.
On écrit aussi,axb=ab=a-b

Proposition 1.23. Soit p un nombre premier. Pour tous a,b € Z, on a :
axb=0=a=0o0ub=0.

Démonstration. Supposons que @ # 0, c-a-d p ne divise pas a, donc p Aa =1 (car p est
premier). Par suite et d’apres Bézout, il existe u,v € Z tels que pu+ av = 1, donc av = 1
(mod p). D’autre part, on a @ x b =0, c-a-d ab = 0 (mod p), donc vab = 0 (mod p). Par
suite, b = 0 (mod p) ou encore b = 0. O

Théoréme 1.8. (Le petit théoréme de Fermat) Soit a > 0 un entier et soit p un nombre
premier. alors
a’? =a (mod p).

En particulier, si pged(p,a) =1 alors a?~' =1 (mod p).

Démonstration. A titre d’exercice. O]




Chapitre 2

Structures algébriques
Groupes, anneaux et corps

I. Groupes

I.1. Lois de composition internes

I.1.1. Définition et exemples

Définition 2.1. Soit F un ensemble. Une loi de composition interne (¢.c.i) sur £
est une application de E x E vers E. On dit aussi une loi interne ou tout simplement
une loi sur E. On parlera parfois d’opération sur E.

Notation. Souvent une f.c.i sera notée par : +, X, *, -, T (truc), L (anti-truc), o, etc.

Remarque 2.1. 1) Une £.c.i est la donnée d'un couple (F %) ot E est un ensemble et *

est une application de F x E vers E. On dit que I'ensemble F est muni de la loi "x".
2) Soit E un ensemble muni d’une £.c.i *. L’image d’un élément (z,y) € E X E se note
x*y et on 'appelle le composé de x et y (dans cet ordre). Ainsi, la loi * sur £ est
I’application :
x: ExE—FE, (r,y)— xxuy.

Exemples 2.1. 1) L’addition "+" et la multiplication "x" sont des lois de composition
internes sur N, Z, Q, R et C.

2) La soustraction ("—") est une loi sur Z, Q, R et C, mais elle ne 'est pas sur N (car,
par exemple, (2,3) e Nx Net 2—-3¢N).

3) L’intersection ('N"), la réunion ("U"), la différence ("\") et la différence symétrique
("A") sont des lois de composition internes sur I’ensemble des parties P(E) d'un
ensemble F.

n_n

4) La composition ("o") des applications est une loi de composition interne sur F(FE, E)
(E étant un ensemble).

36
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5) L’addition ("+") et la multiplication ("x") sont des lois de composition internes sur
F(R,R). Elles sont définies comme suit :

+: F(R,R) x F(R,R) — F(R,R)
(fr9)— f+g
x : F(R,R) x F(R,R) — F(R,R)
(fr9)— fxg=fg=1Ff-g

telles que : Vo € R, (f + g) () = f(2) + g(x) et (f x g)() = f(x) x g(a).

6) Le produit scalaire n’est pas une £.c.i sur R? (le plan vectoriel) du fait que Vi, v € R?,
onawu-v€ER.

Remarque 2.2. D’apres les exemples ci-dessus, on remarque qu’'un ensemble peut étre
muni de plusieurs l.c.i.
1.1.2. Parties stables et lois induites

Définition 2.2. Soit £ un ensemble muni d’une ¢.c.7 *. On dit qu’une partie non vide A
de E est stable par la loi * si, pour tous z,y € A,onax*xy € A.

Ainsi, la restriction de la loi * & A x A définit une £.c.i sur A qu’on appelle loi induite
sur A par *.

Autrement dit, étant donné une partie non vide A de E, A est stable par la loi * si et
seulement si pour tous z,y € A, ona xxy € A.

Exemples 2.2. 1) Les ensembles N, Z, Q et R sont des parties stables de C par les
lois + et x.

2) L’ensemble des entiers pairs est une partie stable de Z par les lois + et x.

3) L’ensemble des entiers impairs est une partie stable de Z par la loi x, mais il ne
I'est pas pour la loi + (car on a, par exemple, 1 et 3 sont impairs mais 1 + 3 = 4
qui n’est pas impair).

4) L’ensemble R\ Q n’est pas une partie stable de R par la loi x (car on a, par exemple,

V2€eR\Qmais V2 x vV2=2¢R\ Q).

5) L’ensemble {R = {ib | b € R} n’est pas une partie stable de C pour la loi x. En
effet, i € iR et 2i € iR, mais i x 2 = —2 ¢ iR.

6) Soit F(E, E)’ensemble des applications d’un ensemble F vers lui-méme. L’ensemble
B(E) des bijections de E sur E est une partie stable de F(FE, E) par la loi o. Il en
est de méme pour '’ensemble des injections et ’ensemble des surjections.

1.1.3. Propriétés d’une /.c.i

Soit FZ un ensemble muni d’une £.c.i *.

a) La loi % est commutative si pour tous z,y € F,on a x *y =y * .
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b) La loi * est associative si pour tous z,y,z € F, on a (z*y) * 2z = x % (y * 2).

c)

(1)

(i)

(iii)

Un élément e € E est un élément neutre a droite si pour tout x € F/, on a

rxe==x.

Un élément e € F est un élément neutre a gauche si pour tout = € F,
on a
exxr =1.

Un élément e € E est un élément neutre si pour tout x € E, on a

rxe=xetexxr=u2x.

d) Supposons que la loi * admet un élément neutre e € E.

(i)

()

Un élément x € FE est dit symétrisable a gauche s’il existe 2’ € E, appelé
symétrique a gauche de x, tel que 2’ x x = e.

Un élément x € F est dit symétrisable a droite s’il existe ” € E, appelé
symétrique a droite de x, tel que x x 2" = e.

Un élément x € E est dit symétrisable s’il existe 2’ € E, appelé symétrique
de z, tel que 2’ xx =z *x 2’ = e.

Un élément a € E est dit régulier ou simplifiable a gauche si pour tous
x,y € E,on a
a*xT=a*xy=1r=719

Un élément a € E est dit régulier ou simplifiable a droite si pour tous
r,y € E,on a
Tka=y*a= T =1.

Un élément de F est dit régulier ou simplifiable s’il est régulier a la fois a
gauche et a droite.

Remarques 2.1. 1) Si la loi * est commutative, alors :

Les notions d’élément neutre a gauche et a droite coincident.
Les notions de symétrique a gauche et a droite coincident.

Les notions d’élément régulier a gauche et a droite coincident.

2) Si la loi * est associative, on omet généralement les parentheses et on écrit :

V(z,y,2) € E® (z*xy)xz=a*(yx2)=x*y*2Vr,y,2€E.

3) L’élément neutre, lorsqu’il existe, commute avec tous les éléments de E. De plus, il

est symétrisable et son symétrique est lui-méme.

4) Si a2’ est un symétrique de x € E, alors x est aussi un symétrique de 2’. On dit qu’ils

sont symétriques 'un de l'autre.
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Exemples 2.3. 1) Les lois "+" et "x" sont commutatives et associatives dans N, Z,

Q, R et C et admettent respectivement 0 et 1 comme éléments neutres.

Tout élément x de Z, Q, R ou C est symétrisable pour la loi "+" de symétrique
(—x), appelé I'opposé de z (car x + (—z) = (—z) +z = 0).

Tout élément z de Q*, R* ou C* est symétrisable pour la loi "x" de symétrique
-1 __ 1 ’ . -1 _ -1 _

v~ =, appelé Pinverse de z (car - 27 =27 -2 = 1).

Soit E' un ensemble.

e Leslois "'N", "U" et "A" sont commutatives et associatives dans P(FE).

o L’élément neutre de la loi "'N" dans P(E) est E. En effet,
VAeP(E), ANE=FENA=A.

o L’élément neutre de la loi "U" dans P(FE) est (). En effet,
VAeP(E),AUD=0UA=A.

o L’élément neutre de la loi "A" dans P(FE) est (). En effet,

VA € P(E), AAD = 0AA = A,

Le seul élément symétrisable dans P(E) pour la loi 'N" (resp. la loi "U") est £
(resp. 0).

La soustraction "—" n’est ni commutative, ni associative dans Z, Q, R et C. En effet,
on a par exemple :

1—242—1et (1—-2)—3#1—(2-3).

Soit F un ensemble.

n_n

e La loi "o" sur F(E, E) est associative mais elle n’est pas commutative (car
fog # go f en général). De plus, 'application identité idg est ’élément neutre
de la loi "o" dans F(E, E).

o Les applications bijectives f € F(FE, F) sont symétrisables et ont pour symé-
triques leurs bijections réciproques f~! (car f~l1o f = fo f7! =idg).

Tout élément a € C est régulier pour la loi "+" dans C, car

V2,2 €C, a+z=a+7=2=2 et 2z4+a=2+a=2=7.

De méme, tout élément a € C* est régulier pour la loi "x" dans C*.

0 n’est pas régulier pour la multiplication dans C. En effet, on a : 0 x 1 = 0 X 2 mais

14 2.

Soit B ={1,2,3,4};A={1},B={1,2,3}et C ={1,2,4}. Ona: ANB=ANC
mais B # C. Donc A n’est pas simplifiable pour la loi "N" dans P(E).
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Proposition 2.1. Une {.c.i sur un ensemble admet au plus un élément neutre.

Démonstration. Soit E un ensemble muni d'une f.c.z *. Supposons qu’il existe deux élé-
ments neutres e; et e;. On a :

€1 % ey = €1 car e; est un élément neutre,

et
e1 ¥ ey = €9 car e est un élément neutre.

Donc e; = es. ]

Définition 2.3. Un monoide est la donnée d'un couple (E,*) ou E est un ensemble et
% est une (.c.i associative sur E. Si en plus la loi * est commutative (resp. posséde un
élément neutre), alors (F, x) est dit un monoide commutatif (resp. unitaire).

Exemples 2.4. 1) (N,+), (Z,4), (Q,4+), (R, +) et (C,+) sont des monoides commu-
tatifs unitaires.

2) (N, %), (Z, %), (Q, x), (R, x) et (C, x) sont des monoides commutatifs unitaires.

n n n n

3) L’ensemble Z muni de la f.c.i "—" n’est pas un monoide, car la loi "—" n’est pas
associative.

Proposition 2.2. Soit (F,*) un monoide unitaire.

1) Le symétrique a gauche et le symétrique a droite, lorsqu’ils existent, d’un élément
de E coincident.

2) Si deux éléments x et y de E sont symétrisables de symétriques respectifs x' et 1/,
alors le composé x x y est symétrisable et son symétrique est (x xy) =y *x'.

3) Si un élément de E est symétrisable a gauche (resp. a droite), alors il est régulier d
gauche (resp. a droite).

Démonstration. Notons e I’élément neutre de (E, ).
1) Soit € E et o’ (resp. z”) son symétrique a gauche (resp. a droite). On a :

¥’ =1'xe (car e est le neutre pour x)

=’ * (z*x2") (car 2" est le symétrique a droite de x)
= (' xx)x 2" (car * est associative)

=ex12" (car 2’ est le symétrique a gauche de )

= 2" (car e est le neutre pour ).

Donc 2/ = 2".
2)On a:

(xxy)* (Y x2')=ax*(yxy')*2’ (car * est associative)
=xxexx (cary est le symétrique de y)

=z x12' (car e est le neutre pour x)

=e (car 2’ est le symétrique de z).
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Donc 3/ * 2’ est le symétrique a droite de x * y. De maniére similaire, on trouve :

(y *2') x (xxy) =e,

c’est-a-dire que y' x 2’ est le symétrique a gauche de x *x y. Donc x * y est symétrisable et
son symétrique est

(xxy) =y =2

Une autre méthode : Soit z € E le symétrique a droite de x xy. On a :

(xxy)xz=¢e
< xx(y*xz)=e (car % est associative)
' x(rx(y*z)) =2 xe
< (¢ xx)* (y*x2) =2' (car 2’ est le symétrique de x)
ex(y*xz)=2a
e yrz=1a
oy x(y*xz)=9y x2'
< exz=19y *1" (cary estle symétrique de y)
e z=qy %2
On vérifie facilement que pour z =3’ % 2’, on a aussi z * (x x y) = e. Donc z = ¢/ x 2’/
est le symétrique de x * y.

3) Soit a € E symétrisable a gauche, donc il existe a’ € E tel que a’ x a = e.
Pour tous x,y € E, on a :

axr=axy=d*(axz)=ad*(axy)
= (a'xa)xxz=(ad *a)xy
= exTr=exy
=>r=y
donc a est régulier a gauche. O

Le cas ol a est symétrisable a droite peut étre traité de la méme maniere.

Remarque 2.3. 1. Dans un monoide unitaire, le symétrique, s’il existe, d'un élément
est unique.

2. La réciproque de (3) dans la proposition 1.2 est fausse en général. En effet, dans

(Z,x), on a:
Vz,y € Z,
2xr=2xy=2r—-2y=>0
=2xz—y)=0
=z—y=0 (car2#0)
==y

donc 2 € Z est régulier, mais 2 n’est pas symétrisable dans (Z, x) (car le symétrique
de 2 serait  mais 1 ¢ Z).
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Lorsqu'un ensemble est muni de deux lois de composition internes, on a la notion
suivante :

Définition 2.4. Soit A un ensemble muni des ¢.c.i x et T.

1. La loi T est distributive a gauche par rapport a la loi * si

Ve,y,z€ A, aT(y*xz2) = (xTy) = (2Tz).

2. La loi T est distributive a droite par rapport a la loi * si
Ve,y,z € A, (y*x2)Tax=(yTz)* (2Tx).
3. La loi T est distributive par rapport a la loi * si elle est distributive a la fois a
gauche et a droite.

Remarques 2.2. 1. Sila loi T est commutative, alors la distributivité a gauche et a
droite désignent la méme chose.

2. Sila loi T est distributive par rapport a la loi %, cela n’implique pas, en général,
que * est distributive par rapport a T.

Exemples 2.5. 1. La loi "x" est distributive par rapport a la loi "+" dans C. Mais
la loi "+" n’est pas distributive par rapport a la loi "x" dans C (car 1+ (2 x 3) #
(142) x (1+3)).

2. Soit E un ensemble :

o L’intersection est distributive par rapport a la réunion dans P(E).

 La réunion est distributive par rapport a l'intersection dans P(E).

I1.1.4. Loi produit

Définition 2.5. Soient E; et E5 deux ensembles munis respectivement des lois de com-
position interne T; et T5. On peut définir une loi de composition interne T sur E; X FEs
de la maniere suivante :

V(z1,22) € By X Ea, V(y1,y2) € Er X Ea, (21, 22) T(y1,42) = (21 T1y1, 22 T210).
La loi T est appelée la loi produit des lois T et Ts.
Proposition 2.3. Sous les hypothéses ci-dessus, on a :

1) Si Ty et Ty sont commutatives, alors la loi produit T est commutative.

2) Si Ty et Ty sont associatives, alors la loi produit T est associative.

3) Si ey (resp. ez) est l’élément neutre de (FEy, T1) (resp. (Ea, T2)), alors le couple
(e1,e2) est l'élément neutre de (Ey X Es, T).

4) Si de plus x1 € Ey et x9 € Ey sont symétrisables de symétriques respectifs x', € Ey
et xfy, € Ey, alors le couple (x1,x5) € By X Ey est symétrisable pour la loi produit T
de symétrique le couple (), x}).
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Remarques 2.3. 1) Si (Ey, T1),...,(E,, T,) sont des ensembles munis de lois de com-
position interne, la loi produit T définie sur F; x ... X E, par :
V(zy,...,xn) € B X oo X Epy YY1, ,yn) € BL X oo X By,

(1, 2) T (Y1, ey Yn) = (@1 T1Y1, -+, T T nln)-
est une loi produit.

2) Si (F, *) est un ensemble muni d'une loi de composition interne *, alors la loi produit,
notée aussi *, définie sur E" = E' X ... x E(n > 2) est donnée par :
—_——

n fois
\V/(fﬁl,. <. 7‘7;%) € En7 v(yl)' e 7y'rl) € En? (1’1,. .. 7xn)*(y17 s 7yn) = (xl*yla SR )xn*yn)-

Exemples 2.6. 1) La loi produit, notée aussi +, sur R” lorsque R est muni de la loi
+, est donnée par :

V(xy,...,x,) €ER™ NY(yr,...yyn) €R™ (zq, .o x0)+ W1, -y Un) = (T14Y1, -+ o, T tYn)-
Notez que (R™, +) est un groupe abélien car (R, +) lest.

o L’élément neutre de (R", +) est Ogn = (0,...,0).
o L’opposé de (z1,...,x,) € R" est (—z1,...,—x,).

2) La loi produit, notée aussi x, sur R" lorsque R est muni de la loi x, est donnée par :

‘v’(wl,...,xn)ER", v(y17"'7yn)€Rna (xla"'axn)x(yla"'vyn>:(xlyla"'vxnyn)-

o L’élément neutre de (R, x) est 1gn = (1,...,1).
o L’inverse de (xy,...,z,) € R" tel que x; # 0 Vi € {1,...,n} est le n-uplet

I.2. Groupes

1.2.1. Définition et exemples

Définition 2.6. Un groupe est la donnée d’un couple (G, ), o G est un ensemble et
est une loi de composition interne sur GG vérifiant les conditions suivantes :

(a) La loi x est associative.
(b) La loi * admet un élément neutre.
(c) Tout élément de G est symétrisable.
Autrement dit, un groupe est un monoide unitaire dont tous les éléments sont symé-

trisables, c¢’est-a-dire

(a)Vo,y,z € G, (zxy)xz=xx(yx*2)
G, %) est un groupe <—- b)dee G, VreG, zxzxe=exx==x
(

(c)Vee G, F'eG, zxa'=a"xx=e
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Remarques 2.4. 1) Si (G, *) est un groupe et si la loi % est commutative, alors le groupe
(G, %) est dit groupe commutatif ou groupe abélien.

2) Un groupe n’est jamais vide, il contient au moins son élément neutre.

3) Sila loi du groupe G est I'addition ("+"), on dit que le groupe G est additif. Dans
ce cas :
e L’élément neutre sera noté "0g" ou tout simplement "0".
e Le symétrique d’un élément x € GG sera noté —x et on I'appelle 'opposé de z.
4) Si la loi du groupe G est la multiplication ("-"), on dit que le groupe G est multi-
plicatif. Dans ce cas :

ou tout simplement "1".
1

e [’¢élément neutre sera noté "lg

e Le symétrique d'un élément = € G sera noté = et on 'appelle I'inverse de

x.

Exemples 2.7. 1) (Z,4), (Q,+), (R,+) et (C,+) sont des groupes abéliens. Il en est
de méme pour (Q*, x), (R*, x) et (C*, x).

2) (P(E),A) est un groupe abélien.

3) (N,+), (Z, %), ((P(E),U) et (P(E),N) ne sont pas des groupes (dans les deux der-
niers exemples, on suppose que card(F) > 2).

Proposition 2.4. 1. L’élément neutre d’un groupe est unique.
2. Le symétrique d’un élément d’un groupe est unique.
3. Tout élément d’un groupe est régulier.
Démonstration. Conséquences des résultats de la sous-section précédente. O

Exercice 29. 1) Montrer que Vz,y € R\ {1}, zTy = x+ y — zy définit une loi de
groupe abélien sur (R\ {1}, T).

2) Montrer que Z[i] = {a +ib | a,b € Z} est un groupe abélien pour la loi +.

I1.2.2. Sous-groupes d’un groupe

Définition 2.7. Soit (G, %) un groupe. Une partie H de G est dite un sous-groupe de
G si:

i) H est une partie stable de G pour la loi .
ii) (H,x*) est un groupe.
Exemples 2.8. 1) Z est un sous-groupe de (R, +).

2) (R*, x) est un sous-groupe de (C*, x).
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3) (R, x) est un sous-groupe de (R*, x), mais R* ne 'est pas car R* n’est pas stable
par la loi x (par exemple,(—1) € R* et (—2) € R*, mais (—1) x (=2) =2 ¢ R*).

Proposition 2.5 (Caractérisation d’un sous-groupe). Soit (G,*) un groupe d’élément
neutre e et H un sous-ensemble de G. H est un sous-groupe de G si et seulement si les
trois conditions suivantes sont satisfaites :

i) H#D (on vérifie que e € H).
ii) Pour tous x,y € H, on a xxy € H (stabilité par la loi *).

iii) Pour tout x € H, le symétrique ' de x dans (G,*) est un élément de H (stabilité
par passage au symétrique).

Démonstration. A faire a titre d’exercice. O
Remarques 2.5. 1) Un sous-groupe H est aussi un groupe muni de la loi induite par
celle de G.

2) Un critere pratique et plus rapide pour prouver que H est un sous-groupe de G est
donné par :

(i) H #0,
H est un sous-groupe de (G,x) < < (i1) Vo,y € H, xx*vy € H,
ou ¢y est le symétrique de y dans (G,x).

3) Si G est un groupe additif, alors

(1)) H# 0 (0 € H),
H est un sous-groupe de (G,+) < ¢ (it) Ve,y € H, x—y € H,
ou (—y) est Popposé de y dans (G,+).

4) Si G est un groupe multiplicatif, alors

() H 0 (1€ ),
H est un sous-groupe de (G,-) < ¢ (i) Vo,y € H, wxy '€ H,

ot y~! est l'inverse de y dans (G,-).

5) Si (G,x) un groupe d’élément neutre e alors, {e} et G sont des sous-groupes de G
appelés sous-groupes triviaux de GG. Tout autre sous-groupe non trivial est appelé
un sous-groupe propre de G.

Exercice 30. 1) Soit U = {z € C | |2|] = 1}. Montrer que (U, X) est un groupe
abélien.

2) Soit (G, -) un groupe. On pose :
Z(G)={9eG|g-v=x-g, Ve G}

appelé centre de G. Montrer que Z(G) est un sous-groupe de (G, -).
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Théoréme 2.1. (Sous-groupes de 7,) Les seules sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, avec
n € N.

Rappelons que nZ = {nk / k € Z} est 'ensemble des multiples de n € N.
Par exemple, 0Z = {0}, 1Z =7,27 ={...,—4,—2,0,2/4,...}, etc.

Démonstration. A faire a titre d’exercice. ]

Proposition 2.6. L’intersection de deux sous-groupes d’un groupe est un sous-groupe de
ce groupe.

Démonstration. Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe (G,x) d’élément neutre e.

(7) Clairement H N K C G.

(i) Onae € HN K, car H et K sont deux sous-groupes d'un groupe G, en particulier
ec Hetee K.

(77i) Soient z,y € HNK et y' le symétrique de y dans G. Comme H et K sont deux sous-
groupes d'un groupe G, alors x*y’ € H et xxy € K. Par conséquent, xxy € HNK.

D’ou H N K est un sous-groupe de G. [

Remarques 2.6. 1) Cette proposition se généralise & une famille quelconque de sous-
groupes. C’est-a-dire 'intersection d’une famille de sous-groupes d’un groupe G est
aussi un sous-groupe de G.

2) La réunion de deux sous-groupes n’est pas en général un sous-groupe. En effet,
considérons les sous-groupes 27Z et 3Z du groupe additif Z. On a 2 et 3 sont des
éléments de 27 U 3Z mais 2+ 3 =5 ¢ 2Z U 3Z.

I.3. Homomorphismes

I[.3.1. Définitions et propriétés

Définition 2.8. Soient E et F' deux ensembles non vides munis respectivement des lois
internes * et T. On appelle homomorphisme ou morphisme de (E, %) vers (F,T) toute
application f: F — F vérifiant :

Vo,y e B, f(zxy)= f(x)Tf(y)

Exemples 2.9. 1) L’application In : (R%, x) — (R, +) est un morphisme. En effet,
Vo,y € R%,  In(zy) = In(z) + In(y).

2) L’application exp : (R, +) — (R%, x) est un morphisme. En effet,
Vo,y €R, exp(z+y) = e = e%e¥ = exp(x) exp(y).

3) L’application f : (C, x) — (R4, x) définie par f(z) = |z| est un morphisme. En
effet, Vz, 2/ € C, f(zx2) =z x 2| =|z| x|2'| = f(2)f(2)).

4) L’application g : (R, +) — (R, +) définie par g(z) = |z| n’est pas un morphisme.
En effet, g(2 + (=3)) = g(—1) = 1 et ¢g(2) + g(—3) = 5, donc g(2 + (-3)) #
9(2) + g(=3).
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5) L’application h : (Ry,+) — (R, +) définie par h(xz) = /z n’est pas un mor-
phisme. En effet, h(16 + 9) # h(16) + h(9).

Remarques 2.7. 1) Un endomorphisme est un homomorphisme de (F, *) vers (E, *).
2) Un isomorphisme est un homomorphisme bijectif.
3) Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

Proposition 2.7. Soit f : (E,x) — (F,T) un homomorphisme.

1. Si H est une partie stable de E par % alors f(H) est une partie stable de F' par T.
En particulier, l'image f(E) de E par f est une partie stable de F' par T.

2. Sila loi % est commutative (resp. associative) dans E, alors la loi T est commutative
(resp. associative) dans f(E).

3. Sie € E est l’élément neutre de (E x), alors f(e) est I’élément neutre de T dans

f(E).

4. St un élément x € E est symétrisable pour la loi * de symétrique ', alors f(x) est
symétrisable pour la loi T de symétrique f(x') dans f(E) (i.e.,(f(x)) = f(2)).

Démonstration. 1. Soient yi,ys € f(H), donc il existe x1,xo € H tels que y; = f(x1)
et yo = f(x2). On a :

i Tye = f(21) T f(22)
= f(z1 *x2) (car f est un morphisme ).

Comme x1,x9 € H et H est stable par la loi x, alors xy x x5 € H. Par suite,
Y1 Tys = f(xy *xx9) € f(H). D'ou, f(H) est une partie stable de F' par T.

2. Soient y1,y2 € f(FE), donc il existe z1,x2 € E tels que y; = f(x1) et yo = f(x2). On
a:
xl)Tf(.Tg)
T * T

v Ty = f(
b )
[z x xq)
flx
Y2

(car f est un morphisme )

(car * est commutative )

2) T f(x1) (car f est un morphisme )
Tyl.

D’ou la commutativité de T dans f(E).
D’une maniere similaire, on montre que 1’associativité de * dans F entraine 1’asso-
ciativité de T dans f(F).

3. (Exercice).

4. (Exercice).

Théoreme 2.2. La composée de deux homomorphismes est un homomorphisme.
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Démonstration. Soient f : (E,*) — (F,T) et g : (F,T) — (G, L) deux homomor-

phismes. La composée g o f est une application de F vers G. Pour z,y € E, on a :
goflexy)=g(f(xxy)) =g(f(2)Tf(y)) = 9(f(x)) Lg(f(y)) = g o f(x)Lgo fly).

Donc, g o f est un homomorphisme. O
Comme conséquence, on a le résultat suivant :

Corollaire 2.1. La composée de deuzx isomorphismes (resp. automorphismes) est un iso-
morphisme (resp. un automorphisme).

Théoréme 2.3. Soient E et F' deur ensembles munis respectivement des lois * et T.
Si f est un isomorphisme de (E,x) vers (F,T), alors la bijection réciproque f~' est un
isomorphisme de (F, T) vers (E, ).

Démonstration. Puisque f est un isomorphisme, f est bijectif et donc f~! est aussi bi-
jective. Maintenant, soient y1,y2 € F' il existe donc x1,29 € E tels que y; = f(x1) et
Yo = f(zg). On a

S unTye) = U (fa) T f(a2) = [ (flar*a2)) = a1k xo = f () = [ ().

Donc, f~! est un isomorphisme. O

1.3.2. Morphismes de groupes

Lorsque 'ensemble de départ et ’ensemble d’arrivée d’un homomorphisme sont des
groupes, on parle d’homomorphisme de groupes.

Théoréme 2.4. Soit f: (G,*) — (G', T) un homomorphisme de groupes.

1. Si H est un sous-groupe de G, alors l'image f(H) de H par f est un sous-groupe
de G'.

2. Si H' est un sous-groupe de G', alors "image réciproque f~'(H') de H' par f est un
sous-groupe de G.

Démonstration. Soit e (resp. €’) ’élément neutre de (G,*) (resp. (G',T)).

1. e« Onae = f(e) € f(H).
e Soient y1,y, € f(H), donc il existe z1, o € H tels que y; = f(x1) et yo = f(x2).
Notons (y2)" (resp. (z2)’) le symétrique de yo dans (G',T)(resp. de x5 dans (G,x)).
Ona:yT(y) = fla) T(f(x2)) = flz) Tf((22))) = f(z1%(x2)"). Comme z1, 25 €
H et H est un sous-groupe de G alors 1 % (x3)" € H, donc

YiTya = f(o1 % (22)") € f(H).
D’ou, Dot f(H) est un sous-groupe est un sous groupe de (G, T).

2. ¢« Onaece f1(H') car f(e) =¢ € f(H).
e Soient 11,15 € f~H(H') et (x3) le symétrique de o dans (G,x).
On a x1,79 € f7Y(H') donc f(xy),f(ze) € H'. Comme H’ est un sous-groupe de
(G',T), alors f(x1)T(f(z2)) € H', c-a~d f(zq * (x2)") € H'. Par conséquent, x; *
(z2) € f~Y(H'). D’ou, f~*(H’) est un sous-groupe de (G *).
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]

Corollaire 2.2. Soit f : (G,*) — (G',T) un morphisme de groupes. Alors, f(G) est
un sous-groupe de (G',T) et f~({e'}) est un sous-groupe de (G,x), ot € est I'élément
neutre de (G',T).

Démonstration. Application directe du théoreme précédent. n

Définition 2.9. Soit f : (G,*) — (G’, T) un homomorphisme de groupes et soit ¢’
I'élément neutre du groupe (G',T).

1) Le noyau de 'homomorphisme f est 'ensemble noté Ker(f) et qui est défini par :
Ker(f) ={z e G| f(x) =€}
2) L’image de 'homomorphisme f est I’ensemble noté Im(f) et qui est défini par :
Im(f) = f(G) ={f(z) |z € G}.
Autrement dit,
reKer(f)<= f(r)=¢ et yelm(f) < JreG y= f(x).

Remarques 2.8. 1) Le noyau Ker(f) n’est jamais vide, car il contient au moins 1'élément
/

neutre e de (G, *), puisque f(e) =¢€'.
2) L’'image Im(f) n’est jamais vide, car ¢’ = f(e) € Im(f).

3) D’apres le corollaire ci-dessus, le noyau Ker(f) est un sous-groupe de (G, *) et
I'image Im(f) est un sous-groupe de (G', T).

Théoréme 2.5. Un homomorphisme de groupes f : (G,x) — (G',T) est injectif si et
seulement si Ker(f) = {e}, ou e est l’élément neutre de (G ).

Démonstration. Supposons que f est injectif et montrons que Ker(f) = {e}.

Soit x € Ker(f), donc f(x) =€, ou € est I’élément neutre de (G, T).

Or, ¢ = f(e), donc f(x) = f(e) implique = = e (car f est injectif). Il en résulte que
Ker(f) C {e} et donc Ker(f) = {e}.

Réciproquement, supposons que Ker(f) = {e} et montrons que f est injectif.

Soient a,b € G tels que f(a) = f(b). Alors, f(a)T(f(b)) =€, (f(b)) est le symétrique
de (f(b)), donc f(a*b") =€, est le symétrique de b.

Par définition, cela signifie que a * b~! € Ker(f) = {e}, donc a = b. O

Définition 2.10. Deux groupes sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme de
groupes entre eux.

Exercice 31. On définit sur |1, 4+o00| la loi de composition interne * par :

Vo, y €], 400, xx*xy= \/(1‘2 -y —-1)+1
On considere I'application f : R —]1, 4-00[ définie par :

r— v+ 1.
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—_

. Montrer que (]1, +o0o[,*) est un groupe abélien.

(\)

. Montrer que f est un morphisme de (R*,x) vers (]1, +oo[*).

3. Déterminer Ker(f) et Im(f), puis conclure.

W

. Montrer que A = {\/1 +2m | m e Z} est un sous-groupe de (]1, +00], *).

II. Anneaux

I1.1. Définitions et exemples

I1.1.1. Définition et régles de calcul dans un anneau

Définition 2.11. Un anneau est la donnée d’un triplet (A, +,x), o A est un ensemble
muni des lois de composition internes "+" et "x" vérifiant les conditions suivantes :

(i) (A,4) est un groupe abélien dont 1’élément neutre est noté 04 ou simplement 0;
(ii) laloi "x" est associative;
(iii) la loi "x" possede un élément neutre noté 14 ou simplement 1
(iv) La loi "x" est distributive par rapport a la loi "+".
Si de plus la loi "x" est commutative, 'anneau (A, +, x) est appelé anneau commutatif.
Autrement dit :

(i) (A,+) est un groupe abélien ;

(17) (A, X) est un monoide unitaire;

(A,+, x) est un anneau < < (7ii) La loi x est distributive par rapport a la loi +,c-a-d :
Vz,y,z € A,on a

X (y+z2)=(zxy)+(xxz)et (y+2)xx=(yxz)+(zxx).

Remarques 2.9. 1) Siaucune confusion n’est a craindre, on confond souvent un anneau
(A, 4+ ,x) avec 'ensemble A (sans préciser les lois "+" et "x").

2) Un anneau est toujours non vide.

3) Un anneau est en fait un triplet (A, +,x) qui vérifie les conditions (i), (i¢) et (iv)

de la définition (mais pas forcément la condition (ii7)). Si de plus la condition (7iz)
est vérifiée, 'anneau A est dit unitaire.

4) Dans cette section, un anneau désigne un anneau unitaire.

5) L’élément neutre 04 de (A,+) (resp. 14) est appelé le zéro (resp. I'unité) de I’an-
neau A.

Exemples 2.10. 1) (Z,+, x) est un anneau commutatif. Il en est de méme pour Q,
R et C.
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2) Soit E un ensemble. (P(E),A,N) est un anneau commutatif (P(E) désigne 'en-
semble des parties de F).

o L’élément neutre de (P(E), A) est 0.
o [’élément neutre de (P(FE),N) est E.
3) (N,+, x) n’est pas un anneau, car (N, +) n’est pas un groupe.

4) (2Z,4+, x) n’est pas un anneau, car 1 ¢ 27 (la condition (iii) de la définition d’un
anneau n’est pas satisfaite).

Proposition 2.8 (Regles de calcul dans un anneau). Soit (A, +, X) un anneau.
1) Pour toutxz € A, 0 x x =x x 0=0, on dit que 0 est un élément absorbant.
2) Pour tous z,y € A, x X (—y) = (—x) xy=—(x xy) et (—z) x (—y) =z x y.
3) Pour tous x,y,z € A, on a :
rx(y—z)=(zxy)—(rxz) e (y—z)xzx=(yxz)—(2xx).

Démonstration. 1) Montrons que 0 X = 0 pour tout x € A. En effet, on a :
Oxex=0+0)xz=0x2+0xz.
En soustrayant 0 x x des deux cotés de 1’égalité, on obtient :
0=0xuz.
Par un raisonnement similaire, on montre que z x 0 = 0.
2) On a:
(xx(—y)+@xy)=zx(—y+y) =xx0=0.

Ainsi, on en déduit que = X (—y) = —(z X y).
De méme, on obtient :

(—z) xy =—(z xy).
Comme application, on a : (—x) X (—y) =x X y.

3) Montrons maintenant que z X (y —z) =x Xy —x X 2. On a :

X (y—z)=xx(y+(=2) = (rxy) + (& x(=2)),

on en déduit :
(xxy)+(—(zxz)=xxy—2xx2

[]

Remarque 2.4. Soit (A,4, x) un anneau. On a : A = {04} <= 04 = 14. En effet, si
A ={04}, alors 14 =04 car 14 € A.

Réciproquement, supposons que 04 = 14 et montrons que A = {04}. Soit z € A, donc
r=xX1y=uxx0y =04 Par conséquent, A C {04}, ce qui implique A = {04}.

L’anneau A = {04} est appelé I’anneau nul ou ’anneau trivial.

Dans toute cette section, nous ne considérons que les anneaux non triviaux, c¢’est-a-dire
ceux pour lesquels 14 # 04.
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Soit (A, + ,x) un anneau. Pour tout a € A,
1. les multiples de a sont définis par :

(a) Oa =0et la =a;
(b) pour tout entier n > 2, na=a+a+---+a;

n fois

(¢) pour tout n € N*, (—n)a = n(—a)

(a) les puissances de a sont définies par :
(b) a®=1(a#0) et a' =a;

(c) pour tout entier n > 2, a" =axax- - Xa;

n fois

(d) si de plus a est inversible d’inverse a~! alors, pour tout n € N*, ™" = (a™1)".

Proposition 2.9 (Autres régles de calcul dans un anneau). Soit (A, + ,X) un anneau.
1) Pour tous x,y € A et tout n € Z, on a : x x (ny) = (nx) X y = n(x X y).

2) Pour tout a € A et pour tous n,m € Z, on a :

(n+m)xa=nxa+mxa e (nxm)Xxa=nx(mxa).

3) Pour tout a € A et pour tous n,m € N*, on a :

a® X a™ = 6Ln—&-m et (an)m — CLn><m’

4) Sia etb sont deux éléments de A qui commutent, c’est-a-dire a X b="b x a, alors :

(i) Pour toutn € N, on a :

(a+0)"=> CFa"b"* (binome de Newton),
k=0
ot Cyy = k!(:ik)!‘

(7)) On a également :

(a—b)" =Y Ck(-1)"*d b "
k=0
(1ii) Pour tout n € N*, on a :
a—=b"=(a—0) (a”_l +a" bt ab" T+ b”_l) :

En particulier, on a :

L= 0" =(1=b) (T+b+b 4+ b").

Démonstration. A faire a titre d’exercice. O]
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Exercice 32. Soit (A, 4+ ,x) un anneau tel que 2° = x, pour tout x € A. Montrer que

I'anneau A est commutatif.

Démonstration. Soit x € A. On a 2 = (—2)°%, donc x = —z (%), ou encore 2x = 0 (*x).

D’autre part, comme 1 € A, on a aussi 1 + x € A. Par hypothese :
1+z2)°=1+u
Or, en développant le bindbme de Newton, on a :
(14 2)% = 2% + 62° + 152" + 202° + 152% + 62 + 1.
Ainsi, on obtient :
l+2z=24+0+2*+0+2>+0+1 (par application de (¥x)).

Par suite, on a :
l4+z=x+z+ 2%+ 1.

Il en résulte que z* + 22 = 0, ce qui implique que z* = —2% = 22. On en déduit que :

I6:I4XI2:Z‘2XZL’2:$4:$2.

Ainsi, 22 = z (dapres (x)).
Finalement, pour tous x,y € A, on a :

(+y)?=(z+y)(z+y) =2 +ay +yz+y°
Donc :

T+yYy=2x+zry+yr+y,

c’est-a-dire que xy + yxr = 0.
Si xy = —yz, alors yx = xy (d’apres (x)). O
I1.1.2. Anneaux produits et anneaux de fonctions

(1) Anneaux produits : Soient (A, +,x) et (B, 4+ ,X) deux anneaux. On définit sur
le produit cartésien A x B les lois produits notées aussi "+" et "x" par :
pour tout (z,y) € A x B et tout (2',y') € A x B,

(z,y) + (2" y)=(x+2"y+y) et (x,y)x (@, y)=(xxayxy).

On vérifie facilement que (A x B, +, X) est un anneau. Si de plus les anneaux A et B
sont commutatifs, alors 'anneau A x B est aussi commutatif.

Définition 2.12. L’anneau (A x B, +, X) est appelé 'anneau produit des anneaux A
et B.

Remarques 2.10. 1) Si (A1,+, %), ..., (A, +, X) sont des anneaux, alors
(A; X Ag X --- x A, +, X) est 'anneau produit des anneaux A;,i =1,...,n.

En particulier, si (A, +, X) est un anneau et n > 2 est un entier, alors (A", 4, x)
est un anneau produit.
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2) L’élément neutre de (A x B,+) est 0axp = (04,05) et pour tout couple (a,b) €
Ax B,ona: —(a,b)=(—a,—b).

3) L’élément neutre de (A x B, x) est 1axp = (14, 15).

Exemples 2.11. 1. (Z x Q,+, x) est anneau produit (qui est commutatif) des an-
neaux Z et Q.

2. (Z* +, x) est un anneau commutatif, c’est "anneau produit des anneaux Z et Z.

(2) Anneaux de fonctions Soit [ un ensemble non vide et (A, 4+ ,Xx) un anneau. On
considere 1'ensemble F (I, A) des fonctions définies sur I et a valeurs dans 'anneau A.

On définit sur F(I, A) les lois de composition internes (faciles & vérifier) notées égale-
ment "+" et "X" par : Pour tous f,g € F(I,A) et tout z € I :

(f+9)(x) = f(z) +g(x) et (fxg)(z)=f(x)xg(z)

On vérifie sans peine que (F (I, A), +, xX) est un anneau, appelé anneau des fonctions
définies sur I et & valeurs dans A. Si de plus 'anneau A est commutatif, alors F (I, A)
est un anneau commutatif.

- L’élément neutre de (F(I, A),+) est la fonction nulle :

0:1— A x+——6(x) =04
Pour tout f € F(I,A), on a :
(=N)(x) =—=f(x), Vzel
- L’élément neutre de (F(I, A), x) est la fonction constante égale a 14 :
lraay: I — A, x+— 1rqa)(z) = 14

Exemple 2.1. L’ensemble F(R,R) est un anneau, ou F(R,R) désigne I'ensemble des
fonctions définies sur R et a valeurs dans R.




