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Chapitre 1

Théorie des ensembles, applications et rela-
tions binaires

I. Théorie des ensembles - notions de base

I.1. Introduction

En se basant sur la connaissance intuitive que nous avons, on peut dire qu'un en-
semble est une collection d’objets distincts appelés éléments, avec la propriété suivante :
pour un objet donné, l'assertion que cet objet appartient a la collection est soit vraie, soit
fausse.

Soit E un ensemble et  un objet. Si z est un élément de ’ensemble F, on écrit = € F.
Sinon, on écrit = ¢ E.
On peut définir un ensemble de deux manieres :

e en extension : on donne la liste explicite de tous les éléments.
Exemple : 'ensemble A = {1,2,3,4} est défini en extension.

e en compréhension : on donne une propriété commune vérifiée par les éléments de
I’ensemble.
Exemple : 'ensemble B={n € Z / —1 <n <6} est défini en compréhension.

Exercice 1. 1. Soit F = {0,1,2,...,20}.
Exprimer en extension les ensembles suivants :
A={ne€ FE [/ nest premier}, B={n € F / nest un multiple de5} et
C = {n € E / ndivise 20}.

2. Exprimer en compréhension les ensembles suivants :

A={-3,-2,-1,0,1,2,3}, 3Z, Q et C.
Vocabulaires :

1. Il existe un ensemble qui ne contient aucun élément, c’est ’ensemble vide et est
noté 0.

2. Un singleton est un ensemble qui contient un seul élément.

3. Une paire est un ensemble qui contient exactement deux éléments.
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I.2. Inclusion et ensemble des parties

Définition 1.1. (Inclusion) Soient A et B deux ensembles.

On dit que A est inclus dans B et on écrit A C B ou A C B si tout élément de A
est aussi un élément de B. On dit aussi que A est une partie de B ou encore A est un
sous-ensemble de B.

Notations. 1. Si A C Bet A # B, on écrit A C B et on dit que A est strictement
inclus dans B.
2. Si A n’est pas inclus dans B, on écrit A ¢ B.
Par définition, on a :
(ACB) <= Vo, € A=z € B)
(AZ B) <= (Jz,x € Aetx ¢ B).
Remarque 1.1. Pour tout ensemble E, on a : ) C E.
Exemple 1.1. Ona N CZ Cc Q C R C C, mais C ¢ R (du fait que i € C mais i ¢ R).

Définition 1.2. (Egalité de deux ensembles) On dit que deux ensembles A et B sont
égaux et on note A = B, s’ils sont constitués des mémes éléments.

Autrement dit,
(A=B) <= (Vo,z € A<=z € B).

Exercice 2. Prouver que :
1. {zeR /2> -3z —4=0}={-14}.
2. {freR /22 -20+1<0} =0.

3. Le domaine de définition de la fonction f : R — R, z — L est R\ {1}.

Proposition 1.1. Soient A, B et C' des ensembles. On a :
1. ACA;

2. siAC BetBCAalors A= B;
3. siACBetBCC alors AcCC.

Démonstration. A faire a titre d’exercice. O

Remarque 1.2. Soient E et F' deux ensembles.

Pour prouver que E C F', on considere généralement un élément quelconque = de F et on
essaie de prouver que x € F.

Pour montrer £ = F', on procedera souvent par double inclusion : on prouve séparément
ECFet FCE.

Notation. L’ensemble des parties d'un ensemble F, c’est-a-dire ’ensemble de tous les
sous-ensembles de E, est noté P(FE).

Alinsi,
AeP(E)<= ACE.
Exercice 3. 1. Déterminer I’ensemble des parties des ensembles suivants : A = {a},
B = {a,b} et C = {a,b,c}.

2. Déterminer P(P(A)) et P(P(P(0))).
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I.3. Opérations sur les ensembles

Définition 1.3. Soient A et B deux ensembles. On définit les opérations suivantes :

e Union : 'union de A et B, notée AU B, est I’ensemble des éléments qui appar-
tiennent a A ou a B, c-a-d

AUB={x|x € Aoux € B}.

Formellement,
r€ AUB <= (x€ Aoux € B).

FIGURE 1.1 — L’union AU B

o Intersection : 'intersection de A et B, notée A N B, est ’ensemble des éléments
qui appartiennent a la fois a A et a B, c-a-d

ANB={z|xz € Aetx € B}.

Formellement,
r€ANB <= (x € Aetz € B).

FIGURE 1.2 — L’intersection AN B

Les ensembles A et B sont dits disjoints si AN B = ().

» Différence : la différence de A et B (dans cet ordre), notée A\ B, est I'ensemble
des éléments de A qui n’appartiennent pas a B, c-a-d

A\B={zx|z € Aet x ¢ B}.
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Formellement,
r€A\B<= (x € Aetx ¢ B).

FIGURE 1.3 — La différence A\ B

o Différence symétrique : la différence symétrique de A et B, noté AAB, est
I’ensemble des éléments qui appartient & AU B et qui ne sont pas dans AN B, c-a-d

AAB =(AUB)\ (BN A).

FIGURE 1.4 — La différence symétrique AAB

o Complémentaire : si A est une partie de B, le complémentaire de A dans B,
noté CpA, est 'ensemble des éléments de B qui n’appartiennent pas a A, c-a-d

CbA={reB|x¢A}
Formellement,
rclpA<=r¢€ Betax g A

Si aucune confusion n’est a craindre, le complémentaire de A dans B se note aussi
A€ ou encore A.
Remarquons au passage que (pA = B\ A.
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AC

FIGURE 1.5 — Le complémentaire C5A

Exercice 4. 1. Considérons les ensembles F = {1,2,3,4,5,6,7,8}, A = {1,2,3,4} et
B={12567}.
Déterminer les ensembles AN B, AUB, A\ B, B\ A, AAB et CpA.

2. On pose [ =] — 00,2] et J =] — 3, + o0].
Déterminer les ensembles I N.J, TUJ, I\ J, J\ I, IAJ et Cgl.

3. Déterminer les ensembles A et B sachant que AU B = {1,2,3,4,5,6,7,89}, AN B =
{4,5,6,9) et A\ B = {7.8).

4. Soient A = {1,2,3,4} et B = {3,4,5,6}. Déterminer I'’ensemble X tel que AAX = B.

Union et intersection d’un nombre quelconque d’ensembles : Les notions d’union
et d’intersection se généralisent a un nombre quelconque d’ensembles. Soit I un ensemble
quelconque et pour tout ¢ € I, A; est un ensemble (on parle de famille d’ensembles, notée
(A;)ier, indexée par I). L'union (resp. 'intersection) des ensembles A;, pour tout i € I,
est 'ensemble, noté U A;, des éléments qui appartiennent a au moins I'un des ensembles

iel
A; (resp. 'ensemble, noté ﬂ A;, des éléments qui appartiennent a tous les ensembles A;),
iel

c-a~d

UAi={z/Jicel,xe Ay} et (A={z/VielxecA}

iel iel
Formellement,

rel|JAi<=3Tiel,xeA et ze(A<=VielzecA,.

iel iel

En particulier, lorsque I = {1,2,... n} alors,

LJ /L':: LJ /h ::/41LJ142LJ... Lqun et (w /L':: (1 /h ::/41(7z42fﬁ... F]/4n.

i€l i=1 iel i=1
4 4
Exemples 1.1.  « [ J]—n,n] =] —44]et (] —nn] =] - 11].
n=1 n=1

« U{n}=Net {n}=0.

neN neN
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Vocabulaire : les ensembles d’une famille de parties (A;);e; d'un ensemble E sont
dits deux a deux disjointes si deux ensembles quelconques et distincts de cette famille
sont disjoints.

Autrement dit,

VZ,jGI,Z#j:>A1ﬂAj:®

Par exemple, la famille ({2}),ez est une famille de parties de Z deux a deux disjointes.

Les propriétés des opérations sur les ensembles sont données par les propositions sui-
vantes dont la preuve de chacune d’elles est laissée a titre d’exercice.

Proposition 1.2. Soient A, B et C' des parties d’un ensemble E.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1) AUB=BUA e ANB=BNA;
2) (AUB)UC =AU (BUC) e (ANB)NC=AN(BNC);
3) AUD=A et ANE=A;
)

4) AnN(BUC)=(ANB)UANC) e AU(BNC)=(AUB)N(AUC). Plus
généralement, si (B;);er est une famille de parties de E, alors

An(UB)=UMANB) e AU((B)=[)AUB,).

el el il el

Proposition 1.3. Soient A, B, C et D des parties d’un ensemble E.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. AUA=ANA=A;
2. ANBCACAUB;
3. st AcCetBCDalors A UBCCUD eteANBCCND.

Proposition 1.4. Soient A et B deux parties d’un ensemble E.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1 (A=A - =F, E =0, AUA=F et ANA°=0);
2. AC B<= B¢ C A¢;
3. (Lois de De Morgan)
(AUB) =A°NB° et (ANDB) = A°UDB°".

Plus généralement, si (A;)icr est une famille de parties de E, alors

(UA) =47 et ([NA) = A

el i€l el i€l

Proposition 1.5. Soient A, B et C' des parties d’un ensemble E.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :
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1. (a) A\B=AnNDB*;
(b)) ANA=0 et A\ND=A;
(¢c) A\B=0<+<= ACB

2. (a) AAB = BAA, ANBAC) = (AAB)AC, AAN) = A et ANA=10);
(b) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

Remarque 1.3. En générale, on a (A\ B)\ C # A\ (B\ C). Par exemple, (N\Z)\R =10
et N\ (Z\R) =N,

Exercice 5. Soient A, B, C' et D des parties d'un ensemble E. Montrer que :
l.siANBCANCet AUBC AUC alors B C C.
2.SiANB=ANCet B\A=C\ Aalors B=C.

3. (A\B)Nn(C\D)=(AnB)\(BUD,).
4. si AAB = AAC alors B = C.

5. (AAB) = A°’AB = AAB°.

6. si AAB =0 alors A = B.

1.4. Produit cartésien

Définition 1.4. Le produit cartésien de deux ensembles E et F' (dans cet ordre) est
I’ensemble, noté E x F, défini par :

ExF={(zy)/xecEetyeF}.
Un élément (z,y) de E x F s’appelle un couple.

On a donc,
(xy) e ExXxF<=x€FEetyc€F,

ou encore,
2€EEXF<= (3zxeE)(yeF): z=(vy).

Exemple 1.2. Soient £ = {1,2} et ' ={3,4,5}. On a :
o ' x FF=1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5) }.
o 'x E=1{(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(5,1),(5,2) }.

Remarquons au passage que ' X F' # F x E en générale. Ceci découle du fait que
(a,b) = (¢,d) <= a=cetb=d.

Remarques 1.1. 1. Soit n € N* et I = {1,2,...,n}, le produit cartésien de n en-
sembles Ay, As,..., A, est:

T4 =14 =4 ><A2><---xAn:{(xl,xg,...,xn)\xieAipourlgign}.

il i=1
Si Ay =Ay=---=A, = A, alors le produit cartésien A; x Ay X --- X A, sera noté
A" c-a-d

A" =AXx Ax---x A.

n fois
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2. M A=0< (Je{l2,...n}) 4 =0.

3. Si pour tout ¢ € {1,2,...,n} on a A; C By, alors [T\, A; C IT\~, B;.

Vocabulaires : Un élément (xq,zs,...,x,) de I, A; est appelé un n-uplet. Ainsi, un
couple est un 2-uplet, un triplet est un 3-uplet, un quadruplet est un 4-uplet et ainsi de
suite.

Proposition 1.6. Soient A, B et C' des ensembles.

1. Ax (BNC)=(AxB)N(AxC)etAx (BUC)=(AxB)U(AxC(C).

2. Ax (BxC)=(AxB)x(C=AxBxC.
Démonstration. A faire & titre d’exercice. ]
Exercice 6. Soient A, B, C' et D des parties d’un ensemble E. Montrer que :

1. (AxB)U(C x D)#(AUC) x (BUD) (en général).

2. (A\B)xC=(AxC)\ (Bx().

3. AxB=(Ax E)U(E x B).

4. Ax B=(AxB)U(Ax B)U(A X B).

I.5. Recouvrement et partition

Définition 1.5. (Recouvrement d’un ensemble) Un recouvrement d’un ensemble

E est une famille d’ensembles (A;);c; telle que E C U A;.
el

Remarque 1.4. Siles ensembles A;, 1 € I, sont des parties de E alors I'inclusion £ C U A,
el
est en fait une égalité.

Exemples 1.2. 1. La famille d’ensembles (1, ),en, ot I, =|—n,n[, est un recouvrement
de N. En effet, pour tout k € N, k € I =] — k — 1,k + 1[C U I;.
iEN

2. Clairement N = {J,,cn{n}, donc la famille ({n}),en est un recouvrement de N.

Définition 1.6. (Partition d’un ensemble) Soit £ un ensemble non vide. On dit
qu'une famille d’ensembles (A;);c; est une partition de E si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. pour tout i € I, A; C E';

2. pour tout i € I, A; #0;

3. pourtousi #jel, AiNA =0;
4. E=JA.

i€l
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Remarque 1.5. Une partition d’un ensemble E est un recouvrement de E par une famille
de parties non vides de F qui sont deux a deux disjointes.

Exemples 1.3. 1. Les ensembles A = {1,2} et B = {3,4,5,6} forment une partition
de 'ensemble E = {1,2,3,4,5,6}.

2. Les intervalles | — oo, — 1], | — 1,2] et ]2, + oo[ forment une partition de R.
3. Les ensembles R, et R_ ne forment pas une partition de R.

Exercice 7. Soient A et B deux parties non vides d'un ensemble £. On suppose que :
ANB #0, AUB # E, A¢ Bet B¢ A. On considere les ensembles A; = AN B,
AQZAQE, AgZZﬂB et A4:AUB

Montrer que la famille (A;)1<;<4 est une partition de 'ensemble E.

II. Applications

II.1. Définitions et exemples

Définition 1.7. Soient E et F' deux ensembles. On appelle correspondance (ou rela-
tion) de E vers F tout triplet f = (F, F,G) ou G est une partie de F x F.

Vocabulaires :

1. L’ensemble E (resp. F') est appelé I'ensemble de départ ou source (resp. ’ensemble
d’arrivée ou but) de f.

2. L’ensemble G est appelé le graphe de f.

3. Si (z,y) est un élément du graphe G, y sera appelé une image de x par f et z un
antécédent de y.

Exemple 1.3. Soit f = (R, R, G), avec
G:{(x,y)eRxR|y2:x}
e Ona (0,0) € G (0 admet une seule image).

o Siz e RY alors (z,y/x) et (z, — /) appartiennent au graphe G (z € R* admet
deux images distinctes).

o Siz € R* alors x n’a aucune image (car, pour tout y € R, y* # z, puisque y* > 0
et z < 0).

Définition 1.8. Une correspondance f = (E, F, G) est dite fonction de F vers F' si tout
élément de E admet au plus une image par f dans F.

En termes de graphe : pour z € E, il peut arriver qu’il n’y ait aucun élément y de
F tel que (z,y) € G; mais si y et ¥ sont deux éléments de F' tels que (z,y) € G et
(z,y') € G, alors y = ¢/'.

Vocabulaires et notations : Soit f = (F, F, G) une fonction de E vers F.
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1. Si un élément =z de E admet une image y dans F', alors I’élément y est unique et
sera noté y = f(x). Dans ce cas x est un antécédent de y par f.

2. La fonction f = (E, F,G) sera notée :

fE— F

f:E—F, x~ f(x) ou o f(z)

Le graphe G de la fonction f est donné par :
G={(r,y) € Ex F|y=f(a)}

Remarque 1.6. Le domaine de définition d'une fonction f : £ — F, z — f(z), noté Dy
ou tout simplement D, est défini par :

Dy={z € E|3yeF f(z) =y}
Exemples 1.4. 1)

1.
f
f est une correspondance mais elle n’est pas une fonction, car 1 admet deux images
distinctes par f. Son graphe est :
G ={(1,a);(1,b);(2,0)}
2.
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g est une fonction de E vers F. Son graphe est G = {(1,a);(2,b)} et son domaine
de définition est :

D, ={1,2}

h est une fonction de E vers F. Son graphe est G = {(1,a);(2,a);(3,d)} et son
domaine de définition est :
D, ={1,2,3} = E.

2) La correspondance f: R — R, x — /& est une fonction de R vers R.
o Tout élément x € R* n’admet pas d’image.

o Chaque élément x € R, admet une seule image. Le domaine de définition de f est
Df - R+.

Définition 1.9. Une fonction f de E vers F est dite une application si chaque élément
de 'ensemble de départ F admet exactement une image dans F' par f.

En termes de graphe : si G est le graphe de la fonction f, alors f est une application,
si et seulement si :

(Vee EY3lye F) : (z,y) € G.

Ce qui se traduit par :
V(z,y), (@ y) €CG (z=2a") = (y=y) (o)

Remarques 1.2. 1. Le domaine de définition d’une application est égal a son ensemble
de départ.

2. Le graphe d’une application f de E vers F' est I’ensemble :
G =A{(z, f(z)) |z € E}.

3. D’apres («),

(f est une application) = (‘v’(x,x’) €E* r=1= f(z)= f(x’)).
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Attention : L’implication réciproque n’est pas toujours vraie. En effet, si on considere
I'application f: R — R,z + 2% on a: f(1) = f(—1) mais 1 # —1.

Notation. On note F(E, F) ou encore F¥ 'ensemble des applications de F vers F.

Exemples 1.5. 1. La fonction h de 'exemple 1) 3 de la page 12 est une application
de E vers F.

2. La fonction f: R — R,z — 2?4+ 1 est une application (car D; = R).
3. La fonction g : R — R,z +— \/z n’est pas une application (car D, = R™ # R).

4. La fonction T": N — N,n — n — 1 n’est pas une application, car 0 n’admet pas
d’image dans N par f.

Exemples importants d’applications

1. Une application f: E — F' est dite constante s’il existe un a € F' tel que
Va € E, f(x) = a. Autrement dit, une application f : E — F' est constante si

V(z,2') € E?,  f(x) = f(2).
Par exemple, les applications :

fiiR—R fo:N—R  fs: P(E)—P(E)
x—0 n——1 A +—— (0 (F est un ensemble)

sont des applications constantes. En revanche, 'application f : R - R, oz — z + 1
n’est pas constante, car f(0) =1# 2= f(1).

2. L’application idg : E — E, x — z est appelée 'application identique (ou I'identité)
de E. On la note aussi id ou encore Idg. On a donc

(Vz € E) idg(z) = .

3. Soit A une partie de E. L’application

Xa:E—{0,1}

1, siz €A,
r —r _
0, sizé¢Alie,xeA),

est appelée I'application caractéristique (ou indicatrice) de A.

Définition 1.10. Deux applications f : F — F et g : B/ — F’ sont dites égales ou
identiques et on écrit f =g,si E=FE', F =F' etVx € E, f(z) = g(z).

Remarques 1.3. 1. Si E = FE' et F = F', alors f # g si et seulement s’il existe z € F,
tel que f(z) # g(x).

2. L’égalité f = g a lieu dans F(F, F) alors que I'égalité f(z) = g(x) a lieu dans F.
Ne pas confondre les deux : f = ¢ entraine f(x) = g(z), par contre f(z) = g(z)
doit étre vrai pour tout x € E pour qu’on puisse en déduire f = g.
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Exemples 1.6. 1. Les applications : f : R - R,z + cosz et g : R — [-1,1], 2 —
cos = sont différentes (f # g), car elles n'ont pas le méme ensemble d’arrivée.

2. Les applications : f : [1,+ oo[— R,z — /x et g : RT — R, x — /x sont différentes
(f # g), car elles n’ont pas le méme ensemble de départ.

3. Les applications : f: R — R,z +— |z| et g : R — R,z — z sont différentes (f # g),
car f(=1) £ g(—1).

4. Les applications : f: R — Rtz — VaZet g: R — R", z — |z| sont égales (f = g),
car elles ont le méme ensemble de départ, le méme ensemble d’arrivée et pour tout

r€R, ona f(z) = Va2 = |z| = g(z).

Exercice 8. Soient A et B deux parties d'un ensemble E, et x4 I'application caractéris-
tique de A. Montrer que :

1. ACB <= xa < xs
A=B <= xa=Xxs
XAnNB = XAXB-

XAuB = XA T XB — XAXB-
xas = xa(l —xa).

S oo W

XAAB = |Xa — XB|-

Définition 1.11 (Restriction et prolongement). Soient A une partie non vide d'un
ensemble F et f: E — F une application. Alors :

1. L’application g : A — F telle que, pour tout x € A, g(z) = f(x) est appelée la
restriction de f a A. On la note : g = f[4.
2. Soient G un ensemble contenant £ (G O E) et f: E — F une application. Toute
application h : G — F' telle que h| = f est appelée prolongement de f a G.
Exemples 1.7. 1. Considérons l'application f : R — R, définie par f(z) = |z|. On a :
flgr :RT =R . flg- :R™ =R
e
T |z =2 T x| = —x
L’application f est un prolongement a la fois de f[p+ et de flr-.

2. Soit f I'application :
f:R—R
r—1, six < —1,
x— S a?, si —1<ax<l,

In(x), siz>1.
On a :
flcoo—1 i) —00, 1] = R oyl =L =R ST 4oof 1 +00[ = R

rrx—1 T > 1 « x +— In(x)

sont les restrictions de f, respectivement & | — oo, —1], | — 1,1] et |1, +o0.
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3. Considérons I'application f : RT — R, définie par f(x) = y/z. L’application
g:R—R
$|_>{x—1, sixz <0,
VT, six > 0.

est un prolongement de f a R, car g[g+ = f.

I1.2. Image directe et image réciproque

Définition 1.12. Soient f : E — F une application, A C F et B C F.

1. On appelle image directe (ou tout simplement image) de A par f, 'ensemble
noté f(A), qui est défini par :

fA) ={f(@)|ve A} ={y e F|3ac A fla) =y}

2. On appelle image réciproque de B par f, I'ensemble noté f~(B), qui est défini
par :

f(B)={v € E| f(z) € B}.
Autrement dit,
e yc f(A) < Jac A, y= f(a),
e z¢c fY(B) <+ f(x)eB.
Remarques 1.4. Sous les mémes hypotheses de la définition ci-dessus, on a :

1. f(A)C Fet f7Y(B)CE.

2. f(A) est 'ensemble des images des éléments de A, alors que f~!(B) est 'ensemble
des antécédents des éléments de B.

3. St A={ay,ay,...,a,}, alors f(A) = {f(a), f(az),. .., flan)}.

4. L’image f(FE) de E par f est appelée I’image de f que l'on note : f(F) = Im f.

5. L’ensemble A est dit stable par f si f(A) C A, et il est dit invariant par f si
f(A) = A.

Exemples 1.8. 1. Considérons 'application f :Z — Z,x + 2z — 1. On pose :
A={-2,-1,0,1,2} et B={-1,1,2}.

() ona: f(—2)= -5, f(—1) = -3, f(0) = —1, f(1) =1 et f(2) =3, donc
f(A> = {f(_2>7f(_1)7f(0>7 f(l)v f(2)} = {_57 -3, -1, 173}

(x) Déterminons f~!(B), c-a-d cherchons les antécédents des éléments de B :
e Si z est un antécédent de —1, alors z € Z et f(x) = —1, cca-d x € Z et
2c —1=—-1.Dou,z =0 € Z.
e Si z est un antécédent de 1, alorsz € Zet f(x) =1,c-a-dx € Zet2x—1 = 1.
Dou, x =1 € Z.
e Si z est un antécédent de 2, alors x € Z et f(x) = 2, c-a-d © € Z et
20 — 1 =2D’ou, z = 2 mais, ,gz
Il en résulte que 2 n’a pas d’antécédent par f. Ainsi, f~'(B) = {0,1}.
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2. Soit f I'application :
f:R—R"
Déterminons f([—1,1]) et f~1([1,4]).
(%)
ye f(I-11]) &3z e -1,y = f(z)
s Jre[-1,1],y = |z
< 0<y<l1
<y € [0,1]. Alors f([—1,1]) = [0,1].
(%)
v € fTH[LA]) & f(2) € [1,4]
1
& (x

<l <4
€] — oo, —1JU[1,400]) et (x € [—4,4])
s xe[-4,-1Ul1,4]. Dou f1([1,4]) = [-4, —1] U [1,4].

Proposition 1.7. Soient A, B deux parties d’un ensemble E et f: E — F une applica-
tion. Alors, les assertions suivantes sont vraies :

1. f(0) = 0.
2. si A C B, alors f(A) C f(B).

8. f(AUB) = f(A)U f(B). Plus généralement, si (A;),c; est une famille de parties

de E, alors
F(Ua)=Usa

el el

4. fLANB) C f(A) N f(B). Plus généralement, si (A;),c; est une famille de parties

de E, alors
f(ﬂ&>CDfM
il icl
Démonstration. A faire A titre d’exercice O]

Proposition 1.8. Soient A, B deuz parties d’un ensemble F et f : E — F une applica-
tion. Alors, les assertions suivantes sont vraies :

1. f7Y0)=0.

2. f~\(F)=E.

3. si AC B, alors f~Y(A) C f~4(B).

4. f7YAUB) = f7Y(A) U f~Y(B). Plus généralement, si (B;),., est une famille de

parties de I, alors

(y)ur

el el
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5. fTHANB) = f7Y(A) N f7H(B). Plus généralement, si (B;),.; est une famille de
parties de F', alors

(ne) =N,

icl icl
Démonstration. A faire a titre d’exercice O

Exercice 9. Soit f : F — F une application. Montrer que pour toute partie B de F' :

f(CrB) =CufH(B).

I1.3. Composition des applications

Définition 1.13. Soient f : E — F et g : FF — G deux applications. La composée de f
par g est 'application go f : E — G définie par : (g o f)(z) = g(f(x)), pour tout = € E.

gof

Exemple 1.4. Considérons les applications f : R — RT, z +— 2% et g: RT — R,z — /7.
e La composée de f par g est I'application go f : R — R telle que :

(Vz € R) (go f)(@) = g(f(x)) = g(a®) = Va2 = |a].

Do, go f: R = R,z — |z|.
e La composée de g par f est 'application fog: R™ — R telle que :

(Vz € RY) (fog)(x) = f(g(2)) = f(Va) = Va ==
D’ou, fog: Rt — R", 2 — x ou encore, f o g = idg+.
Remarques 1.5. 1. Soient f : E — F et g : H — G deux applications. Si on suppose
que f(F) C H, alors g o f est bien définieet ona go f: E — G,z (go f)(x) =
9(f (@)).
gl imen g

r——— f(z) — g(f(2))

]

gof

2. En général, fog # go f lorsque f o g et go f sont définies. Parfois f o g n’est
méme pas définie quand g o f l'est. Par exemple : Dans I'exemple ci-dessus, on a

fog#golf.
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Proposition 1.9. Soient f - F — F, g: F — G et h: G — H des applications. On a :
1. idpof=fet foidg=Ff.
2. (hog)of=ho(gof).
Démonstration. A faire & titre d’exercice O
Exemple 1.5. Considérons les applications suivantes :

f:R— Rt g:RT—R* h:R*— R
w1+ 22’ T —\/x © r —In(1 + x)

On a donc :
hogo f(x) =h(g(f(x))) = h(g(1+2%) =h(VIi+a?) =In(1+VI+a2).
Proposition 1.10. Soit f: E — F une application. On a :
1. pour toute partie A de E, f~1(f(A)) D A.
2. pour toute partie B de F, f(f~'(B)) C B.

Démonstration. 1) Pour tout * € A, on a f(x) € f(A), donc x € f~1(f(A)). Don,

AC fHf(A)).
2) Soit y € f(f~1(B)), donc il existe z € f~1(B) tel quey = f(x). Comme z € f~1(B),
alors f(z) € B, c’est-a-dire y € B. D’ov, f(f~'(B)) C B. O

Remarque 1.7. Soit f : E — E une application. Pour n > 2 un entier, la composée
fofo...of est bien définie et on la note
| S ——

n fois

ff=fofo...of.
n fois

Ainsi, f2=fof, f2=fo fof, etc.

I1.4. Injection, surjection et bijection

Définition 1.14. Soient F et I’ deux ensembles et soit f : E — F une application.

1. On dit que f est une application injective ou une injection si deux éléments
quelconques et distincts de E admettent des images distinctes par f.

2. On dit que f est une application surjective ou une surjection si tout élément de
F admet au moins un antécédent par f dans FE.

3. On dit que f est une application bijective ou une bijection si f est a la fois
injective et surjective.

Ce qui revient a dire,
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f est injective & (Vx,2' € E), x#12' = f(zx)# f(2),

ou encore, par contraposée,

f est injective & (Vz,2' € E), f(z)= f(a') =2 =2

f est surjectuive < (Vy € F)(3x € E) tel que f(z) =y.

Proposition 1.11. Une application f : E — F est bijective, si et seulement si, tout
élément de F admet un et un seul antécédent dans E par f. Autrement dit,

f est bijective < (Vy € F)(3lz € E):y= f(x).

Démonstration. Supposons que f soit bijective. Alors f est surjective, donc pour tout
y € F il existe au moins un x € E tel que y = f(x). Sl existe un autre élément 2’ € F tel
que y = f(a'), alors f(z) = f(2’). Comme f est bijective, en particulier f est injective,
alors x = 2/. Donc, pour tout y € F', il existe un et un seul x € E tel que y = f(x).
Réciproquement, Soit y € F il existe un et un seul (donc au moins) x € E tel que
y = f(x). Cela signifie que f est surjective. Concernant 'injectivité de f, supposons qu’il
existe x # ' € E tels que f(x) = f(2’). On pose y = f(z) = f(a'), alors 'élément y € I’
admet deux antécédents distincts x et 2/, ce qui contredit 'unicité de 'antécédent de tout
élément de F' par f. Donc, f est injective. m

Exemples 1.9. 1. L’application f : Rt — R* définie par z v 2°

surjective, donc bijective.

est injective et

2. L’application f : R — R,z +— 2% n’est pas injective mais elle est surjective (par
conséquent, elle n’est pas bijective).

3. L’application f: R — R,z ~ x? n’est ni injective ni surjective, car f(1) = f(-1),
1 # —1 et —1 n’admet pas d’antécédent, donc elle n’est pas bijective.

Remarques 1.6. 1. Une application f : E — F est surjective si et seulement si
J(E)=F.
2. Pour toute partie non vide A de F, I'application i : A — F,x — x est injective. On
I’appelle I’injection canonique.

Proposition 1.12. La composée de deuz injections (resp. surjections, bijections) est une
injection (resp. surjection, bijection).

Démonstration. Soient f: E — F et g: F' — G deux applications :
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1. Supposons que f et g soient des applications injectives. Pour tous z,2’ € E, on a :

go f(x) =go f(z') = g(f(x)) = g(f(2))
f(z") (car g est injective)
=z =1’ (car f est injective).
Donc g o f est injective.
2. Supposons que [ et g soient des applications surjectives. Alors,

go f(E)=g(f(E)) =g(F) (car f est surjective)
=G (car g est surjective).

3. Si f et g sont bijectives, alors f et g sont a la fois injectives et surjectives. Par suite,
go f est a la fois injective et surjective. Donc g o f est bijective.

O
Proposition 1.13. Soient f : E — F et g: F — G deux applications.
1) Sigo f estinjective, alors f est injective.
2) Sigo f est surjective, alors g est surjective.
Démonstration. 1) Supposons que g o f soit injective. Pour tous z,z’ € E tels que

f(z) = f(2'), on a g(f(x)) = g(f(z)) (car g est une application), ainsi g o f(z) =
go f(x'). Comme g o f est injective, alors © = 2. Donc, f est injective.

2) Supposons que g o f soit surjective. Pour tout z € @G, il existe z € E tel que
go f(z) = z, or g(f(z)) = z. Pour y = f(z) € F, on a g(y) = z. Par suite,
(Vz € G)(3y = f(x) € F) tel que g(y) = 2. Il s’ensuit que g est surjective.

[

Théoréme 1.1. Soit f : E — F wune application. Pour que f soit bijective, il faut et il
suffit qu’il existe une application g : ' — E telle que

gOfZZdE etfog:idp.

Démonstration. Si f est bijective, alors pour tout y € F', il existe un et un seul x € E tel
que y = f(x). Soit g la correspondance de F vers E telle que g(y) = x. Par construction,
g est une application de F vers E et pour tout y € F,

fogly)=[lg(y) = f(x) =y, Cest-adire fog=idp.

De plus, si x € E, g(f(z)) est un antécédent de f(x) par f, mais comme il n’y en a qu’un,
g(f(x)) =z, pour tout x € E. Il vient que

go f =idg.

Réciproquement, supposons qu’il existe une application g : F' — FE vérifiant g o f = idg
et fog=1idp, alors go f et f o g sont bijectives (car idg et idr sont des bijections). En
particulier, g o f est injective et f o g est surjective. La proposition précédente entraine
que f est a la fois injective et surjective. Donc f est bijective. m
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Remarques 1.7. 1. Tl est facile de déduire que 'application g (du théoreme) est unique
et est bijective. On I'appelle la bijection réciproque (ou I'application réciproque) de
f, et on la note g = f~*. De plus,

2. Si f: E — F est une bijection, alors Vo € E,\Vy € F, f(z) =y <z = f(y).

Corollaire 1.1. Si f : E — F et g : ' — C sont deux applications bijectives, alors
go f: E — C est une application bijective et (go )™t = f~tog™l.

Démonstration. Puisque f et g sont des applications bijectives, alors g o f est bijective.
De plus,

(flogo(gof)=fo(glog)of=f"oidpof=f""of=idp.
De méme,
(gof)o(flog)y=go(fofhogl=goidgog ' =gog ' =ide.
O

Remarque 1.8. Toute application f : F — E telle que f o f = idg est bijective (appelée
une involution sur E). Sa bijection réciproque est f~! = f.

Exercice 10. 1. Soit I'application f définie par

f i R— R
'_>x(1 — )3
T
(1+ 22)?
(a) Montrer que f (%) = f(z), pour tout z € R*. Conclure.

(b) Montrer que f(z) < 1, pour tout = € R. Conclure.

2. Soit E un ensemble non vide et f : P(E) — P(FE) définie par A — A°. Montrer
que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque f1.

3. Montrer que I'application f : [1, +oo[— R* définie par
r—var—1
est bijective et déterminer sa bijection réciproque.
4. Soit f : E — F une application.

(a) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est injective.
(ii) VA,B € P(E), f(ANB) = f(A) N f(B).
(iii) VA € P(E), A= f~'(f(A)).
(b) Montrer que f est surjective si et seulement si, pour tout B € P(F), f(f~4(B)) =
B.

5. L’exercice 6 du TD.
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III. Relations binaires

III.1. Définitions et exemples

Définition 1.15. Une relation binaire sur un ensemble non vide E est une correspon-
dance R de E vers E, c’est-a-dire, R = (E, E,G), ou G est une partie de E' x E.

Notation. Soit R = (E, E, G) une relation binaire sur E. Si (z,y) € G, avec z,y € F, on
dit que I’élément x est en relation avec I’élément y (dans cet ordre), et on écrit : zRy.

Exemples 1.10. 1. La relation R définie sur R par :

Ve,ye R, xRy x=y.

2. La relation R définie sur R par :

Ve,ye R, 2Ry x<y.

3. La relation R définie sur Z par :

Vn,m € Z, nRm < n divise m.

4. La relation R définie sur Z x N* par :
V(p,q) €EZxN", V(p,qd) € ZxN", (p,)R(,¢) < pd = qp'.
5. La relation R définie sur P x P (ol P est un plan) par :

V(A,B),(C,D) e PxP, (A B)R(C,D)< [AD] et [BC] ont méme milieu.

6. La relation R définie sur ’ensemble D des droites du plan par :

V(D),(A) €D, (D)R(A) = (D) || (A).

7. La relation R définie sur P(E) par :
VA,B € P(E), ARB< AC B.

Définition 1.16. Soit R une relation binaire définie sur un ensemble . Nous disons
que :

1. La relation R est réflexive si

Vere E, zRux.

2. La relation R est symétrique si

Ve,y e B, xRy = yRu.
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3. La relation R est antisymétrique si

Ve,y € B, (2RyetyRzx)=1z=y.

4. La relation R est transitive si

Ve,y,z € E, (zRy et yRz) = zRz.

Exemples 1.11. Sur ’ensemble Z, considérons les relations binaires Ri, Ra, R3, R4 et
R définies par :
Vo,y € Z, xRy x <y,

TRy < & =y,

TRy & x=y+1,

TRy & x+y < 3,

TRy < 22 =2
On a:

o R, est réflexive, antisymétrique et transitive, mais non symétrique (par exemple,
2R3 mais 3 n’est pas en relation avec 2 (3 £ 2).

o R, est réflexive, symétrique, antisymétrique et transitive.
e Rj n’est ni réflexive, ni symétrique, ni antisymétrique, ni transitive.
o R4 n’est ni réflexive, ni antisymétrique et ni transitive mais R4 est symétrique.

o Rj; est réflexive, symétrique et transitive mais elle n’est pas antisymétrique.

II1.2. Relations d’équivalence

Définition 1.17. On dit qu'une relation binaire R sur un ensemble E est une relation
d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

Exemples 1.12. (1) La relation d’égalité, définie sur R, est une relation d’équivalence.
En effet :

(a) Réflexivité : Vo € R, = =uz.
(b) Symétrie : Ve,y e R, xz=y=y=u=z.
(c) Transitivité : Vz,y,z € R, (z=yety=2)=1z= =z

(2) La relation “<” n’est pas une relation d’équivalence sur R, car elle n’est pas symé-
trique. Par exemple, bien que 2 < 3, il n’est pas vrai que 3 < 2.

Exercice 11. Parmi les exemples 1.11 de la sous-section III.1, déterminer les relations
qui sont des relations d’équivalence.
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Définition 1.18. Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Pour un élément
a de E, on appelle classe d’équivalence de a (modulo R) ou tout simplement classe
de a, le sous-ensemble de E, noté @, défini par : @ = {x € F | Ra}. On la note aussi
a ou encore cl(a). L’ensemble des classes d’équivalence modulo R, noté E/R, est appelé
P’ensemble quotient de £ par R ou simplement ensemble quotient, c¢’est-a-dire,

E/R={a]|a€ E}.

Exemples 1.13. 1. Soit £ ={1,2,3,4} et R la relation binaire définie sur £ par son
graphe :
G={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4), (4,3), (4,4) }.
(a) La relation R est une relation d’équivalence. On vérifie facilement que :

« Rz pour tout z € E (réflexivité),

e Si 2Ry, alors yRx pour tous =,y € E (symétrie),

o Si 2Ry et yRz, alors Rz pour tous z,y,z € E (transitivité).

Les classes d’équivalence de E' modulo R sont {1,3} = {{1,2},{3,4}}, car

I={zeF|2R1} ={1,2}.

2={r e F|2R2} ={1,2}.
3={z € F| 2R3} ={3,4}.
4={z € F|xR4} = {3,4}.

2. Soit R la relation binaire définie sur R par
Vo,y €R, 2Ry < 22 =19°
(a) La relation R est réflexive. En effet, pour tout z € R, on a 2? = 22, donc zRz.
(b) La relation R est symétrique. En effet, pour tous =,y € R, on a :
TRy = 2° = ¢
=y = 2
= yRx.
(c) La relation R est transitive. En effet, pour tous z,y,z € R, on a :
(zRy et yRz = 2° = y* et y* = 2
=2 =22

= 2Rz.

Cette relation est réflexive, symétrique et transitive, donc est une relation d’équiva-
lence. Déterminons ’ensemble quotient. Soit x € R,

yeTeyRe ey =1 y=csouy=—c&yc {r,—z}.
D’ot, pour tout x € R, T = {z, —z} et 'ensemble quotient est

R/R = {{z, —a} |z € R}.
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3. Soit " ~ " la relation binaire définie sur P x P (ou P est un plan) par :
V(A, B),(C,D) € PxP, (A,B)~ (C,D) < les milieux de [AD] et [BC] sont identiques.

Cette relation est réflexive, symétrique, et transitive, formant ainsi une relation
d’équivalence sur P x P. La classe d’équivalence du bipoint (A, B) est le vecteur

z@ , et ensemble quotient P x P/ ~ représente le plan vectoriel.
Exercice 12. 1. Soit R la relation définie sur C par
2R & |z = |7

Montrer que R est une relation d’équivalence sur C et déterminer I’ensemble quo-
tient.

2. Soit A une partie non vide d’un ensemble E. On définit sur P(FE) la relation binaire
R par :
VX, Y e P(E),XRY & AnX =AnNY.

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence sur P(E).
(b) Déterminer 0, E, A et C4.
Remarques 1.8. Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Alors :

1. Pour tout x € FE, x € T (car xRx). Un élément qui appartient a T est appelé un
représentant de T.

2. Pour tous x,y € E, on a :
TRy T =7.

Proposition 1.14. Si'R est une relation d’équivalence sur un ensemble E, alors la famille
(T)zer/r forme une partition de E.

Démonstration. (i) On a Vz € E/R, T # 0 (car x € T, pour tout = € T).

(ii) Soient T et § deux éléments distincts de E/R (T # y). Montrons que T Ny = (.
Supposons qu'il existe z € TN, alors z € T et 2z € 7, c’est-a-dire Z=T et Z =7, ce
qui contredit T # 7. Donc TNy = ().

(iii) Montrons que E= |J Z.OnaVz € E/R,T C E,donc U T C E. Pour l'autre

T€EE/R TeE/R
inclusion, soit x € E, donc x € T, par suite x € |J 7. Donc FE C |J T Par
TEE/R TeE/R
conséquent, F = U 7.
T€EE/R

Exercice 13. (Exercice 10 du TD).

Remarque 1.9. Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Par construction,
I'application 7 : E — E/R, x — T est surjective. On I'appelle la surjection canonique.

Théoréme 1.2 (Décomposition canonique d’une application). Soit f : E — F une
application.
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(1) La relation binaire R définie sur E par :
Vi,y € B, aRy<= f(z) = f(y)
est une relation d’équivalence.

(2) 1 existe une unique application bijective f : E/R — f(E) telle que f =io fom,
oui: f(E) — F est linjection canonique définie par y — y et m: E — E/R est la
surjection canonique définie par x +— T.

Remarque 1.10. La décomposition canonique de f peut étre schématisée de la maniere
suivante :

T ? 1

E—" S E/R—— f(B) — - F

]

f=ioform
ou encore par le digramme commutative suivant :

5 f

F
T 7

f(E)

E/R

Démonstration. (1) Il est facile de vérifier que R est une relation d’équivalence sur E.
(2) e La correspondance f : E/R — f(E),T — f(x) est bien définie (i.e., f est une
application). En effet, soient T et ¥ deux éléments de £/R, on a :

T=7=aRy= f(z) = fly) = [(@) = [(@) (car f(T) = f(2) et f(7) = f(y).

Donc, f est bien définie. B
e De plus, f vérifie : f =io0 f ox. En effet, pour tout z € E, on a :

iofom(zx)=io f(@) =i(f(x)) = f(a).

Donc,f:iozow. B
e Unicité de f telle que f = i o f om. Supposons qulil existe une autre application
g: E/R — f(F) telle que f =iogom. Puisque f =iogomet f=1io fom, alors

Vo € E,(iogom)(z) = (io fom)(x).

Donc i(g o n(z)) = i(f o w(x)), par suite g(T) = f(T) (car i est injective), c’est-a-dire

g=1r
e f est injective. En effet, pour tous x,y € F :

f@) =f@ = fla)=fly) =Ry =7 =7

f est surjective. En effet, pour tout y € f(F), il existe x € E tel que y = f(z), ¢’est-a-dire
y = f(z). Donc, (Vy € f(E))(3T € E/R) : y = f(T). Donc [ est bijective. O
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Remarque 1.11. Si f est une application surjective, alors f(E) = F et I'injection canonique
i : f(E) — F n’est autre que lapplication identité idr : F — F. Par conséquent, la
décomposition canonique de I'application f : F — F sera f = fow, avec 7w : E — E/R
la surjection canonique et f : E/R — F est la bijection telle que f = fo .

S

E—F

17

Exemple 1.6. On considere application f : R — R, définie par f(x) = z?. La relation
d’équivalence associée a f est définie par :

Vo,y €R, 2Ry < z2 =9°

On sait que Vo € R, T = {x, —z} (voir Exemple 2, page 24). La décomposition canonique
de f est donnée par f =io fom, ou:

e i: f(R) =R" — R est I'injection canonique,
e T:R— R/R ={{z,—x} |z € R} est la surjection canonique, définie par
m(z) =7 = {z, -z},
e f:R/R — f(R) =RT est la fonction bijective, définie par
f{z,—=}) = f(a) = 2"
Exercice 14. Soit R la relation binaire définie sur Z x Z* par :
V(z,y) EZXZ* N2 y) € Z <L, (z,y)R(z,y) & zy = yz'.
(1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(2) Montrer que I'ensemble quotient Z x Z*/R est en bijection avec Q.

I11.3. Relations d’ordre

Définition 1.19. Une relation binaire R sur un ensemble E est dite une relation d’ordre
(ou un ordre) sur E si R est réflexive, antisymétrique et transitive.

Notation. En général, une relation d’ordre sera notée " < ".

Remarques 1.9. (1) Si < est un ordre sur F, le couple (F, <) est dit un ensemble
ordonné.

ne relation binaire sur £ qui est réflexive et transitive est dite un préordre sur
2) U lation binai E qui est réflexi tt iti t dit éord
E.
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Exemples 1.14. (1) La relation binaire < définie sur R par :
Ve,y€eR, z<y<y—xcRT,

est une relation d’ordre sur R, donc (R, <) est un ensemble ordonné. De méme,
(N, <), (Z,<) et (Q, <) sont des ensembles ordonnés.

(2) Soit £ un ensemble non vide. La relation binaire définie sur P(E) par :
VA, BeP(E), A<B& ACB,

est une relation d’ordre sur P(E). Donc (P(F), C) est un ensemble ordonné.

(3) La relation < définie sur C par :
Vz,2/ € C, 2<2 &z <,

est un préordre.

(4) La relation < définie sur N* par :
Vn,m e N, n<m<en|m (ndivise m),
est une relation d’ordre sur N*.

Définition 1.20. Soit < un ordre sur un ensemble FE.

(1) On dit que < est un ordre total si deux éléments quelconques de E sont compa-
rables, c’est-a-dire, Vz,y € £, = <y ouy < z. Dans ce cas, on dit que (F, <) est
un ensemble totalement ordonné.

(2) Silordre < n’est pas total, on dit que < est un ordre partiel, c’est-a-dire, il existe
z,y € E tels que £ y et y £ x. Dans ce cas, on dit que (£, <) est un ensemble
partiellement ordonné.

Exemples 1.15. (1) (N, <), (Z,<), (Q,<) et (R, <) sont des ensembles totalement
ordonnés.

(2) Si E contient au moins deux éléments distincts, alors (P(FE), C) est un ensemble
partiellement ordonné. Par exemple, soit £ = {1,2,3}. On sait que (P(E),C) est
un ensemble ordonné, et puisque {1} € {2} et {2} Z {1}, alors (P(F), <) est un
ensemble partiellement ordonné.

(3) La relation "divise" (|) est un ordre partiel sur N* car 213 et 3 1 2.

Exercice 15. Soient deux relations binaires R, et Ry définies sur R? de la maniére
suivante :

V(@) (2',y) € R,
(z,y)Ri(2,y) e a <2 ety <y,
(2, ) Ra(2',y) &z <2’ ou (z=2"et y <y).
Montrer que :

e R, est un ordre partiel sur R2.

e R, est un ordre total sur R?.
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IV. Arithmétique de 7Z

IV.1. Divisibilité et division euclidienne

IV.1.1. Divisibilité et Propriétés de base

Définition 1.21. Soient m € Z et n € Z\ {0}. On dit que m est divisible par n ou que
n divise m s'il existe k € Z tel que m = kn (i.e. ™" est un entier). On dit aussi que m est
un multiple de n et que n est un diviseur de m. Si n divise m, on écrit n | m. Sinon,
on écrit n { m.

Exemple 1.7. On a 5|30, —12 | 48, —10 | 100 et —4 | —20; mais 3 { 4.

Remarques 1.10. 1. Tout entier a est divisible par 1 et —1, car a = 1-a et a =
(1) (=a).

2. 0 est divisible par tous les entiers car 0 = a - 0, pour tout a € Z.

Proposition 1.15. Soient x, y et z des entiers. On a :

~

x| x (on dit que la relation binaire | est réflexive) ;

2. Six|yety|zalorsz |z (on dit que la relation binaire | est transitive) ;

3. Six|yetx|zalorsz|ay+ Bz pour tous o, € 7 ;

4. Sixlyety|xalors|xl|=|y]|;

5. Six ety sont deux entiers tels que x™ | y™ pour un entier n > 1, alors x |y ;

Démonstration. Pour (1) on a pour tout x € Z, x = 1-x. Pour les propriétés (2) a (4), la
condition z | y signifie 'existence d'un entier k tel que y = k - .

Pour (2), on a y | z ce qui signifie qu'il existe k; € Z tel que z = kyy. Donc z = (kky)z et
Pour (3), écrivons z = kyx, ko € Z, il vient ay + 5z = (ak + Bko)z et x divise ay + [z.
Pour (4), remarquons que puisque x | y et y | =, x et y sont non nuls. Donc | z |<| y | et
lyI<le e |z )=yl

Pour (5), voir plus tard. O

Exercice 16. Soient x et y des entiers. Montrer que 2x + 3y est divisible par 7 si et
seulement si bx + 4y l'est.

Exercice 17. Déterminer les entiers n € Z tels que n — 4 divise 3n — 17.

Exercice 18. Démontrer que sur la droite y = %x—i—% il n’y a pas de points a coordonnées
entieres.
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IV.1.2. Division euclidienne

Théoréme 1.3. Soient a et b deux entiers positifs avec a # 0. Alors il existe q,r € N
uniques tels que b = aq + r et r < a. L’entier q s’appelle le quotient de la division
euclidienne de b par a, et r le reste.

Démonstration. Pour montrer I'existence, on distingue trois cas :
(1) Sia>b,onprend g=0etr=1>0<a.
(i) Sia=b,onprend g=1et r =0 < a.

(77i) Si a < b, il existe un entier naturel n tel que na > b. Soit ¢ le plus petit entier
positif vérifiant (¢ + 1)a > b. Alors ga < b. Posons r = b — aq; il est alors clair que
a=bg+ret0<r<h

Pour montrer I'unicité, supposons qu’il existe deux couples (q,r) et (¢,r") de nombres
entiers naturels vérifiant
b=aq+r=aq +1,

avec 0 < ry’ < a, alors a(q — ¢) =" —r et donca | v —r. Dou | ¥ —r |> a ou
| 7" —r |=0. Mais 0 < r,r' < a entraine que | ' —r |< a. Il s’ensuit r =r" et g =¢'. O

Le théoreme ci-dessus admet la généralisation sur Z comme suit :

Théoréme 1.4. Soient a, b deux entiers avec a # 0. Alors il existe un unique couple
(q,r) d’entiers tel que b=aq+1r et 0 <r <|a].

Démonstration. A titre d’exercice. O]

Exemple 1.8. 1. On prend b = 145 et a = 13. On a 145 = 13 x 11 + 2 donc ¢ = 11
etr=20<r=2<|al=13).

2. Onprend b=145et a=—13. Ona 145 = —13 x (—11) +2donc g = —1l et r =2
(0<r=2<|al|=13).

Proposition 1.16. Un entier a divise un entier b si et seulement si le reste de la division
euclidienne de b par a est 0.

Démonstration. A titre d’exercice. OJ

Exercice 19. Soient a € Z et b € N*. On note ¢ le quotient de la division euclidienne de
a—1 par b. Déterminer pour tout n € N| le quotient de la division euclidienne de (ab™ —1)
par b" L,

IV.2. Nombres Premiers et le Théoréme Fondamental de I’ Arith-
métique
IV.2.1. Nombres Premiers

Définition 1.22. Un entier p > 1 est dit premier s’il est différent de 1 et s’il n’admet
aucun diviseur positif différent de 1 et n. Un nombre qui n’est pas premier est appelé
nombre composé.
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par définition 1 n’est pas premier. les entiers 2,3,5,7,11 sont les premiers nombres
premiers. Le nombre 12 est composé car on peut écrire 12 = 4 x 3.

Remarque 1.12. Tous les nombres premiers sont impaires sauf 2.

Proposition 1.17. Soit n > 1 un entier. Son plus petit diviseur d > 1 est un nombre
premier. Si de plus n est composé, alors d < /n.

Démonstration. Supposons que d ne soit pas premier. Alors par définition, il existe un
diviseur strict d’ de d. Mais alors d’ divise n, d’ > 1 et d’ < d, ce qui contredit la
minimalité de d.

Comme d divise n, on peut écrire n = dd’. On a d > 1 et comme n n’est pas premier,
d < n. Ainsi d’ est un diviseur de n strictement supérieur a 1. Par minimalité de d, on
obtient d’ > d et donc n > d? puis finalement d < \/n. O

Théoreme 1.5. [l existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. Procédons par 'absurde. Supposons qu’il existe un nombre fini de pre-
miers positifs p; < ps < -+ < p,. Soit P =p;---p,+ 1, P est un nombre composé (sinon
P serai supérieur a tous les p;), donc il doit admettre un diviseur premier parmi les p;, ce
qui est impossible car le reste de la division de P par tous les p; est 1. O]

Exercice 20. Montrer que le nombre n* —n? 4 16, avec n € Z, est composé.

Exercice 21. Soit n > 2 un entier tel que 2" — 1 est premier. Montrer que n est un
nombre premier.

IV.2.2. Le Théoreme Fondamentale de I’Arithmétique

Théoréme 1.6. Tout nombre entier n > 1 se décompose de fagcon unique (a permutation
prés) en produit de nombres premiers.

Démonstration. (Voir tout livre d’arithmétique). O
Ainsi tout entier n > 1 s’écrit de fagon unique sous la forme
n:p‘lll ...pzk’

ou pi,--- ,pr sont des nombres premiers distincts et aq,--- ,a; sont des entiers positifs
non nuls. C’est la factorisation canonique de n. Grace a 1'unicité de cette factorisation,
on voit que la factorisation canonique d’un produit mn est le produit des factorisations
de m et n respectivement. On en déduit en particulier :

Corollaire 1.2. Soient a et b deux entiers et soit p un nombre premier. Alors
p | ab si et seulement sip | a oup | b.
Exercice 22. Soient a,b € N* tels que a? | b*>. Montrer que a | b.

Exercice 23. Montrer qu’'un entier naturel qui est a la fois un carré et un cube est aussi
un entier a la puissance 6.
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IV.3. PGCD, PPCM, Identité de Bézout et lemme de Gauss
IV.3.1. PGCD et PPCM
Définitions 1.1. Soient m et n deux entiers non nuls.

1. Le plus grand nombre strictement positif parmi les diviseurs communs de m et de
n est appelé le plus grand commun diviseur de m et n. On le note pged(m,n)
ou mAn.

2. Le plus petit entier strictement positif parmi les multiples communs de m et de n
est appelé le plus petit commun multiple de m et n. On le note ppcm(m,n) ou
m\Vn.

Exemples 1.16. pgcd(12,8) = 4, pged(—12,8) = 4 et pged(—12, — 8) = 4.

ppem(12,8) = 24, ppem(—12,8) = 24 et ppem(—12, — 8) = 24.
Remarques 1.11. 1. Pour tous a,b € Z, pgcd(a,b) = pged(| a |, | b ]).

2. On définit de la méme maniere le PGCD et le PPCM d’un nombre fini d’entiers non
nuls.

Proposition 1.18. Soient m et n deuzx entiers non nuls.
1. Si p est un nombre premier alors pged(p,m) = p ou pged(p,m) = 1.
2. Si d=pgcd(m,n), m =dm' et n =dn’ alors pged(m'.,n') = 1.

3. Si m = nq + r, alors pged(m,n) = pged(n,r).

4. Sim =pt---ppk et n:p§1-~-pf’“ avec oy, 3; > 0,i=1,--- k, alors
ppem(m,n) = pTax(ahﬁl) .. _p;ﬂal‘(akﬁk) et pged(m,n) = pTW(ahBl) . .pzﬂ'n(ak,ﬁk)‘

5. | mn |= pged(m,n) - ppem(m,n).
Démonstration. A titre d’exercice. O

La proposition (3) nous fournit un algorithme pour déterminer le PGCD de deux
entiers, c’est ce qu’on appelle ’algorithme d’Euclide.

Exercice 24. Déterminer tous les couples (z,y) € N tels que t Ay +xzVy=x+y.

IV.4. Nombres premiers entre-eux, Identité de Bézout et lemme
de Gauss

Définition 1.23. On dit que deux entiers non nuls m et n sont premiers entre-eux si
pged(myn) = 1.

Remarque 1.13. Pour un nombre fini (> 3) d’entiers non nuls, on a la notion des nombres
deux a deux premiers entre-eux et celle des nombres premiers entre-eux dans leur en-
semble.
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Théoréme 1.7. (Identité de Bézout) Soient m et n des entiers non nuls. Si D est le
PGCD de m et n, alors il existe u,v € Z tels que mu + nv = D.

Formellement,
D = pged(mn) = (3u,w € Z) mu +nv = D.

Démonstration. Soit A = {mu +nv € N* /u,v € Z}. Clairement, A # () (car | m | € A)
et A C N. Soit d = muy + nvg > 1 le minimum de A et notons D = pgcd(m,n).
D’une part, on a D divise m et n, donc D divise d = mug + nvy. En particulier, D < d.
D’autre part, par la division euclidienne de m par d, on a m = dg+1r avec 0 < r < d. Par
suite,

r=m —dqg=m— (muy+ nvg)qg = m(l — ug) + n(—quvp).
Sir # 0 alors r € A, or r < d ce qui contredit la minimalité de d. Par suite, r = 0 et
d|m.
De la méme manieére on montre que d | n, donc d | D. En particulier d < D. D’ou,
D = d = mug + nvy. O

Remarque 1.14. La réciproque est fausse en général car si, par exemple, on prend m = 6,
n=3 u=3etv=2 onamu+nv=24mais 24 #m An = 3.

Corollaire 1.3. Soient m et n des entiers non nuls. Tout diviseur commun de m et n
est un dwiseur du PGCD de m et n.

C’est-a-dire
dlmetd|n=d|mAn.
Démonstration. Soit D = pged(m,n), alors il existe ug,vg € Z tels que D = mug + nwy.
Soit d’ un diviseur commun de m et n, donc d’ divise mug + nvg, c-a-d d’ divise D. [

Corollaire 1.4. Deuzx entiers m et n sont premiers entre-eux si et seulement s’il existe
u,v € 7 tels que mu +nv = 1.

Démonstration. On a m An = 1, il existe alors u,v € Z tels que mu + nv = 1 (d’apres le
théoréme ci-dessus). Réciproquement, supposons qu'il existe u,v € Z tels que mu+nv = 1.
Soit d un diviseur commun de m et n, donc d | mu+nv =1 et le résultat en découle. [

Corollaire 1.5. (Gauss) Soient a, b et ¢ des entiers. Si a | be et pged(a,b) =1 alors a | c.

Démonstration. On a pged(a,b) = 1, donc il existe u,v € Z tels que au + bv = 1. Comme
¢ = acu+ bev et a | be, alors a | c. ]

Corollaire 1.6. Si un nombre premier divise un produit d’entiers a, - - - a,, alors il divise
l'un des a;.

Démonstration. A faire comme exercice. ]

Corollaire 1.7. Soient a et b deux entiers premiers entre-eux. Si ¢ est un entier tel que
al|ceth]calorsab]|ec.

Démonstration. On a a | c et b | ¢, donc ¢ = aa’ = bb' et par suite a | bb'. Comme
(a,b) =1, alors a | I/ c-a-d b/ = ka. D’ou ¢ = bb' = abk et le résultat en découle. O

Exercice 25. Soit n € N. Montrer que 6 | n® — n.
Exercice 26. Montrer que pour tout n € N* (n? +n) A (2n+1) = 1.

Exercice 27. Montrer que si x et y sont des entiers premiers entre eux, il en est de méme
de z +y et xy.
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IV.5. Arithmétique modulaire

IV.5.1. Congruence - Définition et propriétés

Définition 1.24. Soient a, b et n des entiers avec n > 1. On dit que a est congru a b
modulo 7 et on note a = b (mod n), si n divise a — b.

Autrement dit,
a=b (modn)<=n|a—nb.

Ainsi, on a défini une relation sur Z appelée relation de congruence. Si n ne divise pas
a — b, on dit que a n’est pas congru a b modulo n et on écrit a Z b (mod n).

Les propriétés de la relation de divisibilité dans Z permettent de déduire les résultats
suivants sur la compatibilité de la congruence modulo n avec ’addition et la multiplication
dans Z.

Propriétés 1.1. Soient a, b, ¢, d et n des entiers avec n > 1.
1. Sia=b (mod n) et c=d (mod n) alors a4+ c=b+d (mod n).
2. Sia=0b (mod n) et c =d (mod n) alors ac = bd (mod n).
Conséquences 1.1. Soient a, b, ¢, d et n des entiers avec n > 1.

1. Sia=b (modn) et ¢ =d (mod n) alors a — ¢ = b —d (mod n). En particulier, si
a =b (mod n), alors pour tout entier k, on a : ka = kb (mod n).

2. Si a=b (mod n), alors pour tout entier naturel k, on a : a* = v* (mod n).

Proposition 1.19. Soient m un entier positif et a un entier premier avec m. Pour tous
xy €4, ona:

st ax = ay (mod m) alors x =y (mod m).
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme de Gauss. O

Exercice 28. Soit m un entier positif et soient a et b deux entiers premier avec m. Pour
tous x,y € N, montrer que

si a® = b* (mod m) et a¥ = b¥ (mod m) alors a*¥ = b*Y (mod m).
Il est facile de prouver le résultat suivant :
Proposition 1.20. La relation de congruence sur 7Z est une relation d’équivalence.

Soit n > 1 un entier. Pour a € Z, on note @ la classe d’équivalence pour cette relation
d’équivalence. Ainsi, la classe de a modulo n est ’ensemble

a={b€Z/a=b (modn)}.
Tout élément de @ est appelé un représentant de cette classe.

Proposition 1.21. Soient a, b et n des entiers avec n > 1.
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l.a=b<= a=b (mod n).
2. Sir est le reste de la division de a par n, alorsa =T, c-d-d a =r (mod n).
Démonstration. 1. D’apres 2 de la remarque 1.8 (page 25).

2. Il sutfit d’écrire a = nq + r, c-a-d a — r = ng, puis conclure.

L’ensemble quotient (Z/ =) sera noté Z/nZ, donc
Z/nZ ={a/a€l}.
D’apres l'assertion (2) de la proposition précédente, on a :

Proposition 1.22. Soit n > 1 un entier.
L’ensemble quotient Z./nZ est fini de cardinal n. En fait,

Z/nZ ={012,... n—1}.

L’addition et la multiplication définies sur Z permettent de définir deux opérations
sur Z/nZ (n > 1), a savoir

« l'addition, notée aussi +, définie par @+ b = a + b, pour tous a,b € Z;

+ la multiplication, notée aussi X, définie par @ x b=a x b, pour tous a,b € Z.
On écrit aussi,axb=ab=a-b

Proposition 1.23. Soit p un nombre premier. Pour tous a,b € Z, on a :
axb=0=a=0o0ub=0.

Démonstration. Supposons que @ # 0, c-a-d p ne divise pas a, donc p Aa =1 (car p est
premier). Par suite et d’apres Bézout, il existe u,v € Z tels que pu+ av = 1, donc av = 1
(mod p). D’autre part, on a @ x b =0, c-a-d ab = 0 (mod p), donc vab = 0 (mod p). Par
suite, b = 0 (mod p) ou encore b = 0. O

Théoréme 1.8. (Le petit théoréme de Fermat) Soit a > 0 un entier et soit p un nombre
premier. alors
a’? =a (mod p).

En particulier, si pged(p,a) =1 alors a?~' =1 (mod p).

Démonstration. A titre d’exercice. O]




Chapitre 2

Structures algébriques
Groupes, anneaux et corps

I. Groupes

I.1. Lois de composition internes

I.1.1. Définition et exemples

Définition 2.1. Soit F un ensemble. Une loi de composition interne (¢.c.i) sur £
est une application de E x E vers E. On dit aussi une loi interne ou tout simplement
une loi sur E. On parlera parfois d’opération sur E.

Notation. Souvent une f.c.i sera notée par : +, X, *, -, T (truc), L (anti-truc), o, etc.

Remarque 2.1. 1) Une £.c.i est la donnée d'un couple (F %) ot E est un ensemble et *

est une application de F x E vers E. On dit que I'ensemble F est muni de la loi "x".
2) Soit E un ensemble muni d’une £.c.i *. L’image d’un élément (z,y) € E X E se note
x*y et on 'appelle le composé de x et y (dans cet ordre). Ainsi, la loi * sur £ est
I’application :
x: ExE—FE, (r,y)— xxuy.

Exemples 2.1. 1) L’addition "+" et la multiplication "x" sont des lois de composition
internes sur N, Z, Q, R et C.

2) La soustraction ("—") est une loi sur Z, Q, R et C, mais elle ne 'est pas sur N (car,
par exemple, (2,3) e Nx Net 2—-3¢N).

3) L’intersection ('N"), la réunion ("U"), la différence ("\") et la différence symétrique
("A") sont des lois de composition internes sur I’ensemble des parties P(E) d'un
ensemble F.

n_n

4) La composition ("o") des applications est une loi de composition interne sur F(FE, E)
(E étant un ensemble).

36
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5) L’addition ("+") et la multiplication ("x") sont des lois de composition internes sur
F(R,R). Elles sont définies comme suit :

+: F(R,R) x F(R,R) — F(R,R)
(fr9)— f+g
x : F(R,R) x F(R,R) — F(R,R)
(fr9)— fxg=fg=1Ff-g

telles que : Vo € R, (f + g) () = f(2) + g(x) et (f x g)() = f(x) x g(a).

6) Le produit scalaire n’est pas une £.c.i sur R? (le plan vectoriel) du fait que Vi, v € R?,
onawu-v€ER.

Remarque 2.2. D’apres les exemples ci-dessus, on remarque qu’'un ensemble peut étre
muni de plusieurs l.c.i.
1.1.2. Parties stables et lois induites

Définition 2.2. Soit £ un ensemble muni d’une ¢.c.7 *. On dit qu’une partie non vide A
de E est stable par la loi * si, pour tous z,y € A,onax*xy € A.

Ainsi, la restriction de la loi * & A x A définit une £.c.i sur A qu’on appelle loi induite
sur A par *.

Autrement dit, étant donné une partie non vide A de E, A est stable par la loi * si et
seulement si pour tous z,y € A, ona xxy € A.

Exemples 2.2. 1) Les ensembles N, Z, Q et R sont des parties stables de C par les
lois + et x.

2) L’ensemble des entiers pairs est une partie stable de Z par les lois + et x.

3) L’ensemble des entiers impairs est une partie stable de Z par la loi x, mais il ne
I'est pas pour la loi + (car on a, par exemple, 1 et 3 sont impairs mais 1 + 3 = 4
qui n’est pas impair).

4) L’ensemble R\ Q n’est pas une partie stable de R par la loi x (car on a, par exemple,

V2€eR\Qmais V2 x vV2=2¢R\ Q).

5) L’ensemble {R = {ib | b € R} n’est pas une partie stable de C pour la loi x. En
effet, i € iR et 2i € iR, mais i x 2 = —2 ¢ iR.

6) Soit F(E, E)’ensemble des applications d’un ensemble F vers lui-méme. L’ensemble
B(E) des bijections de E sur E est une partie stable de F(FE, E) par la loi o. Il en
est de méme pour '’ensemble des injections et ’ensemble des surjections.

1.1.3. Propriétés d’une /.c.i

Soit FZ un ensemble muni d’une £.c.i *.

a) La loi % est commutative si pour tous z,y € F,on a x *y =y * .
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b) La loi * est associative si pour tous z,y,z € F, on a (z*y) * 2z = x % (y * 2).

c)

(1)

(i)

(iii)

Un élément e € E est un élément neutre a droite si pour tout x € F/, on a

rxe==x.

Un élément e € F est un élément neutre a gauche si pour tout = € F,
on a
exxr =1.

Un élément e € E est un élément neutre si pour tout x € E, on a

rxe=xetexxr=u2x.

d) Supposons que la loi * admet un élément neutre e € E.

(i)

()

Un élément x € FE est dit symétrisable a gauche s’il existe 2’ € E, appelé
symétrique a gauche de x, tel que 2’ x x = e.

Un élément x € F est dit symétrisable a droite s’il existe ” € E, appelé
symétrique a droite de x, tel que x x 2" = e.

Un élément x € E est dit symétrisable s’il existe 2’ € E, appelé symétrique
de z, tel que 2’ xx =z *x 2’ = e.

Un élément a € E est dit régulier ou simplifiable a gauche si pour tous
x,y € E,on a
a*xT=a*xy=1r=719

Un élément a € E est dit régulier ou simplifiable a droite si pour tous
r,y € E,on a
Tka=y*a= T =1.

Un élément de F est dit régulier ou simplifiable s’il est régulier a la fois a
gauche et a droite.

Remarques 2.1. 1) Si la loi * est commutative, alors :

Les notions d’élément neutre a gauche et a droite coincident.
Les notions de symétrique a gauche et a droite coincident.

Les notions d’élément régulier a gauche et a droite coincident.

2) Si la loi * est associative, on omet généralement les parentheses et on écrit :

V(z,y,2) € E® (z*xy)xz=a*(yx2)=x*y*2Vr,y,2€E.

3) L’élément neutre, lorsqu’il existe, commute avec tous les éléments de E. De plus, il

est symétrisable et son symétrique est lui-méme.

4) Si a2’ est un symétrique de x € E, alors x est aussi un symétrique de 2’. On dit qu’ils

sont symétriques 'un de l'autre.
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Exemples 2.3. 1) Les lois "+" et "x" sont commutatives et associatives dans N, Z,

Q, R et C et admettent respectivement 0 et 1 comme éléments neutres.

Tout élément x de Z, Q, R ou C est symétrisable pour la loi "+" de symétrique
(—x), appelé I'opposé de z (car x + (—z) = (—z) +z = 0).

Tout élément z de Q*, R* ou C* est symétrisable pour la loi "x" de symétrique
-1 __ 1 ’ . -1 _ -1 _

v~ =, appelé Pinverse de z (car - 27 =27 -2 = 1).

Soit E' un ensemble.

e Leslois "'N", "U" et "A" sont commutatives et associatives dans P(FE).

o L’élément neutre de la loi "'N" dans P(E) est E. En effet,
VAeP(E), ANE=FENA=A.

o L’élément neutre de la loi "U" dans P(FE) est (). En effet,
VAeP(E),AUD=0UA=A.

o L’élément neutre de la loi "A" dans P(FE) est (). En effet,

VA € P(E), AAD = 0AA = A,

Le seul élément symétrisable dans P(E) pour la loi 'N" (resp. la loi "U") est £
(resp. 0).

La soustraction "—" n’est ni commutative, ni associative dans Z, Q, R et C. En effet,
on a par exemple :

1—242—1et (1—-2)—3#1—(2-3).

Soit F un ensemble.

n_n

e La loi "o" sur F(E, E) est associative mais elle n’est pas commutative (car
fog # go f en général). De plus, 'application identité idg est ’élément neutre
de la loi "o" dans F(E, E).

o Les applications bijectives f € F(FE, F) sont symétrisables et ont pour symé-
triques leurs bijections réciproques f~! (car f~l1o f = fo f7! =idg).

Tout élément a € C est régulier pour la loi "+" dans C, car

V2,2 €C, a+z=a+7=2=2 et 2z4+a=2+a=2=7.

De méme, tout élément a € C* est régulier pour la loi "x" dans C*.

0 n’est pas régulier pour la multiplication dans C. En effet, on a : 0 x 1 = 0 X 2 mais

14 2.

Soit B ={1,2,3,4};A={1},B={1,2,3}et C ={1,2,4}. Ona: ANB=ANC
mais B # C. Donc A n’est pas simplifiable pour la loi "N" dans P(E).
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Proposition 2.1. Une {.c.i sur un ensemble admet au plus un élément neutre.

Démonstration. Soit E un ensemble muni d'une f.c.z *. Supposons qu’il existe deux élé-
ments neutres e; et e;. On a :

€1 % ey = €1 car e; est un élément neutre,

et
e1 ¥ ey = €9 car e est un élément neutre.

Donc e; = es. ]

Définition 2.3. Un monoide est la donnée d'un couple (E,*) ou E est un ensemble et
% est une (.c.i associative sur E. Si en plus la loi * est commutative (resp. posséde un
élément neutre), alors (F, x) est dit un monoide commutatif (resp. unitaire).

Exemples 2.4. 1) (N,+), (Z,4), (Q,4+), (R, +) et (C,+) sont des monoides commu-
tatifs unitaires.

2) (N, %), (Z, %), (Q, x), (R, x) et (C, x) sont des monoides commutatifs unitaires.

n n n n

3) L’ensemble Z muni de la f.c.i "—" n’est pas un monoide, car la loi "—" n’est pas
associative.

Proposition 2.2. Soit (F,*) un monoide unitaire.

1) Le symétrique a gauche et le symétrique a droite, lorsqu’ils existent, d’un élément
de E coincident.

2) Si deux éléments x et y de E sont symétrisables de symétriques respectifs x' et 1/,
alors le composé x x y est symétrisable et son symétrique est (x xy) =y *x'.

3) Si un élément de E est symétrisable a gauche (resp. a droite), alors il est régulier d
gauche (resp. a droite).

Démonstration. Notons e I’élément neutre de (E, ).
1) Soit € E et o’ (resp. z”) son symétrique a gauche (resp. a droite). On a :

¥’ =1'xe (car e est le neutre pour x)

=’ * (z*x2") (car 2" est le symétrique a droite de x)
= (' xx)x 2" (car * est associative)

=ex12" (car 2’ est le symétrique a gauche de )

= 2" (car e est le neutre pour ).

Donc 2/ = 2".
2)On a:

(xxy)* (Y x2')=ax*(yxy')*2’ (car * est associative)
=xxexx (cary est le symétrique de y)

=z x12' (car e est le neutre pour x)

=e (car 2’ est le symétrique de z).
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Donc 3/ * 2’ est le symétrique a droite de x * y. De maniére similaire, on trouve :

(y *2') x (xxy) =e,

c’est-a-dire que y' x 2’ est le symétrique a gauche de x *x y. Donc x * y est symétrisable et
son symétrique est

(xxy) =y =2

Une autre méthode : Soit z € E le symétrique a droite de x xy. On a :

(xxy)xz=¢e
< xx(y*xz)=e (car % est associative)
' x(rx(y*z)) =2 xe
< (¢ xx)* (y*x2) =2' (car 2’ est le symétrique de x)
ex(y*xz)=2a
e yrz=1a
oy x(y*xz)=9y x2'
< exz=19y *1" (cary estle symétrique de y)
e z=qy %2
On vérifie facilement que pour z =3’ % 2’, on a aussi z * (x x y) = e. Donc z = ¢/ x 2’/
est le symétrique de x * y.

3) Soit a € E symétrisable a gauche, donc il existe a’ € E tel que a’ x a = e.
Pour tous x,y € E, on a :

axr=axy=d*(axz)=ad*(axy)
= (a'xa)xxz=(ad *a)xy
= exTr=exy
=>r=y
donc a est régulier a gauche. O

Le cas ol a est symétrisable a droite peut étre traité de la méme maniere.

Remarque 2.3. 1. Dans un monoide unitaire, le symétrique, s’il existe, d'un élément
est unique.

2. La réciproque de (3) dans la proposition 1.2 est fausse en général. En effet, dans

(Z,x), on a:
Vz,y € Z,
2xr=2xy=2r—-2y=>0
=2xz—y)=0
=z—y=0 (car2#0)
==y

donc 2 € Z est régulier, mais 2 n’est pas symétrisable dans (Z, x) (car le symétrique
de 2 serait  mais 1 ¢ Z).
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Lorsqu'un ensemble est muni de deux lois de composition internes, on a la notion
suivante :

Définition 2.4. Soit A un ensemble muni des ¢.c.i x et T.

1. La loi T est distributive a gauche par rapport a la loi * si

Ve,y,z€ A, aT(y*xz2) = (xTy) = (2Tz).

2. La loi T est distributive a droite par rapport a la loi * si
Ve,y,z € A, (y*x2)Tax=(yTz)* (2Tx).
3. La loi T est distributive par rapport a la loi * si elle est distributive a la fois a
gauche et a droite.

Remarques 2.2. 1. Sila loi T est commutative, alors la distributivité a gauche et a
droite désignent la méme chose.

2. Sila loi T est distributive par rapport a la loi %, cela n’implique pas, en général,
que * est distributive par rapport a T.

Exemples 2.5. 1. La loi "x" est distributive par rapport a la loi "+" dans C. Mais
la loi "+" n’est pas distributive par rapport a la loi "x" dans C (car 1+ (2 x 3) #
(142) x (1+3)).

2. Soit E un ensemble :

o L’intersection est distributive par rapport a la réunion dans P(E).

 La réunion est distributive par rapport a l'intersection dans P(E).

I1.1.4. Loi produit

Définition 2.5. Soient E; et E5 deux ensembles munis respectivement des lois de com-
position interne T; et T5. On peut définir une loi de composition interne T sur E; X FEs
de la maniere suivante :

V(z1,22) € By X Ea, V(y1,y2) € Er X Ea, (21, 22) T(y1,42) = (21 T1y1, 22 T210).
La loi T est appelée la loi produit des lois T et Ts.
Proposition 2.3. Sous les hypothéses ci-dessus, on a :

1) Si Ty et Ty sont commutatives, alors la loi produit T est commutative.

2) Si Ty et Ty sont associatives, alors la loi produit T est associative.

3) Si ey (resp. ez) est l’élément neutre de (FEy, T1) (resp. (Ea, T2)), alors le couple
(e1,e2) est l'élément neutre de (Ey X Es, T).

4) Si de plus x1 € Ey et x9 € Ey sont symétrisables de symétriques respectifs x', € Ey
et xfy, € Ey, alors le couple (x1,x5) € By X Ey est symétrisable pour la loi produit T
de symétrique le couple (), x}).
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Remarques 2.3. 1) Si (Ey, T1),...,(E,, T,) sont des ensembles munis de lois de com-
position interne, la loi produit T définie sur F; x ... X E, par :
V(zy,...,xn) € B X oo X Epy YY1, ,yn) € BL X oo X By,

(1, 2) T (Y1, ey Yn) = (@1 T1Y1, -+, T T nln)-
est une loi produit.

2) Si (F, *) est un ensemble muni d'une loi de composition interne *, alors la loi produit,
notée aussi *, définie sur E" = E' X ... x E(n > 2) est donnée par :
—_——

n fois
\V/(fﬁl,. <. 7‘7;%) € En7 v(yl)' e 7y'rl) € En? (1’1,. .. 7xn)*(y17 s 7yn) = (xl*yla SR )xn*yn)-

Exemples 2.6. 1) La loi produit, notée aussi +, sur R” lorsque R est muni de la loi
+, est donnée par :

V(xy,...,x,) €ER™ NY(yr,...yyn) €R™ (zq, .o x0)+ W1, -y Un) = (T14Y1, -+ o, T tYn)-
Notez que (R™, +) est un groupe abélien car (R, +) lest.

o L’élément neutre de (R", +) est Ogn = (0,...,0).
o L’opposé de (z1,...,x,) € R" est (—z1,...,—x,).

2) La loi produit, notée aussi x, sur R" lorsque R est muni de la loi x, est donnée par :

‘v’(wl,...,xn)ER", v(y17"'7yn)€Rna (xla"'axn)x(yla"'vyn>:(xlyla"'vxnyn)-

o L’élément neutre de (R, x) est 1gn = (1,...,1).
o L’inverse de (xy,...,z,) € R" tel que x; # 0 Vi € {1,...,n} est le n-uplet

I.2. Groupes

1.2.1. Définition et exemples

Définition 2.6. Un groupe est la donnée d’un couple (G, ), o G est un ensemble et
est une loi de composition interne sur GG vérifiant les conditions suivantes :

(a) La loi x est associative.
(b) La loi * admet un élément neutre.
(c) Tout élément de G est symétrisable.
Autrement dit, un groupe est un monoide unitaire dont tous les éléments sont symé-

trisables, c¢’est-a-dire

(a)Vo,y,z € G, (zxy)xz=xx(yx*2)
G, %) est un groupe <—- b)dee G, VreG, zxzxe=exx==x
(

(c)Vee G, F'eG, zxa'=a"xx=e
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Remarques 2.4. 1) Si (G, *) est un groupe et si la loi % est commutative, alors le groupe
(G, %) est dit groupe commutatif ou groupe abélien.

2) Un groupe n’est jamais vide, il contient au moins son élément neutre.

3) Sila loi du groupe G est I'addition ("+"), on dit que le groupe G est additif. Dans
ce cas :
e L’élément neutre sera noté "0g" ou tout simplement "0".
e Le symétrique d’un élément x € GG sera noté —x et on I'appelle 'opposé de z.
4) Si la loi du groupe G est la multiplication ("-"), on dit que le groupe G est multi-
plicatif. Dans ce cas :

ou tout simplement "1".
1

e [’¢élément neutre sera noté "lg

e Le symétrique d'un élément = € G sera noté = et on 'appelle I'inverse de

x.

Exemples 2.7. 1) (Z,4), (Q,+), (R,+) et (C,+) sont des groupes abéliens. Il en est
de méme pour (Q*, x), (R*, x) et (C*, x).

2) (P(E),A) est un groupe abélien.

3) (N,+), (Z, %), ((P(E),U) et (P(E),N) ne sont pas des groupes (dans les deux der-
niers exemples, on suppose que card(F) > 2).

Proposition 2.4. 1. L’élément neutre d’un groupe est unique.
2. Le symétrique d’un élément d’un groupe est unique.
3. Tout élément d’un groupe est régulier.
Démonstration. Conséquences des résultats de la sous-section précédente. O

Exercice 29. 1) Montrer que Vz,y € R\ {1}, zTy = x+ y — zy définit une loi de
groupe abélien sur (R\ {1}, T).

2) Montrer que Z[i] = {a +ib | a,b € Z} est un groupe abélien pour la loi +.

I1.2.2. Sous-groupes d’un groupe

Définition 2.7. Soit (G, %) un groupe. Une partie H de G est dite un sous-groupe de
G si:

i) H est une partie stable de G pour la loi .
ii) (H,x*) est un groupe.
Exemples 2.8. 1) Z est un sous-groupe de (R, +).

2) (R*, x) est un sous-groupe de (C*, x).
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3) (R, x) est un sous-groupe de (R*, x), mais R* ne 'est pas car R* n’est pas stable
par la loi x (par exemple,(—1) € R* et (—2) € R*, mais (—1) x (=2) =2 ¢ R*).

Proposition 2.5 (Caractérisation d’un sous-groupe). Soit (G,*) un groupe d’élément
neutre e et H un sous-ensemble de G. H est un sous-groupe de G si et seulement si les
trois conditions suivantes sont satisfaites :

i) H#D (on vérifie que e € H).
ii) Pour tous x,y € H, on a xxy € H (stabilité par la loi *).

iii) Pour tout x € H, le symétrique ' de x dans (G,*) est un élément de H (stabilité
par passage au symétrique).

Démonstration. A faire a titre d’exercice. O
Remarques 2.5. 1) Un sous-groupe H est aussi un groupe muni de la loi induite par
celle de G.

2) Un critere pratique et plus rapide pour prouver que H est un sous-groupe de G est
donné par :

(i) H #0,
H est un sous-groupe de (G,x) < < (i1) Vo,y € H, xx*vy € H,
ou ¢y est le symétrique de y dans (G,x).

3) Si G est un groupe additif, alors

(1)) H# 0 (0 € H),
H est un sous-groupe de (G,+) < ¢ (it) Ve,y € H, x—y € H,
ou (—y) est Popposé de y dans (G,+).

4) Si G est un groupe multiplicatif, alors

() H 0 (1€ ),
H est un sous-groupe de (G,-) < ¢ (i) Vo,y € H, wxy '€ H,

ot y~! est l'inverse de y dans (G,-).

5) Si (G,x) un groupe d’élément neutre e alors, {e} et G sont des sous-groupes de G
appelés sous-groupes triviaux de GG. Tout autre sous-groupe non trivial est appelé
un sous-groupe propre de G.

Exercice 30. 1) Soit U = {z € C | |2|] = 1}. Montrer que (U, X) est un groupe
abélien.

2) Soit (G, -) un groupe. On pose :
Z(G)={9eG|g-v=x-g, Ve G}

appelé centre de G. Montrer que Z(G) est un sous-groupe de (G, -).
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Théoréme 2.1. (Sous-groupes de 7,) Les seules sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, avec
n € N.

Rappelons que nZ = {nk / k € Z} est 'ensemble des multiples de n € N.
Par exemple, 0Z = {0}, 1Z =7,27 ={...,—4,—2,0,2/4,...}, etc.

Démonstration. A faire a titre d’exercice. ]

Proposition 2.6. L’intersection de deux sous-groupes d’un groupe est un sous-groupe de
ce groupe.

Démonstration. Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe (G,x) d’élément neutre e.

(7) Clairement H N K C G.

(i) Onae € HN K, car H et K sont deux sous-groupes d'un groupe G, en particulier
ec Hetee K.

(77i) Soient z,y € HNK et y' le symétrique de y dans G. Comme H et K sont deux sous-
groupes d'un groupe G, alors x*y’ € H et xxy € K. Par conséquent, xxy € HNK.

D’ou H N K est un sous-groupe de G. [

Remarques 2.6. 1) Cette proposition se généralise & une famille quelconque de sous-
groupes. C’est-a-dire 'intersection d’une famille de sous-groupes d’un groupe G est
aussi un sous-groupe de G.

2) La réunion de deux sous-groupes n’est pas en général un sous-groupe. En effet,
considérons les sous-groupes 27Z et 3Z du groupe additif Z. On a 2 et 3 sont des
éléments de 27 U 3Z mais 2+ 3 =5 ¢ 2Z U 3Z.

I.3. Homomorphismes

I[.3.1. Définitions et propriétés

Définition 2.8. Soient E et F' deux ensembles non vides munis respectivement des lois
internes * et T. On appelle homomorphisme ou morphisme de (E, %) vers (F,T) toute
application f: F — F vérifiant :

Vo,y e B, f(zxy)= f(x)Tf(y)

Exemples 2.9. 1) L’application In : (R%, x) — (R, +) est un morphisme. En effet,
Vo,y € R%,  In(zy) = In(z) + In(y).

2) L’application exp : (R, +) — (R%, x) est un morphisme. En effet,
Vo,y €R, exp(z+y) = e = e%e¥ = exp(x) exp(y).

3) L’application f : (C, x) — (R4, x) définie par f(z) = |z| est un morphisme. En
effet, Vz, 2/ € C, f(zx2) =z x 2| =|z| x|2'| = f(2)f(2)).

4) L’application g : (R, +) — (R, +) définie par g(z) = |z| n’est pas un morphisme.
En effet, g(2 + (=3)) = g(—1) = 1 et ¢g(2) + g(—3) = 5, donc g(2 + (-3)) #
9(2) + g(=3).
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5) L’application h : (Ry,+) — (R, +) définie par h(xz) = /z n’est pas un mor-
phisme. En effet, h(16 + 9) # h(16) + h(9).

Remarques 2.7. 1) Un endomorphisme est un homomorphisme de (F, *) vers (E, *).
2) Un isomorphisme est un homomorphisme bijectif.
3) Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

Proposition 2.7. Soit f : (E,x) — (F,T) un homomorphisme.

1. Si H est une partie stable de E par % alors f(H) est une partie stable de F' par T.
En particulier, l'image f(E) de E par f est une partie stable de F' par T.

2. Sila loi % est commutative (resp. associative) dans E, alors la loi T est commutative
(resp. associative) dans f(E).

3. Sie € E est l’élément neutre de (E x), alors f(e) est I’élément neutre de T dans

f(E).

4. St un élément x € E est symétrisable pour la loi * de symétrique ', alors f(x) est
symétrisable pour la loi T de symétrique f(x') dans f(E) (i.e.,(f(x)) = f(2)).

Démonstration. 1. Soient yi,ys € f(H), donc il existe x1,xo € H tels que y; = f(x1)
et yo = f(x2). On a :

i Tye = f(21) T f(22)
= f(z1 *x2) (car f est un morphisme ).

Comme x1,x9 € H et H est stable par la loi x, alors xy x x5 € H. Par suite,
Y1 Tys = f(xy *xx9) € f(H). D'ou, f(H) est une partie stable de F' par T.

2. Soient y1,y2 € f(FE), donc il existe z1,x2 € E tels que y; = f(x1) et yo = f(x2). On
a:
xl)Tf(.Tg)
T * T

v Ty = f(
b )
[z x xq)
flx
Y2

(car f est un morphisme )

(car * est commutative )

2) T f(x1) (car f est un morphisme )
Tyl.

D’ou la commutativité de T dans f(E).
D’une maniere similaire, on montre que 1’associativité de * dans F entraine 1’asso-
ciativité de T dans f(F).

3. (Exercice).

4. (Exercice).

Théoreme 2.2. La composée de deux homomorphismes est un homomorphisme.
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Démonstration. Soient f : (E,*) — (F,T) et g : (F,T) — (G, L) deux homomor-

phismes. La composée g o f est une application de F vers G. Pour z,y € E, on a :
goflexy)=g(f(xxy)) =g(f(2)Tf(y)) = 9(f(x)) Lg(f(y)) = g o f(x)Lgo fly).

Donc, g o f est un homomorphisme. O
Comme conséquence, on a le résultat suivant :

Corollaire 2.1. La composée de deuzx isomorphismes (resp. automorphismes) est un iso-
morphisme (resp. un automorphisme).

Théoréme 2.3. Soient E et F' deur ensembles munis respectivement des lois * et T.
Si f est un isomorphisme de (E,x) vers (F,T), alors la bijection réciproque f~' est un
isomorphisme de (F, T) vers (E, ).

Démonstration. Puisque f est un isomorphisme, f est bijectif et donc f~! est aussi bi-
jective. Maintenant, soient y1,y2 € F' il existe donc x1,29 € E tels que y; = f(x1) et
Yo = f(zg). On a

S unTye) = U (fa) T f(a2) = [ (flar*a2)) = a1k xo = f () = [ ().

Donc, f~! est un isomorphisme. O

1.3.2. Morphismes de groupes

Lorsque 'ensemble de départ et ’ensemble d’arrivée d’un homomorphisme sont des
groupes, on parle d’homomorphisme de groupes.

Théoréme 2.4. Soit f: (G,*) — (G', T) un homomorphisme de groupes.

1. Si H est un sous-groupe de G, alors l'image f(H) de H par f est un sous-groupe
de G'.

2. Si H' est un sous-groupe de G', alors "image réciproque f~'(H') de H' par f est un
sous-groupe de G.

Démonstration. Soit e (resp. €’) ’élément neutre de (G,*) (resp. (G',T)).

1. e« Onae = f(e) € f(H).
e Soient y1,y, € f(H), donc il existe z1, o € H tels que y; = f(x1) et yo = f(x2).
Notons (y2)" (resp. (z2)’) le symétrique de yo dans (G',T)(resp. de x5 dans (G,x)).
Ona:yT(y) = fla) T(f(x2)) = flz) Tf((22))) = f(z1%(x2)"). Comme z1, 25 €
H et H est un sous-groupe de G alors 1 % (x3)" € H, donc

YiTya = f(o1 % (22)") € f(H).
D’ou, Dot f(H) est un sous-groupe est un sous groupe de (G, T).

2. ¢« Onaece f1(H') car f(e) =¢ € f(H).
e Soient 11,15 € f~H(H') et (x3) le symétrique de o dans (G,x).
On a x1,79 € f7Y(H') donc f(xy),f(ze) € H'. Comme H’ est un sous-groupe de
(G',T), alors f(x1)T(f(z2)) € H', c-a~d f(zq * (x2)") € H'. Par conséquent, x; *
(z2) € f~Y(H'). D’ou, f~*(H’) est un sous-groupe de (G *).
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]

Corollaire 2.2. Soit f : (G,*) — (G',T) un morphisme de groupes. Alors, f(G) est
un sous-groupe de (G',T) et f~({e'}) est un sous-groupe de (G,x), ot € est I'élément
neutre de (G',T).

Démonstration. Application directe du théoreme précédent. n

Définition 2.9. Soit f : (G,*) — (G’, T) un homomorphisme de groupes et soit ¢’
I'élément neutre du groupe (G',T).

1) Le noyau de 'homomorphisme f est 'ensemble noté Ker(f) et qui est défini par :
Ker(f) ={z e G| f(x) =€}
2) L’image de 'homomorphisme f est I’ensemble noté Im(f) et qui est défini par :
Im(f) = f(G) ={f(z) |z € G}.
Autrement dit,
reKer(f)<= f(r)=¢ et yelm(f) < JreG y= f(x).

Remarques 2.8. 1) Le noyau Ker(f) n’est jamais vide, car il contient au moins 1'élément
/

neutre e de (G, *), puisque f(e) =¢€'.
2) L’'image Im(f) n’est jamais vide, car ¢’ = f(e) € Im(f).

3) D’apres le corollaire ci-dessus, le noyau Ker(f) est un sous-groupe de (G, *) et
I'image Im(f) est un sous-groupe de (G', T).

Théoréme 2.5. Un homomorphisme de groupes f : (G,x) — (G',T) est injectif si et
seulement si Ker(f) = {e}, ou e est l’élément neutre de (G ).

Démonstration. Supposons que f est injectif et montrons que Ker(f) = {e}.

Soit x € Ker(f), donc f(x) =€, ou € est I’élément neutre de (G, T).

Or, ¢ = f(e), donc f(x) = f(e) implique = = e (car f est injectif). Il en résulte que
Ker(f) C {e} et donc Ker(f) = {e}.

Réciproquement, supposons que Ker(f) = {e} et montrons que f est injectif.

Soient a,b € G tels que f(a) = f(b). Alors, f(a)T(f(b)) =€, (f(b)) est le symétrique
de (f(b)), donc f(a*b") =€, est le symétrique de b.

Par définition, cela signifie que a * b~! € Ker(f) = {e}, donc a = b. O

Définition 2.10. Deux groupes sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme de
groupes entre eux.

Exercice 31. On définit sur |1, 4+o00| la loi de composition interne * par :

Vo, y €], 400, xx*xy= \/(1‘2 -y —-1)+1
On considere I'application f : R —]1, 4-00[ définie par :

r— v+ 1.
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—_

. Montrer que (]1, +o0o[,*) est un groupe abélien.

(\)

. Montrer que f est un morphisme de (R*,x) vers (]1, +oo[*).

3. Déterminer Ker(f) et Im(f), puis conclure.

W

. Montrer que A = {\/1 +2m | m e Z} est un sous-groupe de (]1, +00], *).

II. Anneaux

I1.1. Définitions et exemples

I1.1.1. Définition et régles de calcul dans un anneau

Définition 2.11. Un anneau est la donnée d’un triplet (A, +,x), o A est un ensemble
muni des lois de composition internes "+" et "x" vérifiant les conditions suivantes :

(i) (A,4) est un groupe abélien dont 1’élément neutre est noté 04 ou simplement 0;
(ii) laloi "x" est associative;
(iii) la loi "x" possede un élément neutre noté 14 ou simplement 1
(iv) La loi "x" est distributive par rapport a la loi "+".
Si de plus la loi "x" est commutative, 'anneau (A, +, x) est appelé anneau commutatif.
Autrement dit :

(i) (A,+) est un groupe abélien ;

(17) (A, X) est un monoide unitaire;

(A,+, x) est un anneau < < (7ii) La loi x est distributive par rapport a la loi +,c-a-d :
Vz,y,z € A,on a

X (y+z2)=(zxy)+(xxz)et (y+2)xx=(yxz)+(zxx).

Remarques 2.9. 1) Siaucune confusion n’est a craindre, on confond souvent un anneau
(A, 4+ ,x) avec 'ensemble A (sans préciser les lois "+" et "x").

2) Un anneau est toujours non vide.

3) Un anneau est en fait un triplet (A, +,x) qui vérifie les conditions (i), (i¢) et (iv)

de la définition (mais pas forcément la condition (ii7)). Si de plus la condition (7iz)
est vérifiée, 'anneau A est dit unitaire.

4) Dans cette section, un anneau désigne un anneau unitaire.

5) L’élément neutre 04 de (A,+) (resp. 14) est appelé le zéro (resp. I'unité) de I’an-
neau A.

Exemples 2.10. 1) (Z,+, x) est un anneau commutatif. Il en est de méme pour Q,
R et C.
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2) Soit E un ensemble. (P(E),A,N) est un anneau commutatif (P(E) désigne 'en-
semble des parties de F).

o L’élément neutre de (P(E), A) est 0.
o [’élément neutre de (P(FE),N) est E.
3) (N,+, x) n’est pas un anneau, car (N, +) n’est pas un groupe.

4) (2Z,4+, x) n’est pas un anneau, car 1 ¢ 27 (la condition (iii) de la définition d’un
anneau n’est pas satisfaite).

Proposition 2.8 (Regles de calcul dans un anneau). Soit (A, +, X) un anneau.
1) Pour toutxz € A, 0 x x =x x 0=0, on dit que 0 est un élément absorbant.
2) Pour tous z,y € A, x X (—y) = (—x) xy=—(x xy) et (—z) x (—y) =z x y.
3) Pour tous x,y,z € A, on a :
rx(y—z)=(zxy)—(rxz) e (y—z)xzx=(yxz)—(2xx).

Démonstration. 1) Montrons que 0 X = 0 pour tout x € A. En effet, on a :
Oxex=0+0)xz=0x2+0xz.
En soustrayant 0 x x des deux cotés de 1’égalité, on obtient :
0=0xuz.
Par un raisonnement similaire, on montre que z x 0 = 0.
2) On a:
(xx(—y)+@xy)=zx(—y+y) =xx0=0.

Ainsi, on en déduit que = X (—y) = —(z X y).
De méme, on obtient :

(—z) xy =—(z xy).
Comme application, on a : (—x) X (—y) =x X y.

3) Montrons maintenant que z X (y —z) =x Xy —x X 2. On a :

X (y—z)=xx(y+(=2) = (rxy) + (& x(=2)),

on en déduit :
(xxy)+(—(zxz)=xxy—2xx2

[]

Remarque 2.4. Soit (A,4, x) un anneau. On a : A = {04} <= 04 = 14. En effet, si
A ={04}, alors 14 =04 car 14 € A.

Réciproquement, supposons que 04 = 14 et montrons que A = {04}. Soit z € A, donc
r=xX1y=uxx0y =04 Par conséquent, A C {04}, ce qui implique A = {04}.

L’anneau A = {04} est appelé I’anneau nul ou ’anneau trivial.

Dans toute cette section, nous ne considérons que les anneaux non triviaux, c¢’est-a-dire
ceux pour lesquels 14 # 04.
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Soit (A, + ,x) un anneau. Pour tout a € A,
1. les multiples de a sont définis par :

(a) Oa =0et la =a;
(b) pour tout entier n > 2, na=a+a+---+a;

n fois

(¢) pour tout n € N*, (—n)a = n(—a)

(a) les puissances de a sont définies par :
(b) a®=1(a#0) et a' =a;

(c) pour tout entier n > 2, a" =axax- - Xa;

n fois

(d) si de plus a est inversible d’inverse a~! alors, pour tout n € N*, ™" = (a™1)".

Proposition 2.9 (Autres régles de calcul dans un anneau). Soit (A, + ,X) un anneau.
1) Pour tous x,y € A et tout n € Z, on a : x x (ny) = (nx) X y = n(x X y).

2) Pour tout a € A et pour tous n,m € Z, on a :

(n+m)xa=nxa+mxa e (nxm)Xxa=nx(mxa).

3) Pour tout a € A et pour tous n,m € N*, on a :

a® X a™ = 6Ln—&-m et (an)m — CLn><m’

4) Sia etb sont deux éléments de A qui commutent, c’est-a-dire a X b="b x a, alors :

(i) Pour toutn € N, on a :

(a+0)"=> CFa"b"* (binome de Newton),
k=0
ot Cyy = k!(:ik)!‘

(7)) On a également :

(a—b)" =Y Ck(-1)"*d b "
k=0
(1ii) Pour tout n € N*, on a :
a—=b"=(a—0) (a”_l +a" bt ab" T+ b”_l) :

En particulier, on a :

L= 0" =(1=b) (T+b+b 4+ b").

Démonstration. A faire a titre d’exercice. O]
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6

Exercice 32. Soit (A, 4+ ,x) un anneau tel que 2° = x, pour tout x € A. Montrer que

I'anneau A est commutatif.

Démonstration. Soit x € A. On a 2 = (—2)°%, donc x = —z (%), ou encore 2x = 0 (*x).

D’autre part, comme 1 € A, on a aussi 1 + x € A. Par hypothese :
1+z2)°=1+u
Or, en développant le bindbme de Newton, on a :
(14 2)% = 2% + 62° + 152" + 202° + 152% + 62 + 1.
Ainsi, on obtient :
l+2z=24+0+2*+0+2>+0+1 (par application de (¥x)).

Par suite, on a :
l4+z=x+z+ 2%+ 1.

Il en résulte que z* + 22 = 0, ce qui implique que z* = —2% = 22. On en déduit que :

I6:I4XI2:Z‘2XZL’2:$4:$2.

Ainsi, 22 = z (dapres (x)).
Finalement, pour tous x,y € A, on a :

(+y)?=(z+y)(z+y) =2 +ay +yz+y°
Donc :

T+yYy=2x+zry+yr+y,

c’est-a-dire que xy + yxr = 0.
Si xy = —yz, alors yx = xy (d’apres (x)). O
I1.1.2. Anneaux produits et anneaux de fonctions

(1) Anneaux produits : Soient (A, +,x) et (B, 4+ ,X) deux anneaux. On définit sur
le produit cartésien A x B les lois produits notées aussi "+" et "x" par :
pour tout (z,y) € A x B et tout (2',y') € A x B,

(z,y) + (2" y)=(x+2"y+y) et (x,y)x (@, y)=(xxayxy).

On vérifie facilement que (A x B, +, X) est un anneau. Si de plus les anneaux A et B
sont commutatifs, alors 'anneau A x B est aussi commutatif.

Définition 2.12. L’anneau (A x B, +, X) est appelé 'anneau produit des anneaux A
et B.

Remarques 2.10. 1) Si (A1,+, %), ..., (A, +, X) sont des anneaux, alors
(A; X Ag X --- x A, +, X) est 'anneau produit des anneaux A;,i =1,...,n.

En particulier, si (A, +, X) est un anneau et n > 2 est un entier, alors (A", 4, x)
est un anneau produit.
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2) L’élément neutre de (A x B,+) est 0axp = (04,05) et pour tout couple (a,b) €
Ax B,ona: —(a,b)=(—a,—b).

3) L’élément neutre de (A x B, x) est 1axp = (14, 15).

Exemples 2.11. 1. (Z x Q,+, x) est anneau produit (qui est commutatif) des an-
neaux Z et Q.

2. (Z* +, x) est un anneau commutatif, c’est "anneau produit des anneaux Z et Z.

(2) Anneaux de fonctions Soit [ un ensemble non vide et (A, 4+ ,Xx) un anneau. On
considere 1'ensemble F (I, A) des fonctions définies sur I et a valeurs dans 'anneau A.

On définit sur F(I, A) les lois de composition internes (faciles & vérifier) notées égale-
ment "+" et "X" par : Pour tous f,g € F(I,A) et tout z € I :

(f+9)(x) = f(z) +g(x) et (fxg)(z)=f(x)xg(z)

On vérifie sans peine que (F (I, A), +, xX) est un anneau, appelé anneau des fonctions
définies sur I et & valeurs dans A. Si de plus 'anneau A est commutatif, alors F (I, A)
est un anneau commutatif.

- L’élément neutre de (F(I, A),+) est la fonction nulle :

0:1— A x+——6(x) =04
Pour tout f € F(I,A), on a :
(=N)(x) =—=f(x), Vzel
- L’élément neutre de (F(I, A), x) est la fonction constante égale a 14 :
lraay: I — A, x+— 1rqa)(z) = 14

Exemple 2.1. L’ensemble F(R,R) des fonctions définies sur R et a valeurs dans R est
un anneau commutatif.

I1.2. Eléments inversibles, diviseurs de zéro et anneaux intégres

I1.2.1. Eléments inversibles

Définition 2.13. Soit (A, +, x) un anneau. Un élément a € A est dit inversible s’il
existe un élément b € A tel que a x b =0 x a = 14. L’élément b est alors appelé I'inverse
de a et est noté b =a~'.

Notation : L’ensemble des éléments inversibles d’'un anneau (A, x) se note U(A) ou
encore A*.

Remarques 2.11. 1) Ona: 14 € U(A) et 13 = 14.
2) 04 ¢ U(A), ou 04 est I'élément neutre de (A, +).
Exemples 2.12. 1. U(Z) ={-1,1} et U(Q) = Q"
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2. Si A et B sont des anneaux, alors :
UA X B)=U(A) xU(B).
Démonstration. Soient (a,b) € U(A x B), donc il existe (a’,0') € A x B tel que :
(a,b) x (a',0') = (1a,15) et (a',V) x (a,b) = (14,1p).
Par suite, on a :

(axa,bxt)=1a,15) et (a xab xb)=(1a,15).

axa =1y ; bxb =1p
a xa=1y4 ¢ b xb=1p
Ainsi, a € U(A) et b € U(B), ce qui implique que (a,b) € U(A) xU(B). Donc, U(Ax B) C
U(A) x U(B).
Réciproquement, soient (a,b) € U(A) x U(B), alors a € U(A) et b € U(B). Par
conséquent, il existe a’ € A et b’ € B tels que :

axa =14 ; bxb =1p
e

Il en découle que :

Donc, on a :
(a,b)x(a',b') =(axad,bx)=(1a,15) et (d',b)x(a,b)=(a' xa,b xb)=(14,15).
Cela montre que (a,b) € U(A x B), dou U(A) x U(B) CU(A x B). O

Exemple 2.2. L’ensemble des éléments inversibles du produit Z x Q est donné par :

UTZ x Q) = UZ) x U(Q) = {~1,1} x Q"

Proposition 2.10. Soit (A,+, xX) un anneau. L’ensemble U(A) des éléments inversibles
de A muni de la loi "X " est un groupe.

Démonstration. (i) Stabilité de U(A) sous la loi "x" :
Pour tous z,y € U(A), z X y est inversible dans A. En effet, il existe 271, 5y~ € U(A)
tels que :

(xxy) =y txat

Ainsi,  x y € U(A). Cela montre que "x" est une loi de composition interne sur
U(A).

(ii) Associativité :
Soient z,y,z € U(A). Comme z,y,z sont des éléments de A (car U(A) C A),
I’associativité de la loi "x" dans A entraine que :

(xxy)xz=aX(y % 2).

Ainsi, la loi "x" est associative sur U(A).
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(iii) Existence de 1’élément neutre :
D’apres la remarque (1) page 20, on a 14 € U(A). De plus, pour tout x € U(A) C A,
on a :
Iy xx=xXx14=nx.

Cela montre que 14 est I’élément neutre de U(A).

(iv) Existence de l’inverse :
Soit z € U(A). Par définition, z est inversible dans (A, x) d’inverse 7! € A. De plus
7! est également inversible d’inverse (z7')™! = . Par conséquent, 27! € U(A).
Cela montre que chaque élément de U(A) possede un inverse dans U(A). Ainsi,
(U(A), x) est un groupe.
[

Définition 2.14. Soit (A, +, X) un anneau. Le groupe (U(A), x) est appelé le groupe
des éléments inversibles de A ou groupe des unités de A.

I1.2.2. Diviseurs de zéro et anneaux integres

Définition 2.15. (i) Un élément a d'un anneau (A, +, x) est appelé un diviseur de
zérosia # 04 et s’il existe un élément b € Atel queb # 0get (a x b=04 ou b x a=0y4).

(ii) Un anneau (A, +, x) est dit intégre s’il est commutatif et ne possede aucun diviseur
de zéro.

Autrement dit,

a# 0y

(1) aeAestundlwseurdezero(:){ Jbe A\ {04}, tel quea xb=0oubxa—0

A est un anneau commutatif

(ii) Aestunanneau1ntegre<:>{ Va,b€ A, axb=0=a=0oub=0

Exemples 2.13. 1) L’anneau Z est integre. En effet, (Z, +, X) est un anneau commu-
tatif ou, pour tous x,y € Z, x X y = 0 implique que x =0 ou y = 0.

2) Les anneaux Q, R et C sont integres.

3) L’anneau produit Z* n’est pas intégre. En effet, Z? est un anneau commutatif (muni
des lois produits), mais I’élément (1,0) € Z? est un diviseur de zéro car (1,0) # (0,0)
et il existe (0,1) € Z? tel que (1,0) x (0,1) = (0,0).

4) L’ensemble F(R,R) est un anneau commutatif qui n’est pas integre. En effet, consi-
0 siz<0

r six>0

r sixz <0,

dérons les applications f : z — ) :
0 siz>0

’etg:xl—>{
Ona: f#0et g0 mais f x g=0.

Remarque 2.5. Si A et B sont deux anneaux, alors 'anneau A x B (muni des lois produits)
n’est jamais integre. En effet, dans A x B, I’élément (04,15) € A x B\ {(04,05)} est un
diviseur de zéro, car (04, 15) X (14,05) = (04,05).
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Proposition 2.11. 1) Un diviseur de zéro dans un anneau n’est pas régulier.
2) Un élément inversible dans un anneau n’est pas un diviseur de zéro.

3) Tout élément non nul d’un anneau intégre est régulier pour la deuxiéme loi.

Démonstration. Soit (A, 4, X) un anneau.

1) Soit a € A un diviseur de zéro, donc a # 0 et il existe b € A\ {0} tel que a x b = 0.
Supposons que a soit régulier. On a a x b = 0, donc a x b = a x 0. Par suite, b = 0,
ce qui est impossible.

2) Soit a € U(A) et soit a~! son inverse. Si a est un diviseur de zéro, alors il existe
be A\ {0} tel que a x b=0. Alors a~! x (a x b) =a~! x 0 =0, c’est-a-dire b = 0,
ce qui est impossible.

3) Supposons que A soit un anneau integre et soit a € A\ {0}. Pour tous x,y € A,
axzr=axy=ax(x—y)=0.

Comme A est integre et a # 0, on a x —y = 0, donc z = y. Par conséquent, a est
un élément régulier pour la loi x.

]

I11.3. Sous-anneaux et Idéaux d’un anneau

I1.3.1. Sous-anneaux d’un anneau

Définition 2.16. Soit (A, +, x) un anneau et B C A. Le sous-ensemble B est un sous-
anneau de A si :

(i) le sous-ensemble B est stable par les lois "+'" et "x" de A.
(i) (B,+, x) est un anneau.
(iif) 14 € B.

Théoréme 2.6 (Caractérisation des sous-anneaux). Soit (A, +, X) un anneau et B une
partie de A. La partie B est un sous-anneau de A si et seulement si les conditions
suivantes sont satisfaites :

(Z) 1,€éB ;
(ii) pour tous x,y € B, onax—y € B etx Xy € B.
Démonstration. La preuve est laissée en exercice. O

Exercice 33. Soit Z[V5] = {a + b5 | a,b € Z}. Montrer que (Z[\/g],—l—, ><> est un

anneau commutatif.
Exercice 34. Soit (A, +, X) un anneau. On pose
Z(A)={a€ A|ar = xa,Vx € A}.

Montrer que Z(A) est un sous-anneau de A.
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I1.3.2. Idéaux d’un anneau

Dans toute la suite, si aucune confusion n’est a craindre, nous utiliserons la notation
simplifiée zy au lieu de x x y dans un anneau (A, +, X).

Définition 2.17. Soit (A, +, X) un anneau et soit I une partie de A.

(i) On dit que I est un idéal a gauche (resp. idéal a droite) de A si (I, +) est un
sous-groupe de (A,+) et si pour tout a € A et tout * € I, on a axr € I (resp.
za € 1).

(ii) On dit que I est un idéal bilatéral ou tout simplement un idéal de A si [ est a la
fois un idéal a gauche et un idéal a droite.

Autrement dit, Une partie I de A est un idéal a gauche de A si et seulement si :
(1) I#0;

(i) Veyel,x—yel;
(i1i) Ya € A,VNx € I, ax € 1.

Une partie I de A est un idéal a droite de A si et seulement si :
(&) I#0;

(i) Veyel,z—yel;
(1ii) Ya € ANz € I, za € 1.

Une partie I de A est un idéal bilatéral de A si et seulement si :
(i) [ #0;

(i) Veyel,x—yel;
(it) Va € AVz €I, za€ [ et ax € 1.

Remarque 2.6. 1. Puisque, dans ce chapitre, on ne considere que les anneaux unitaires,
alors la condition (iz) dans les 3 cas ci-dessus peut étre remplacer par la condition :

Ve,yel, x+yel

2. Si 'anneau A est commutatif, alors un idéal a gauche, un idéal a droite, et un idéal
bilatéral dans A désignent la méme chose. On parle alors simplement d’idéal.

Proposition 2.12. 1) Soit I un idéal a gauche, da droite ou bilatéral de A. On a I = A
st et seulement si 14 € 1.
En particulier, s’il existe a € U(A) tel que a € I, alors I = A.

2) L’intersection de deur idéaux d gauche (resp. a droite, resp. bilatéral) d’un anneau
est un idéal a gauche (resp. d droite, resp. bilatéral)

3) Les seuls idéauz de 'anneau commutatif 7. sont les nZ, ou n € N.
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Démonstration. 1) Soit I un idéal a gauche de A. Si I = A, alors clairement 14 € A =

3)

I. Réciproquement, supposons que 14 € I. Pour tout € A, on a = x x 14. Etant
donné que I est un idéal a gauche, et que 14 € I, il en résulte que z € I. Donc,
A C I. Par conséquent, I = A.

Maintenant, supposons qu’il existe a € A tel que a € I et a soit inversible dans A.
Alors, a™t x a € I (puisque I est un idéal & gauche) et a=* x a = 1,4. Ainsi, 14 € I,
ce qui entraine que I = A.

Le cas d’'un idéal a droit se traite par un méme raisonnement, et le cas d’un idéal
bilatéral se déduit facilement.

Soient [ et J deux idéaux a gauche d'un anneau A. Par suite, I et J sont deux
sous-groupes de (A, +), donc I N J est un sous-groupe de (A, +). Soit maintenant
xelInJ,doncx € letxe J Commel et Jsont des idéaux a gauche de A, alors :

Vae A, are€letarel

Par conséquent, I N J est un idéal de A.
Le cas de deux idéaux a droit se traite par un méme raisonnement, et le cas de deux
idéaux bilatéraux se déduit facilement.

(Facile).
[l

Remarque 2.7. La réunion de deux idéaux a gauche (resp. a droite, resp. bilatéraux) n’est
généralement pas un idéal a gauche (resp. a droite, resp. bilatéral).

Exercice 35. Soit A un anneau commutatif. Montrer que ’ensemble I = {z € A | Va €
A, 1+ ax € U(A)} est un idéal de A.

Solution. 1. I est évidemment une partie de A et I # () car 0 € I. En effet, pour tout

2.

3.

acAonal+a-0=1cU(A).
Soient z,y € I. Pour tout a € A, on a :
1+a(m—|—y):1+am—|—ay:(l—f—ax)(l—l—(l—I—ax)_lay):(1—|—a:p)(1—|—by),

ot b= (1+azx)'ac A Etant donné que z,y € I et a,b € A, ona 1+ az et 1+ by
qui sont inversibles dans A. Donc, 1+ a(zx +y) € U(A). Ainsi, v +y € 1.

Soit x € I et a € A. Pour tout a € A, on a :
1+ a(ax) =1+ bz,

avec b = aa € A. Ainsi, ax € I. En conclusion, [ est un idéal de A.
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II.4. Homomorphismes d’anneaux

Rappelons qu’un anneau est toujours supposé un anneau unitaire non nul.

Définition 2.18. Une application f d’un anneau A vers un anneau B est un homo-
morphisme (ou morphisme) d’anneaux si et seulement si les conditions suivantes sont
vérifiées :

(i) Pour tous z,y € A, f(z+vy) = f(z) + f(y);
(ii) Pour tous z,y € A, f(x xy) = f(x) x f(y);
(iii) f(1a) = 1p.

Remarque 2.8. En plus des conditions (i) et (ii), la condition (iii) doit nécessairement étre
vérifiée pour que f soit un morphisme d’anneaux. En effet, considérons deux anneaux A
et B et I'application f définie de A vers B par f(z) = 0 pour tout z € A :

f:A— B, f(x)=0g, VxeA
On a:

Vo,ye A, flr+y)=0p=f(x)+ fly) et flrxy)=0p=f(z)x f(y),

mais f(14) = 0p # 1p (car B est un anneau non nul. Donc f n’est pas un morphisme
d’anneaux au sens de la définition ci-dessus.

Vocabulaire Les termes suivants sont utilisés pour décrire différents types de morphismes
d’anneaux :

1. Un isomorphisme d’anneaux est un homomorphisme d’anneaux qui est bijectif.

2. Un endomorphisme d’anneaux est un homomorphisme d'un anneau vers lui-
méme.

3. Un automorphisme d’anneaux est un endomorphisme d’anneaux qui est bijectif.

Exercice 36. Soit a un élément d’'un ensemble X. On consideére ’application suivante :

v, F(X,R) — R
f'—>90a(f):f(a)

Montrer que ¢, est un homomorphisme d’anneaux.

Exercice 37. Soit f : C — C un homomorphisme d’anneaux tel que f(x) = z, pour
tout € R (c’est-a-dire, fjrg = idr). Montrer que f est soit I'application identité sur C
(c’est-a-dire f = idc¢), soit la conjugaison complexe (c’est-a-dire f: z +— z).

Théoreme 2.7. Soit f : A — B un homomorphisme d’anneauz. Alors :
1) f(04) =0p et pour tout x € A, f(—z) = —f(x).

2) Im(f) = f(A) est un sous-anneau de B, appelé l'image du morphisme f.
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3) Ker(f) = f1({0g}) = {z € A| f(z) = 0} est un idéal de A, appelé le noyau du

morphisme f.
Démonstration. La preuve est laissée en exercice. O

Proposition 2.13. Un homomorphisme d’anneauz f : A — B est injectif si et seulement
st Ker(f) = {04}.

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. O

Remarque 2.9. Le noyau d’'un morphisme d’anneaux f : A — B n’est pas en général un
sous-anneau de A. En effet, si Ker(f) était un sous-anneau de A, alors 14 € Ker(f), ce
qui impliquerait que f(14) = 0p. Cependant, cela contredirait le fait que f(14) = 15 avec
1p # 0p.
Proposition 2.14. Soit f : A — B un homomorphisme d’anneauz.

1) Si A’ est un sous-anneau de A, alors f(A') est un sous-anneau de B.
2) Si B’ est un sous-anneau de B, alors f~'(B’) est un sous-anneau de A.

)
)

3) SiJ est un idéal de B, alors f~(J) est un idéal de A.
)

4) Si I est un idéal de A et ’homomorphisme f est surjectif, alors f(I) est un idéal de
B.

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. O

Remarque 2.10. Concernant le point 4) de la proposition ci-dessus, on note en particulier
que si I est un idéal de A, alors f(I) est un idéal dans le sous-anneau f(A) de B.

III. Corps

II1.1. Définitions et propriétés

Définition 2.19. Un corps est la donnée d’un triplet (K, 4, x) ou K est un ensemble
muni des lois de composition interne "+" et "x", vérifiant les axiomes suivants :

(i) (K, +) est un groupe abélien;
(i) (K \ {0}, x) est un groupe (on note souvent K* := K \ {0});
(iii) La loi "x" est distributive par rapport a la loi "+".

Si de plus la loi "x" est commutative, alors le corps (K, 4+, X) est appelé un corps com-
mutatif.

Autrement dit, un corps est un anneau (unitaire) dans lequel tous les éléments non nuls

n

admettent un inverse pour la loi "x".
Exemples 2.14. 1. Q, R et C sont des corps commutatifs.

2. (Z,+, x) n’est pas un corps.
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Remarque 2.11. 1) On confond souvent un corps (K, +, X) avec ’ensemble K.

2) Si K est un corps, alors I'ensemble des éléments inversibles est K*, c’est-a-dire
UK)= K"

3) Un corps contient au moins deux éléments.

Proposition 2.15. 1) Tout corps commutalif est un anneau intégre.

2) Les seuls idéaux d’un corps sont {0k} et K.
Démonstration. Soit K un corps.

1) Supposons que le corps K soit commutatif. Soient z,y € K tels que xy = 0. Mon-
trons que x = 0 ou y = 0. Si x # 0, alors x est inversible. Par conséquent :

2y =0=2""(zy) =0
= (r7'2)y =0
=y =0.

Donc, pour tout z,y € K, 2y = 0 = z = 0 ou y = 0. Ainsi, K est un anneau
integre.

2) Soit I un idéal de K. Si I = {0k}, le résultat est trivial. Sinon, c’est-a-dire si
I # {0k}, il existe un élément a € I tel que a # 0. Comme a est inversible dans
K, il en résulte que I = K (car un idéal qui contient un élément inversible est
nécessairement égal a 'ensemble tout entier).

]

Remarque 2.12. Le produit de deux corps n’est jamais un corps.

Définition 2.20. Soient K et L deux corps. Un homomorphisme (resp. un isomor-
phisme) de corps de K vers L est simplement un homomorphisme (resp. un isomor-
phisme) d’anneaux (au sens de la définition de la page 26) de K vers L. Lorsque K = L,
on parle d’endomorphisme de corps, et si 'endomorphisme f est bijectif, il est appelé
un automorphisme de corps.

Autrement dit, 'application f : K — L est un homomorphisme de corps si et seulement
si:

(y)

i) Ve,ye K, flz+y)=[f(z)+ fly);
= x f(y);

(i) Vez,ye K, f(zxy)
(iti) f(1x) =1z

Remarque 2.13. Un homomorphisme de corps f n’est jamais nul, car f(1x) =1, # 0p.
Proposition 2.16. Tout morphisme de corps est injectif.

Démonstration. Soit f : K — L un morphisme de corps. Par définition, f est un mor-
phisme d’anneaux, donc Ker(f) est un idéal de K. Comme K est un corps, ses seuls
idéaux sont {Ox} et K lui-méme.

Si Ker(f) = K, alors pour tout z € K, on aurait f(x) = 0. Cependant, cela contre-
dirait le fait que f(lx) = 1 # 0p. Par conséquent, Ker(f) ne peut pas étre égal a K, ce
qui implique que Ker(f) = {0k}, ce qui montre que f est une application injective. [
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I1I1.2. Sous-corps d’un corps

Définition 2.21. On dit qu’une partie L d’'un corps K est un sous-corps de K si :
(i) La partie L est stable pour les lois "+" et "x" de K.
(ii) (L,+, x) est un corps.
Exemples 2.15. 1) Q et R sont des sous-corps du corps C, mais Z ne l'est pas.
Théoreme 2.8. Une partie L d’un corps K est un sous-corps de K si et seulement si :
(i) 1x € L;
(ii) pour tous x,y € L, x —y € L;
(iii) pour tous xyy € L, xy € L
(iv) pour tout v € L'\ {0}, 2! € L.
Démonstration. La preuve est laissée au lecteur. O

Exercice 38. On pose Q(v/2) = {a + bv2 | a,b € Q}. Montrer que Q(v/2) est un corps

commutatif.

Solution. Pour montrer que Q(y/2) est un corps commutatif, il suffit de montrer que
Q(v/2) est un sous-corps de R. |

Exercice 39. Montrer que le seul sous-corps de (Q, +, x) est Q.

Solution. Soit F' un sous-corps de Q, donc F' C Q. Montrons que Q C F'.
Tout d’abord, 0 € F et 1 € F car F est un sous-corps. Ainsi, pour tout n € N*, on
an=1+14---4+1¢€ F, ce qui implique que N C F. De plus, pour tout n € N, on a

n fois
—n € F car (F,+) est un groupe, d'ou Z C F.

Etant donné que F est un corps, pour tout n € Z*, on a n~ ! = % € F. Enfin, pour
tout x € Q, il existe n € Z et m € Z~ tels que z = . Ainsi, x:n-i eF.
Par conséquent, pour tout x € Q, on a x € F, ce qui montre que F' = Q. [ |




Chapitre 3

Polynomes a une indéterminée et fractions
rationnelles

Dans tout ce chapitre, K désigne le corps R ou le corps C.

I. L’anneau des polyndémes a une indéterminée

1.1. Définitions

Définition 3.1. Un polynéme a une indéterminée et a coefficients dans K est une
expression de la forme :

P(X) = Zaka =g+ u X+ F+a, X" =a, X"+ a, 1 X"+ + a1 X + ao,

k=0
oit n € N et (ag,ar,...,a,) € K" La lettre X est appelée I'indéterminée et les
éléments a;, € K, pour k= 0,1,...,n, sont appelés les coefficients du polynéme P(X).

Notation : L’ensemble des polynémes a une indéterminée et a coefficients dans K est
noté¢ K[X].

Remarque 3.1. 1) Un polynéme peut étre noté indifféremment P(X) ou P.

2) La donnée d’un polynéme est équivalente a la donnée d'une suite (ay) d’éléments
de K, nulle & partir d’'un certain rang.

3) La lettre X peut étre vue comme une suite particuliere X = (0,1,0,...,0,...), ou
tous les termes sont nuls sauf le second, qui est égal & 1. Dans ce contexte, X*
correspond a une suite ou seul le (k + 1)-éme terme est égal a 1, les autres étant
nuls.

Définition 3.2 (Degré d'un polynome). Soit P = 7_, ax X* un polynome, avec a, # 0.
L’entier n € N est appelé le degré de P. On le note deg(P) ou d°(P).

Remarque 3.2. Un polynome est nul si tous ses coefficients sont nuls. On le note 0 et on

convient de poser :
deg(0) = —o0.

Vocabulaires :

64
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1. Un mondme est un polynéme qui s’écrit sous la forme P = aX* avec a € K et
k e N.

2. Un binéme est un polynoéme de degré 1, il s’écrit donc sous la forme aX + b, avec
(a,b) € K* et a # 0.

3. Un trindéme est un polynoéme de degré 2, il s’écrit donc sous la forme a X2+ bX +c,
avec (a,b,c) € K3,

4. Un polynéme constant est un polynéome qui s’écrit sous la forme P = a, avec
a € K. Si a # 0, alors le polynéme constant P = a est de degré 0.

5. Soit P =ag+a; X +---+a, X" un polynéme de degré n, avec a,, # 0. Le coefficient
a, est appelé le coefficient dominant de P.

6. Un polyndéme non nul est dit unitaire ou normalisé si son coefficient dominant
vaut 1.

Exemples :

1. Soit A(X) =2X?—3X + 1 X°+6X%—5— 1X°+2X3 On remarque Uexistence de
termes de méme degré. On doit réécrire A(X) sous une forme simplifiée en regrou-
pant les monomes de méme degré. On obtient donc :

A(X) =2X° +8X%-3X -5, A(X) € R[X] C C[X].

Par suite, deg(A(X)) = 3 et le coefficient dominant de A(X) est 2, donc A(X) n’est
pas un polyndéme unitaire.

2. Soit B(X) = X° — (1 +4)X* - 2X + 1 € C[X]. Le coefficient dominant de B(X)
est 1. Par conséquent, B(X) est un polynéme normalisé, ou un polynéme unitaire.

Fonction polyn6me associée a un polyndéme

 Soit P(X) = ¥7_y a,X* € K[X]. La fonction polynome associée & P(X) est la fonction
P définie comme suit :

P:K—K, Pl)=)Y aa*
k=0
Exemple : Si P(X) =1-2X +:iX? € C[X], alors
P(z)=1-2z+1iz% pour tout z € C.

Remarque 3.3. Dans le cas ou K =R ou K = C, nous pouvons, sans risque de confusion,
identifier P et P.
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I.2. L’anneau (K[X],+, X)

Sur K[X], on définit la somme et le produit de deux polynémes de la maniére suivante :
Pour tous P, Q € K[X], tels que :

PX)=a+a X+ +a X", QX)=bo+bX+ - +bnX"™,
on pose :

max(n,m)

(P+Q)X)=PX)+Q(X)= > (ar+bp)X",

k=0
n+m k
(PxQ)X)=PX)xQ(X)= i X", avec ¢, = Zaibk,i,
k=0 i=0

avec la convention que ap = 0 pour tout k > n+ 1 et by = 0 pour tout k > m + 1.
En particulier, pour tout a € K, on a :

(aP)(X) =aP(X) = i(aak)Xk.

k=0

Exemple 3.1. Soient P(X) =1+ X + X? et Q(X) = 2 — X deux polyndmes dans R[X].
On a:

(P+Q)X)=3+X% e (P-QX)=-X4+X2+X+2
(3P)(X) =3P(X) =3+3X +3X2

Proposition 3.1. Soient P(X) et Q(X) deuz polynomes dans K[X]|. On a les propriétés
sutvantes :

1) deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)).
2) deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q).
Démonstration. La preuve est laissée en exercice. O]

Exemples 3.1. 1. Dans I'exemple ci-dessus, on a :

deg(P + @) = 2 < max(deg(P), deg(Q))) = max(2,1) = 2,

et
deg(P - Q) = 3 = deg(P) + deg(Q).

2. SiA(X)=X?—1et B(X)=—-X%+ X, alors :
(A+B)(X)=X —1,

et
deg(A+ B) = 1 < max(deg(A), deg(B)).

Théoréme 3.1. (K[X], +, X) est un anneau commutatif, unitaire et intégre. Les seuls élé-

ments inversibles de K[X] sont les polynomes constants non nuls, c¢’est-a-dire U(K[X]) =
K* =K\ {0}.
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Démonstration. (i) Il est facile de vérifier que (K[X],+, x) est un anneau commutatif
unitaire :

o L’élément neutre pour addition dans (K[X],+) est le polynome nul 0.
o L’élément neutre pour la multiplication dans (K[X], X) est le polynéme constant 1.
« L’opposé d’un polyndéme P = 31, ap X" est le polynome (—P) = S7_,(—ax) X*.

(ii) Concernant I'intégrité de I'anneau K[X], soit P,Q € K[X] tels que P x @ = 0.
Cela implique que deg(P x @) = —oo, ce qui signifie que deg(P) + deg(Q) = —oo. Ceci
n’est possible que si deg(P) = —oo ou deg(Q)) = —oo, c'est-a-dire si P = 0 ou @ = 0.
Ainsi, K[X] est un anneau integre.

(iii) Déterminons enfin les inversibles dans 'anneau K[X] : Soit P un polynéme inver-
sible, il existe un polynéme @ € K[X] tel que P x @ = 1. Comme deg(P x Q) = 0, cela
signifie que deg(P) + deg(Q)) = 0. Ceci n’est possible que si deg(P) = 0 et deg(Q) = 0,
donc si P est un polynéme constant non nul. Réciproquement, si P est un polynome
constant non nul, alors il est clair que P est inversible. O

Exercice 40. Montrer que la fonction P — P est un morphisme d’anneaux unitaires
de K[X] dans 'anneau des fonctions F(K, K).

Remarques 3.1. Soient P = Y"7_ ap X* et Q = X7, by X*. On a :
L (P=Q)(X) = P(X) = Q(X) = S5 (ax — by) X*.
2. P=(Q <= a; = by pour tout k =0,1,..., max(n,m).

Définition 3.3 (Composition de polynomes). Soient P et () deux polyndémes dans K[X],
avec :

PX)=ay+a X+ +a,X"=> aX"
k=0
Le polynéme composé de P et (), noté P o (), est défini par :
PoQ=ay+amQ+ - +a,Q" = aQ".
k=0

Exemple 3.2. Soient P(X) = X2+ 1 et Q(X) =2X + 3. Alors :
PoQ=(2X+3)*+1=4X%+12X + 10,

et
QoP=2X>+1)+3=2X%+5.

Proposition 3.2. Soient P et ) deuzx polynomes non nuls. Alors,
deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).
Démonstration. Posons P(X) = >7_, ax X" avec a,, # 0. On a :

PoQ:Zaka.

k=0

Le terme dominant de P o ) est a,(Q". Par conséquent :

deg(P o Q) = deg(a,Q") = deg(Q") = n x deg(Q) = deg(P) x deg(Q).
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II. Arithmétique dans K[X]

II.1. Division euclidienne dans K[X]

Définition 3.4 (Divisibilité). Soient A et B deux polynémes dans K[X]. On dit que B
divise A, ou que B est un diviseur de A et on note B | A, s’il existe un polynoéme
dans K[X] tel que A = BQ. On dit aussi que A est un multiple de B.

Autrement dit :
B| A<+ 3Q €K[X], A= BQ.

Exemples 3.2. 1) Tout polynéme divise 0, mais 0 ne divise que 0.

2) Tout polynéme constant non nul divise tous les polynémes. En particulier, le poly-
nome constant 1 divise tous les polynomes.

3) X —2divise X? —4, car X? —4 = (X —2)(X +2).
4) X +i divise X? + 1 dans C[X], car X? +1 = (X —i)(X +1).
Proposition 3.3. Soient A, B € K[X]. Si A#0 et si B| A, alors deg(B) < deg(A).

Démonstration. Ona B | A, donc il existe @ € K[X] tel que A = BQ. Par suite, deg(A) =
deg(B) + deg(Q). Comme A # 0 alors ) # 0, il en résulte que deg(B) < deg(A). O

Proposition 3.4. (1) Pour tout A € K[X]|, on a A | A (la relation "divise" est ré-
flexive).
(2) Pour tous A, B € K[X], si B| A et A| B, alors il existe A\ € K* tel que A = \B.
(3) Pour tous A, B,C € K[X], si A| B et B| C, alors A | C (la relation "divise" est

transitive).
Démonstration. (1) Ona A=1-A, donc A | A.

(2) Ona B| Aet A| B, donc il existe Q1, Q2 € K[X] tels que A = BQ; et B = Q- A.
Par suite, A = Q1Q2A. Si A =0, alors B =0 et A = \B est vérifié pour A € K*.
Si A # 0, alors A = Q1Q2A est équivalent a A(1 — @Q1Q2) = 0, ce qui implique
que Q1Q2 = 1 car K[X] est integre et A # 0. Ainsi, () est inversible dans K[X],
c’est-a-dire que Q1 = XA € K* (car U(K[X]) = K*).

(3) Ona A | Bet B| C, donc il existe Q1, Q2 € K[X] tels que B = AQ; et C = BQs.
Par conséquent, C' = AQ;Q)2, ce qui montre que A | C.
[

Proposition 3.5. Pour tous A, B,C € K[X], si A| B et A| C, alors A | BU+CV pour
tous U,V € K[X]. En particulier, A| B+C et A| B—C.

Démonstration. (Laissée en exercice.) O

Définition 3.5 (Polynémes associés). Deux polynomes P, Q) € K[X] sont dits associés
s’il existe A € K* tel que P = \Q.
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Exemple 3.3. Les polynomes 3 X? + X — ¢ et 3X? + 2X — 1 sont associés. En effet,
BX2 42X —1=6(3X2+1X 1)

Définition 3.6 (Polynémes irréductibles). Un polynéme non constant est dit irréduc-
tible dans K[X] si ses seuls diviseurs sont les constantes non nulles et ses associés.

Exercice 41. Montrer que tout polyndéme de degré 1 est irréductible dans K[X].

Solution. Soit P un polynoéme de degré 1, P est donc non constant. Si @ € K[X]
est un diviseur de P, alors il existe L € K[X] tel que P = @ - L. Par conséquent,
deg(P) =1 = deg(Q) + deg(L).

Deux cas se présentent :

o Sideg(Q) =1, alors deg(L) = 0, donc @ est un polynéme associé a P (car deg(L) =
0= L=cavecc#0etQ=21.P).

« Sideg(L) =1, alors @ est une constante non nulle.
Dans les deux cas, P est irréductible.

Remarques 3.2. 1) Les polynémes constants ne sont pas des polynémes irréductibles
dans K[X].

2) Soit A un polynéme non constant. Si A n’est pas irréductible, alors A admet un
diviseur D tel que 1 < deg(D) < deg(A).

Théoréme 3.2. Pour tous polynomes A et B de K[ X], avec B # 0, il exsiste un unique
couple (Q,R) de polynomes de K[X| vérifiant :

{ A=DBQ+R,
deg(R) < deg(B).

Le polynéme @ (resp. R) est appelé le quotient (resp. le reste) de la division eucli-
dienne de A par B.

Démonstration. Laissée en exercice. O

Remarque 3.4. Soient A,B € K[X], avec B # 0. Le polynéme B divise le polyndéme A si
et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

Exemple 3.4. Déterminons le quotient et le reste de la division de A par B :
(1) A=X?*+3X?+2X+1 et B= X?+1.La division se fait comme suit :

X2 4+3X242X +1]X2+4+1
- X3 - X X +3
3X?2 + X +1

—3X? -3
X -2
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On obtient donc :

A= (X>+1)(X +3)+ (X -2
Le quotient est X + 3 et le reste est X — 2.

(2) A=X3+X+1 et B=X+1. Ladivision se fait comme suit :

X3 +X+1|X+1
— X3 - X? X2 - X +2

- X% +X

X2 +X
2X +1
—2X -2

—1

On obtient donc :
A=(X+1D)(X?-X+2)—1

Le quotient est X2 — X + 2 et le reste est —1.

I1.2. Plus Grand Commun Diviseur (PGCD) et Plus Petit Com-
mun Multiple (PPCM)

Proposition et Définition 3.1. Soient A et B deux polynémes non tous deux nuls
dans K[X]. Il existe un polynéme D tel que :

1. Le polyndéme D divise les polynémes A et B.
2. Tout polynoéme divisant A et B divise le polynéme D.

Tout polyndéme qui vérifie ces 2 conditions est appelé un plus grand commun diviseur
(en abrégé, pged). On écrit, D = pgcd(A,B) ou D = AN B.

Démonstration. Laissé a titre d’exercice. O

Remarques 3.3. 1. La définition est équivalente & ce que D est un polynome de plus
grand degré de I’ensemble des diviseurs communs a A et B.

2. Si D' est un autre plus grand commun diviseur de A et B, alors il existe A € K* tel
que D' = A\D.

3. Si D est unitaire, alors D est unique et appelé le plus grand commun diviseur
de A et B.

4. De la méme maniere, on peut définir le pged de n polyndmes, avec n > 2 un entier.

Dorénavant, on ne va considérer que les pgcd qui sont des polynémes uni-
taires. Dans ce cas, pour tout o € K*, on a : pged(aA,B) = pged(A,B).

Proposition 3.6. Soient A et B deux polynomes non nuls dans K[X]. Alors :
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1. 8i A= BQ + R, alors pged(A, B) = pged(B, R).

2. Si D = pged(A, B), alors il eziste deuz polynomes U et V dans K[X]| tels que
D =AU + BV.

3. 81 C est un polynome non nul tel que C'| A et C'| B, alors C | AN B.

4. St C est un polynome unitaire, alors AC N BC = C(ANAB).

Démonstration. 1) Soient D = pged(A, B) et A = pged(B, R). Par définition de A,

onaA|BetA|R Comme A= BQ+ R, il en résulte que A | A et A | B, donc
A | pged(A, B) = D. D’autre part, comme D | Aet D | B, on a D | R. Donc,
D | pged(B, R) = A. Par conséquent, D et A divisent chacun 'autre, donc ils sont
associés, c’est-a-dire qu’il existe A € K* tel que D = AA. Puisque D et A sont
unitaires, A =1, d'ou D = A.

2) (Laissé a titre d’exercice)

3) Soit D = A A B. Par le deuxiéme point, il existe u, v € K[X] tels que D = Au+ Bw.
Comme C' | A et C'| B, il en résulte que C | D. Cela prouve que C' | AA B.

4) Soient D = ACABC et D'=AANB.Ona D' | Aet D' | B, donc CD' | AC et
CD' | BC, dou CD' | AC AN BC = D. Inversement, on sait que D' = A A B, donc
il existe U,V € K[X] tels que D" = AU + BV. Par conséquent,

CD' = (AC)U + (BC)V

Cela montre que D = pged(AC, BC) divise CD’. En résumé, on a D | CD’ et
CD’ | D, donc D et CD’ sont associés. Comme D et C'D’ sont des polyndémes
unitaires, on conclut que D = CD’, c’est-a-dire que AC A BC = C(A A B).

]

Remarques 3.4. 1. L’assertion (1) de la proposition précédente fournit un algorithme,

appelé algorithme d’Euclide, qui permet de déterminer le pged de deux poly-
nomes : c’est le dernier reste non nul normalisé.

2. Dans la preuve de I'assertion (4) de la proposition précédente, on a utilisé la propriété
suivante, facile a prouver :

Si D' = AU + BV et D = pged(A, B), alors D | D',

3. Soit A # 0 un polynoéme de coefficient dominant a, alors pgcd(A,0) = %A, et si A
divise un polynome B alors pged(A,B) = £ A.

Exemple 3.5. Déterminons le pged de A et B, avec :

A=a%—22%—22> —32x -2, B=2a"—32"+22> - 32"+ 2.

Solution. Etape 1 : Division de A par B :

xd —2x3—2x2—3x—2‘x5—3x4+2x3—3x2+x
— P4+ 3x* — 223 4+ 322 —x ‘1
3xt — 4 422 —dx —2
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Le reste obtenu est :
Ry =32 — 423 + 2% — 4o — 2.

Etape 2 : Division de B par R; :

2 — 32t +223 —322 42 ‘3x4—4$3+x2—4x—2
— a2’ + g0t —3a® +30% + 3 ir -2
5.4 5 5.2 .5
B AP O A R
3V T G F G 5T~y
et

Le reste obtenu est :

Etape 3 : Division de R; par R» :

3zt —dx® 4+ 2? —dx —2‘ —Sx?’—%:pz—gx—%o
— 321 —62® —322 —6x | — La+18

— 1022 — 222 —10x —2
1023 + 2022 + 102 + 20
1822 + 18

Le reste obtenu est :
R; = 1822 + 18.

Etape 4 : Division de Ry par Rj :

_gxs,_%oxz_gx_% 1822 + 18
5’ + 5 ~ 1% T &

10,2 10

N L

9t T

0

Le reste obtenu est :
R4 == 1‘2 + 1.

Le dernier reste non nul, By = 22 + 1, est le pged de A et B.
pged(A, B) = 2* + 1.

Définition 3.7 (Polynémes premiers entre eux). Deux polynémes non tous nuls sont dits
premiers entre eux si leur pged est égal a 1.

Remarques 3.5. 1. Si deux polyndémes sont premiers entre eux, on dit aussi qu’ils sont
premier 1'un par rapport a 'autre.

2. De la méme maniere, on dit que les polynémes Py, P, ..., P, sont premiers entre
eux si pged(Py, ..., P,) = 1.

Exemple 3.6. Dans R[X], les polynomes A(X) = X? + X + 1 et B(X) = X + 1 sont
premiers entre eux (utilisez I'algorithme d’Euclide pour déterminer le pged(A, B)).
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Proposition 3.7. Soient A et B deux polynomes non nuls dans K[X]. Si D = pged(A, B),
alors il existe A', B € K[X] tels que A= DA’, B= DB’ et pged(A’', B") = 1.

Démonstration. On a D = pged(A, B), donc D | A et D | B. Par suite, il existe A', B’ €
K[X] tels que A= DA’ et B = DB'. De plus, comme D = pged(A, B), il en résulte que :

D = pged(DA’, DB") = D x pged(A', B'),

ce qui implique que pged(A’, B') = 1, puisque D est unitaire et K[X] est un anneau
integre. O

Proposition 3.8. Soient A, B, et C' des polynomes dans K[X].

1. Identité de Bézout : Les polynomes A et B sont premiers entre eux si et seulement
s’il existe U,V € K[X] tels que :

AU + BV =1.

2. Lemme de Gauss : Si le polynome A divise le produit BC' et que pged(A, B) =1,
alors A divise C.

3. St A|C et B|C, et que pged(A, B) =1, alors AB | C.
4. Sipged(A, B) =1 et pged(A,C) =1, alors pged(A, BC) = 1.

Démonstration. 1) Si pged(A, B) = 1, alors il existe U,V € K[X] tels que AU + BV =1
(d’apres 'assertion 2 de la proposition 3.6).
Réciproquement, supposons que AU + BV =1 avec U,V € K[X]. Soit D = pged(A, B),
alors D | Aet D | B. Par suite, D | (AU + BV'), c’est-a~dire D | 1. Comme D est unitaire,
on en déduit que D = 1.

2) Supposons que A | BC' et que pged(A, B) = 1. D’apres l'identité de Bézout, il existe
U,V € K[X] tels que AU + BV = 1. En multipliant cette identité par C, on obtient :

AUC+ BVC =C.

Comme A | AUC et A | BVC, on en déduit que A | C.

3)OnaA|Cet B|C,doncil existe A', B" € K[ X] tels que C' = AA" et C = BB'. Par
suite, AA" = BB’, ce qui implique que B | AA". Comme pged(A, B) = 1, d’apres le lemme
de Gauss, B | A". 1l vient que A’ = B’A”, avec A” € K[X]. Ainsi, C' = AA" = (AB)A”,
d'ou AB | C.

4) On a pged(A, B) = 1 et pged(A,C) = 1, done il existe U, V, P,Q € K[X] tels que
AU + BV =1et AP 4+ CQ = 1. En multipliant ces deux équations, on obtient :

(AU + BV )(AP +CQ) = 1.
Cela se développe en :
A(APU + CQU + PBV) + (BC)QV =1,

c’est-a-dire :

AA'+ BCB' =1,
ou A" = APU + CQU + PBV € K[X] et B' = QV € K[X]. Par 'identité de Bézout, on
en déduit que pged(A, BC) = 1. ]
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Remarques 3.6. 1. Sipged(A, B;) = 1 pourtouti =1,...,n,alors pged(A, B1Bs ... B,) =

1.
2. Si pged(A, B) =1, alors pged(A, B™) = 1 pour tout n € N*,
3. Sipged(A, B) = 1, alors pged(A™, B™) = 1 pour tout n,m € N*.

Exercice 42. 1. Déterminer les conditions nécessaires et suffisantes que doivent vé-
rifier deux polynémes A et B pour qu’il existe un polynéme C' tel que A | C et
B|C—-1.

2. Ces conditions sont-elles vérifiées dans les cas suivants ?
(a) A= +2®+22+1let B=a*+23+ 222 + 0+ 1.
(b) A=a*+a2?+2x+4et B=a?+x+ 1.

Exercice 43. Soient A, B, et C' des polynémes dans K[X] tels que pgcd(A, B) = 1.
Montrer que pgcd(A, BC') = pged(A, C).

Proposition et Définition 3.2. Soient A et B deux polynémes non nuls dans K[X]. Il
existe un unique polynéme unitaire M de plus petit degré tel que A | M et B | M. Le
polynéme M est appelé le ppcm (Plus Petit Commun Multiple) de A et B. On le note :

M =ppem(A,B) ou M = AV B.
Démonstration. (A titre d’exercice). O

Proposition 3.9. Soient A et B deux polynomes non nuls dans K[X]. On a :

1
(ANB)(AV B) = XAB, avec A € K*.
(A étant le coefficient dominant de AB).

Démonstration. (A titre d’exercice).

O

Cette proposition fournit une méthode pour calculer le ppcm de deux polynémes
connaissant leur pged.

Exemple 3.7. Considérons A = X? — 1 et B= X%+ 3X + 2 dans R[X]. On a :

pgcd(A, B) = pged((X —1)(X +1),(X+1)(X +2)) = (X +1)pged(X —1, X +2) = X + 1.

(pged(X —1,X +2) =1, car (X +2) — (X — 1) = 3 est une constante non nulle).
Maintenant,

(ANB)(AV B) = AB.

Entraine

(X+1D)(AVB) = (X +1)(X —1)(X*+3X +2).
Dot, (AV B) = (X — 1)(X? 4 3X +2) (car K[X] est intégre).
Remarque 3.5. M = ppcm(A, B) si et seulement si :

(i) A| M et B| M;
(17) si A| M’ et B| M, alors M | M'.
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I1.3. Racines d’un polynéme et factorisation

I1.3.1. Racines d’un polynéme

Définition 3.8 (Racine d’un polynéme). Soit P € K[X]. On dit qu'un élément a de K
est une racine (ou un zéro) de P si et seulement si P(a) = 0.

Exemple 3.8. Soit P(X) = X? + 1.

e Le polynome P n’admet pas de racines dans R.

e Le polynéme P admet deux racines i et —i dans C, car P(i) =0 et P(—i) = 0.

Théoréme 3.3. Soit P un polynome dans K[X]. Un élément o € K est une racine de P
st et seulement si le polynome P est divisible par X — .

Démonstration. Supposons que « est une racine de P. Par la division euclidienne, il existe
Q, R € K[X] tels que :

{ P(X) = (X = a)Q(X) + R(X),
deg(R(X)) < deg(X — ) = 1.

Donc, deg(R(X)) = 0 ou deg(R(X)) = —oo. Si deg(R(X)) = 0, alors R(X) est un
polynéme constant non nul, ¢’est-a-dire qu'il existe a € K* tel que R(X) = a.

Comme P(X) = (X — a)Q(X) + R(X) et que P(o) = 0, on a R(a) = 0, donc
a = 0, ce qui est impossible. Par conséquent, deg(R(X)) = —oo, alors R(X) = 0, donc
P(X) = (X —a)Q(X), ce qui signifie que (X — «) | P(X).

Réciproquement, si (X — «a) | P(X), alors il existe @ € K[X] tel que P(X) = (X —
a)Q(X). Par conséquent, P(a) = 0. O

Corollaire 3.1. Si a1, s, ..., a, sont des racines deux & deux distinctes d’un polyndome
P e K[X], alors le polynome

n

[[X-—a)=X—-a)(X —az) - (X —an)

i=1
divise le polynome P, c’est-a-dire qu’il existe QQ € K[X] tel que :
PX)=(X—a))(X —ag) - (X —ay) - Q(X).
Démonstration. (Exercice laissé au lecteur). O

Théoréme 3.4. Un polynome non nul de degré n, avec n € N, admet au plus n racines
distinctes.

Démonstration. Soit P un polynéme non nul dans K[X]. Supposons que P admette au
moins n + 1 racines distinctes aq, as, ..., a,11. D’apres le corollaire précédent, il existe
Q € K[X] tel que :

P(X) = (X = a)(X — ) -~ (X — appa) - Q(X).

Ainsi, on a :

deg(P) = n+ 1+ deg(Q(X)),

ce qui est impossible puisque deg(P) = n. Cela contredit notre hypothese initiale. Par
conséquent, P ne peut pas avoir plus de n racines distinctes. O
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Remarque 3.6. 1. Soit P un polynéme non nul dans K[X] tel que deg(P) = n. Si P
admet n + 1 racines distinctes (ou plus), alors P = 0.

2. Le seul polynéme qui admet une infinité de racines est le polynéme nul.

3. Soient P € R[X] et z € C. Si z est un zéro de P, alors z, le conjugué de z, est
également un zéro de P. En effet, en posant P(X) = 37 ,a; X" avec a; € R pour
tout i € {0,...,n},ona:

car P(z) = 0 implique que P(z) = 0.

Définition 3.9 (Racines multiples). Soient P € K[X], o € K et m € N*. On dit que
a est une racine d’ordre m (ou une racine de multiplicité m) du polynéme P si
(X — )™ divise P et (X — a)™"! ne divise pas P.

Exemple 3.9. Soit f(X) = X% —2X3 4+ 2X — 1 € R[X]. On montre que 1 est une
racine d’ordre 3 de f(X). En effet, par la division euclidienne de f(X) par (X —1)? =
X3 -3X?2+3X —1,ona:

FX) = (X -1P(X +1),

ce qui montre que (X — 1)3 divise f(X), mais (X — 1)* ne divise pas f(X). En effet, si
I'on essaye de diviser f(X) par (X — 1)*, on obtient :

fX)=(X -1D*x 1+ (2X% - 6X? +6X —2).
Cela montre que (X — 1)* ne divise pas f(X).
Vocabulaire :
1. Une racine d’ordre 1 de P est dite une racine simple de P.
2. Une racine d’ordre 2 est dite une racine double de P.
3. Une racine d’ordre 3 est dite une racine triple de P.

Théoréme 3.5 (Caractérisation). Soient P € K[X], o € K et m € N*. Alors, o est une
racine d’ordre m de P si et seulement s’il existe Q@ € K[X] tel que P = (X — a)™Q(X)

et Q(a) # 0.
Démonstration. (Facile). O
Exemple 3.10. Considérons le polynome P(X) = X3 — X? + X — 1.
o Dans R[X], on a :
PX)=X*)(X-1)+(X-1)=(X-1)(X*+1).

En posant Q(X) = X?+1,0ona P(X) = (X —1)Q(X) et Q(1) =2 # 0, donc 1 est
une racine simple de P dans R[X].
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« Dans C[X], on a :
P(X)=(X—1)(X =) (X +1).

En posant Q(X) = (X —4)(X +4),ona P(X) = (X —1)Q(X) et Q(1) # 0, donc 1
est une racine simple de P(X) dans C[X].

En posant P(X) = (X —1)Q(X), avec Q(X) = (X — 1)(X +1i), on a Qi) =
2i(i — 1) # 0, donc 7 est une racine simple de P dans C[X].

De méme, —i est une racine simple de P dans C[X].

I1.3.2. Polynoémes dérivés et racines d’un polynéme

Définition 3.10. Soit P = ag + a1 X + aa X% + - -+ + a, X™ un polynéme de K[X] (avec
n € N¥).
Le polynéme dérivé de P, noté P’, est défini par :

P =a;+ 20X + -+ +na, X" L.
Le polynéme dérivé d’un polynéme constant est le polynéome nul.

Remarques 3.7. 1. La définition de la dérivée d’un polyndéme coincide avec celle de la
dérivée de la fonction polynome qui lui est associée.

2. Les propriétés de la dérivation des polynomes sont similaires a celles de la dérivation
des fonctions polynomes. En particulier, on a :

(P+Q) =P +Q, (PQ)=PQ+PQ, et (aP) =aP' pourtout a e K.

3. Les dérivées d’ordre supérieur d'un polynéme sont similaires a celles des dérivées
d’ordre supérieur des fonctions polynomes.

Exemple 3.11. Soit P(X) =2+ (1—i)X +2X? - /2X* € C[X]. On a:

P'(X)=(1—1)+3X —4v2X3,
P"(X) =3 —-12V2X2,
PO(X) = —24V2X.

Exercice 44. Soient k € N* et P € K[X]. Montrer que si un élément « est une racine
d’ordre k& du polynome P, alors « est une racine d’ordre k — 1 de P’.

Solution. Par hypothese, il existe @ € K[X] tel que
P=(X—-a)*Q et Qa)#0.

On a alors :
P'(X) = k(X —a)"'Q(X) + (X — )" Q'(X).

Ainsi, P'(X) s’écrit :
P(X)= (X —a)'B(X), avec B(X)=kQ(X)+ (X —a)Q'(X).

Comme B(a) = kQ(a) # 0 (car k # 0 et Q(«) # 0), on en conclut que « est une racine
d’ordre k — 1 de P'.
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Théoréme 3.6 (Caractérisation des racines multiples). Soit P un polynéme dans K[X]
et k € N*. Un élément a € K est une racine d’ordre k du polynome P si et seulement si :

Pla)=P(a)=---=P*Ya)=0 et PW®(a)#0.
Démonstration. Admis. O

Exercice 45. On considére le polynéme P(X) = X* — 5X3 + 4X?% 4+ 3X + 9. Montrer
que 3 est une racine double de P.

Solution. On montre que P(3) = P'(3) =0 et P"(3) # 0.

I1.3.3. Factorisation dans K[X],K =R ou C.

On admet le théoréme suivant :

Théoréme 3.7 (Théoreme de d’Alembert-Gauss). Tout polynéme non constant dans
C[X] admet au moins une racine dans C.

Remarque 3.7. Ce théoréme n’est pas vrai pour les polyndémes non constants dans R[X].
Par exemple, P(X) = X? + 1 € R[X] (non constant) n’a aucune racine dans R.

Corollaire 3.2 (Caractérisation des polynémes irréductibles dans C[X]). Les polyndmes
irréductibles dans C[X] sont les polynomes de degré 1.

Démonstration. Soit P € C[X] un polynéme non constant.
e Sideg(P) =1, alors P est irréductible.

o Sideg(P) > 2, alors, d’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss, P admet une racine
a € C. Par conséquent, X — « divise P, ce qui montre que P est réductible (ou
factorisable).

m
Comme conséquence de ce corollaire, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.8 (Factorisation en éléments irréductibles dans C[X]). Tout polyndme non
constant dans C[X]| est scindé, c¢’est-a-dire qu’il peut étre écrit sous la forme :

P=a][(X —a)f =a(X —a)"(X — )+ (X — ),
i=1

ou «o; € C sont les racines de P et k; est la multiplicité de oy, pour tout i = 1,... r.
L’élément a € C est le coefficient dominant de P.

Exemple 3.12. 1. Soit P(X) = X3—1. La factorisation de P en éléments irréductibles
dans C[X] est :

P(X)=X*—1=(X-1)(X*+ X +1) = (X = 1)(X - j)(X — %),
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ou j est la racine de 'unité, définie par j = ¢iF = —% + z?
Rappelons que le complexe j vérifie les relations suivantes :

PP=17=jetj?+j+1=0.
De plus, pour tout k € Z et tout r € {0,1,2}, on a :
1, sir=0,

T =3 =97, sir=1,
g2, sir=2.

2. Factorisons Q(X) = X4 —2X3 4+ 2X? —2X + 1 en produit d’éléments irréductibles
dans C[X].
On remarque que (1) = 0. Par la division euclidienne, on obtient :

QX)=(X-1)(X* =X+ X —1).
Ensuite,
QX)=(X-1)(X*(X - D+ (X - 1)) =(X -1)*(X*+1),

donc
QX) = (X = 1)*(X —i)(X +14).
Ainsi, 1 est une racine double de Q(X), tandis que les racines complexes i et —i

sont des racines simples de Q(X).

Concernant la factorisation en éléments irréductibles dans R[X], I'outil essentiel, pour
ce faire, est l'inclusion évidente : R[X]| C C[X]. Tout d’abord, on énonce la proposition
suivante, tres utile dans la pratique.

Proposition 3.10. (1) Soit P € R[X]. Si a € C est une racine de P, alors a, le
conjugué de a dans C, est aussi une racine de P, avec le méme ordre de multiplicité.

(2) Tout polynome a coefficients réels de degré impair a au moins une racine réelle.

Démonstration. (1) Voir I'assertion 3 de la remarque 3.6. Finalement, utiliser le fait que
(Vk € N)(Vz € C), P®)(z) = P®)(Z) pour montrer que a et @ ont le méme ordre de
multiplicité.

(2) Ce résultat se démontre avec des outils d’analyse en étudiant les variations de la
fonction polynéme associée.
O

Remarque 3.8. Les racines, dans C, d’un polynéme de R[X] sont :
1. soit réelles;

2. soit des complexes non réelles (conjuguées deux a deux). Dans ce cas, une racine et
son conjugué ont le méme ordre de multiplicité.
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La factorisation en éléments irréductibles dans R[X] est donnée par le théoréme sui-
vant :

Théoréme 3.9 (Factorisation en facteurs irréductibles dans R[X]). Tout polynéme P €
R[X] (non constant) peut étre écrit sous la forme :

S

X)=a ﬁl(X = b)) IT (X + ¢, X +dy)™ ],

j=1
ot by, ba, ..., b, sont les racines réelles distinctes de P dans R d’ordre de multiplicité
mi, Mo, ..., m, respectivement, et ou, pour chaque j =1,....s, on a cjz —4d; < 0.

Démonstration. Soit P € R[X], donc P € C[X]. Par conséquent, P est scindé dans C et
ses racines sont soit réelles, soit complexes. Si « est une racine non réelle de P, alors &
I’est aussi avec le méme ordre de multiplicité. Par suite, le polynéme P peut s’écrire :

P(X):CLH —bk 'klj(X—Ozk)nk(X—Ozk)nk
=a H — by)™ hH [(X? = 2Re(ax) X + Jax[*)] ™

= qQ H(X — bk)mk H<X2 + ChX + dh)nk,
k=1

h=1
avec ¢, = —2Re(ap) € R et dj, = |ay]? € R, pour tout h =1,...,s. O
Remarque 3.9. 1. La démonstration de l'assertion (2) de la proposition 3.10 peut se

faire a I’aide d’outils purement algébriques. En effet, soit P € R[X]. Si P n’admet
pas de racines réelles, alors :

P(X) = H (X2 +chX+dh>nh avec ¢; — 4d;, < 0.

h=1

Il s’ensuit que deg(P) est pair. Par contraposée, si deg(P) est impair, alors P admet
nécessairement une racine réelle.

2. Les seuls polyndmes irréductibles dans R[X] sont les polynémes de degré 1 et les
polyndomes de degré 2 a discriminant strictement négatif.

III. Fractions rationnelles

II1.1. Le corps des fractions rationnelles

Définition 3.11. Une fraction rationnelle a une indéterminée et a coefficients dans K

est une expression de la forme F' = 0 (ou F(X) = ol X)) ou P et @) sont des polynémes
dans K[X] avec () # 0. L’ensemble des fractions rationnelles est noté K(X).

X+1 . .
Exemples 3.3. 1. ————— € R(X) est une fraction rationnelle.

X2 - X +1
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¢+(1—¢)X2—\/§X46

2. %5 9; C(X) est une fraction rationnelle.
. P R 12
Soient 0 et 3 deux éléments de K(X). On a :
P R
0 =3 si et seulement si PS = QR.
X—-1 X?2-2X+1
Exemple 3.13. On a : Y~ i1- 2o 1+ . En effet,

(X-1DX*-1)=X>-X-X?’+1=X>-X*—-X +1,
et
(X+1)(X?—2X+1) =X’ -2X*+ X + X -2X +1=X’ - X* - X + 1.

Remarque 3.10. 1) On a K[X] C K(X). En effet, pour tout polynéme P € K[X], on

P
peut écrire P = T

P
2) Soit F = 0 € K(X) et soit D = pged(P,Q). Si D # 1, alors il existe donc
P, Q, € K[X] tels que :

P:DPD Q:DQI et ngd(Plan):l

Par conséquent, F' s’écrit :

P  DP P
F=—= = —, avec cd( Py, =1.

0~ DO, O pged (P, Q1)

. P P ) ) .

3) SiF = 0 € K(X), alors 0 est appelé un représentant de F'. Si de plus pged(P, Q) =
P
1, alors 0 est appelé un représentant irréductible ou une fraction simplifiée de F.

X2+ X

X+1
R(X), alors *

Par exemple, Si F' = X2+ 1

F.

— € est une fraction simplifiée de
X3+ X p

On définit sur K(X) les opérations « + » et « X » de la maniere suivante :

P, P.
Pour tous I} = Q—l et I[h = Q—Q dans K(X), avec Q1 #0 et Q2 #0 :
1 2

) P P PiQy+ PO
P4+ F= oty 2kt i
O hh=0 "0, e

. PP PP,
i) Fi X Fh = — X — = .
W) B b= 5% 5, = 0,
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Il est facile de vérifier que ces lois ne dépendent pas des représentants des fractions
rationnelles F) et F5.

P
De plus, pour tout F' = 0 € K(X) avec @ # 0, et toute constante o € K, on a :

_ob
-5

Théoréme 3.10. L’ensemble K(X) muni des opérations « + » et « X » est un corps
commutatif.

aF

Démonstration. Pour démontrer cela, il suffit de vérifier une a une les axiomes qui défi-
nissent la structure de corps. O

I11.2. Degré d’une fraction rationnelle

P
Définition 3.12. Soit F' = — € K(X) une fraction rationnelle non nulle. Le degré de

Q

deg(F) = deg(P) — deg(Q).
Si F =0, alors deg(F') = —oc.

F est 'entier défini par :

X2 +iX -1
Exemples 3.4. 1. Si F'= X—:—Zl—i’ alors deg(F) =2—-1=1.
. X +1
2. 51 F = m, alors deg(F) =1—-4=-3.
X?+Y +1
3. 8i F = X*;Jj alors deg(F) =2 —2=0.

Remarque 3.11. 1) Si F € K(X) et F' # 0, alors deg(F) € Z.
2) Le degré d’une fraction rationnelle ne dépend pas du représentant choisi.

3) Une fraction rationnelle de degré positif n’est pas forcément un polynéme (voir
I'exemple 1 ci-dessus).

Le degré des fractions rationnelles possede les mémes propriétés que celui des poly-
nomes :

Proposition 3.11. Soient F1, F, € K(X) eta € K. On a :
(1) deg(Fy + F») < max (deg(Fy),deg(Fy)).
(2) deg(Fy x Fy) = deg(F) + deg(F3).
(3) deg(aF)) =deg(Fy) si a # 0, et deg(alFy) = —o0 si a = 0.

Démonstration. La démonstration est laissée au lecteur en tant qu’exercice. O]
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I11.3. Zéros et poles d’une fraction rationnelle

P
€ K(X) ot — est irréductible (c’est-a-dire pged(P, Q) =

P
Définition 3.13. Soit F = 0

Q
1). Alors,
(1) les zéros de F sont les zéros de P.

(2) les poles de F' sont les zéros de (). La multiplicité d'un zéro (resp. d’un pole) de F
est sa multiplicité en tant que zéro de P (resp. pole de Q).

(X —1)°

Exemp]e 3.14. SOlt F = m

e Dans R(X), 1 est un zéro de F' de multiplicité 3, mais F' n’a pas de pdles dans R.

e Dans C(X), 1 est un zéro de F' de multiplicité 3, et i et —i sont des poles de F' de

Itiplicité 2, car F x-0° C(X)

multiplicité 2, car F' = ans .

P ’ (X —i)2(X +i)2

Remarque 3.12. 1. Un zéro (resp. pole) d'une fraction rationnelle d’ordre 1 est appelé

un zéro simple (resp. un pdle simple).

2. Les zéros ou les pdles d'une fraction rationnelle ne dépendent pas du représentant
irréductible choisi.

I11.4. Décomposition en éléments simples dans C(X) et R(X)

P
Soit F' = — € K(X), écrit sous une forme irréductible (c’est-a-dire P et () sont

Q

premiers entre eux). Supposons de plus que le polynéme @) est unitaire.
On sait qu'il existe F, R € K(X) tels que : P = EQ + R avec deg(R) < deg(Q).

Par suite, F' s’écrit :
R

F=E+",
Q

ou deg(R) < deg(Q).

Définition 3.14. Le polynome E € K[X] est appelé la partie entiére de F, et la fraction

R
— avec deg(R) < deg(Q) est appelée la partie fractionnaire de F'.

Q
2X44+3X2 - X +1
Exemple 3.15. Considérons F(X) = X—Z 33X + 1+

La division euclidienne de 2X* +3X? — X 4+ 1 par X? —3X + 1 donne :

2X'+3X% - X +1=(X?-3X + 1)(2X? + 9X + 25) + (65X — 24),

atnst 65X — 24
F=2X?4+9X +25+ ——————.
ER R ST o
La partie entiere de F' est donc E(X) = 2X? + 9X + 25, et la partie fractionnaire de
P ost 65X — 24
es

X2 _3X +1°
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Remarque 3.13. 1. Si deg(P) < deg(Q), alors E(X) = 0.
2. Si deg(P) > deg(Q), alors deg(F') = deg(FE).
On sait que si @ € K[X] est un polynéme non constant, alors :

« le polynéme @) se factorise en produit de polynémes de degré 1 dans C[X].

« le polynome @ se factorise en produit de polynoémes de degré 1 et/ou de polyndémes
de degré 2 qui ont un discriminant strictement négatif dans R[X].

Cela permet de décomposer toute fraction rationnelle non nulle et irréductible dans
K(X) en éléments simples, suivant que K =R ou K = C.
P
Théoréme 3.11 (Décomposition en éléments simples dans C(X)). Soit F' = 0 e C(X)
une fraction rationnelle non nulle telle que pged(P, Q) =1 et
Q=(X—a)"" (X —ay)™ (X —a)",

ou ay,as,...,ar € C et ny,ng,...,ng € N. Alors, la fraction rationnelle F' peut s’écrire
de maniére unique sous la forme :

bu bia bin, bi1 bra bin
+<X—a1+ (X—a1)2+ * (X —a)™m et X—ak+(X—ak)2+ +(X—ak)”k

ot les bj; € C et E est la partie enticre de F.

P
Théoréme 3.12 (Décomposition en éléments simples dans R(X)). Soit F = 0 € R(X)

une fraction rationnelle non nulle telle que pged(P, Q) =1 et

k !
Q= [I(X —a)™ JT(X* + ;X +¢;)™,
i=1 j=1
avec b? —4c; < 0 pour tout j = 1,...,1, et ot les a;,b;,c; € R et n;,m; € N. Alors, F’
peut s’écrire de maniére unique sous la forme :
k n [ my
. iy : /BSX +7's
F — E+ T + J J 7
;; (X —a;) jzls:l (X% +b;X +¢)
a1 12 Aipn Qg1 87) Qkn
+<X—a1 T e T T X —aym )T +<X T T —ar T T ak)"k>
BuX + o By X + Vim, — BaX + v - Bem, X + YVem,
X2+ 06X +¢ (X2 4+ b0 X + )™ X2+ b, X + ¢ (X2 + by X + cp)me

ot les cuy, Bjs,1js € R, et E est la partie entiére de F'.

Dans cette décomposition :

«
- Les termes ﬁ correspondent aux poles réels simples ou multiples a;.
5jsX + ﬂYjs N . .
- Les termes — correspondent aux poles complexes qui apparaissent sous la

forme de facteurs quadratiques irréductibles, chaque terme étant associé a une puissance
de ces facteurs.
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Remarques 3.8. 1. Les éléments simples dans K(X') sont :

(a) Les polynémes dans K[X].
(b) Les fractions rationnelles non nulles de K(X) appelées éléments simples de

premiere espece, qui sont de la forme oubeK* acKetkeN.

(X —a)f
(c) Les fractions rationnelles non nulles de R(X) qui sont écrites sous la forme
aX +0
(X2 + X + d)F
espece, ou a,b,c,d € R tels que (a,b) # (0,0), (¢,d) # (0,0) et k est un entier
strictement positif.

avec ¢ — 4d < 0, appelées éléments simples de deuxi¢me

2. En pratique, la décomposition en éléments simples se fait de la maniere suivante :

i) Déterminer la partie entiere de la fraction.
ii) Décomposer, si nécessaire, le dénominateur en facteurs irréductibles.

iii) Ecrire la forme de la décomposition, puis déterminer les coefficients.




