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Crrection de la série n°4

Exercicel Résoudre les équations différentielles suivantes:

d
(E1q) : Qxyﬁ —y? =2
(Br2): (y—2"y)y +ay’ ==
(Bra) s 2y — i = —22°
(E1y4) : (1 — m2) y —ay—xy =0

Solution: Résolvons les équations différentielles d’ordre un suivantes:
e Pour (Ey,): Qxy% —y?=2%ona

o 2L () e p
y 2
& @:—(5> i (0.1)
=0

(0.1) est bien un équation homogene, posons donc aw = =, ce qui nous
T
ramene a résoudre

a?+1
E/ /:
(E7,) o+ o 5o
do B 1—a? " 1
dr 2« T
2« dx




En intégrant les deux membres de (0.2) on obtient

(E1,) < —In(1—0a®) =In(z)+cte

t
< oz2:1—|—E
T
& yY=rttctexaw (0.3)

Conclusion: la solution générale de (E11) est y(x) = FVa? + kx, k € R

e L'équation (E15) : (y — 2%y) y + xy® = x s'écrit,

d
(Er2) & (y—l’Zy)ﬁer?f—x:O
& y(l—xQ)dy—i-x(gf—l)dx:O
x y
& xz_ld:p:y2_1dy(y7é:|:1,x7é:|:1) (0.4)

les fonctions constantes y = F1 sont bien solutions de (Fj2) les autres solu-
tions s’obtiennent en intégrant les deux membres de (0.4) pour avoir

/y2y_1dy:/$2x_1dx & 1n|y2—1’:1n‘x2—1|+0t6

y - —1

|
t 2 —1

‘:cte

‘yz—l‘:/ﬂﬁ—l , k€ RY
y2:m‘x2—1|+1,mERi

SO R

y=Fvelz2-1+1, keR}
Conclusion; Les solutions de (E;5) sont

y=Flety=FVr|r2-1+1, xR}

e L'équation (E,3) : 2%y — y* = —22? s’intégre par
2
(Bis) & ¥ =(2) -2 @#0) (0.5)



(0.5) est une équation homogene, donc pour la résoudre on pose y = za, par
dérivation on obtient y' = a+ za’ par substitution dans (0.5) on aura,

(E1;) @ zd +a=a®-2
d
& 1 == —a—2
dx
da dz
&5 = — 0.6
a?—a—-2 =z (0.6)
En intégrant les deux membres de (0.6) on obtient:
do dz o 1 1 d 3dx
- @@ = - — o = -
a?—a—2 x a—2 a+1 x
-2
& |2 ‘:1n|x|3+cte
+1
-2
& a =k’ keER
a+1
& a-2=r’(a+1),kER
= Oé(lil‘3—1):—2—/ix3,liER
2+ ka3
& a= R 0.7
T S (07)

Conséquence: La solution générale de 'équatiqon différentielle (£ 3) est

2z + Kot

x— ka3’

y(x)za(x) €eR
’e Pour I'équation (Fy4): (1 —2?)y —xy — zy* =0 on a:

xr xr
Y= 1_x2y2, (1—2%#0) (0.8)

(Erg) & y —

Il est claire que la fonction identiquement nulle est solution triviale de (Ej 4).
Déterminons alors les autres solutions non triviales (y # 0). En divisant les
deux membres de (0.8) par y?, (E)4).8"écrit:

Y x 1 x

- X — =
y2 1—22 y 1-—2?




qui est une équation de Bernoulli d’ordre n = 2. Pour la résoudre on effectue

le changement z = —. Ce qui transforme cette équation en
Y

x x
1 — 22 1 — 22

(E{A) 2+

dont I’équation homogene est (H {74) telle que

i

(Hia) z’+1_x2><z:()
dz T
g d
< z x2—1x
dz 1 2x
-~ d .
z 2(m2—1) ’ (0.9)

En intégrant les deux membres de (0.9) on aura

) = [ 5= [3 ()

& Injz| = 21n|a: —1|+cte

= z2:m(ac —l)mGRi

& z=krV2:i-1 keR"

De sorte que la solution générale de I’équation sans second membre (H 1. 4)
est zo(x) = kva?2 —1, k € R*. Pour chercher une solution particuliere de
(E1,) on va faire varier la constante: = k() et z(z) = k(2)v2? — 1 donc

x
) =K (v)Va? =14 k(r) ——
(@) = W)V =T+ )

K (x)Va? — 1+ /f(:{;)L — /ﬁ(:c)%\/aﬂi— S

2 1 2 —1 [



o W)= {— (m)‘l}' (0.10)

—1
Intégrons les deux membres de (0.10 ) pour avoir k(z) = ———=+cte et
Va2 —1

pour la constante égale a zéro on obtient une solution particuliere de (EQA),

—1
2p(x) =Vt — 1= ———= x Va2 —1=—1

2 —1

et la solution générale de (E{A) est

2(2) = zole) + 2p(e) = 1+ kV/a? — 1

Conclusion: La solution générale autre que yo(x) = 0 de I’équation initiale
eny, (E4) est

() = — ! € R*

k\T) = = » K

Y () -1+ rV2z2—1

Remarqu’on que la solution triviale yo = 0 est obtenue en faisant tendre s
dans y, vers 4o0.

Exercice2 Intégrer les équations différentielles suivantes:

(Ey1): y +y=cosz

1
(E2_2> : y/ —+ % = e

(Es3): ch(z)y +sh(x)y = !

1+ 22




(Eyy) : 6y — 2y = xy*

Solution: Intégrons les équations différentielles suivantes:
x Concernant ’équation (Fs 1) qui a pour équation sans second membre

(Ha1):y' +y=0

on a:
(Hg.l) . —y + Yy = O

& = _dr (0.11)

Intégron les membres de (0.11), on obtien la solution générale de (Ha ;) :
Yo(x) = kexp (—x), k € R

La méthode de la variation de la constante permet de trouver une solution
particuliere de 'TEASM. Remarquant la forme du second membre de (Es ),
nous allons chercher une solution particuliere de la forme:

yp(x) = M cos(x) + N sin(z)
Ainsi y,(r) = —Msin(z) + N cos(x). Par substitution dans (FE3;), on
obtien
Yy, +yp =cosz < —Msin(z) + N cos(z) + M cos(z) + N sin(z) = cos(z)
& (N+ M)cos(z) + (=M + N)sin(x) = cos(z).  (0.12)

On utilise le fait que {cos,sin} est un systeme libre, ou bien on donne a z les
valeurs 0 puis 7 on arrive au systeme:

M+N =1
<S){—M+N =0

ce qui signifie que M = N = %, donc une solution particuliere de 'EASM est

yp(x) = 5 {cos(x) + sin(z)) par suite la solution générale de (F1) est

() = 1y(a) + yolr) = 5 feos(z) + sin(a)) + rexp (~), 5 € R



* La seconde équation (Eas) : y' + 2% = e+ admet pour ESSM

(HQ'Q) : yl—i—P = 0

qui est équivalente a:
dy dx

qui a pour solution générale
1 *
Yo(x) = Kkew, k € R
1 1
‘e — f5er. Par

Faisons varier la constante: k = k(x) donc y'(z) = K

d
substitution dans (Fs2) on obtient d_/{ =1 et k(z) = v+ cte. Pour la cte =0
T

on trouve y,(z) = zer et la solution de L’'EASM

y(r) = yp(x) + yo(z) = (2 + k) res

* Quant & (Fa3) : ch(z)y + sh(z)y = ﬁ, elle n’est rient d’autre que

i (ch(z)y(x)) = di (arctan(z))

dz T

qui par intération donne

ch(z)y(x) = arctan(z) + K, k € R

Conclusion; La solution générale de (Fs3) est

arctan(z) + K,
= R
y(x) (1) K€

x Il est clair que la fonction nulle est une solution de
(Bay) : 6y — 2y = oy

Ecartons la et divisons les membres de (Es.4) par y* celle-ci se transforme en

/
1
Yy Yy



qui est une équation de Bernoulli d’ordre n = 4. Posons alors z(z) =

y3(x)
ce qui nous ramene a résoudre
(By,) : —22'(x) — 22(z) = =
D’équation homogene:
(Hyy) = —22'(z) —2z(x) =0
- dz
—_— = —Z
dx
d
P —— (0.13)
z

Par intégration on obtient:
20(v) = ke™", K € RY

On peut faire varier la constante pour trouver une solution particuliere
de (ES,), mais de la forme de cette équation on cherche alors une solu-

tion particuliere de la forme z,(x) = ax + b ot a et b sont des réels a
déterminer:.z;(z) = a. Ainsi —2a — 2(ax +b) = x. Se qui signifie que
—2ax — 2 (a+b) =z ’est-a-dire a = —3 et b= 5 et
—1 1
Zp<l‘) = 7% + 5
D’ou la soulution générale de (Fs4) est
—1 1 —x *
z(x):7x+§+/{e , k€ RY

Conclusion: La dolution générale de I’équation de départ (Es4) est

1 1
ylx) = — = , k€ RYL

25 (’71:6—1- % +I€€_m)%

Exercice3: Résoudre les équations différentielles d’ordre deux suivantes,

(Es1): y" 43y +2y=2a"+e " +sin(z)
(Es2) : v+ 4y + by = xsin (x) e



Soltion: Intégrous les équations différentielles d’ordre deux suivantes,
x L’équation sans second membre de (F31) est

(H31): ¥+ 3y +2y =0,

son équation caractéristique est

(C31): 7 +3r+2=0

qui a pour diseriminant A = 32 —4 x1x2=1. Ainsi les racines de

(Cs.) sont 1y = ==L = —2 et 1y = =3 = —1, ce qui nous donne la solution
générale de I'ESSM ( 1) est

yo(z) = Ae™™ + Be™**, (A, B) € R?

Pour déterminer une solution particuliere de 'EASM (FEj5;), on peut
utiliser la méthode de la variation des constantes qui demeure toujours val-
able, mais pour cette équation, il faut remarquer que le second membre
F(z) = fu(@) + o) + fo(x) o filz) = 22, fola) = e et fy(z) = sin (z).
D’apres le principe de superposition (voir cours) si y;(z) est une solution
particuliere de I'équation (F;) : v" + 3y’ + 2y = fi(z), ¢ = 1,2,3, alors
Yp(z) = y1(x) + y2(z) 4+ y3(x) est bien une solution particuliere de (Ej31)

x Détermination de y;(z): Puisque fi(z) = 2% = v?exp(0 X ) et zéro
n’est pas racine de 'équation caractéristique (C;) : 7° + 3r +2 = 0 donc
y1(x) = az® + bz + c. Calculons a, b etc. Par dérivations on aura:

yy(z) = 2ax + b, 3 (z) = 2a

Par substitution dans (F;) on aura

(E1) : 2a+3(2ax+0b)+2(az” +ba +c) = 2?
& 2ax” + (6a + 2b) ¥ + (2a + 3b + 2¢) = 2

Comme {1, z, 2%} est un systéme libre (On peut aussi prendre z = 0, z = 1
et x = —1 dans cette égalité ), cette derniere égalité implique

[2a=1,6a+2b=0,2a+3b+2c=0] & |a= 7b:_7

, C= —

1
2 4



1, 3 1
2 2 4
*x Détermination de y; (z): ici fo(x) = e~* avec —1 une racine de I’équation
caractéristique (C;) : 7?+3r+2 = 0, donc yo(x) = (ex+d)e™", par dérivations
on obtient

olz) = (—ex +e—d)e™, yy(z) = (ex +d — 2e) "

En remplacant dans (F5) on aboutit a;

(ex+d—2e)e " +3(—ext+e—d)e " +2(ex+de*=e"
c’est-a-dire (e™* # 0,Vx € R)

Or+e=1

Donc e =1 et d € R. 1l suffit de prendre d = 0 pour avoir une solution
particuliere

Y2 = X€

* Cherchons y3(x): avec w = 1 non racine de C : 72 + 3r + 2 = 0.
Comme f3(x) = sin(z), avec w = 1 non racine de C3 : 72 + 3r + 2 = 0 donc
une solution particuliere de (FE3) sera de la forme:

y3(x) = M cos(x) + N sin(z)
de sorte que
ys(x) = —M sin(z) + N cos(z), ys (x) = —M cos(z) — N sin(z)
Par substitution dans (F3) On déduit que
(=M cos(x) — N sin(z))+3 (—M sin(z) + N cos(x))+2 (M cos(x) + N sin(z)) = sin(z)
c’est-a-dire
(M +3N) cos(z) + (N — 3M) sin(z) = sin(z)

ceci étant vrai pour tout réel z en particulier pour x = 0 et x = 7 On aura
donc



Donc il suffit de prendre y3(z) = 32 cos(z) + 15 sin(x)

Conclusion: la solution générale de 'équation (Fs1) est
y() = yo(x) + y1(2) + ya(2) + y3(2)

1 3 7 -3 1
y(x) = Ae’x—irBe’Z’”—l—§x2—§x+1+xe*x+1—o cos(x)—l—l—o sin(z), (A, B) € R?

x Dans le cas de

(Es2) : ¢ + 4y + by = xsin (z) e >

I’équation homogene est
(Hs2): y" +4y +5y =0
qui est d’équation caractéristique
(03,2 : 7"2—1—47’—1-5:0)

dont le discriminant est A =42 — 4 x 1 x 5 = —22 < 0, donc on a deux

racines complexes conjuguées r; = # =-—2—1¢etry= # = -2+

D’aptes le cours, la solution générale de I'ESSM est

yo(z) = (Acos(z) + Bsin(x)) 6_25':; (A,B) € R2

Pour déterminer une solution particuliere de (E35) on va utiliser la méthode
de la variation des constantes: A = A (z) et B = B (z). Sachant que dans ce
cas y1 (x) = cos(x)e 2 et y, (z) = sin(z)e® les dérivées de A (z) et B ()
sont données par le systeme

(S) A,yl + B,y2 =0
Ayl + By, =uwsin(z)e >

c’est-a-dire



A’ cos(z)e™* + B'sin(z)e " =0
() { A’ (= sin(z) — 2cos(x)) 2 + B (cos(z) — 2sin(z)) e = xsin (z) e

2z

Puisque la fonction z +— e ** ne s’annule jamais le systeme (S) est

équivalent a

n | A'cos(x) + B'sin(x) =
() { A" (—sin(z) — 2cos(z)) + B’ (cos(x) — 2sin(z)) = zsin (z)

dont le déterminant est

cos(z) sin(z)
—sin(x) — 2cos(x) cos(z) — 2sin(x)

Y

() = ‘

qui vaut w(S") = cos?(x) — 2 cos(z) sin(z) + sin®(x) + 2 cos(z) sin(z) = 1.
De méme ona

" = 0 sin(z) = —zsin®(z
w(A) = xsin(z) cos(z) — 2sin(x) ‘ N (z)
et
= cos(z) 0 = x cos(z) sin(x
w(B) = ' —sin(z) — 2cos(z) zsin(z) ‘ N (z) sin(z).
Ainsi
;o owA)
A= w (S)
= —xsin®(z) (0.14)
et
, _ w(B)
b w (S7)
= xcos(x)sin(z) (0.15)

De (0.14) on déduit que dA = —z sin?(z)dx. Par intégration on aura



A = /—xsin2(x)dx

_ /—x (1 _C;S(%))d:c

= %/(—x—i—xcos(Qm))dw
1

1 1 1 /1

= 3 {—igﬂ + 3% sin(Zx)} - 5/ 5 sin(2x)dx

11 1 1 1

= 3 {—éxz + 3% sin(2x) + 2 Cos(2x)] + cte (0.16)
La méme méthode appliquée & (0.15) qui veut dire dB = x cos(z) sin®(z)dx

nous conduit a:

B = /xcos(x)sin(x)dx

_ /I (%sin2(x)>,dx

_ %xsnﬂ(x)} _ % / sin? (z)dz

- %xsinﬂ(x)] _ 1/ 1—cos(2z) .

i 2 2
1, 11
= |zxsin“(z) — —x + - sin(2z) | + cte (0.17)
2 1773
Pour les cte = 0 on obtient
A 12+1 '(2)+1 (2x)
= ——x° + —xsin(2z) + — cos(2x
4t Tyt 8

o 1 11
B = —xsin®(z) — -z + - sin(2z
Ssin®(z) — o+ 3 sin(20)

Y Tout(e) étudiant(e) ayant une (ou des ) questions sur cette correction ou
autre est prié de me rédiger sa problématique via Whatsapp au N° 0694583317.
Je lui enverrai (in chaa allah) les réponses par son Whatsapp. Rigueur et
patience aident & mener a bout tout travail aussi difficile que soit-il. Tourner
la page SVP




On en déduit une solution particuliere y, de (Ej52)

1 1 1 1 1 1
yp(z) = <—le2 + % sin(2x) + 3 cos(2x)) cos(x)e “+ (—Zx + 3% sin®(z) + 3 sin(2x)) sin(z)e”**

Rappelons que la solution de L’ESSM est
yo(z) = (Acos(z) + Bsin(x)) e **, (A, B) € R?
Alors la solution générale de

(Es2) : ¢ + 4y + by = xsin (z) e >

i(x) = yp() + yo(2)

y(z) = (A — 322 + Jasin(2x) + 1 cos(2x)) cos(x)e "+ (B — sz sin®(z) + § sin(2x)) sin(z)e >,
S



