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Chapitre 1 Formule de Taylor, Développement limité et

applications

Motivation

La formule de Taylor et les développements limités sont des outils essentiels en analyse mathématique, motivés
par plusieurs besoins, parmi ces besoins on trouve :

o Approximation des fonctions non polynomiales : Les fonctions non polynomiales comme e*, In(x), sin(x)
et cos(x) sont difficiles & manipuler directement. La formule de Taylor permet de les remplacer localement par
un polyndéme d’ordre n, ce qui simplifie les calculs.

o Etude locale des fonctions : Le développement limité donne une approximation précise du comportement d’une
fonction autour d’un point. Cela aide a comprendre les propriétés locales, comme les extrema, les points d’in-
flexion, ou les zéros.

o Estimation de I’erreur : Le reste de Taylor (terme d’erreur) permet de quantifier la différence entre la fonction

et son approximation.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Notation de Landau

Définition 1.1

On dit qu’une fonction f est négligeable (ou « infiniment petit ») devant une fonction g au voisinage de x, s’il

existe une fonction e définie sur un voisinage de x telle que : f(x) = g(x)e(x) et lim e(z) = 0.
Tr—x0

Une fagcon parmi d’autres de noter que f est négligeable devant g au voisinage de x est d’écrire

1 = olg) ou f = 0ay(9),
Dans le cas ou g ne s’annule pas au voisinage de xg, on a :

f = o(g) si et seulement si lim fz) _ 0.
Zo T—T0 g(;l;)

1l est bien entendu que xg peut étre un nombre ou l’infini.

Propriété Dans un voisinage de x fini, on a les propriétés suivantes :

o(z") +o(z") = o(z");  P.o(z") = o(z"P)
(z™); o(Az") = o(z") AeR

o(z"*P);

>
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1.1.2 Fonctions équivalentes

Définition 1.2

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, sauf éventuellement en xg, (xzo € 1). On suppose que

g(x) et f(x) ne s’annulent pas sur 1 — {xo}. On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de x s’il existe

une fonction h définie sur un voisinage V de x telle que

Ve e V\{zo}, f(z)=h(z)g(x) et xlgg h(zx) = 1.

0
Dans le cas ou g ne s’annule pas au voisinage de x, alors
f(x)

f et g sont équivalentes au voisinage de x) < lim —= = 1.
z=wo g()




1.1 Préliminaires

Notation 1 : Si f et g sont équivalentes au voisinage de x( alors on note : f > gou f(x) ~ g(x)ou

£(2) ~ gla). o

Exemple 1.1 La fonction sin = est équivalente a = au voisinage de 0, car lin% sine _
r—r

On peut définir de la méme maniére la notion de fonctions équivalentes au voisinage de co.

frog ou f(z) ~ gl(x)

T—00

Exemple 1.2 La fonction g(x) = z* — 22 + 1 est équivalente & 2* au voisinage de +oo, car
4 2
-z +1
lim 74+ =1
Tr—+00 X

Propriété
o Sif~getg~ h,alors f ~ h;
o o) xo
o Si f ~galors hf ~ hg
xQ ote)

° Slfl ~ g1 etf2 ~ g2 alors f1f2 ~ g192 e[% ~ %
zo Zo Zo o

La relation ~ est une relation d’équivalence, c’est-a-dire que cette relation est réflexive, symétrique et

transitive.
Les équivalents ne s’additionnent pas. Par exemple on a

c4+2® ~ x5 r o~ x—2?
z—0 z—0
si on soustrait :
c+ad—x ~ x—(z—a?)
z—0
L . . g3
donc 23 ~ 2?2 ce qui est impossible! Calculer lim Z; ?
z—0 z—0 T

Exemple 1.3 Quelques équivalences usuels au voisinage de 0

. . 2
sinz ~x, arcsinz~wx, 1-—cosz~ %, arctanT ~

tanx ~x, e —1~x, In(l+zx)~uz, cosh(x)wl—k%

En effet,

o ¥ — 1~ xcar

o o 0

. et =1 e’ —e

lim = lim =el=1

z—0 T z—0 z—0

e arcsinx ~ x car

. arcsinz . arcsinx — arcsin (0 . 1
lim —— = lim =arcsin'(0) = —= =1
z—0 T z—0 z—0 v/1 — 02

o Pour la preuve du reste on peut utiliser la réegle de L’Hospital.

1.1.3 Applications au calcul des limites

Les équivalences de fonctions permettent de simplifier des expressions complexes et de calculer des limites indé-

terminées.

Proposition 1.1

Si :clggo glx)=let f o alors xlg]go flz)=1.

[ )

Lors de la recherche de limites on peut (quand c¢’est possible) remplacer une fonction par son équivalent



1.2 Formules de Taylor

avant de passer a la limite.

Exemple 1.4 Calcul de lim 2=
T—

o <

On sait que sinz ~ z, d’oll
0

z—0 xT z—0 X z—0 X

Exemple 1.5 Calcul de lim =<5 .
x—0 si® T

Au voisinage de 0, on a les équivalences : 1 — cosx ~ % etsinx ~ x et donc sin? z ~ x2. D’olt

et donc

Attention !
l. £ ~ -+ 1maise® non ~ e¥t!
oo

2. 1+xr6/1—xmaisln(1+x)n0n~ln(1—a:)

1.2 Formules de Taylor

Parfois, analyser une fonction peut étre tres difficile. Une méthode tres utile et couramment utilisée pour faciliter
ce travail consiste a approximer la fonction en question par des polyndmes, car ce sont les fonctions réelles les plus
faciles a évaluer. Lorsque nous utilisons cette méthode, nous perdons évidemment en exactitude, mais nous gagnons
en opérabilité.

Nous pouvons distinguer deux types d’approximations de fonctions par des polyndmes : locales et globales. Les
premieres sont celles ol le polyndme que nous construisons coincide avec la fonction en un seul point et ne nous
servira que pour des valeurs proches, car a mesure que nous nous éloignons, il est probable que le polyndme et la
fonction divergent de plus en plus. Les approximations globales, en revanche, sont celles ol le polyndme et la fonction
coincident sur tout un intervalle. Nous construirons le polyndéme de Taylor, qui est une approximation locale d’une

fonction qui coincide avec toutes ses dérivées.

1.2.1 Rappels et préliminaires

o Formule de Taylor pour un polynéme : Rappelons que tout polyndome de degré n

p(z) = ag + a1z + agx® + - - + a,z"”

peut s’écrire en puissance de (x — a) sous la forme :

p(x) =co+ci(z—a)+ ez —a)+-- +cp(z—a)

Les coeflicients c; sont tels que

p™(a)
n!

P'(a) p"(a)
1! 2

o Soit f une fonction définie sur un voisinage de a :Ja — ¢, a + ¢[. Rappelons que 1’approximation linéaire de f

p(z) = p(a) + (x —a)+ (x—a)*+ -+ (x —a)”

au voisinage de a est donnée par :
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f(@) ~ Pi(x) = f(a) + f/(a)(z — a)

o L’approximation quadratique de f au voisinage de a est donnée par :

£(&) ~ Pafa) = fla) + 110 P (o a?

L objectif dans la suite de cette section est la recherche d’un polyndéme P(z) de degré n qui approche le mieux

(r—a)+
f(zx) au voisinage d’un point donné.

Polynome de Taylor

Définition 1.3

Etant donnée une fonction f dérivable n — 1 fois dans un intervalle I et un point a € I ou f (n=1) est dérivable,

o Le polynome

f™(a)

n!

n

(z —a)

n i) (g | "a
P@) =3 06— f) + F@ -+ D@ a4

— 7! 2!
1=
est appelé polynome de Taylor de degré n de f au point a.

o Dans le cas oui a = 0 le polynéme

f'(0) f"(0) F™(0)
P(z) = f(0) + T !+ 1 332+---+Tx”
est appelé polynéme de Maclaurin d’ordre n associé a f au point x = 0. &

Exemple 1.6 Le polyndme de Maclaurin de In(1 + ) a I'ordre n est :
2 3 n
x x x
—r— 4 (=)
p(z) == 5 gt (-1) -

2 3

Figure 1.1 — f(x) = In(x+1) et son polynoéme de Taylor de degré 3 au voisinage de x = 0, P(z) = v — %5 + %

Définition 1.4

Soit f une fonction n fois dérivable dans un intervalle I et soit xo € I. Le reste de Taylor d’ordre n de la

fonction f au point x est :

) (g |
R(@) = @) ~ Pla) = f(z) ~ 3 L0 (@ gy
1=0

4



1.2 Formules de Taylor

Remarque Le terme du reste peut également étre vu comme 1’erreur d’approximation de f par P(x).

1.2.2 Approximation d’une fonction par le polynéme de Taylor

Proposition 1.2 (Existence et unicité du polynéme de Taylor)

Soit f une fonction n fois dérivable au point xy, alors il existe un unique polynéme P(x) de degré inférieur ou
égal a n vérifiant : P(xo) = f(z0), P'(z0) = f'(20), ..., P™ (20) = £ (). Ce polyndme est le polyndme
de Taylor de degré n de f au point x. o

Démonstration Comme {1, (x—z0), (x—x0)?, ..., (x—20)"} est une base de I'espace vectoriel des polynomes
de degré inférieur ou égal & n, on peut écrire tout polynéme de degré inférieur ou égal & n de maniére unique
comme :

P(x) = ag + a1(x — x0) + ag(x — 20)* + - + an(x — x0)"

Pour montrer qu’il n’existe qu'un seul polyndéme vérifiant les conditions de la proposition, on va montrer que
les coefficients de P(z) peuvent étre déterminés de maniére unique en appliquant les conditions mentionnées
précédemment. On a P(xg) = ap et on veut que P(zg) = f(x0), donc ag = f(xo). En calculant la dérivée de

P(x), on obtient :

P'(x) = a1 + 2a2(x — z0) + -+ + nay(z — 20)"

et en appliquant la condition P'(zg) = f'(x0), on a a; = f'(x0).
On proceéde de méme pour la deuxiéme dérivée et on obtient as = ! Héfo).
(»”50)

Successivement, on aura ay = pour k= 0,.

Par conséquent, il existe un unique polynéme Verlﬁant les conditions qu’on a demandé, et c’est :
F®) (o) k
Pla) =310 )
k=0

qui est le polynéme de Taylor de degré n de f au point xg. [l
Note Ce résultat signifie qu’au voisinage de x = x, le polynéme de Taylor P(x) d’ordre n est une bonne approxi-
mation de la fonction f(x) c-a-d :

f" (o) £ (o)

(:c—a:o)l—i—T(a:—xo)Q—i----—i-T(x—xo)”

F@) ~ Flao) + L&)

o 1!

Remarque Les polyndmes de Taylor permettent d’approcher beaucoup de fonctions par des fonctions polynémes
simples.

1. Sin =1, on retrouve I’approximation linéaire.

2. Sin = 2, on retrouve 1’approximation quadratique.
Exemple 1.7 Déterminons le polyndme de Taylor d’ordre 4 au voisinage de a = 0 associé a f(x) = e*.

D’apres la formule de Taylor on a :
F'©) 1, f10) 2 fO0) 5 DO 4

e BJP(ac)zf(O)—i— T x + 51 x° + 3l 1

comme f'(z) = €%, f/(x) = €*,..., f®(x) = % etdonc f(0) =1, f"(0)=1,...,fH(0)=1,0ona:

z?2 2% 2t

,+—+—+—

efE)JP()—l—F 3]

1
Ci-dessous, sur la méme figure, les graphes des fonctions :

o el,

©

1 + {7 : approximation linéaire,

o 14+ 7+ 3—? : approximation quadratique,

o 14+ 7+ “’3—? + g—? : approximation d’ordre 3

1+ 3+ 352—? + ”:”,)—? + % : approximation d’ordre 4.
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Figure 1.2
Remarquons que les courbes coincident au voisinage de 0.

#: Exercice 1.1 Déterminer le polyndéme de Taylor d’ordre 3 au voisinage de a = 0 associé a f(z) = sin x.

Solution D’aprés la formule de Taylor on a :

P LQ 170 FO0)

Py = 1(0) + L0 L0 2 2O,

Comme

f(z) =sinx f(0)=0

f'(x) = cosx f0)=1

f’(x) =—sinz  f"(0)=0

fO)(z) = —cosz fO(0)=-1
On a donc

sinacr;P(x) :x—aj

sin(x)

z3

Figure 1.3 — Courbes de sinz et de P(z) = v — %;

Remarquons que les deux courbes coincident au voisinage de 0.
#: Exercice 1.2 Déterminer le polyndme de Taylor d’ordre 4 au voisinage de a = 0 associé a f(x) = cos z.

Solution D’aprés la formule de Taylor on a :

/ " (3)

Comme



1.2 Formules de Taylor

fO(z) =sinz  fO0)=0
fW(z)=cosz fH0)=1
On a donc
2 2t
cosa:NP(x)—l—j o

2 4

Figure 1.4 — Courbes de cosz et de P(xz) =1 — 5 + 47
Remarquons que les deux courbes coincident au voisinage de 0.

1.2.3 Opérations sur les polynomes de Taylor

Soient f et g deux fonctions de classe %"*. Comment obtenir le polyndme de Taylor de f + g, de fg, de g et fog,

a partir de ceux de fetg?

Proposition 1.3

(resp. g) a lordre n au point xq. Alors

Soient f et g deux fonctions de classe C" sur I, et soit xog € I. Soit P (resp. Q) le polynéme de Taylor de f

1. Le polynome de Taylor de f + g a l'ordre n en xq est P + Q.
2. Le polynome de Taylor de fg a l'ordre n en xg est PQ) tronqué en degré n.
3. Sig(zo) # 0, alors 5 est de classe C™ au voisinage de xq et le polynéme de Taylor de § est le quotient

de P par Q) selon les puissances croissantes a l'ordre n. o

Evidente d’aprés 1'unicité du polynéme de Taylor associé & une fonction. O

. PQ est un polyndéme de degré au plus 2n, son tronqué en degré n est le polyndme obtenu en supprimant tous
les termes de degré strictement supérieur a n.
. La division selon les puissances croissantes de P par () a 1’ordre n est définie comme suit : si Q(0) # 0, alors
il existe un unique couple (A, B) de polynémes tel que 1’on ait
P(X)=Q(X)A(X)+ X" B(X) avec deg(A)<n
On dit que A est le quotient de P par () selon les puissances croissantes a I’ordre n et que B est le reste.
Cette division, contrairement ‘a la division euclidienne des polyndmes (que I’on appelle aussi division selon les
puissances décroissantes), a pour effet d’augmenter le degré du reste, au lieu de le diminuer. Ainsi, il n’y a pas
une seule division selon les puissances croissantes, il y en a une pour chaque ordre n. Plus n augmente, plus le
degré du quotient et du reste augmentent.
Exemple 1.8 Le polyndéme de Taylor a ’ordre 3 en O pour sin(x) est
3
x
Px)=z— —
() =%
7



1.2 Formules de Taylor

et pour In(1 + )
Qu)=z— 5 +7
d’ou I’on déduit :

a) Le polyndme de Taylor a I’ordre 3 en O pour la différence est

w

Proposition 1.4

Soient f : I — Ret g : J — R deux fonctions de classe €" telles que f(I) C J, et soit xo € 1. Soit P le
polynéme de Taylor de f a l'ordre n au point x, et Q) le polynome de Taylor de g a l'ordre n au point f(xo).

Alors le polynéme de Taylor de g o f a l'ordre n au point xq est le polyndme composé ) o P tronqué en degré

1.2.4 Formule de Taylor Lagrange

Définition 1.5 (Rappel)

On dit que f est de classe €™ sur I si | est n-fois dérivable et la dérivée n-iéme, ™), est continue sur I.

On dit que f est de classe € si f est de classe €™ sur I pour tout n.

Théoreme 1.1 (Formule de Taylor-Lagrange a I’ordre n)

Soit a et b deux réels tels que a < b et soit f une fonction réelle de classe €" sur [a, b] et admettant sur |a, b|
une dérivée d’ordre n + 1. Alors il existe ¢ €]a, b| tel que

(b—a)” (b —a)"t!

/ b_a2 n n
10 = 1@+ 0= 0@+ L5 0@ 4o L o) o BZ e g
_ )(a (b—a)"t' (¢
- D)+ EZD (g

Le terme (b(;i):;!l e (c) est appelé le reste de Lagrange d’ordre n.

Remarque Pour n = 0, ce théoréme est exactement la formule des accroissements finis.

Démonstration  Considérons la fonction ¢ définie sur [a, b] par

+Z b—x (@)

La fonction ¢ est continue sur [a, b], puisque f est de classe €" sur [a,b]. Comme f admet une dérivée

d’ordre (n + 1) sur ]a, b[, la fonction ¢ est dérivable sur Ja, b]. De plus pour tout = €]a,b[, on a

k 1 —r k
#(a) = 1) + Z (PO )

— )k
)+ Z ( f("“‘)(fc) + %f““*”(x))

o= £ a)

n!

Posons ¢ (z) = _(&Txi;# La fonction 1 est continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. Donc, d’aprés le
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théoréeme des accroissements finis généralisés, il existe ¢ €]a, b tel que
¢(b) — d(a) _ ¢(c)
¥(b) —¥(a)  YP'(c)

Or ¢/(c) = (o) fOtD(z) = fOFD (2)9) (), on obtient donc

) a) _ ¢'(c) (n+1) (.
) v

Ainsi,

_ \n+1
_ (b(n f)l)‘ f(n—i-l)( )
ce qui montre que
_ (b—a)” . (0—a)™ iy
) = fta) + 3 = 1) + S e

Un tel nombre c est souvent désigné par a + 6(b — a) avec 6 €]0, 1].

Cas particulier : Lorsque a = 0, et en posant b = z, on obtient la formule dite de Mac-Laurin :

wnJrl

(n+1)!

f(x) = £(0) +zf'(0) + jf”(O) +...+ %ﬂ")(()) + Fr0z) (0< 6 < 1).

Exemple 1.9
o Lafonction z — f(z) = exp(z) est de classe €°° sur Ret 'ona f*)(x) = exp(z) pour tous = € Retk € N.
Donc pour tous z € R et n € N, il existe un nombre réel c entre 0 et x tel que

n k xn—f—l

(n+1)!

exp(c)

o La fonction z — f(x) = sin(z) est de classe € sur R et 'on a f¥)(z) = sin (z+ Ex) pour tous k € N et
z € R, et pour z = 0, ona f*)(0) = sin (%), donc,
2R (0) = sin®*(0) = sin(2kn/2) = 0

et

f(2k+1)(0) \_ Sin(2k+1)(0) = sin (g + k?T) = cos(km) = (_1)k

et
2k +2
sin (c + (—;)ﬂ> = (—1)*sin(e).
Par conséquent, pour tous z € Retn € N avec n = 2p + 1, il existe un nombre réel c entre 0 et x tel que
P p2k+1 2p+2 o
sin(x Z + (—1)p+17x 7 sin(c)
— 2k + 1) (2p + 2)!

o De méme pour tous z € R et n € N avec n = 2p, il existe un nombre réel c entre O et x tel que

cos(z) = Z(—

k=0

2k N (_1)p+1 x2p+1 COS(C)

(2p+1)!
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1.2.5 Formule de Taylor-Young

Soit f — R une fonction de classe €™ et soit a € I. Alors il existe une fonction réelle € définie sur un voisinage
de a telle que
_ . / (1" — a) (n) o A\n . _
f@) = fla) + (& = a)f'(a) + ... + ————F"(a) + (x — a)"e(x) avec lim () =0

o Fartie principale :
fl@)+ (@ —a)f'(a) +...+ ———F"(a)

o Reste de Young :

o((z —a)") = (z —a)"e(z) avec iﬂ% e(z) =0

Cas particulier : Pour a¢ = 0, on obtient la formule de Mac-Laurin avec reste de Young

2 n
F(@) = F(O) +2f/(0) + T (0) + ...+ % F(0) + z"(z) avee lim e(z) = 0

z—0
Exemple 1.10 En prenant a = 0 dans la formule de Taylor avec reste Young on obtient les formules suivantes :
loexp(z) =1+, ]; + 2"e(x).
2. cosh(z) =1+>7_ 1(2k,+a:2 Pl (7).

2k+1
3. sinh=>P_ 2k+1)'+x PH2e (g )

k a2kl

S o) - 5T Vé31+x”+ltw-

1.2.6 Applications
Extremums relatifs de fonctions

Soit f une fonction n — 1 fois dérivable dans un intervalle I et soit xg € I. Supposons également que f est n fois
dérivable en xg avec f¥)(zq) = 0 pour 0 < k < net f™(zq) # 0. Alors, le polyndme de Taylor de f au voisinage

de xg est: -
P(w) = fa) + T g gy
et
lim f(x) = f(xo) _ S (o)
z—zo  (z — xo)" n!

On peut observer que, puisque f() (zq) # 0, lorsque x est trés proche de z, le signe de f(x) — f(zo) dépend de la
parité de n et du signe de (™) (z(). Formellement, nous dirions qu’il existe ¢ > 0 tel que [a — €, a + €] est inclus dans

Tet
f(x) = f(zo)

L 0 ) 2 0

|z — 20| <e=

Par conséquent, nous avons trois cas possibles :
a) Sin est pair et £ (o) > 0, alors V& € [a — ¢,a + €], f( (x0) et f a un minimum relatif en x.
b) Sin est pairet £ (xq) < 0, alors Vz € [a — &,a + €], f(z

c) Sinest 1mpa1r alors f n’a aucun extremum relatif en zq. Si

x) > f
) < f(wo) et f a un maximum relatif en x.
™ (20) > 0, f est strictement croissante en .

Mais si f(" (mo) < 0, f est strictement décroissante en .

10



1.3 Développements limités d’une fonction

Proposition 1.5

Soient f : I — R une fonction indéfiniment dérivable et xy € I, et soit n le plus petit entier non nul tel que
™ (20) # 0. Alors on a :
(a) Sin estpair et f) (x¢) < 0, alors f admet un maximum relatif au point .

(b) Sin est pair et f) (x0) > 0, alors f admet un minimum relatif au point .

(c) Sin estimpair, alors f n’admet pas d’extremum relatif au point x. o

Allure d’une courbe au voisinage d’un point

Soient f : I — R une fonction indéfiniment dérivable et 9 € I. On se propose d’étudier la position de la

courbe C'y par rapport a la tangente 17, a cette courbe au point xg. I’équation de T, est donné par :

y =" (z0) (x — z0) + f (20)
Soit n le plus petit entier supérieur ou égal 2 2 tel que £ (z() # 0. On a alors 4 cas :

\
17 cas : n pairet f( > 0 2 cas : n pairet f() < 0 4

T, %
.

T

3% cas : nimpair et f") > 0 4 4¢ cas : n impair et f?) < 0

Cy

Figure 1.5

1.3 Développements limités d’une fonction

1.3.1 Développements limités

Un développement limité est une approximation polynomiale d’une fonction au voisinage d’un point xg, (déve-

loppement limité en xg).

Définition 1.6 ( Développement limité)

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et soit vy € 1. On dit que f admet un développement

limité au voisinage de xo a l'ordre n, ( qu'on note DL, (xy)), s’il existe n+1 réels ag, a1, ..., a, et une fonction

€ définie sur I tels que pour tout x € 1
f(@) =ao+ ar(z — x0) + -+ + an(z — x0)" + o((z — 20)")

o P, =ap+ ai(x —xp) + -+ an(x — x0)™ est la partie réguliére (ou partie principale) de f,

11



1.3 Développements limités d’une fonction

o o((x —x9)") = (x — z9)"e(x) avec lgn e(x) = 0 est le reste a l'ordre n.
T—x0

Autre formulation : en posant h = x — x,

f(xo + h) = ap + arh + agh® + - - + a,h™ + o(h™).

On peut également définir des développements limités a droite et a gauche en x. &

Remarque
1. Sizp = 01le DL au voisinage de 0 s’écrit : f(z) = ap + a1z + - - - + anz™ + o(z"™) = Py(z) + o(z").

2. La notion du DL en z( a I’ordre n permet d’approcher une fonction par un polynéme de degré au plus n.

Proposition 1.6

Si f admet un DL a 'ordre n au voisinage de xq, c-d-d, f(x) = ag+ai(z—xo)+- - -+an(z—2z0)"+o((x—20)"),

alors les coefficients a; sont uniques, o

Démonstration Par identification. |

Proposition 1.7

Si f est une fonction paire (resp. impaire) qui posséde un développement limité a l’ordre n en 0, alors la partie

principale ne contient que des puissances paires (resp. impaires) de la variable x. C-a-d, si

f@)=ao+ a1z + -+ apz” + o(z"),

alors
1. si enplus f est paire, alors a1 = a3 = --- = aggy1 = --- =0,
2. sien plus f est impaire, alors ag = a2 = --- = ag, = --- = 0. o

Démonstration En effet, soit f(x) = P(z) 4+ 2"¢(z) le développement limité de f & 'ordre n en 0.
o Si f est paire : Posons ¢(x) = f(z) — f(—z), on a : ¢(x) = P(z) — P(—z) + a"e(x) — (—1)"z"e(—x).
Soit Q(z) = P(x) — P(—x) et e1(z) = e(z) — (—1)"e(—x)
o(r) = Q(z) + z"ei(x), avec deg@ < n et }}1_)11% e1(x) =0, (1.1)
(1.1) est donc le développement limité de ¢ & 'ordre n en 0, mais comme ¢ = 0 on a aussi ¢(x) =
0+ 2™ x 0, on actionne le théoréme d’unicité : ) = 0 et donc le polyndéme P est pair, et par suite
a)=a3=...=agk+1 =0

o Si f est impaire : De la méme fagon que le premier cas.

O
Proposition 1.8
Si f admet un développement limité a 'ordre n alors f admet un DL a l'ordre m pour tout m < n. o
Démonstration Evident. [l

Remarque Si f est un polyndme, f admet un DL & I’ordre n (pour tout n € N).
Exemple 1.11 Soit f(z) = 1 + 2z + 72°

1. DLalordre 4: f(z) = 1 + 22 + o(x%)

2. DLalordre 9: f(x) = 1 + 2z + 72° + o(2?)

Théoreme 1.3 (Taylor-Young)

Si f est n fois dérivable au voisinage de xg, alors :

f'(20)
1!

f"(xo)
2

f(n) (z0)

n!

f(x) = f(xo) + ( — z0) + (x —zo)®+ -+ (x —20)" + o((x — w0)")
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1.3 Développements limités d’une fonction

Autre formulation : En posant h = x — x,

o+ h) = flao) + 180 £1@0) o FO@0) o o(h™)

1! 2! n! O
Théoreme 1.4 (Maclaurin)

Si f est de classe € sur | — o, of alors :

/ 1" (n)
f(z) :f(0)+$x+f2—(!0)332+---+m”—f n'(O) +o(x") .

Remarque La formule de Taylor (resp. la formule de Maclaurin) donne un procédé commode pour obtenir le DL en

xo (respectivement en 0) des fonctions usuelles.

1.3.2 Développements limités des fonctions usuelles
DL de f(z) = ¢” au voisinage de 0
On sait que f(™(z) = ¢® ce qui donne £ (0) = 1. D’ot le DL de ¢* a I’ordre n :

1‘2

T 1
6x21+ﬁ+5+"‘+ml‘n+0(xn)

DL de sin z et cos x au voisinage de 0

o DLde f(x) =sinz:

() () — g m gy — 4 OSin=2p
f(x) =sin(z +ng), donc  f(0) { (~1)Psin=2p+1
d'od

l’3 x2p+1

sine =1 — — +---+ (_1)p(2p+ il + o(z?P+1)

3!

o DL de g(x) =cosz :
De la méme maniere que ci-dessus, on obtient

¢ (z) = cos(z + ng), donc  ¢™(0) =

(—1)Psin=2p
Osin=2p+1

d’ou

2 x2p

cosz=1— % Fo (CP o+ o(zP)
DL de (1 + x)“ au voisinage de 0
En prenant f(z) = (1+2)* (a€Q)ona
f(z) = (1+2)%, F(0)=1
fl@) = al +2)*, f'(0) = a
f'(@) = ala = 1)(1 +2)*72, f"(0) = a(a —1)

(@) =ala-1)(a@=2)-(a—(n-1)1+a)*" f(0)=ala-1)(a=2) - (a—(n—-1))

d’ou
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1.3 Développements limités d’une fonction

a ala—1 ala—1)(a—2)---(a—(n—-1
(1+xz) 1+Fac+—( 51 ):c2—|—~--+ ( I ?n' (a=( ))x”+o(x")
=1+ (?)x—l— (Z)xQ +- (Z)x”wLo(w”)
Cas particuliers
o Siaa=-1
1 2 3 n,.n n
1+$:1—x+x —z°+ -+ (=1)"2" + o(z")
o Enremplacant « par —x
1 _ 2 3 n n
1_x—1+:c+x +a° 442"+ o(a")
o Sia=2,n>2:
(1+2z)2 =142z + 2% + o(z?)
Autres développements limités usuels Au voisinage de 0
arctan x :x—%—3+%+...+(_1) 22":11+0($2n+2)
. 3 5 2n+1
arcsine. = a3+ 5 F 4+ SR o (i)
2 3
In(1+ x) :as—%-l-%—l-----l—(—l)” 1”5 +o(z™)
sinhz =ax+ é—j + % + -+ (szj:)u +0( 2n+2)
coshe =1+%5+5+ - +35 ool +o( 2n+1)
. 3 5 1.3.5...(2n—1) g2n+1
argsinh z :x_%;%ji’%ﬁ%‘k A (=D 2.4.6.$.(gn)) gt 10 (22777)
1
argtanhz =z + % +% 4. + an_’l + o (z27+2)
tanh x m—%—g—i-%i—ko(xﬁ)

1.3.3 Opérations sur les développements limités

Proposition 1.9 (Dérivation des développements limités)

Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle ouvert I contenant a. Alors, si f admet au voisinage
de a un développement limité d’ordre n, Vn € N, f(a+ h) = > _1_ bph* + 20 (h™), alors

flla+h) = Zkbkhkl 0, (7).

Proposition 1.10 (Intégration des développements limités)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I contenant a, dont la dérivée admet un développement

limité d’ordre n, soit :

fle)y=bo+bit—a)+- - +b,(t—a)"+o((t—a)).

Alors f admet, au voisinage de a, le développement limité d’ordre n + 1 suivant :

(t —a)? b (t —a)t!

f(t) = fla) + bo(t — a) + by 5+t +o((t—a)).

Exemple 1.12 Chercher le DL de f(z) = In(1 + z) au voisinage de 0 a I'ordre (n + 1).
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1.3 Développements limités d’une fonction

Donnons d’abord le DL de 14%:0 al’ordre n

1
! — -1— 2 —1)"p™ n
f(x) T2 r+zt 4+ (=1)"z" 4+ o(z")

en intégrant des deux cotés, on obtient

CBQ $3 xn+1

n n+1
ln(1+$):f(0)+ac—?+§+~-—l—(—1) 1T (")
or f(0) =In(1+0) =0d’ou
22 23 L
In(1 — s & _1n n+1
n(l+z)==x 2+3+ + ( )n+1+ (")

Exemple 1.13 DL de arcsin x a 'ordre n :

(1—u)yd =14 (—é) (~u) 45 (—;) - <—2> (—u)? + -
EYCREN s

On remplace u par x2 et on intégre pour obtenir le développement limité de arcsin = au voisinage de 0 .

Proposition 1.11 (Addition)

Si f et g admettent un développement limité au voisinage de 0, a l'ordre n, alors (f + g) admet aussi un

développement limité au voisinage de 0, a 'ordre n, et ce DL s’obtient en additionnant les deux polynomes,

c-a-d, si

alors

(f +9)(@) = [Pa(z) + gn(2)] + 0 (") .

Exemple 1.14

o DL de cosh x au voisinage de 0. Notons que

2coshz = e 4+ ¢ = f(z) + g(x)

2 n
e 2 T T "
ef=14+ ot +n!+o(:c)

1!
2 n N
—x —Z x (_1) x n

donc

2 2p

2cosh:c:e’”+e_m:2+2%+---+2ép>!+o(w2p)

d’ou

2 x2P 9

— . P

coshx =1+ 51 + + ). —|—0(a: )

o DL de sinh x au voisinage de 0. De la méme maniere que ci-dessus, on obtient :
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1.3 Développements limités d’une fonction

sinhz = x +

3
3!

_l’_

x2p+1

+o (xzp“)

(2p+1)!

Proposition 1.12 (Multiplication)

Si f et g admettent un développement limité au voisinage de 0, a l'ordre n, alors f g admet aussi un développe-
ment limité au voisinage de 0, a ['ordre n. Il s’obtient en multipliant les deux polynémes et en ne gardant que

les termes de degré inférieur ou égal a n, c-a-d, si

f(@) = pn(z) + 0 (2")

alors

(f - 9)(@) = [pn(2) - gu(@)] + 0 (z").

Exemple 1.15 Cherchons le DL & d’ordre 4 au voisinage de 0 de f(x) = ﬁ—zx

Ona f(z) =e” - 1= +$ Ainsi le DL de f(x) s’obtient a partir des DL de e” et de H_Lx
Ona
R
T=1+4— +—+§+—+0( )
1
H—le—x—i-x —2® + 2t + 0 (2%
donc
1 2 3 4
- ‘Ttz <1+ +$—+%+x)(1—z+x2—x3+m4)+o(az4)

On fait le produit des deux polyndmes ci-dessus et on ne garde que les termes de puissance < 4. D’ou

(%)

1 3
—§x3+§m4+0

Proposition 1.13 (Division)

Soient f et g deux fonctions admettant des développements limités au voisinage de 0, a l'ordre n :

f(z) ) Q(z) +o(z")

On suppose Q(0) # 0, (¢(0) # 0). Alors g admet aussi un DL au voisinage de 0, a ['ordre n, et il s’obtient en

P(x)+o(z"

effectuant la division selon les puissances croissantes, a l'ordre n, de P par Q).

[ )

Exemple 1.16
1. Calculons le développement limité d’ordre 6 de la fonction x — tan(z) au voisinage de 0.
Cette fonction étant impaire, donc il suffit de chercher son développement limité d’ordre 5. On a

23 2
sin —33———1-—-1—0
(z) 6 120 ( )
22 o
cos(x —1——+——|—0
@=1-2 42 to(=)
. . . . . ’s 1 3 5 2 4
La division suivant les puissances croissantes jusqu’a 'ordre 5 de x — % + {55 par 1 — %5 + 57 :
$3 x5 (E :13
-y 1=+
x x5 3 220
{E—T-Fﬂ +?+—5
(173 CCS
3730
583 ZS
36
225
15




1.3 Développements limités d’une fonction

ce qui donne

3 2
x 2z 5
tan(l‘)zm—{—?—i—ﬁ—l—o(:ﬂ)

ex
Ccos T

2. De la méme fagon on trouve le DL de f(z) = a l’ordre 2 au voisinage de 0. On a

2
e _q14o2 T 2
e —1+1!+ 51 + o0 (z%)
2
x 2
cosr=1——+o(x
" +o(e?)
En utilisant la division suivant les puissance croissantes on trouve :

T

< - 1+$+x2+0(:c2)
CoS T
Exemple 1.17 DL de f(z) = (1 +2)"! = p%x a l’ordre n au voisinage de 0.

La division suivant les puissance croissantes du DL de 1 par celui de 1 4+ x a I’ordre n donne

A+z)t=1—z+2°+ - 4+ (=1)"z" +o(z")

Proposition 1.14 ( Composée de fonctions)

Soient f et g deux fonctions admettant des développements limités au voisinage de 0 a l'ordre n :
f@)=P(x)+o(a"), e g(x)=Qx)+o(a") avecg(0)=Q(0)=0
Alors, f o g admet un DL a U'ordre n au voisinage de 0, obtenu en prenant les monémes de P(Q(x)) de degré

inférieur ou égal a n. o

Exemple 1.18
1. Cherchons le DL au voisinage de 0, & ’ordre 3, de f(z) = e

sin x

On sait que
3 2 3
A 3 y_14.4. Y Y 3
sma:—(x 6>+o(x) et e—1+1!+2!+3!+0(y)
donc
3 3 3
) T 1 T 1 T
eSine 1+(x_4)4_5(1._6)2_’_5(3;_?)34—0(3;3)
SN—— CN—~— CN——
Y Y v

On ne garde que les termes de degré < 3, d’ou

sinx __ 12 3
e —1+x+21‘ + o (z°)

2. Déterminons le développement limité d’ordre 5 de la fonction z —— Wlh(m))? au voisinage de 0, on a

3 5 5 1
inh(z) = -+ = t
sinh(z) =+ — + +o0(z°) e T2

:1—|—a:2+:c4—|—0($5),

et comme sinh(0) = 0 donc  — @) posséde un développement limité d’ordre 5 au voisinage de 0, et

1
1—(sinh
la partie principale de ce développement de cette fonction s’obtient en conservant que les termes d’ordre < 5 de

1+ +$—3+x—52+ +$—3+w—54
% T 120 YT T 120)

par conséquent,
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1.3 Développements limités d’une fonction

1 7zt
— = =1+2+ — %),
1 — (sinh(x))? T 6 +o (@)

1.3.4 Développements limités au voisinage de a

Exemple 1.19 Développement limité de  — sin = au voisinage de * = a a 'ordre 3.
Ce DL peut étre obtenu de deux maniéres différentes :

Méthode 1 : En se raméne au voisinage de 0, en écrivant

sinx = sin(z —a + a) = sinacos(z — a) + cosasin(x — a)
on s’est ramené donc a chercher le DL de cosy et siny, avec y = = — a, au voisinage de 0 :

3

siny:y—%+0(y3):(x—a)—

y2

2!

(z —a)®

+o((z—a)®

cosy=1-L 400 =1- D 4o (0 - ap?)

(z —a)?
2!

(z —a)®

sinz =sina |1 —
3!

+o((x—a)3)] + cosa [(x—a) _
cosa

=sina +cosa- (x —a) — (:c—a)3+o((x—a)3)

Méthode 2 : En appliquant la formule de Taylor

"(a "(a ®3)(q
1@ = 1@+ L@ -0+ L0 —ap e Do (- a?)

on a donc

f(x) =sinzx f(a) =sina
f'(x) = cosx f'(a) = cosa
f"(x) =—sinx  f’(a) = —sina

fO)(z) = —cosz fO)(a)=—cosa
et on obtient le méme résultat qu’avec la méthode 1.
Exemple 1.20 Déterminons le développement limité de x — e* au voisinage de x = a a I’ordre 3.
Ce DL peut étre obtenu donc de deux manieres :
Méthode 1 : En se rameéne au voisinage de 0 , en écrivant

ex — ezfaJra — ewfa . ea

Noter que quand x est voisin a, le réel y = = — a est voisin de 0 . On se ramene donc a chercher le DL de €Y, avec

Yy = T — a, au voisinage de O :

2 3
y Yy Y 2
y JoJd I
SRR TR TR TR G
donc
_ r—a (r—a)? (r—a) 3
P T 51 a0 +0((z — a)?)
d’ou
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1.3 Développements limités d’une fonction

et — 0. TTa — 0 1+:1:;a+(ac;!a) +(x;‘a) —i—o((a:—a)3)
:e“—l—%(m—a)—i—g(a:—a)Z—f-;—T(aj—a)3+o((m—a)3)
Méthode 2 : En appliquant la formule de Taylor
/ 1 (3)
1) = (o) + PO -y T oo 2 0oy (- )
ona
flx)=e" fla) =e
fll@)=e" f'(a)=e"
FO@) = O = e
FO@) = e Oa) = et
D’ou
e’ —ea+%(x—a)+e2—c;(3:—a)2+Z—T(x—a)3+o((x—a)3)

1.3.5 Développement au voisinage de I’ co

Définition 1.7

Soit f une fonction définie sur [a,+o0o| ou | — 0o, al. On dit que la fonction f admet un développement limité

d’ordre n au voisinage de 'co si g(x) = f (%) admet un développement limité d’ordre n a droite (resp. a

gauche) en 0. Dans ce cas :

avec ET e(3) O(resp.xgrzlooa(a:) 0).

T o *

Exemple 1.21 Cherchons le DL a I’ordre 4 de f(z) = Tfs au voisinage de I’infini.

Effectuons le changement de variable : X = % (quant z est voisin de I’co X est voisin de 0)

1 ~ 1
f(x):f<§> = 1fi = 1+X:1—X+X2—X3+X4+0(X4)
X

1.3.6 Développement limité généralisé ou asymptotique

Définition 1.8

Soit f : Dy C R — R une fonction réelle.

1. On dit que f admet un développement limité généralisé (ou développement asymptotique) en un point
zo € Ral'ordre n € Nsi:
by bp—1 b1

f(z) = (:U—xo)p+(x—q;0)p—1+“'+x—$o

+ag+ay (x — x0)+ - -+a, (x — 29)"+o ((x — x0)")
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1.3 Développements limités d’une fonction

au voisinage de xq. On parle aussi de développements limités généralisés a droite et a gauche de x.
2. 8i Dy contient un intervalle |a, 400, on dit que f admet un développement généralisé en +oo a l'ordre
n € Nsi

a a 1
f(z) = pxp+bp,13:p_1+---+b1x+ao+;1+;§+ +7_|_ <x">

au voisinage de 400 (c’est a dire pour x assez grand). On a la définition analogue au voisinage de —oc. &

1. Pour obtenir un développement limité (généralisé ou non), on pose x = x¢ + h, en utilisant les développements
limités classiques quand h tend vers 0.

2. Pour obtenir un développement limité généralisé au voisinage de I’infini, on pose X = %, et on utilise les
développements limités classiques quand X tend vers 0.

3. Dans les deux cas, le résultat final doit étre exprimé en la variable x (c’est a dire a 1’aide de puissances positives
ou négatives de (z — () dans le premier cas, et a I’aide de puissances positives ou négatives de = dans le
deuxieme cas).

1.3.7 Applications des développements limités

A. Recherche d’équivalent & ’aide du DL :

Proposition 1.15

Si f admet un DL au voisinage de 0 tel que :

f(x) = apa® +o (l’k> et ap#0

alors

fx) v apa”
Y
Exemple 1.22
(a). Lafonctione* — 1 —x ¥ %2 care* =14z + %2 +0(:1:2) etdonce® —1—x = % +0(x2) d’ou
2
x
T_1_ ~
€ o 0o 2
(b). La fonction sinxz — X —%3. En effet, sinxz = (CC — “%3> +o (az?’) ,donc sinx —x = —%3 +o0 (a?3)
d’ou le résultat.
B. Recherche des limites & 'aide du DL :
2\ _ 22
Exemple 1.23 Calculons hm % :
Cette forme est mdetermmee 0/0. Utilisons les DL :
u?  ud u®
-1 — 4+ -
cos(u) = +24 720+0( 8)
et 2 4 6
U U U
h(u) =1+ — + — + —
cosh(u) = +2+ +720+()
Pour u = z2 : on trouve A g o
T T T
=1 -4 =
cos(a®) =1 =G+ 57— g T o)
et 4 8 12
x x x
h =14+ —=4—4+ —
cosh(z?) = + + +720+( 6)
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1.3 Développements limités d’une fonction

donc

4 8 12 4 8 12

—cosh(@) = (1-L 4L T I

cos(z?) — cosh(z?) ( 5 To1 70t (x )) <+2+24+720+ (x )>
() — cosh(z?) =~ — Z 4 o)
cos(x cosh(a%) = —a® — o + o(2
cos(x?) — cosh(x?) _ z? %0 + o(z'%) _ LS +o(a'?)
xt xd 360

D’ou

28 12
car 555 — Oeto(z%) — 0. .
tan(z)—z— %
xb :

Exemple 1.24 Calculons lim

T—
Le développement limité d’ordre 5 de la fonction tan au voisinage de O donne

3 220 5 .
tan(z) =z + — + — +2’¢(x,) avec lime(z) =0
3 15 z—0
donc
. tan(x) —x — z—; . 2
e T Te) =5

Exemple 1.25 Calculons lim % (Forme indéterminée)
z—

On commence par la recherche d’équivalents

1,3 3

. T
81nx:x—€+o(m3) et arctanx:x—?Jro(zg)
d’ou
3
. sinr —x . % 3 1
lim ——— = lim ==
z—0 arctanx —x  z—0 _% 6 2

Remarquez qu’on a fait un DL & I’ordre 3 car si on le fait a 'ordre 1 ou 2 on aura une forme indéterminée.

Exemple 1.26 Calculons lim 2sinz=L .

2cosx—3 °
[
r—r 6

Remarquons qu’on est pas au voisinage de 0. On se rameéne au voisinage de 0 en faisant le changement de

™

variable : X = x — %, ainsi quand z — § ona X — 0. En tenant compte du changement de variable, on a

. 2sinz—1 . 2sin(X+4+Z%)-1  sin(X+F)-—
lim ———— = lim = lim
z—Z2cosr —3  X—02cos (X +%) -3 X-0cos(X+F)—

INJH Ny

or

1 1 1
sin<X+E)—§ sinX + —cos X — —

EN

6 - 2 2

3 1
cos<X+E)—f: cosX—fsinX—§
6 2 2 2 2

En considérant les DL a ’ordre 1 au voisinage de 0 de sin X et cos X, ona:

V3 1 1 V3

751nX+§cosX—§ = 7X+0(X)

1 1
QCOSX**SinX*§: £—§ — X +o(X)
2 2 2 2 2 2

d’ou
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1.3 Développements limités d’une fonction

2sinz —1 @sinX—i—%cosX—%_l' 73X 0
x;m%m _XlgoﬁcosX—lsinX—§ ~ x50 (i_ﬁ) _1x
2 2 2 2 2 2
Exemple 1.27 Calculons ilir(l) 1ld-_1)

Notons d’abord qu’on a :

1/1 1 sinx —x
z \z sinz x2sinzx
or, au voisinage de 0, on a

3 3

sinx—x:x—%—i-o(scg)—x:—%+0(a:3)
2?sinz = 2*(z + o(z)) = 2° + 0 (2°)
d’ou
1/1 1 —z
lim(— - >zlim36:—
z—=0x \x sinzx z—0 T 6
Exemple 1.28

. T _1__
Calculons hn}] 61#
_>

x
En utilisant le DL de e® a I’ordre 2 : )

ex=1+$+%—|—o(x2).

On obtient :

e —l-z l+z+% o) —1—z Z +o(?)

2 = 2 N 2 —

| =

T T T

. Equation de la tangente & 1’aide du DL :

Proposition 1.16

Soit f une fonction de classe € sur un intervalle [a, b] et g €]a, b[. Si

f(x) = f(x0) + a1 (x — x0) + a2 (z — ﬂvo)2 +o0 ((m — x0)2> avec as # 0

alors

y = f(wo) + a1 (z — z0)

est I’équation de la tangente a la courbe au point (xo, f (z9));

o

Exemple 1.29 On asinz = = — %3 + 0 (2®), donc I’équation de la tangente a la courbe représentative de la
fonction sin au point d’abscisse 0 est donnée par y = .
Exemple 1.30 Déterminons la tangente a la courbe de f(x) = In(1 + x) enz = 0.
Le DL de In(1 + x) al’ordre 1 est :
In(l1+x) =z + o(x).

La tangente en x = 0 est donc y = x.

. Etude de la concavité et point d’inflexion & I’aide du DL :

Rappelons que si f est une fonction continiiment dérivable deux fois sur un intervalle [a, b], alors
o si f” < 0la courbe tourne sa concavité vers les y < 0 (vers le bas),
o si f” > 0 la courbe tourne sa concavité vers les y > 0 (vers le haut).

o Si f” s’annule en changeant de signe en z € [a, b]. Alors, le point (zg, f (x¢)) est un point d’inflexion.
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1.3 Développements limités d’une fonction

Proposition 1.17

Soit f une fonction de classe € sur un intervalle [a, b] et xq €] a,b]. Si

f(x) = f(20) + a1 (x — x0) + a2 (z — x0)2 +o ((x = x0)2> avec as # 0

alors
o siag > 0,C tourne sa concavité vers les y > 0 au point (xg, f (x0));

o si ap < 0,C tourne sa concavité vers les y < 0 au point (xo, f (z0));

[ )
Proposition 1.18
Soient f une fonction de classe € sur un intervalle [a,b] et xo €] a,b[. Si
f(@) = f(x0) + a1 (x — 20) + a3 (z — 20)* + 0 ((w — :co)g) avec az # 0
alors, le point (xq, f (x)) est un point d’inflexion. .

Plus généralement, soit une fonction f définie au voisinage de = et admet un DL tel que :

f(x) = f(x0) + a1 (x — zo) + ap (x — x0)’ + (x — z0)’ e(x) avec xli_)rgo e(z) =0

avec a, # 0 (on s’arréte au premier terme non nul de degré > 2 ). Rappelons que 1’équation de la tangente au

point (xo, f (zg)) est:

y = f(w0) + a1 (z — z0)

donc

f(@) =y = ap (x — x0)" + o (& — w0)")

et

f@) =y ~ap (x —w0)”

)
Suivant le signe de a,, et la parité de p, on peut en déduire la position de la tangente par rapport a la courbe au
point (zg, f (z9)). Deux cas se présentent :
(a). Sip est paire
I. sia, >0, (xo, f (x0)) est un point ot la concavité est tournée vers y > 0.
II. sia, <0, (xq, f (zo)) est un point otr la concavité est tournée vers y < 0.
(b). Si p est impaire (o, f (x)) est un point d’inflexion et la courbe traverse la tangente.
Exemple 1.31 Etudions f(z) = %~ au voisinage du point (0, 1).

1+x
Déterminons le DL de f(z) a I'ordre 2,
ona
2
e”:1+x+?+o(x2) et T2 :1—x+x2+0(x2)

en effectuant la multiplication on trouve

2
f(x):e“”l_il_x: <1+x+a:2> (1—x+x2)—|—0($2):1+%w2+0(x2),

donc on est dans le cas ol p pair et a, > 0. D’ott (0, 1) est un point ol la concavité est tournée vers y > 0.
Exemple 1.32 Etudions f(z) = In Gf—i) au voisinage de 0.
On a
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1.3 Développements limités d’une fonction

ln<11—i> =In(1+2) —In(1 — 2)

et

1
1+«

en intégrant des deux cotés les deux DL ci-dessus et en tenant compte du fait que In(1+0) = Oetln(1—0) = 0,

:1—I+CE2—$3+0($3) et1 1 :1—|—33—|—x2+x3—|—0(:c3)

-z
on obtient :

1 1 1 1
In(l+z)=x— 53:2 + §a:3 +o(z) et In(l —2) = —z — 5932 - gccg +0(2%)

En faisant la différence entre les deux DL ci-dessus, on obtient

f(x) =22+ gx?’ + o0 (2%

le terme x2 n’apparait pas dans le DL, donc (0,0) est un point d’inflexion. La courbe traverse la tangente.
E. Etude des branches infinies a I’aide du DL :

Définition 1.9

On considére un intervalle I et une fonction f : I — R. On dit que f posséde une branche infinie en un

élément a si lim f(x) = [ et si 'un au moins des deux éléments a ou l est égal a +00 ou —oc.
T—a

Proposition 1.19

Soit f une fonction.

&

(a). Si lim f(x) =1 € R la branche infinie est asymptote horizontale, d’équation y = l.
T—00

%
(b). Si lim]R f(x) = oo La branche infinie est une asymptote verticale d’équation x = a.
T—ac

Proposition 1.20

Soit f une fonction telle que le flx) =
f(=)

(a). Si lim = 0, la branche infinie est une branche parabolique horizontale. (exp. In x)
T—00

J

—~

(b). Si li_}rn He) 00, la branche infinie est une branche parabolique verticale. (exp. exp(x))
T—00

<
= 8

T

—

(c). Si lim = a € R*, on dit que la courbe représentative de f présente une branche infinie dans
T—r00
la direction ” y = ax .
i) Sien plus liI_P (f(z) — ax) = b, alors on a une asymptote d’équation y = ax + b.
T—r+00

ii) Si lim (f(x) — ax) = £oo, alors on a une branche parabolique.
T—+00

Exemple 1.33 On considére la fonction f(z) = § + % Déterminons les asymptotes a sa courbe.

Commencons par la recherche de la limite suivantes

T 1
5+ = 1 1 1
lim f(z) = lim 2 o _ lim ( + ) i
z—+oo z—+oo I z—too \ 2 22 2
. . 1 . . 1 1 _ . 1 . 52 .
par ailleurs mll)rfoo (f(z) =% -2) = a:gr—l{loo (E+2)—35-2) = IEIEOO = = 0. Donc la droite d’équation

Yy = % - x est une asymptote a la courbe.
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1.3 Développements limités d’une fonction

Figure 1.6

Exemple 1.34 On considére la fonction f(z) = Inz. Déterminons les asymptotes a sa courbe.
Commencons par la recherche de la limite suivantes
1
im L&) g, D@

r—+00 I r—+o0o0 I

par ailleurs lil}rl (f(x) — 0.x) = 4o00. Donc on a une branche parabolique dans la direction Ox
T—+00

Figure 1.7

Proposition 1.21

Supposons que [ admet un développement généralisé au voisinage de +0oo de la forme :

1
f(:c):aw—l—b—l—ia—ko(—a) avec o > 0
x x

Alors, la droite d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe représentative de f. De plus, suivant le

signe de -, la courbe est au-dessus ou en-dessous de I’asymptote.

[ )

T

Exemple 1.35 Considérons la fonction y = ;
+e

. En utilisant son DL au voisinage de I’infini, déterminons ces

1
asymptotes si elles existent.
1.

On pose u = = :
x
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1.3 Développements limités d’une fonction

14ey = <2+u+u2+u3+0(u3)>_1:21 [1+ <u_|_u2+u3> _|_o(u3)]_1

2 6 24 12

donc
1 u ud
-1 3

(1+e") _2(12+24+o@))
d’ou

1 4111 1, )

Z(1 u — - - _ = _

AR I P i LA
par suite

ainsi, la droite d’équation y = 5 — i est une asymptote a la courbe de f.

0.4

02

-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 08 1

-0.2

Figure 1.8
Exemple 1.36 Etudions la fonction suivante au voisinage de +o0 : f(z) = V&3 + 22 = (2® + 2?) 13

Notons qu’on a

o =1+ )"

Quand z est voisin de I’ co % est voisin de 0. On cherche le DL de (1 + %) 13

en posant X = %

1, 1
u+XfB:1+§X—§X?H4X%

soit
d’ou

Donc la droite d’équation y = x + % est une asymptote la courbe de f.
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1.3 Développements limités d’une fonction

1
T)—yn~——
fl@) =y~ —o-
o Au voisinage de +oo la fonction — Qi:r < 0 donc la courbe est au dessous de 1’asymptote.
o Au voisinage de —oo la fonction — % > 0 donc la courbe est au dessus de I’asymptote.

v.o

0.6

0.4

0.2

-0.6 -0.4 -0.2 [ 0.2 0.4 0.6 0.8

Figure 1.9

F. Résolution d’équations différentielles a 'aide du DL :
Les développements limités sont utilisés aussi pour trouver des solutions approchées d’équations différentielles
(Voir Chapitre 5).
Exemple 1.37
Résoudre ' = y avec y(0) = 1 en utilisant un DL.
On suppose y(x) = > _, axz”. En substituant dans 1’équation, on retrouve le DL de €.
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Chapitre 2 Intégrale de Riemann

Motivation

La notion d’intégrale a été bien formalisée au 19e siécle grace a Riemann qui s’est intéressé a une fonction f
donnée sur un segment [a, b] et a essayé€ d’approcher I’aire &7 sous le graphe de f par les aires &/~ et &/t de deux

familles de rectangles qui approche par défaut et par exces 1’aire 7,

. -
N \\
/ . \ N N N
/ N \ iy
/ ¥ “J
/ NN NN AN Y
A NN\ NN —— SRR N
/: \\ NN 'u.“l ) 7‘1-‘\\ NN NN \\\
/ N o NN "x,‘ j\\‘ NN k\ \\\\:
/ \i \\\ N \ Ki\\\\ \\1\ NN \i\.‘\\;
/ NN NANY N RN NN
AR N \ &2@ I NN N
:\\\\3\\. NN N \ \\\\,\\\ NN Ry
A AN \ ‘/Z(\\&\\ NN \\\\\\‘i
R \\_\SI RN Ry

Figure 2.1 — & gauche les aires inférieurs 27—, et a droite les aires supérieurs .7

Une fonction est intégrable au sens de Riemann si la différence des aires &/~ et &7 tend vers 0 quand le pas de
subdivision (la largeur des rectangles considérés) tend vers 0.
Exemple 2.1 Considérons la fonction exponentielle f(x) = e*. On souhaite calculer 1’aire ./’ en-dessous du graphe

de f et entre les droites d’équation z = 0, x = 1 et ’axe (Ox).

y /y:e

X

/ 4

Figure 2.2

Nous approchons cette aire par des sommes d’aires des rectangles situés sous la courbe. Plus précisément, soit

L 2 Lo, n=l 1).Onconsidére

n > 1 un entier, découpons notre intervalle [0, 1] 2 1’aide de la subdivision (O, AR T

les «rectangles inférieurs» %; , chacun ayant pour base Iintervalle =1, 1] et pour hauteur f (1) = e(i=D/n,
Lentier 7 varie de 1 a n.
. . . i—1
Laire o7, de %, estégal a o/, = (% — %) x eli=D/n — %e n .
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2.1 Fonctions en escalier

X

Y =l

Figure 2.3

La somme des aires des %, se calcule alors comme somme d’une suite géométrique :

n
n i—1 n - 1—(@%) 1
n ]_ i—1 1 =
E e—z—g <e%> =— =2 —(e—-1) ——e—1
n n

1
n o - n——+00
] o1 1—en en —1

P . T _ — . s
Pour la limite on a reconnu I’expression du type ex—l —O> 1 (avecicix = % ).
Tr—r

Soit maintenant les «rectangles supérieurs» %’j , ayant la méme base [%, %] mais la hauteur f (%) =¢'/™. Un
i
o e s n en
calcul similaire montre que ) ;" ; - — e — 1 lorsque n — +o0.
L’aire o7 de notre région est supérieure a la somme des aires des rectangles inférieurs ; et elle est inférieure a la
somme des aires des rectangles supérieurs. Lorsque 1’on considere des subdivisions de plus en plus petites (c’est-a-dire
lorsque 1’on fait tendre n vers 4+oc ) alors on obtient a la limite que 1’aire 27 de notre région est encadrée par deux

aires qui tendent vers e — 1. Donc 1’aire de notre région est &7 = e — 1.

/k_y _}/=€

0 npn=10 1!
Figure 2.4

2.1 Fonctions en escalier

2.1.1 Subdivision d’un intervalle

Définition 2.1

Soit I = [a, b] un intervalle fermé borné de R (—oco < a < b < +00).
o On appelle une subdivision de [a,b] toute suite finie, strictement croissante, de nombres S =

(xo, X1, ...,y telle que xg = a et x,, = b. Autrement dita = xg < x1 < -+ < x, = b.
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2.1 Fonctions en escalier

| |
I |
X X1 Xg X3 X4 Xg Xg Xy

Figure 2.5
o On appelle pas ou diamétre de la subdivision S la quantité :
d = max . {Zit1 — =i}

0<i<n—

o Une subdivision S de [a, ] est dite plus fine qu’une subdivision Sy de |a,b] si Sy C Si. Cela veut dire
que S découpe |a, b en plus de morceaux. En particulier dans ce cas, on a évidemment 6 (Sy) = 6 (S1).

o Une subdivision de [a, b] est réguliére si tous les x;1 — x; sont égaux.

&

Exemple 2.2
° I:[O,Q];Sl:$0=0<$1:
o I=100,2];S2:xp=0<z =

S1 n’est pas réguliere.

<xo=1l<uz3= % < x4 = 2 est une subdivision réguli¢re de pas %

N e

< T9 = % <zz=1l<x4= % < x5 = 2 est une subdivision de pas %, mais

Sioc:a=z9 <z <z <+ <z = b estune subdivision réguliere d’un intervalle I = [a, b], alors

r; =x9+1th;i=1,2,3, - ,n,cequidonnequexn::Jco—i-nhdoncb—a:nheth:”_T“.

2.1.2 Fonctions en escalier

Définition 2.2

Une fonction f : [a,b] — R est une fonction en escalier sur le segment [a,b] s’il existe une subdivision

S:a=x9 <z <+ <xy =betdes nombresréels cy, . .., cy tels que pour tout i € {1,...,n} on ait
Vo €|z, x| f(z)=¢
Autrement dit, f est une fonction constante sur chacun des sous-intervalles de la subdivision.

La subdivision S est dite subordonnée a la fonction f.

&
: : —
Figure 2.6 — Fonction en escalier
Proposition 2.1
Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b] et X\ € R Alors |f|, f + g, Af et fg sont des fonctions en
escalier sur |a, b|.
] .

Si Sp et S1 sont des subdivisions associées respectivement a f et g alors § = Sy U S est

associée & f et & g. On peut donc supposer que f et g sont en escalier sur la méme subdivision S = (2;)y<; <,
NN
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2.2 L’intégrale de Riemann

Ainsi f et g sont constantes, égales respectivement a ¢; et d; sur chaque intervalle |x;, z;41[. Donc |f|, Af,

f+get fgsont égales a |¢;|, Aci, ¢; + d; et ¢;d; sur |z;, x;41[. Dot la proposition. O

2.2 L’intégrale de Riemann

2.2.1 Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 2.3

Soit f : [a,b] —> R une fonction en escalier, c-a-d il existe une subdivision o : a = xop < 1 < X3 < -+ <

xn, = bde [a,b], et des constantes c; tel que f(x) = ¢; pour touti = 1,2,--- ,n et x €|x;_1,x;. On appelle

intégrale de Riemann de f le réel fab f(z)dz défini par

b n
/ f(@)de = Is(f) = 3 e e = 5-1)

=1 *
y <
Cs
G
Ca
0
X
Xo X1 Xy .X3 X4 X X¢ X7
s
Co
C3
Figure 2.7

Remarque
o Remarquons que chaque terme ¢; (x; — x;—1) est I'aire du rectangle compris entre les abscisses x;_1 et z; et de
hauteur ¢;. Il faut juste prendre garde que I’on compte 1’aire avec un signe « + » si ¢; > 0 et un signe « - » si
c; < 0.
o L’intégrale d’une fonction en escalier est I’aire de la partie située au-dessus de I’axe des abscisses moins 1’aire
de la partie située en-dessous. L’intégrale d’une fonction en escalier est bien un nombre réel qui mesure 1’aire
algébrique (c’est-a-dire avec signe) entre la courbe de f et I’axe des abscisses.

Exemple 2.3 Soit la fonction f définie par f(x) = E(z) sur [—1, 2], oit E(x) désigne la partie entiere de =. Donc

/2 Fladde =3 e (@ — wit) = 104 1)+ 0(1— 0) 4 12— 1) = 0.
-1 i=1

Proposition 2.2

La quantité Is( f) ne dépend pas du choix de la subdivision S associée a f, elle ne dépend que de f et de [a, b). .

Démonstration Considérons deux subdivisions S = (2;)<;<,, et S" = (y5), <j<m associées a f.
RN =J=

o 1 cas S C 8 : sur chaque intervalle |z;, x;11[ la fonction f est constante égale a ¢;. Mais cet intervalle

se découpe en union de certains intervalles |yx,yr+1[, & = lo,lo + 1,lp + 2,...,11 ot f prend des
valeurs d; qui sont forcément toutes égales a ¢;. Donc 251:_101 di (Yie1 —y1) = Zﬁjé_l ¢ (Y1 —y) =
Ci Zéjé_l (Y141 — 1) = ¢ (wiy1 — z;) En faisant la somme sur tous les ¢ = 0,1,2,...,n — 1 on aura
l=m—1 i=n—1
di(yis1 =) = Y ci(wip — )
1=0 i=0
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2.2 L’intégrale de Riemann

Ainsi, dans ce cas, Ig/(f) = Is(f)
o 2°M€ cas :si S et S sont quelconques, associées & f alors S” = SU S’ est une subdivision associée a f

vérifiant S C S” et S' € S”, et d’aprés le cas premier, on a :
) p p )

Is(f) = Isn(f) = Is:/(f)

O
2.2.2 Propriétés
Proposition 2.3 (Linéarité)

Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b] et X € R. Alors :

1y Af()dt = X f7 F(t)dt

b b b

2. J,(f+9)®)dt = [ f(t)dt + [, g(t)dt

En d’autre termes :
b
i fox) = [ rear

est une forme linéaire sur I’espace vectorielle des fonctions en escalier sur [a, b). .

Démonstration
1. Si S = (xj), <i<n €St une subdivision associée a f alors elle est aussi associé & Af. Si f prend les valeurs

¢; sur les intervalles |x;, z;41[ alors Af prend les valeurs A¢; sur ces mémes intervalles. On obtient donc

b n—1 n—1 b
/ )\f(t)dt = Z )\Ci (xi-i-l — 1'1) = Z C; (wz‘_H - (L’Z) = )\/ f(t)dt
a i=0 i=0 @

2. Soit S = (7j)y<;<, une subdivision associée a f et a g. Chacune de ces fonctions vaut ¢; et d; respec-

tivement sur les intervalles |x;, z;41]. Ainsi f + g vaut ¢; + d; sur ces intervalles et on aura :
n—1

b
[+ a0t =3 (e d (wia — 1)

=0

n—1
= E C; 37@—}-1_351 + E di (wi“—xi)
=0

/f dt+/ g(t)dt

Proposition 2.4 (Croissance)

Soient f et g deux fonctions en escalier sur un intervalle [a, b], alors
1. Si f est positive sur [a,b], alors : f; f(t)dt > 0.
2. 8i f > g surla,b], alors : f: f(t)dt > f:g(t)dt
3. Ona fb |f(t)|dt >
4. Sipourtouta <z < bona m < f(z) < M alors

/mdx</f dx</de \

une subdivision associée a f alors toutes les valeurs ¢; de f sur les intervalles

Démonstration
1. Soit S = <xj)0<i<n

|zi, xiy1] sont positives. Comme les (x;4+1 — x;) sont tous positifs, alors :
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2.2 L’intégrale de Riemann

n—1
/b f(t)dt = Zci (.%'2'4_1 — a;z) 2 0
a i=0

2. 1l suffit d’appliquer 1) a f — g.
3. Pour tout = € [a,b] on a, |f(x)| > f(x) = —|f(z)], Passertion 2) implique :

[1s@gas [ swas - [

/ Ll > / bf<t)dt‘

d’ou

4. 11 suffit d’utiliser 2).

Proposition 2.5 (Relation de Chasles)

Soit f est une fonction en escalier sur [a, b], alors pour tout ¢ €]a,b[on a :

/fdt/fdt-l—/f .

2.2.3 Fonctions continues par morceaux

Définition 2.4

Soit [a, b] un segment. On dit qu’une fonction f : [a,b] — R est une fonction continue par morceaux sur |a, b]

lorsqu’il existe une subdivision o : a = xo < x1 < - -+ < T, = b du segment [a, b] telle que
1. Pour tout k € [0,n — 1], la restriction de f a |z, x| est continue.
2. Pour tout k € [0,n — 1], la restriction de f a |xy, x11[ est prolongeable par continuité sur |xy, T+1],

autrement dit, f restreinte a |xy, xy+1[ admet une limite finie a droite en xy, et a gauche en xj 1.

Une telle subdivision est dite adaptée ou subordonnée a f &

Y

b

Xp 1 X, X

n

e =4

Figure 2.8 — Fonction continue par morceaux sur un segment

Remarque Si f : [a,b] — R est une fonction continue par morceaux sur [a, b], alors f n’a qu’un nombre fini de
points de discontinuité, en chacun desquels elle présente une limite a droite, et une limite a gauche finies. Autrement
dit il existe une subdivision 0 : a = g < 1 < x2 < --- < x,, = b de [a, ], tel que la restriction de f a chaque
intervalle |z;, x; 11| soit continue sur cet intervalle et prolongeable par continuité a ’intervalle [z;, x;11].

Remarque

o Toute fonction en escalier sur [a, b] est continue par morceaux sur [a, b].
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2.2 L’intégrale de Riemann

o Comme pour les fonctions en escaliers, si o est une subdivision de [a, b] subordonnée a f continue par morceaux

sur [a, b] et si o’ est une autre subdivision de [a, b] plus fine que o alors o’ est aussi subordonnée a f.

Théoreme 2.1 (Théoreme d’approximation uniforme (admis))

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b|. Alors pour tout € > 0, il existe une fonction  en escalier

sur [a, b] telle que : |f(z) — p(z)| < e.

Corollaire 2.1

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b], pour tout € > 0, il existe deux fonctions p et 1) en escalier
sur [a, b] telles que pou tout x € [a,blona : p(x) < f(z) < Y(x) et P(x) — p(x) < e.

Q©

Vi

Démonstration D’aprés le théoréme d’approximation uniforme on a pour tout € > 0 il existe g une fonction
en escalier sur [a, b] telle que |f(z) — g(z)| < §, donc pour tout = € [a,b] on a g(z) — § < f(z) < g(x) + 5. Si
on pose p(x) = g(x) — 5 et () = g(x) + § on aura ¢ et ¢ deux fonctions en escalier sur [a,b] et vérifient
p(r) < flx) < () et Y(z) —p(r) <e. O
2.2.4 Fonction intégrable

Notations

Soit f une fonction définie et bornée sur [a, b] C R. On note :

b
E_(f)y={¢:]a,b] >R/ penescalieretp < f}, et I_(f) = {/ go(t)dt:goGE_(f)},

b
E.(f)={¢:[a,b] = R /¢ enescalieret f < ¢}, et I, (f) = {/ Y(t)dt = € E+(f)}.

Comme f est bornée, alors il existent m,n € R tels que m = min{f(z) : € [a,b]} et M = sup{f(z) : z €
[a,b]}, et les fonctions constantes m : [a,b] — Ret M : [a,b] — R définies par m(x) = m et M(x) = M vérifiant
m< f<M.Doncm e E_(f)et M € E,(f), ainsi:

b—a) /mdte[ y=1_(f)#0

et

b
Mb-a)= [ Mite 1,(H) = L.(5) # 0

Clairement M (b — a) est un majorant de /_( f) et m(b — a) est un minorant de I, (f). Donc

ib(f) =sup (I_(f)) et I)(f) = inf (I1.(f))

existent dans R et vérifient évidemment :

() < ILS)

Définition 2.5

On dit qu’une fonction bornée f sur [a,b] est intégrable au sens de Riemann si i’(f) = I°(f). Cette valeur

/a " Ftye

et appelée intégrale de f entre a et b. &

commune est notée :
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Théoreme 2.2

Une fonction f définie et bornée sur [a,b] est intégrable sur [a,b] si et seulement si il existe deux suites de

fonctions (pr),, et (n),, en escaliers telles que :

o ¢n < f < Yy pour tout n,
o Les deux suites (f: Ypdt), et ([ (f ondt), convergent et ont la méme limite.

b b b
/f(t)dt: lim /zbn(t)dt: lim en(t)dt.

n—-+00 @ n—-+0o00 @

Dans ce cas on a

Démonstration

o Supposons que i (f) = I%(f f f(t)
Par définition de la borne 1nferleure et supérieure on a:

Vo € E_(f) [P o(t)dt <ib(f)
Ve > 0,3 € E(f) i(f)—c < [} pe(t)dt
et

Vi) € B (f) JPutydt > 13(f)
Ve > 0,3 € Ex(f) IN(f) +e > [} ve(t)dt

1

Ainsi pour € = -, n > 1 il existe alors deux fonctions ¢, € E_(f) et ¢, € E,(f) telles que

b
B -0 < [ ealtiae < 20)
et

b
b(f) < / Yn(t)dt < IV(f) + —

Si on fait tendre n vers l'infini, on aura

b
lim [ pu(t)dt=8(f) = lim / In(H)dt = I2(f)

n—-+o0o a n—-+oo

Par construction, les fonctions ¢,, et 1, sont bien en escalier et satisfont ¢, < f < wy,. Ainsi la preuve
dans un sens est faite.

o Réciproquement, si il existe deux suites (¢y),, et (), telles que :

b
n < f<t¢pet lim (Yn — @n) (t)dt =0

n—-+00 a

alors on a I'implication suivante :

b b b
/ en(t)dt < () < I2(f) < / Gn(t)dt = 0 < I(f) = B(f) < / (n(t) — gu(t)) dt

Ce qui montre que I°(f) = i%(f).

De plus on a :

et

b b
0< / nt) = IU(f) < / (n(t) — on(t)) dt

Il suffit alors de faire tendre n vers I'infini pour conclure.
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]
Exemple 2.4
o Les fonctions en escalier sont intégrables ! En effet si f est une fonction en escalier alors la borne inférieure
I°(f) et supérieure i (f) sont atteintes avec la fonction ¢ = f. Bien str I’intégrale f; f(x)dx coincide avec
I’intégrale de la fonction en escalier.
o Nous verrons dans la suite que les fonctions continues et les fonctions monotones sont intégrables.
o Soit la fonction f : [0, 1] — R définie par :

1 six estrationnel
fz) =
0 sisinon
Onai}(f) <0< 1< I}(f)=1i5(f) # I3 (f), (Les bornes inférieure et supérieure ne coincident pas) donc f
n’est pas Riemann intégrable sur [0, 1].

Exemple 2.5 Soit la fonction f : [0,1] — R définie par f(x) = . Montrons qu’elle est intégrable et calculons

Jo flz)de

¥y
y=x?
1 -
~ L=
X
0 n=>5 1
Figure 2.9
En effet, soit n > 1 et considérons la subdivision réguliere de [0,1], S = (0,1,2,... L ... =11} Sur

I’intervalle [%, %] ona

. . . 2 )
we5h) (5 eneld)
n o'n n n
On définit une fonction en escalier ¢~ au-dessous de f par ¢~ (z) = (227;)2 siz € [%, %[ (pour Chaqueg' =
1,...,n) et (1) = 1. De méme on construit une fonction en escalier ¢ au-dessus de f définie par ¢T (x) = oy si
z € [=2, L[ (pourchaquei = 1,...,n)et¢T (1) = 1.¢~ et ¢T sontdes fonctions en escalieret'ona ¢~ < f < ¢+

Lintégrale de la fonction en escalier ¢ est par définition

, 1)(2n+1 (. )
Onad ! i’ = % (on peut vérifier cette formule par récurrence), donc

/1 o+ ()i = n(n + 2532% 1) (n+ 1;5122% o)

De méme pour la fonction ¢~

1 "G-1)21 14 (n—1n@n—1) (n—1)2n—1
/Otb(ﬂ?)dﬂ?_gl( o ?Z = n(s ) 27(12 ).

Maintenant i$ (f) est la borne supérieure sur toutes les fonctions en escalier inférieures & f donc en particulier
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iS(f) = [ o~ (z)dz. De méme I} (f) < [ ™ (2)dx. En résumé :

(n—1(n—1) ' _ e ' (n+1)(2n+ 1)
6n2 = /s ¢~ (w)dz <ig(f) < Ip(f) < ; ¢" (z)dz = 612 :
Lorsque I’on fait tendre n vers +o0 alors les deux extrémités tendent vers % On en déduit que il (f) = I3 (f) = %
Ainsi f est intégrable et fol z?dx = 1.
2.2.5 Opérations sur les fonctions intégrables
Proposition 2.6
Si f et g sont deux fonctions bornées et intégrables sur [a,b] et si A € R, alors \f et f + g sont intégrables sur
[a,b] etona :
b b
o [DAf(t)dt =X [] f(t)dt,
b b b
o [J(f+g)t)dt = [, f(t)dt+ [, g(t)dt. R

Démonstration Comme f et g sont intégrables alors il existe des suites (¢n), 515 (¥n),>15 (1) ns1 €t (Vn) =1

de fonctions en escalier telles que pour tout n > 1 :

on < f <ty et o, <g< Y,
et

b b
lim [ (n—gn) ()= L[ (0~ ) (£) =0

n—-+00 a n—-+o0o a

Il s’en suit que :
o 8i A >0, alors : Apn SAS <Ay et lim [P (M — Apn) (B)dt = 0.
n [e.e]

o si A <0, alors : Ay, < Af < App, et lim ff (Apn, — Ay,) (t) = 0.
n—-+00
o Pour A =0 c’est trivial.
Donc Af est intégrable sur [a, b].
On a déja vu que, pour les fonctions en escalier, 'intégrale est linéaire et de la linéarité de la limite on

déduit que :

b b
/ Af(Bdt= lim | Aen(t)dt

p) n—-+00 a

b
- (3 w00

b
=X lim on(t)dt

n—-+oo a

_ )\/abf(t)dt

Par ailleurs on a @, + ¢}, < f+ g < ¥, + 1, et

b b b
lim [ (o +9)) ()dt = lim [ ppdt+ lim / W dt
n—-+o0o a

n—+oo J, n—+oo J,
b b
= 1l li !
im (pndt+n—l>r—ir-loo/a ©,dt

n——+00 a
b
= lm [ (¢n+¢,) (t)dt

n—-+00 a

b
- [+ o
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2.2 L’intégrale de Riemann

C’est ce qu’il fallait démontrer. O

2.2.6 Intégrales et inégalités

Les inégalités liées aux intégrales de fonctions en escalier vont s’étendre sans difficulté aux fonctions Riemann

intégrables.

Proposition 2.7

Soient f et g deux fonctions bornées et intégrables sur un intervalle [a,b] de R.
1. Si f > 0 sur [a,b] alors ff f(t)dt > 0.
2. Si f > gsur[a, b] alors f; ft)dt > f;g(t)dt.

Démonstration
1. Comme f est intégrable, on sait qu'il existe une suite (1,,), de fonctions en escalier telles que f < 1,

pour tout n et
b b
[ rwar= im0

Comme f est positive, toutes les fonctions 1, le sont aussi, donc les intégrales ff ¥y, (t)dt sont positives
et leur limite aussi.
2. 1l suffit ’appliquer 1 )a f—¢g >0

Considérons une fonction f bornée sur un intervalle [a, b] et posons

f=(z) = max{—f(z),0} et fi(x)=max{f(x),0} pourtoutz € [a,?d]

11 est clair que ces deux fonctions sont positives et que

f=Fe—f-et|fl=fr+ /-

Proposition 2.8

Soit f une fonction bornée intégrable sur [a,b], alors f, f— et |f| sont aussi intégrables et

/ bf(t)dt] < [

Démonstration  Comme f est intégrable alors il existe des fonctions en escalier (¢y),, et (1), vérifiant

n < f < 9y, et dont les intégrales convergent vers celle de f. On vérifie alors facilement que

(‘Pn)+ g f+ < (¢n)+

et que (¥n), — (pn)y < ¥n — @n. Donc fi est intégrable sur [a,b]. Par la méme méthode, f_ est
intégrable sur [a,b], d’ou |f| = fy + f— est intégrable sur [a, b].
L’inégalité des intégrales découle de 2) de la proposition (2.7) appliquée & —|f| < f < |f] O

Théoreme 2.3 (Premiere Formule de la moyenne)

Soit f une fonction bornée et intégrable sur un intervalle [a,b] avec a < b. Si pour tout x € [a,b] on a
m < f(x) < M, alors

1

b
m < E/ F(t)dt < M.
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Démonstration Comme on a m < f < M on en déduit m(b—a) < fab f(t)dt < M(b—a), d’on

1 b

< t)dt < M.
m< e [ as
]
Application
S . BRT T +2
Calculer la limite suivante : xlir(r)h < IK H‘é—os(t)dt)
Solution

Pour calculer cette limite, il suffit d’appliquer la formule de la moyenne a [a, b] = [0, x] et d la fonctiont — f(t) =
2

QJF‘Z;OS“) qui est continue sur R. Pour x au voisinage de 0% on a [0, x] C [0, 1]. Soient alors m = min{f(t),t € [0, 1]}

et M = max{f(t),t € [0,1]}. La formule de la moyenne nous méne a

T 2
m< — / € <M
x—0 Jy 2+ cos(t)

Par suite

N
N

x et2
m / —dt <M
0 24 cos(t)
x t2
lim / e—dt =0
z—0+ \ Jo 2+ cos(t)
Théoreme 2.4 ( Formule de la moyenne (Généralisation))

Soient f une fonction réelle continue sur [a,b] et g intégrable sur [a,b] avec g de signe constant. Alors il existe

D’ou

c € [a,b] tel que

[ s = s [ g

Vi

Démonstration On peut supposer que g est positive (sinon on peut considérer —g). La fonction f est continue

sur [a,b], donc elle est bornée et atteint ses bornes :

m=min{f(z) :a <x <b}, M=max{f(z):a <z <0b}

Par ailleurs on a;

m/abg(:v)dx < /abf(x)g(x)d:c < M/abg(x)dx

o Si f: g(z)dxz = 0, d’aprés la derniére inégalité, ff f(x)g(x)dx = 0 et le théoréme devient trivial.
o Si ff g(z)dz # 0 alors ff g(x)dz > 0 et les inégalités précédentes nous donnent

_ [ f@)g(a)da

m < 5 <M
fa g(z)dx

[? f(@)g(x)da
f; g(x)dz

Le théoréme des valeurs intermédiaires nous assure 'existence d'un ¢ € [a, b] tel que f(c) =

Ce qu’il fallait démontrer.
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Théoreme 2.5 (Deuxiéme Formule de la moyenne)

Soient f et g deux fonctions numériques continues sur [a, b] telles que [ est positive et décroissante et g est de

signe constant sur [a, b], alors

b c
il existe c € [a, b] tel que / f(z)g(z)dr = f(a)/ g(x)dz.

Vi

Démonstration  Considérons le cas ol g est continue et négative sur [a,b]. Comme f est positive et décrois-
sante, on a : 0 < f(x) < f(a) pour tout = € [a,b] et par suite : 0 > f(z)g(x) > f(a)g(z).
Par consequent on a: f f g(x)dx = ff fla)g(x)dx < f: f(z)g(z)dzr <0

En posant F(x f g(z)dx on vérifie facilement que :
o La fonction F est continue sur [a, b]
o F(a) =0et F(b) fg Jdz <0

donc

/f x)dx < F(a) =0

Alors d’aprés le TVI | il existe ¢ € [a, b] tel que :

/ e - 1) [ " g(w)dz.

[l
2.2.7 Intégrales et produits
Proposition 2.9
Si f et g sont deux fonctions bornées et intégrables sur [a,b] alors fg est bornée et intégrable sur [a, b).
. b b b
En général [)(fo)(t)at # ([ f(t)dt) ([ g(t)dt). .

Démonstration
o Cas ou f et g sont toutes les deux positives. On pose
M = max{f(x),a <z < b} et N =max{g(z),a <z < b}

Par définition, il existe des fonctions en escalier (¢y),, , (¥n),, , (un), €t (vyn),, telles que

on < f<Ypetu, <g<uy,

Posons

(@) = max {n(x),0}, ¥, () = min {¢n(z), M}
ul, () = max {u,(x),0}, v, (z) = min {v,(x), N}

n

Ce sont toutes des fonctions en escaliers qui vérifient bien :

P < @ et 0 < ¢, < f <9, < n
up <up et 0<u, < g< v, <oy
A cause de la positivité, on aura donc
up < fg <

les fonctions qui encadrent fg sont en escalier. Montrons la convergence

b
Jim [ (0= ) (e = 0
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Pour cela on va utiliser les assertion satisfaites suivantes

v, KN, @, <, <M
Og’(/];z_(p;zé n — ©n
Oév,’z—uﬁlévn—un

b (2.1)
im0 = ) (it =0

donc :

b b
0< [ (wnh— ) (Ot = [ (Wl = ol + onvn = ) ()
ab ab
— [ win = ) e+ [ (ot~ o) 0
ab ‘ b
- / (1) (v — ) (D + / ) (6 — ) ()

(2.1) montre que
b
lim (v, — @puy,) (t)dt =0
a

n—-+4o0o

Donc fg est intégrable.

o Cas ou f et g bornées intégrables non nécessairement positives. Posons

m = min{f(z),a <z < b} et m' =min{g(x),a <z < b}

Les fonctions f —m et g — m/ qui sont bornées et intégrables sont positives. D’aprés le cas précédent,

(f —m) (g —m'), est intégrable. Puisque

fg=(f—m)(g—m')+mg+m'f—mm

on en déduit que fg est bornée Riemann intégrable.

Pour voir qu’on n’a pas toujours 'égalité, il suffit de prendre I'exemple ou [a,b] =[0,2] et f =g =1

2

/Oz(fg)(t)dt=/02dt=27é4= (/:dt> =/02(f)(t)dt></02(g)(t)dt

Théoreme 2.6 ( Inégalité de Cauchy-Schwartz)

Soient f et g deux fonctions bornées et intégrables sur un intervalle [a,b] de R, alors

(/ bf(ﬂf)g(w)dw)2 <(/ bf<x>2dw) (/ bg(as)?das) )

Démonstration  Soit A € R. La fonction f + g est intégrable, donc (f + Ag)? Iest aussi. Comme c’est une
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fonction positive, alors

b
/ (f(x) + Ag(z))%dz > 0

Ainsi

b b b
z2 / (9(x))%dz + 27 / f(@)g(@)dz + / (f(x))2dz > 0

est un polynéme de degré deux en A et qui est toujours du signe du coefficient ff(g(x))Qdaz de A2, donc

son discriminant est négatif, c’est-a-dire :

o[ bf(ﬂ:)g(w)dfc>2 () b<f<z>>2d:c> (/ b(g(m))de) <0
(/ bf(fv)g(w)dfv>2 <(/ bf(:cfdw) (/ bg<x>2dx)

d’ou

2.3 Familles de fonctions intégrables

2.3.1 Manipulation de fonctions intégrables

Proposition 2.10

Soient f une fonction bornée et intégrable et g une fonction définie sur un intervalle [a,b] de R et égale a f sauf

sur un nombre finis de points, alors g est intégrable et

b b
/Gg(:c)dazz/a f(z)dzx .

Démonstration  Par hypothése il existe une subdivision S = (7;)<;<,, de [a,b] telle que f = g sur chacun

des intervalles |x;, z;41[. La fonction f — g est donc nulle sur chacun des intervalles |x;, z;+1[. En d’autres
termes, la fonction f — g est en escalier. Elle est donc intégrable et son intégrale est clairement nulle. La
fonction g = f — (f — g) est donc intégrable et son intégrale est égale a celle de f. O
Remarque Cette proposition signifie que si on change les valeurs d’une fonction intégrable sur [a, b] en un nombre

fini de points de [a, b] alors elle reste encore intégrable et garde la méme intégrale.

2.3.2 Monotonie

Théoréme 2.7
Toute fonction monotone sur un compact |a,b] de R est intégrable. O

Démonstration  Supposons que f : [a,b] — R est croissante (sinon il suffit de considérer —f qui sera

croissante).
Pour tout n > 1 considérons la subdivision : S,, = {xo =a,r1 =a+ b_T“, LT =a+ ib_T“, ce Ty = b},
qui permet de construire les fonctions en escalier :
gon(t) = f(l‘z) ,Vt E] w@-,xiﬂ[,i =0,1,2,...,n—1

et

’lbn(t) = f(xi—i-l) ,Vt E] $i7$i+1[7i = 0, 1,2, e, n — 1
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On a évidemment ¢, < f < ¢, et :

1521 b—a
= (f (@ig1) = f (23))
=0
B b _a i=n—1 | |
= gl (f (xH—l) - f(xz))
=2 050) - f(a))
ce qui implique que ll)I}_l f; (U, — n) (t)dt = 0, par suite f est intégrable sur [a, b]. O

2.3.3 Continuité

Définition 2.6

Une fonction f est continue en un point a d’un intervalle I de R si

Ve > 0,3nee >0, |z —a| <nee = |f(z) — fla)] <e

f est dite continue sur I si f est continue en tout point a de 1.

)
Remarque Dans cette définition, il faut noter que le 1, . > 0 dépend de ¢ et de a.
Définition 2.7
Une fonction f est dite uniformément continue sur un intervalle I de R si
Ve >0, >0, |z—yl<n=|[flz)-fly)l<e &
Théoreme 2.8 ( Heine)
Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b] est uniformément continue sur [a, b] ©

Démonstration Si f est continue, montrons qu’elle est uniformément continue, c’est-a-dire :

V€>073776>07 ‘x_y‘<n6:>‘f(x)_f(y)‘<€

Raisonnons par absurde, et supposons que 3¢ > 0 tel que V7 > 0 on peut trouver z,, y, dans [a, b] tels
que |z, — yy| < n et |f (x) = f (yy)| = €0, ceci étant vrai pour tout n > 0 en particulier pour les ., n > 1.

Il existe donc des suites (7y),,5; et (Yn),>; dans [a,b] telles que

20 =yl <1/n et |f(zn) = f (yn)| = €0 (%)

D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite extraite (m¢(n)) qui converge
n>1
dans [a, b] vers c.

Alors ywn)) . converge aussi vers ¢ si n — 400, puisque
nz

Y

< ’$¢(n) — c‘ < .

’y%’(n) - C’ < ‘ywn) Lo

écrivons (x) pour ¢(n), on aura :

f (aap(n)) —f (ywn)) ’ > €, ce qui méne a la contradiction avec la continuité

de f en c si on fait tendre n vers l'infini. O
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Théoreme 2.9

Si f : [a,b] — R est continue alors f est intégrable. 0

Démonstration Par hypothése, f est continue, d’aprés le théoréme de Heine, f est aussi uniformément

continue, donc pour tout € > 0, il existe n > 0 telle que

3

—yl<n= E <
=yl <n=1f(z) - f(y)| 30— a)
On considére une subdivision (7;))c;c,,_; telles que max (z;41 — ;) < 7, puisque b_ﬁ converge vers

b—a

zéro, soit m > 1 tel que bﬁ < n, 1l suffit de prendre S = {azz =a+i—

= }0 cicm_1: On définit les fonctions
X

en escalier :

gog(t):f(xi)—ﬁ et zpe(t)zf(sci)—i-ﬁ, r; <t<wip,0<i<n-—1

Pour tout t €]x;,zip1[ona 0<t—x; < zip1 —x; <ndonc |f (x;) — f(t)] < Tp—ay Ce qui signifie que

f(l‘i)—m<f(t)<f(l‘i)+2(b—_a)
c’est-a-dire
‘Pe(t) < f(t) < ¢6(t)
par ailleurs
" et =S ( £ c - c - -
[ et etenae= 32 (£ 0+ g7 1 @0+ g7 ) i =
b—a 2 5
2 ()
=

1

Pour € = -, on aura alors des fonctions en escalier (¢,),,, (¥n),, telles que :

b
on < f <Y, et lim (Yn, — @) (t)dt =0

n——+4oo a

2.3.4 Relation de Chasles

Proposition 2.11 (Relation de Chasles)

Soit f une fonction bornée sur [a,b] et ¢ € [a, b].

(i) Si f estintégrable sur [a,b] alors f est intégrable sur |a, c| et sur [c, ]
(ii) Si f est intégrable sur [a, c] et sur [c, b] alors f est intégrable sur [a, b]

(iii) Si f est intégrable sur [a,b] alors on a la relation de Chasles

b c b
/a f(@)dw = / )~ / )l \

Démonstration La relation de Chasles est valable pour les fonctions en escalier.

(i) Sipour € > 0 il existe ¢ et ¥ en escalier sur [a, b] telles que

b
e< f<Y et /(w—¢)(t)dt<€
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2.3 Familles de fonctions intégrables

alors les restrictions 11 et ¢1 (respectivement o et w2 de ¢ et 1 & [a, c] (respectivement & [c,b]) sont

en escalier et encadrent f avec

b b
Og/ (1,01—901)(t)dt<66t0</ (¢2—@2)(t)dt<€

alors f est intégrable sur [a, c] et sur [c, b].

(ii) Si f est intégrable sur [a,c| et sur [c,b] alors pour € > 0 il existe 11, 1 et 2, @2 respectivement
sur [a,c] et [c,b] telles que o1 < f < ¢1 et w2 < f < )9 avec 0 < fac (V1 — 1) (B)dt < €/2 et
0< [ (%o — o) (£)dt < £/2.

Considérons les fonctions ¢ et 1) données sur [a, b] par

pi1(x) sia<z<c
p(z) = ,
pa(z) sie<xz<b
et
Pi(x) sia<zx<c
P(x) =
o(x) sie<ax<b
I1 est claire que @ et 1) sont en escalier sur [a, b] avec
b c b
0< [t = [ - @i+ [ - e (e <ef242/2=

ainsi f est intégrable sur [a, b]

(iii) Pour les fonctions en escalier on a si

©in < f <1y sur [a,c] avec  lim (V1 —p10) (B)dt =0

n—-+00

et
b

wan < f <oy sur [e,b] avec  lim (V2,0 — 2.n) (t)dt =0

n—+00 c

alors ¢, et ¥, définie comme ¢ et ¥ ci-dessus satisfont

b
on < f <y, sur [c,b] avec  lim (Yn, — @n) (t)dt =0

n—+00 c
d’ott

/abf(t)dt ~ im /abzpn(t)dt

n—-+o0o

= lim_ (/ P (t)dt + /Cb wn(t)dt>

c b
= lim / Un(t)dt + lim / P (t)dt

n—-+4o0o

- /acf(t)dt—k /be(t)dt

Corollaire 2.2

Si f est intégrable sur [a,b] alors

/ab f(z)dz = _/ba f(z)dzx
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2.3 Familles de fonctions intégrables

En particulier, la relation

/edf(x)da: = /:f(a;)dx + /Cdf(a:)dx

est vraie quelques que soient les relations d’ordre entre e, c et d dans |a, b.

Démonstration  Puisque 0 = [* f(t)dt = f;’f dt + [, f(t)dt alors f f(@)de = — [ f(z)dx O

Théoreme 2.10
Si f est continue (respectivement monotone) par morceaux sur |a, b| alors f est intégrable sur [a, b). o

Démonstration Se déduit d’aprés la relation de Chasles et la propriété de la continuité et de la monotonie.
O

Proposition 2.12

Soient f une fonction continue de R dans R et a un réel.
o Si f estimpaire, alors [* f(t)dt = 0.
o Si f est paire, alors [ f(t)dt =2 [ f(
o Si f est périodique de période T > 0, alors f a+T )dt = fOT f(t)dt

[
Démonstration
o Une fonction f est impaire donc f(—t) = —f(t) pour tout t € R.
a 0 a
ft)dt = f(t)dt+/ f@t)dt
—a —a 0
Effectuons un changement de variable dans la premiére intégrale : posons u = —t, donc du = —dt, et
les bornes passent det = —aat=0au=aau=0:
0 0
fode= [ f(-u)(-
—a a
Puisque [ est impaire, f( u) = ), donc :

wf t)dt = / —f(u du):/aof(u)du:—/oaf(u)du
—/Oaf(u)dqu/Oaf(t)dt——/Oaf(t)dtJr/Oaf(t)dt—

o Si f est paire alors f(—t) = f(t) pour tout ¢t € R.

a 0 a
[ pwat= | f(t)dt+/0 F(t)dt

Effectuons le méme changement de variable u = —t dans la premiére intégrale :

f®dt = [ f(-u)(-du

Puisque f est paire, f(—u) = f(u), donc :

_if(t)dt:/aoﬂu)(—du)I/(Io—f(u)duz—/aof(u)duz/oaf(u)du
Zf(t)dt:/Oaf(u)dqu/af(t)dt:/af(t)dt+/0af(t)dt:2/Oaf(t)dt

o Si f est périodique de période T alors f(t —|— T) = f(t) pour tout ¢ € R. montrons que :

[ o= o

Effectuons un changement de variable dans lintégrale f at T f(t)dt : posons u =t — a, donc du = dt, et

Donc :

46



2.3 Familles de fonctions intégrables

les bornes passent det =aat=a+T au=0au=

T
/aM F(t) dt = /OTf(u+a) du.

Posons g(u) = f(u + a). Puisque f est périodique de période T,
gu+T)=fu+a+T)=flu+ta)=g(u),

Ainsi, g est aussi périodique de période T'. L’intégrale devient :

/OT Flu+ a)du = /OTg(u)du.

Pour une fonction périodique continue, I'intégrale sur un intervalle de longueur 7" est indépendante du

point de départ. Considérons la différence :

/aHTf(t)dt—/OTf(t)dt:/(]Tf(u+a)du—/0Tf(u)du:/OT[f(qua)_f(u)]du,

Puisque f(u+T) = f(u), 1’intégrale d’une différence sur une période compléte dépend de la translation

a. Cependant, posons F'(z fo
a+T
/ F(t)dt = Fla+T) - / F(t)dt = F(T) — F(0).
Comme f(t—i—T) = f(t), F'(t+T) = F'(t), et F(t+T) = F(t)+C (ou C est constant sur une période).
Puisque F(z fo f(t)dt et f est continue :

T a+T
= / f(t)dt, F(a+T)=F(a) +/ f(t)dt,
0 a

dt doit étre invariant.

/aa+Tf(t)dt:/0Tf(u+a)du:/OTf(u)du

car les valeurs de f se répétent sur une période T'. Donc :

/a i = /0 Ry

mais fa+T f(t)
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Chapitre 3 Calcul des primitives

Dans ce chapitre, f : [a,b] — R est une fonction bornée intégrable sur [a, b].

3.1 Théoreme fondamental

Définition 3.1

Soit f : [a,b] — R une fonction. Une fonction F : [a,b] — R est dite primitive de f si F est dérivable sur
[a,b] et F'(z) = f(x), V& € [a, b] Iy

Soit f : [a,b] — R une fonction.
1. Si F' est une primitive de f, alors ' + « pour tout « € R est aussi primitive de f.
2. Si F et G deux primitives de f, alors F' — G = C*¢,
3. Si f est continue et F' une primitive de f, alors I est de classe €.

Notation

Une primitive de f est appelée intégrale indéfinie de f et on la note par [ f(x)dx, c-a-d si F est une primitive de

/f )+Cte
Exemple 3.1

I. Soit f : R — R définie par f(x) = x2. Alors F' : R — R définie par F(z) = x—; est une primitive de f. La
fonction définie par F'(z) = ””—; + 1 est aussi une primitive de f.

2. Soit g : I = [0, +oo[— R définie par g(x) = y/x. Alors G : I — R définie par G(x) =
de g sur I. Pour tout ¢ € R, la fonction GG + ¢ est aussi une primitive de g.

Une fonction intégrable n’admet pas forcément une primitive Considérons par exemple la fonction

1].

F on aura

3

2 est une primitive

OJ\[O

1
f:10,1] — R définie par f(x) = 0siz € |0, [etf( )=1lsiz € [5,
f est intégrable sur [0, 1] mais elle n’admet pas de primitive sur [0, 1]. En effet, par I’absurde si on suppose que F était
une primitive de f, par exemple la primitive qui vérifie F(0) = 0, alors F/(z) = O pour z € [0, 3[ et F(z) =z — %
pour x € [%, 1]. Mais alors on obtient une contradiction car F' n’est pas dérivable en % alors que par définition une

primitive doit &tre dérivable.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. La fonction définie sur [a,b) par : F(x) = [ f(t)dt est dérivable
surla,bl et F'(z) = f(x) Vx €la,b|, (F est une primitive de f).

Soit x € [a, b]ethERtelquex—l—he [a,b]. On a

F(x—i—h)—F(a:):/ dt—/ F(t)dt = / hf(t)dt.

f étant continue sur [z, x 4 h], donc il existe ¢, € [z, x + h] tel que
o+h
Rt B=E0 2 [ paan = sleo),
Quand h — 0, ¢; — x, donc f(c) = f(x), dou F'(z) = f(x) Va € [a,b]. O
Soit f : [a, b] — RR une fonction continue.
1. La fonction F'(x f f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en a.
2. Si F estune primitive de f, alors f; f(t)dt = F(b) — F(a), et on écrit

/b f(t)dt = [F(z)]> = F(b) — F(a) (Formule de Newton-Leibniz).

a
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3.1 Théoréme fondamental

En effet, [° f(t)dt est une primitive de f donc F(z) — [ f(t)dt = C'.Or [ f(t)dt = 0, donc F(a) = C'¢,
d’ou F(x) = fa f(t)dt + F(a) et F(b f f(t) dt + F(a) ce qui prouve que ff ft)dt = F(b) — F(a).

Proposition 3.1

Soit f : [a,b] — R une fonction. Si |f| < M sur [a,b] et F(x) = [ f(t)dt une primitive de f alors pour
tous x et y dans [a,b], ona |F(x) — F(y)| < M|z — y|. .

Démonstration Supposons que x >y

P - Rl = | [ st yf(t)dt’

x
= f (t)dt‘
y
x
< [ Mdt=M(z—vy)
y
O
Théoreme 3.2
Soit f : [a,b] — R une fonction et x¢ € [a, b].
(a) Si f admet une limite réelle | a droite au point xy alors F' admet une dérivée a droite en xq égale a l :
hm ft)=1leR= Fj(x) =1
13—>IEO
(b) Si f admet une limite réelle | a gauche au point xo alors F admet une dérivée a gauche en xq égale a l :
lim f(t) =1€R = F,(zo) =1
TTy
(c) Si f admet une limite réelle | au point xy alors F' admet une dérivée en xq égale a l :
lim f(t)=1l€R= F'(x) =1
T—rT0
(d) Si f est continue au point x( alors F a une dérivée en x égale a f (x¢) :
lim f(t) = f(x0) € R= F' (x0) = f (20)
T—T0 @

Démonstration

(a) Si f admet une limite réelle [ & droite au point z( c’est-a-dire :

Ve,In >0:0< h<n=|f(z) =1 <e,Vt €lxg,zo+ h|

Ainsi
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3.1 Théoréme fondamental

F(xo+h)— F (x0) = F (xo+h)—F (z0) —lh
h B h
1 zo+h
=4 f(t)dt—lh’

xo—i-h
<3 0w -

d’ou F)) (zg) = L.
(b) De la méme fagon que (a).
(c) En utilisant (a) et (b).
(d) En utilisant (c) pour [ = f (xo).

O
Proposition 3.2
Soient F une primitive de f et G une primitive de g. Alors F' + G est une primitive de f + g. Et si A € R alors
AF est une primitive de \f. N
Démonstration Par dérivation on prouve facilement ce résultat. U
Théoreme 3.3
Soient f une fonction continue sur [a, b, et g et h deux fonctions dérivables sur I a valeurs dans [a,b]. Alors la
fonction F(x) = fgh(g) f(t)dt est dérivable sur I, eton a :
F'(z) = I (2)f(h(z)) — ' () f(9()). o
Démonstration  Posons G(x) = [ f(t)dt, alors G’(x) f(z), or
h(zx) (z)
rw) = [ Cswa= [ o= cne) - @)
g(x
d’ou
Fl(z) = W(2)G' (M=) — ¢'(x)G'(9(x)) = I (2) f(h(z)) — ¢'(x) f(9())-
O

Exemple 3.2 Cherchons la dérivée de g(z) = [ _29” eSintdt,

Les deux fonctions : x — —x2 et z — 2x° sont dérivables sur R, et z — esin

) est continue sur R, donc g est

dérivable sur R, eton a :

gl( ) (21; )/ sln(2x ) _ (_wZ)lesin( T ) _ 10£L'4 sm(Qx ) + 2$€Sin(_12).

Exercice 3.1 Pour tout z € R* on pose : f(z) = [ 2o \/zeffti

I. Montrer que f est de classe ¢’ sur R*
2. Montrer que pour tout z > Oona: 0 < f(z) < /x. En déduire lim+ f(x).
z—0

3. Montrer que pour tout z > 0,ona: 0 < f(z) < —\1[ En déduire lim f(x).
z T——+00
4. Dresser le tableau de variation de f.

5. Représenter f.

Solution
l. Ona:tw— ﬁ est définie et continue sur R, donc elle est continue sur tout intervalle [z, 2x] pour tout
x > 0, d’ou Uexistence de f sur R.. De plus v — x et x — 2x sont de classe €1, alors f est de classe € sur

R
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3.2 Méthodes d’intégration

1 1

2. Pour tout x > 0, ona: f(x) > 0. D’autre part pour tout t € [x,2x] on a T S T Ainsi
2x 2x
1 1 2x —
——_dt< df = 222 VT
Vi3 +t s Vi +zx \/x?’—i—x Va2 +1
donc lim f(x) = 0.
z—0t
. x @ 1
3. Ona: Pourtoutr > 0,0 < f(z) < T < s f donc : ycgl}rloof( x) =
. _ 2 11 1 —2(227-1 -
4. Pour toutx > Oona: f'(x) = N iy sty S s Y 2\/m2+(1+\/8 )2+2 Donc le signe de '
est le signe de — (2x2 — 1)
1
T 0 —= +00
2
f + 0 -
0 0
Figure 3.1
5. Le graphe de f :
1
0.5
0 0.5 1 1.5 2 25 3

-0.5

Figure 3.2 — Le graphe de f

3.1.1 Primitives de quelques fonctions usuelles

Ci-dessous quelques primitives usuelles a connaitre par coeur,

[ kdx = kx4 csur R [ rmde =tanz + ¢,k € Zsur | 5F + km, § + k|
[e*dz = €e* + csurR [Ldz =In|z|+ ¢ sur]0,4+o00[ou] —o0,0]
J coszdx = sinx + csur R [sinhzdx = coshz +¢  surR
[sinazdr = —cosz + csur R fcoshxdx =sinhz+c¢ surR
f:n”da::fz:ll—i—csurR Jadx = 1+c(a€R\{ 1}) sur ]0, +o0]
arcsinx + ¢
In(z)dx = zln(z) — x + ¢ sur |0, 400 dx = sur | — 1,1
f () ] [ f\/i § —arccosr +c ] [
f Ly ) n R f L argsinhx + ¢ R
—t5dx = arctanx + c sur ———dx = sur
1+a° vaitl In(z +vVz2+1)+¢
1 argcoshx + ¢
———dx = sur |1, 400
/ vai-1 { In(z +vVz2—1)+c¢ ] |
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3.2 Méthodes d’intégration

3.2 Méthodes d’intégration

3.2.1 Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions de [a, b] dans R de classe €, alors on a
b b
/ w(z)v' (z)de = [uv]® — / o' (z)v(z)dz

On a (uv) = v'v + uv’, donc ff(u’v +uv') = f;(uv)’ = [wv]?, dott [uv' = [uv] — [v/vdz.
Il
Exemple 3.3
. Calcul de [ ze*dz.
On pose u(z) = z et v'(x) = e€*. Alors on a v/(x) = 1 et une primitive de v’ est simplement v(z) = e*. La

formule d’intégration par parties donne :

/0 etdi = /0 lu(:r)v'(x)dm

1
_UCL’UCL’I— U/.'E’U.'El’
= [u(z)o(x)]} /0 (2)o(x)d

1
= [ze®]! — -etdx
— [z} /01 d

2. Calcul de [{ zInzdx.
On pose cette fois u = Inz et v/ = z. Ainsiv’ = L etv = % Alors

e e e 27¢€ €1 2
/ 1n$-xdajz/ uv'z[uv]ﬁ—/ uwy = [lnx.x] _/ ,£d$
1 1 1 21 1 T2

€2 12 1 [¢ e 1[221° €2 e 1 e2+1
=(lne— —Inl— ) — = dr=——=-|—| =———+- =
<ne2 n 2> 2/1503: 5 [ L +

3. Calcul de [ arcsin zdz.

Pour déterminer une primitive de arcsin x, nous faisons artificiellement apparaitre un produit en écrivant arcsin x =

1
1—x

1-arcsin z pour appliquer la formule d’intégration par parties. On pose u = arcsinx,v’ = 1 (etdonc u’ = >

et v = x ) alors

N
= [z arcsinx] — [—ﬂ}

=garcsinz +V1—22+¢

/ 1-arcsinxdr = [z arcsinz

4. Calculde [ x?e®dx. On pose u = 22 et v’ = e® pour obtenir :

/erxdac = [:BQe”] — 2/xezdx

On refait une deuxiéme intégration par parties pour calculer

/xe‘”dm = [ze”] — /emda: =(x—1)e"+c¢
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3.2 Méthodes d’intégration

5. [(z+2)e3* da
On pose :

v(z)=2+2 = J(z)=1

En appliquant la formule d’intégration par parties :
1 1
/(a: +2)e’ do = g(:c +2)e? — 3/633: dx

1 1
= g(a: +2)e3 — §e3x +C

6. [(2z +1)sin(z) dx
On pose :
u'(z) =sin(z) = u(z) = —cos(x)
v(z)=22+1 = J(z)=2
En appliquant la formule d’intégration par parties :
/(2:1; + 1)sin(z) dr = —(2z + 1) cos(z) + 2 / cos(z) dx
= —(2x + 1) cos(x) + 2sin(z) + C

7. [ arcsin(x) dx
On pose :

v(z) = arcsin(z) = '(z) =

En appliquant la formule d’intégration par parties :

x
arcsin(z) de = z arcsin(z) — / —dx
V1—a?

= zarcsin(z) + V1 —22+C

8. [arctan(z) dx
On pose :

1
v(r) = arctan(x) = '(z) = 22
En appliquant la formule d’intégration par parties :
/arctan(m) dx = x arctan(x) — / ﬁ dx

1
= zrarctan(z) — B In(1+2?) 4+ C

3.2.2 Intégration par changement de variable

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et o : J — I une bijection de classe €. Pour tout a,b € J

»(b) b
/ f(@)de = / o) - & ()t
¢(a) a
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3.2 Méthodes d’intégration

Si F est une primitive de f alors F o @ est une primitive de (f o ) - ¢/

Comme F' est une primitive de f alors F' (x) = f(x) et par la formule de la dérivation de la

composition F'op on a

(Fop)(t)=TF'(p(t)¢(t) = f()#(t).

Donc F o ¢ est une primitive de f(¢(t))¢(t).
Pour les intégrales : f:f(go(t))w’(t)dt = [Foylb = F(o((b)) — F(g(a)) = [F]igz)) = ff(g’)) f(x)dx. O

Comme ¢ est une bijection de .J sur (.J), sa réciproque (!

existe et est dérivable sauf quand ¢ s’annule.
Si ¢ ne s’annule pas, on peut écrire t = ¢~ !(z) et faire un changement de variable en sens inverse.

Exemple 3.4 Calculons la primitive F' = [ tan tdt.

F= /tantdt /Smtd

On reconnait ici une forme % (avec u = cost et w' = — sint) dont une primitive est In |u|. Donc F = [ —% =
—[nul] = =In|u| + ¢ = —In|cost| + c.

Nous allons reformuler tout cela en terme de changement de variable. Notons ¢(t) = cost alors ¢/ (t) = —sint
donc

P
-/ o0 "

Si f désigne la fonction définie par f(z) = 1, qui est bijective tant que z # 0, alors F' = — [ ¢/(t) f(p(t))dt.

En posant z = ¢(t) et donc dx = ¢'(t)dt, on reconnait la formule du changement de variable, par conséquent

1
Fogo_l_—/f(x)dx——/xd:v——ln]x\—i—c

Comme x = ¢(t) = cost, on retrouve bien F'(t) = —In | cost| + c.

Exemple 3.5 Caleul de [/ e
—X

Soit le changement de variable u = (x) = 1 — 22. Alors du = ¢'(x)dr = —2xdx. Pour z = 0 on a

)
u=¢(0) = 1etpourz = % onau = (%) = %. Comme ¢’ () = —2x, p est une bijection de [0, 2] sur [1, ] Alors

/“2 zde /3/4‘5‘“:_1 /3/4u_3/2du
o (1-22%% i w2 2/

1% 1
WL F

1
Exemple 3.6

1. Pour chercher [(at-+b)™ dt, avec m # —1, on fait le changement de variable = = at+b. Onaalors : dz = a dt

et I’intégrale indéfinie devient :

1 1 m+1 1 (at bm+1
/(at+b)mdt—/xmd3:—x +C_a(a+)+c

a am+1 m+1
2 [ o de =] de=1[

2(1+
D’ou :

d(%) = %fﬁdu = Larctan(u) + C

(1+ 2)

1 1
/dx = —arctan <§) +C
a? + 22 a a

3. Pour tout réel a strictement positif, [ de = [ d (%) = arcsin (£) + C
\/7 \/775 a
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3.3 Intégration des fractions rationnelles

Si a est quelconque, on aboutit a arcsin <| |> + C.

4.IWd$:fW

d % —argsmh(l |)+C

5. Pour calculer [ ¢ sin(¢?) dt, on pose x = t2 et par suite dz = 2t dt, et I'intégrale devient :

1
/tsin(tQ) dt = 5 /sin(t2) 2tdt = ;/sin(x) dx = —% cos(z) +C = —% cos(t?) + C

3.3 Intégration des fractions rationnelles

On sait que toute fraction rationnelle peut étre décomposer comme somme d’un polyndme, et d’une partie polaire

d’élément simples.

ggzg une fraction rationnelle, out P(z) et Q(x) sont des polynomes a coefficients réels. Alors la fraction
QE g s’écrit comme somme d’un polyndme E(x) € R[z| (la partie entiere) et d’éléments simples d’une des formes
suivantes :
7 ou az + 5 avec b* — 4ac < 0

(z — )" (az? + bz + ¢)"

ol o, 3,7,a,b,c € Retk € N\{0}.

[. On sait intégrer le polyndme E(z).

2. Inte’gration de I’élément simple .

(b).

(—20)"
'yln]a:—:zro\+co(sur] 00, zo[ ou |xg, +-00].

e (sur|—o0, zg[ ou Jzg, +00|).

Sik>2 alorsf - kdaz—’yf (x —x0) " de = 1 (2 = x0)

3. Intégration de I’ element 51mp1e % On écrit cette fraction sous la forme
(az2+4bz+c)
axr + [ 2ax + b 1

(a).

(b).

(c).

(d).

2 F S k+5 2 k
(az? + bz +c) (az? + bz + ¢) (az? + bz + ¢)

Si k = 1, calcul de f de

2—i—bac-i—c
J ax%‘fg;icdx = f w dZL‘ =In|u(z)| +co = ln|ax2 + bz + | + co.
Sik > 2, calcul de [ 2@$+bdac
(az2+bx+c)®
2az+b u'(x) —k+1 —k+1
J (ain€I+c e dr = k_Hu(x) +co = k:+1 (az® +bx+c) " +co.
Sik= 1, calcul de f md@'
Par un changement de variable v = px + ¢ on se ramene a calculer une primitive de type uglil =
arctanu + cg.
. 1
Sik > 2, calcul de [ (ax2+bx+c)kdx
On effectue le changement de variable u = px + ¢ pour se ramener au calcul de I, = f 2z 2‘11) z- Une

intégration par parties permet de passer de [ a I,_;.

Par exemple calculons [2 Partantde [; = [ Slil on pose f= 2 7 et ¢’ = 1. La formule d’intégration
par parties [ fg' = — | f'g donne (avec f' = 2+1)2 etg=1u)

2u? 241-1
11:/ 2du :|:2u ]+/ udu2:[2u }+2/u—|— L
u? +1 u?+1 (u?+1) u? +1 (u?2+1)

U du du U
[uQ—l—J—’— /u2+1 /(u2+1)2 [u2+1]+ b

21 T+ Co- Mais comme I; = arctan u, alors

I / du lacta +1 v
= | ——— = -arctanu + - ——— +¢
T w2 2u2+1 "

Rappel:Onax2+ax+b:(x+)\)2—|—w2avec)\:%etw:\/ —“4—2.D’01‘1:
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3.3 Intégration des fractions rationnelles

ax + ar +
—————dz = d
/(a:Q—l—ax—l—b)l ! /[(x+)\)2+w2]l v

:/ oz + 5 dx
w [(252)" 1]

1 ax+ B d
Y AN
e ]

On effectue le changement de variable ¢ = xz—)‘, dt = %”3 etx =tw— N\, dou:

/ axr + dx:i altw—N)+ 8 wdt
(22 + az + b))’ w? (2 + 1)
1 atw —oz)\—i-ﬁ
= -1 5 dt
w (1+ 12!

_aw / tdt _ a\— dt
w21 (1 +t2)l w2l—1 (1 +t2)l

Donc pour trouver le résultat il faut savoir intégrer : [ (11‘1;2)1 et [ (1;1;2)1

o Pourle calcul de I'intégrale : [ (13:?2)1 , il suffit d’effectuer le changement de variable y = 1+t2, donc dy = 2tdt.
1 ] — 1 2 ] —
ot 1 ma f#: shnjyl+¢sil=1 _ §ln(1+t)~l—1f7ls1l—1
(1+t2) (+2)f 2 2(1171)‘7;1_[ +csil>1 ﬁ (1 + t2) 4+ sil>1

on effectue une intégration par partie :

—2tl
(1422)"+

o Pour le calcul de I'intégrale : [

1
(1+2)"

dt
(1+e2)"”

etv/ =1,alorsona:u = etv=t:

On pose u =

dt t 12
= +2l/dt
/ (142" 1+ (14 ¢2)
t 1+t -1
L Al R
(1+t2)l (1+t2)l+1
t dt dt
(1+1¢?) (1+1¢?) (1+1¢?)

Si on pose I; = f (1ft2),, on trouve : I} = —— + 211} — 2lI};1 VI > 0, ce qui donne 21}, = OTItQ), avec

I = f% = arctan(t) + ¢, avec ¢ € R.

(1+t2)

Exemple 3.7 Caleulons [ = [ 1 5da.

Ona:
at x 1 %x—%
D - _l'+ ,
1+ a3 (x4+1) (22 —2+1) 3(x+1) 22—2x+1

donc :

3.3.1 Fractions rationnelles contenant des radicaux

m
n

Pour calculer I = [ F (:r T , g) , ou F' est une fraction rationnelle on effectue le changement de variable

t= :UE avec k dénominateur commun de 75,..., 5.
Exemple 3.8 Calculons I = [ 3 sde.
1+x4

on pose : t = 21 ca-dx = t4 et do = 4434t
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3.3 Intégration des fractions rationnelles

2 .

I = 4t°dt
/1+t3
t5

:4/dt
14143

:4/#&—4/ £
143

3.3.2 Primitives des fonctions circulaires (trigonométriques) :

On va donner le changement de variable convenable qui permet de passer d’une intégration d’une fonction circu-

laire a une intégration d’une fraction rationnelle.

Primitive de | P(cos z,sinz)dz ott P(cos z,sinx) est un polynéme en sin x et cos x

Le calcul de cette primitive revient a calculer I'intégrale de la forme : I = [ sin™ x cos” zdz.

o Sin estimpair c-a-d : n = 2p + 1.
I= / cos” zsin™ xdx = / cos?P cos z sin™ zdx
= / (COSQ)p cos zsin” xdx = / (1 — sin? l’)p sin™ x cos xdz.
On pose ¢ = sinz, dt = cos zdz, ce qui donne I = [ (1 — t2)ptmdt.

o Sim est impair m = 2p + 1.

I = /sinm zcos” xdr = /si112p+1 z cos” xdx
= / (sin2 x)p sin z cos” zdx = / (1 — cos? l‘)p cos” z sin xdx.

On pose t = cosx, dt = —sinzdz, donc I = — f (1 — t2)pt”dt.

o Sin et m sont pairs, donc n = 2p, m = 2q.

I = / cos” zsin™ xdx = / cos?? x sin®! zdx.

On linéarise puis on intégre :
Utilisons les identités trigonométriques pour les puissances paires :
o COs2x = %, donc cos?? r = (%)p = 2%,(1 + cos 2z)P,
2, __ l—cos2z 2029 o (l—cos2x\9 __ 1 (1 q
x =192 donc sin®l z = (1=6222)% = (1 — cos 2x)7.
L’intégrale devient :

o Sin

cos?? xsin® xdr = ——
p+q

/(1 + cos2x)P(1 — cos 2z)? dz.

Développons les termes avec la formule du bindme :

(14 cos2x)P = Z <z> cos®(2x), (1 —cos2z)? = Z
k=0 m=

0

q m m
-1 2x).
<m>( )™ cos™ (2x)
Le produit s’écrit :

(1 + cos 22)P(1 — cos 2z)7 = i i <z <q>(—1)mcosk+m(2x).

L’intégrale devient alors :




3.3 Intégration des fractions rationnelles

Pour chaque terme [ cos™(2x) dz avec n = k + m, posons ¢ = 2z, donc dt = 2dx et dz = %. Alors :

1
/cos”(2x) dr = 2/cos”tdt.

L’intégration dépend de la parité de n :

1 r—1
cos™ t = 22T< ) 227« il ( >cos (2r — 29)1),
=0

Jj=

1 2r\ sin((2r — 2j)2z)
2r _
/cos (2z) dx = 221 ( ) 92r Zo ( ) 2(2r — 2j) e

e Sin = 2r 4+ 1 (impair) :

/COSQTH(%) e — ;i <2r + 1> (—1)&]‘ sin((2r + 1 — 25)2z) Lc

j 22r=i  2(2r + 1 — 2j)

o Sin = 2r (pair) :

j=0
L’intégrale compléte est :

n\ sin((n—27)2z)

n_1
P q T (0 + D 2 ) ———=~—, sin pair,
/COSprSinqudx — 2p1+q Z Z <ZIZ> (q>(1)m +1 7(Ll) 2 ) ]2 0 J(J.) 2(2”.—22])
k=0 m=0 m > (j)( 2n) — Smg&igj)) x), si n impair,

NI= N

ou n = k + m, plus une constante d’intégration C'.

P(cosz,sinx)

Primitive de f ————~dx avec P et () sont des polynomes en sin x et cos x :
Q(cos z,sin x)

Soit I = W, en général on peut toujours utiliser le changement de variable ¢ = tan (@), donc :
sin z,cos ) 2

dt = % (1 + t2) dz, E = arctant, x = 2arctant et dr = 1+%ahf.

QSin(%)cos(%) ot 0052(%)7sin2(%) 12

— _ 2t
Sn2(3)  THE cosx = et tanx =

Ona:sinz = cos?(2)+sin2(Z) — 1+t -2

Exemple3.9 ] = [ &

sinx”

Onposet=tan%,dt = % (1 +¢?) dzretsing =

w
[V
|
[SIE]
S~—|
+

1+t2 D’ou:

1+¢t2 2
=/ —. dt
/ 2  1+¢2

dt
= 7:ln\t‘—|—c

1 ‘t ‘T‘+
= 1n |tan — C
5

Exemple 3.10 J = [ -4z,
Posons ¢ = tan (% ) donc dt = (1 +1?) dz et cosz = 1-12

1+¢2
S /1+t2 2dt
1—42 14 ¢2

dt
/1—t2:2/(1—t)(1+t)
B 1 L
_/(1t)+(1+t)

1n|1—t|+1n|1+t|+c-ln‘1—tan(2>‘+ln‘1+tan(;)‘+c.

Proposition 3.3 (Regles de Bioche)

Soit I = [ F(sinx,cos x)dz.

o Si F(—x) = —F(x), alors on effectue le changement de variable : t = cos .

o Si F(m —x) = —F(x), alors on effectue le changement de variable : t = sin x.

o Si F(m — x) = F(x), alors on effectue le changement de variable : t = tan .
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3.3 Intégration des fractions rationnelles

o les reégles de Bioche sont assez efficaces mais ne fonctionnent pas toujours.
o le changement de variable ¢ = tan 5 fonctionne tout le temps mais conduit & davantage de calculs. En effet si
_ xT
on pose ¢ = tan g alors
11—t 2t 2t 2dt

COSJ}:W, Slnl’zm, tanx:met d$:1+t2

Primitive des Fractions rationnelles en ¢®”*, o € R*

Pour calculer [ F (e®®)dx, ot F est une fraction rationnelle, et « € R* on effectue le changement de variable

t = e**, dt = atdx. On a donc p
t

F(e*®)dx= | F(t)—.

[Fend= [Fol

I={ ﬁdm, on pose t = e, dt = tdx. Alors

Exemple 3.11 Calculons I = [ 5.

t dt dt
1= [ 5% = [ T = arctan(t) + ¢ = arctan (¢*) +

l—sinz*

Exemple 3.12 Calcul de I’intégrale f; de
2
Le changement de variable ¢ = tan £ définit une bijection de [—%, 0] vers [—1,0] (pour z = —%, t = —1 et pour

_ _ s 2 _2dt
z=0,t=0).Deplusonasinz = s etdx = T2

/0 dx /0 2t 2/0 dt
— o = 2t 2 _
_gl sinx 11— 1 1+t2 =2t

- /i(lﬁtt>2:2{1l—t]01:2<l_;>:1
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Chapitre 4 Intégrales généralisées

4.1 Introduction

Jusqu’ici nous avions considéré 1’intégrale de Riemann pour des fonctions bornées et sur un intervalle fermé
borné [a, b] (a et b étaient donc des réels finis). Dans le présent chapitre, nous allons généraliser la notion d’intégrale
en considérant des fonctions non bornées sur des intervalles bornés du type [a, b, ]a,b] ou ]a,b] ou des fonctions
bornées sur des intervalles du type [a, +00[, ] — 00, b] ou ] — oo, +00.

L’étendu de la région sous la courbe peut €tre infinie. Néanmoins I’intégrale peut étre “convergente”.

Exemple 4.1 On considere les trois exemples ott b = +00, a = —oo ou lim f(z) = oco.

Graphe de

3

Graphe de ¢

0 2 4

Figure 4.1~ [F° Ldz = [-1]/* =1; [°

1 x2

15 1 05 0 0

etde =[] _=1; fol L — [2,/z]) = 2.

[e.o] x

S

[e.9]

En pratique on remplace les "quantités infinies” par leurs limites et on regarde ce qui se passe. Ainsi

o quand la primitive est —% en mettant b = +o0o on obtient ”+%.o =07,

o quand la primitive est e” en mettant a = —oo on obtient e~ = 0.

4.2 Intégrale généralisée (ou impropre)

4.2.1 Intégrale impropre sur un intervalle borné

Définition 4.1

Soit f une fonction définie sur un intervalle quelconque I. On dira que f est localement intégrable sur I si f

est intégrable sur tout intervalle fermé borné [c,d)| C I.

Définition 4.2

o Soient a < bdeux réels, et f : [a,b[— R une fonction telle que pour tout x € [a, b|, f est intégrable sur

&

[a, x]. On dit que U'intégrale de f sur [a,b|, converge si liIlI)I [¥ f(t)dt existe, et on note dans ce cas
T—0"

/a ’ f(t)dt = lim / " Fyt.

z—b—
Cette limite (quand elle existe) est appelée intégrale généralisée de f sur [a, b].
o Soient a < b deux réels, et f :]a,b] — R une fonction telle que pour tout x €]a, b, f est intégrable sur
[x,b]. On dit que I'intégrale de f sur|a,b], converge si Iim+ ff f(t)dt existe, et on note dans ce cas
r—a

b

/ ’ f(t)dt = lim (t)dt.

z—at Jo
Cette limite (quand elle existe) est appelée intégrale généralisée de f sur|a, b).
o On dit que f; f(t)dt diverge si f; f(t)dt n’est pas convergente.

Si f : [a,b] — R est continue, alors f; f(t)dt converge.
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4.2 Intégrale généralisée (ou impropre)

Exemple 4.2

1
L Jo tade

1 t
1 1
/ dr = lim dx
o 1—= t—=1-Jo 1—x
= lim [~ In|1 — 2|}
tgg[ n|l -z

= lim [—In|1 —¢|]

t—1—
= «I»OO

donc fo —dx diverge.

2. fo n(z )dac.

1 1
/ In(z)dx = lim In(x)dx
0

t—0t J4
= lim [zIn(z) — 7]}
Jim [zIn(z) — s

= lim (=1 — ¢tIn(t) + t)

t—0t

=-1

dou [ In(x)dz converge et [} In(z)dx = —
3. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par : f(z ) =) 2,( hm = +00)

On vérifie que f est continue sur [0, 1] et donc 1ntegrable sur [O x] pour 0 < z < 1. Soit alors

1 1 r 1
(/f dw‘A u—wﬂ“‘L—Jo_l—x_L

ona lim I(z) = hm [)F = hm (£ — 1) = 4oo.
z—1- —1- —1-
Comme cette limlte n’est pas ﬁnle on conclut que I'intégrale généralisée est divergente.

4. Soit g la fonction définie sur |0, 1] par : g(z) = %

On vérifie que g est continue sur |0, 1] et donc intégrable sur [z, 1] pour 0 < = < 1. Soitalors I (x f g(t
It = VAL =2(V1 - V).
Ona lim I(z) = lim 2[Vtl= lim 2(v/1-Z)=2V1=2.

x—07F x—07F x—07F

On dira donc que I’intégrale généralisée est convergente sur |0, 1] vers 2.

Définition 4.3

Soit f unefonction continue sur|a, b[ et sur]b d[ On dit que fad f(t)dt converge si les deux intégrales fab ft)dt
et fb t)dt sont convergentes, et on a : f f(t) ff ft)dt + fbd f(t)dt

Exemple 4.3 Soient a = —1,b = let h(z) =
L= [ Styat.
: 1 _ 1 11 1.1 S
On sait que —— = (ac—l)(;v—l—l) 57-1 — 3 741> €t par conséquent

1
l1m/< _1—$+1>da:—2€hrnlog

15 est divergente et par suite [ est divergente.

— 1,alorsI—f h(t)dt = I + Iyou I; = ff’lle_l

e+1

51’

Exemple 4.4

4 sint 3 sint 4 sint
L i3y It converge si et seulement si, I Hiaydt et IA i3y It convergent

4.2.2 Intégrale impropre sur un intervalle non borné
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4.2 Intégrale généralisée (ou impropre)

Définition 4.4

On définit les intégrales impropres (ou généralisées) f:oo f(z)dz et ffoo f(x)dx par

/:_oQ f(x)dx = wll)al_loo/ flx)dx et /—Zo f(z)dx = xli)r_noo : f(z)dx

Cette limite (quand elle existe) est appelée intégrale généralisée de f, et si cette limite est finie on dit que

Uintégrale est convergente, sinon on dit qu’elle est divergente. &

Pour que I'intégrale [ f(x)dx existe il suffit que f soit continue sur [a, z] (théoréme fondamental).
Exemple 4.5 Caleulons I, = [ #ode, L= [[Faexp™do, Iy= [y idz, L= [] %,

2_;’_1
+0o0  dz
o 1 = fo —#17dz. On pose

B dx

IM%=Aﬁ(m

241 v

= [arctan(m)]g

= arctan(f3)

lim ([1(8)) = lim (arctan(f)) = m/2, donc I’intégrale généralisée I; est convergente avec

B—+o0 B——+o0
T dx
11=/0 7x2+1da::7r/2

o b= joo T exp*g”2 dx est une intégrale généralisée, d’apres la relation de Chasles,
o
oo 2 0 2 +oo 2
I, = / rexp ¥ dxr = / rexp * dr+ / rexp ¥ dx
—0o0 —00 0

On pose alors J1 (« f zexp® dx et Jo(8) = foﬁacexp*gﬁ2 drou0 € [o,f] CR

0
.2
Ji(a) = / xexp ¥ dx
«
1]
= |—=exp
2 «
qui converge vers —%.
. 1 .0 : [T00 —z2 _
Identiquement on aura J converge vers 3 ainsi f_oo zexp ¥ dr=0

o I3 = fo %dw est une intégrale généralisée puisque :

1
sup { — } = 400
o<z<l (|T
14 .
li —dxr = lim [l =
ai%l‘*‘ a T v ai%l‘*[n(x)]a oo

Donc I3 est divergente
o Iy = fo m est une intégrale impropre qui admet deux points de singularité : 0 et 2. On pose

1 dx 2 dz
Ji=] ——etJy= | ———
! A w(z—2) "7 Ajﬂx—%

L de B dx
ne) = [ g et = [ oy

par réduction en élément simple on aura

I T =
anor ), w2 T T
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4.3 Critéres de convergence

donc Iy = fol % diverge d’ou I’intégrale impropre I, = f02 w(gf o) diverge.

4.3 Criteres de convergence

4.3.1 Condition nécessaire et suffisante de convergence

Soit f une fonction positive ou nulle localement intégrable sur un intervalle [a, |, avec o € R ou o = +oc0.
L’intégrale ff f(t)dt est convergente si et seulement s’il existe un réel M tel que l'on ait : Yx € [a,q],
[ ft)dt < M.

La fonction f étant positive sur [a, «[, donc la fonction F' : z +— ff f(t)dt est croissante sur
[a, of.
o Si I est majorée alors F'(x) admet une limite quand x tend vers a~ donc faa f(t)dt converge.

o Si F n’est pas majorée alors lim F(z) = +oo et [ f(t)dt diverge.

T—Q

~+o0o |sint|

Exemple 4.6 Montrons que A 2
Posant F'(x) = flx @—Et'dt, cette fonction est croissante, il suffit donc de montrer que F’ est majorée.

F(ﬂf):flxlsigt‘dtﬁffct%dtZI—%<1dufaitquex>1.

dt est convergente.

4.3.2 Critere de Cauchy

On consideére une fonction f, localement intégrable sur un intervalle [a, [, avec &« € R ou @ = +o00. Nous
avons vu que le probleme de la convergence de I’intégrale faa f(t)dt revient au probleme de I’existence de la limite
lim ff f(t)dt. On se rameéne a un probleme de limite de suites, en utilisant le théoréme qui lie I’existence de la limite
g’_l)l?le fonction en un point « a la convergence de toutes les suites images des suites convergentes de limite . Cette

convergence est montrée par le critére de Cauchy.

Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle [a, a|, avec o € R ou o« = +00. Pour que I’intégrale
[ f(t)dt soit convergente, il faut et il suffit que, pour toute suite (xy,) de limite o, la suite (F(xy,)) définie par
F(xn) = [ f(t)dt soit convergente. On a alors :

/b ft)dt = lim F(z,).

n—-+o0o

On en déduit le critere de Cauchy pour les intégrales impropres.

Soit f une fonction réelle, localement intégrable sur un intervalle [a, o[, avec o € R ou o« = +00. Pour que

Uintégrale faa f(t)dt soit convergente, il faut et il suffit que,

X
Ve >0, 3IX €la,af, VX1,X2€a,a], , X<Xi<Xo<a= ’/ f(t)dt‘ <e
X1

o Condition nécessaire :
On suppose que l'intégrale faa f(t)dt est convergente. Cela signifie que la fonction F' définie par F(x) =
f; f(t)dt a une limite finie, qu’on note L, quand x tend vers .. Donc, pour tout € > 0, il existe X tel
que les inégalités X < x < « entrainent que |F(z) — L| < e.
Soit € > 0. Il existe donc X € [a, o tel que :
VX1,Xe, X<Xi<Xo<a= (|F(X1)—-L|)<ecet |F(X2)—L| <e¢)
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4.3 Critéres de convergence

Soient donc X et X tels que X < X < X9 < a. On déduit, par inégalité triangulaire : |[F(X2) — F(X1)| <
e f(t)dt’ < 2.

On a donc montré que :

2¢ et donc

Xo
Ve >0, 3X €la,af, VX,X2, X<Xi<Xo<a= ‘/ f(t)dt‘ < 2e.
X1

o Condition suffisante :

On suppose la condition réalisée. On considére une suite (z,,) de points de [a, o telle que lir+n Tp = Q.
n—-—+0o0

Soit € > 0, il existe N tel que, pour n > N, on ait z, > X.

/:p f(t)dt' <e.
/ F(t)dt

Ce qui signifie que la suite (F'(x,)) est une suite de Cauchy. Elle est donc convergente dans R. D’aprés

Les inégalités p > m > N entrainent alors que

[F(2p) = F(n)| =

On a donc montré que :

Ve >0, 4N, Vp,m, N<m<p= <e

le théoréeme précédent, l'intégrale faa f(t)dt est convergente.

O

Exemple 4.7 Cherchons [ = fol )ou f(x) = ligff)

I= fo tydt =1 + Iou I = [ lzg(f) dretly = fcl log(x) dx avec ¢ €]0,1]

Au voisinage de O on a : log( ) —log(x), et comme [; — log( )dx = hm f —log(z) dz = ¢ — clog(c)

on conclut que [; converge.

Au voisinage de 1 on a : ligfl) log(xiflog(l) (log/(z))(1) = 1 donc I converge.

En conclusion I converge et I converge donc I = I; + I, converge.
Exemple 4.8 Montrons que I = f oo arcmn arctan(z) diverge.

[ = [preoadan@ gy — 1 4 1 on L= o wanT) g et Ip = 70 2@ gy gavec ¢ €]0, +oo

Prenons c= 1 et cherchons I; = 01 amjgn (I) dx

Le probleéme est donc au voisinage de O eton a : %;(x) ~0 23 ™0 1

Comme fo df = 1 f do _ hm [log( )]} = 400 on conclut que I est divergente et par suite I est divergente.

Exercice 4.1
Soient I(z) = [ tQH dtet J(z) = +; ?ﬁﬂ dt

1. Calculer I(z) et J(x) puis chercher lim I(z) et hm J(x)
T—r00
dtet [T 2L gy

2. Etudier la nature des intégrales généralisées i j

t2+1 oo t2+41
3. Conclure
Exercice 4.2
. _ [too _a—1 o _5
Soient I(a) = [, 27" exp(—x) dw et I(f fo sin(x) dx

1. Pour quelles valeurs de « et § a-t-on convergence de I(«) et I(3)?
2. Montrer que I(a+ 1) = al ()
3. En déduire que pouro =n € N*ona: I(n+1) =n!
Exercice 4.3
Soit I = fy A= da?
1. Pour quelles valeurs de n a-t-on convergence de I, ?
2. Calculer Iy et I;
3. Montrer que I,, = ”T_lln_g pour n > 2

4. Déduire la valeur de I,



4.3 Critéres de convergence

4.3.3 Critere de comparaison

Théoreme 4.4 (de comparaison)

Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur un intervalle [a, o, avec o € R ou o« = 400, et vérifiant

sur cet intervalle 0 < f < g, alors
o sil’intégrale f g(t)dt est convergente, ’intégrale f f(t)dt est convergente,

o sil’intégrale fa f(t)dt est divergente, l'intégrale f g(t)dt est divergente.

Q©

Démonstration  On pose F(z) = [ f(t)dt et G(z) = [ g(t)dt Vo > a. Pour tout > a on a [ f(t)dt <
[ g(t)dt, soit F(z) < G(x). Les fonctions F' et G sont croissantes. On en déduit que :
e si la fonction G a une limite quand x tend vers «, elle est majorée, la fonction F' est alors majorée et
a donc une limite.
o si la fonction F tend vers +oo quand z tend vers «, elle n’est pas majorée, donc la fonction G n’est
pas majorée et tend vers +o0o quand x tend vers a.
O
Exemple 4.9 Etude de I’intégrale fo sin(t) In(t)dt :
Pour tout x vérifiant 0 < x < 1, la fonction  — sinx Inx garde un signe constant négatif. On a alors 0 <
—sinzlnx < —Inx. Or ’intégrale fol — In tdt est convergente, donc I’intégrale fol sin t In tdt est convergente.
Exemple 4.10 Etude de I’intégrale fe+°° Lt

Vitin(t)
On a, pour z assez grand, 0 < Inz < /z d’ou lnzl > % L’intégrale f;roo %dt est divergente donc I’intégrale

“+o00 1 .
Jo 7t est divergente.

Définition 4.5 ( Equivalente 2 la définition () du chapitre ( ))

Soient f et g deux fonctions définies sur |a,b[. On dit que f et g sont équivalentes au voisinage d’un point

xo €la, b] s’il existe une fonction ¢ définie au voisinage de xq vérifiant : lim e(x) = 0 et telle que : f(x) =
T—T0

9(x)(1 +&(z)) &

Remarque La définition reste valable si le point zg est oo.

Théoreme 4.5 ( Théoréme des équivalents)

Soient f et g deux fonctions continues et strictement positives sur [a, +0oo[. Supposons qu’elles soient équiva-

lentes au voisinage de +oo, c’est-da-dire : . lim % = 1. Alors lintégrale fa+°° f(t)dt converge si et seulement

—>+00

si [7°° g(t)dt converge. o

Démonstration Dire que deux fonctions sont équivalentes au voisinage de 400, c¢’est dire que leur rapport
tend vers 1, ou encore :

Ve>0 dA>a Vi> A ;—1’

soit encore :

Ve>0 JA>a Vi>A (1—e)g(t) < f(t) < (1+¢)g(t).

Fixons ¢ < 1, et appliquons le théoréme de comparaison sur l'intervalle [A, +o00[. Si l'intégrale f;oo f(t)dt
converge, alors I'intégrale Jrc><>(1 £)g(t)dt converge, donc l'intégrale [ 720 g(t)dt converge aussi par linéarité.
Inversement, si f f(t)dt diverge, alors f;oo(l + ¢)g(t)dt diverge, donc f 4 g(t)dt diverge aussi. [
Exemple 4.11 Etude de 1’1ntegra1e = —tetdt
2=l

On a pour tout x > 1, ‘” > 0 et la fonction a intégrer est donc positive. Quand x tend vers +o00, ona - e

e~ ". Lintégrale est donc convergente.
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4.3 Critéres de convergence

Exemple 4.12 Etude de I’intégrale fol Si?#dt :

La fonction a intégrer est positive. Quand z tend vers 0, on a : sin®) . 1

2

L’intégrale est donc divergente.

Théoreme 4.6 (Intégrales de Riemann)

Soita > 0, alorson a :
1. fol tiadt converge si et seulement si, o < 1.

2. [ 1+°° tladt converge si et seulement si o > 1.

Q
Démonstration
1. Poura # 1 et x>0,0na fwl Ldt = (1—2'79),
o sl <1, lin%) 217 = 0, donc 'intégrale est convergente ;
Tr—r
o sia>1, lir% 217 = 400, donc I'intégrale est divergente ;
T
1 1 -
2. Powrav#letz>0,ona [ wdt == (a7 - 1),
osia>1, lim 2! =0, donc I'intégrale est convergente ;
Tr—r+00
e siaw < 1, lin%) 217 = 400, donc l'intégrale est divergente ;
T—
O
Exemple 4.13
° 01 \/%dt = fol tl%dt converge car @ = 3 < 1.
° f1+°° Zzdt converge car a = 2 > 1.
' Ldt di =3>1
o [y Syt diverge cara = 5 > 1.
Remarque f1+°° t*dt converge si et seulement si, —a > 1 si et seulement si « < —1. Dans ce cas, sa valeur est :
400 ta—l—l +oo 1
/ t*dt = =——— poura<-—1
1 o+ 1 1 o+ 1
Théoreme 4.7 (Intégrales de Bertrand (convergence a I’infini))
Soit o, B € R, alors : pour tout e > 1,
1. Sia > 1, Uintégrale fe+°° za((ljl#)ﬁ est convergente.
2. Sia < 1, Uintégrale f:oo o (‘11:%) 7 est divergente.
3. Sia=1, alors
(a). Si B> 1, alors f;oo mdaj converge.
. + .
(b). Si B <1lalors [ mdx diverge. .

Démonstration

1. Soit v €]1, af. Alors, on a
Y 1

to(lnt)?  to(Int)p

f(t) =40 (%) :

. “+00 dt . N +oo
Puisque fe % converge, il en est de méme de fe f-

—0

donc, en notant f la fonction, on a

2. On remarque que

1
Lo l(ng)f 0,
Fo =
c’est-a-dire

1

7 Ttoo o(f(t))-

Puisque f;roo % diverge, il en est de méme de f;roo f(t)dt.
1

3. Si o = 1, alors la fonction est de la forme v ~?. Elle admet donc une primitive de la forme — 7 +1u_5+1
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4.3 Critéres de convergence

si B #1, et de la forme In|lnu| si § =1. Pour 5 # 1, on a
X

Xodt 1 3
/e —t(ln 07 — [—/B 1 (Int) +1] e
1

T B+l ()7t 1)

Lorsque X tend vers +o00, ceci admet une limite finie si et seulement si 8 > 1. Dans le cas ou 5 = 1,

la primitive se calcule un peu différemment :

Xdt X
/ el (n|Int|]” =In|InX|—In|lne| =Inln X.
. tln

Ceci tend vers 400, et donc l'intégrale n’est pas convergente.
O

Exemple 4.14 Est-ce que I'intégrale [,7°° v/#2 + 3t1n (cos 1) sin? (;) dt converge ?

Le point incertain est +oo. Pour répondre a la question, calculons un équivalent de la fonction au voisinage de

+00.0na:
3
VE2+3t=t/14+- ~ t
t +oo
1 1 1 1
In cos — =In 1—@4—0 z)) oo
o1 1\?2
Sin F— ~ [
Int/) 4+ \Int

D’ol un équivalent de la fonction au voisinage de 400 :

1 1 1
12+ 3t1 Nsin? (— ) ~ o
ot (COS t) S <lnt) foo  2t(Int)?

Remarquons que dans cette équivalence les deux fonctions sont négatives au voisinage de +co. Donc, les deux
intégrales associées sont de méme nature. Mais comme 1’intégrale de Bertrand f;oo mdt converge, alors notre

intégrale initiale est aussi convergente.

Théoreme 4.8 (Intégrales de Bertrand (convergence au point z€éro))

1
Pour tout 0 < € < 1, lintégrale fOE de, est convergente si et seulement si o < lou(a=1et3 > 1).
x| Inx
@

Démonstration La fonction f(x) = est définie, continue et positive sur |0, €[. Ainsi f est intégrable

z%| In z|f
sur chaque fermé de ]0,¢[. Le changement de variable ¢ = % nous donne

€ 1 +oo 1
————dr = —————=dL.
/0 % Inx|P * [ t2=o(Int)p

D’aprés le théoréme précédent, notre intégrale est convergente si et seulement si 2 —a > 1ou (2—a =1 et
S > 1. Autrement dit, « <1 ou (¢ =1 et g > 1). O

4.3.4 Convergence absolue et semi convergence d’une intégrale impropre

Proposition 4.1

Soit f : [a,b[— R une fonction continue et admet un prolongement par continuité en b (i.e. lirr}7 f(x) existe et
z—>

est finie), alors f; f(t)dt converge.

Définition 4.6

Soit f une fonction réelle, localement intégrable sur un intervalle |a, o], avec o € R ou o = 400. On dit que

[ )

«
a

Uintégrale [ f(t)dt est absolument convergente si 'intégrale [ | f(t)

dt est convergente.

&
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4.3 Critéres de convergence

Théoréme 4.9
Une intégrale absolument convergente est convergente. ©

Démonstration On utilise deux fois la condition de Cauchy, une premiére sous forme de condition nécessaire,

une deuxiéme sous forme de condition suffisante.
Soit € > 0, I'intégrale [*|f(¢)|dt étant convergente, elle satisfait a la condition de Cauchy. Il existe
donc X € [a,a] tel que : VX1, Xo, X < X < Xg < o= fX2 |f(t)|dt < e. Soient donc X; et Xs tels que

X < X; <Xy <o On aalors : ‘ x f dt‘ < X1 *|f(t)|dt < e. Donc on a montré que :

X2
Ve >, AX, VX |,VX0, X < X1 < Xo<a= ‘/ f(t)dt’ <e
X3

ce qui signifie que 'intégrale faa f(t)dt satisfait au critére de Cauchy, elle est convergente. O
Remarque La réciproque du théoréeme précédent n’est pas vrai, il existe des intégrales de fonctions qui convergent,
mais qui ne sont pas absolument convergent.
Exemple 4.15

| 1+°° Smtdt est absolument convergente, donc convergente. En effet, pour tout ¢,

| sin ¢|
2 =2

Or I'intégrale de Riemann || 1+°° t%dt est convergente. D’oll le résultat par le théoréme de comparaison.

Définition 4.7

Soit f : I — R une fonction continue sur I. On dit que I'intégrale de f sur I est semi-convergente si | ; f(t)dt

converge et [, |f(t)|dt diverge. &

Exemple 4.16 L’intégrale f1+°° %dt converge, mais n’est pas absolument convergente, donc f1+°° Sitﬂdt est semi-

convergente.

4.3.5 Regle d’Abel

Théoréme 4.10 ( Théoréme d’Abel)

Soient f et g deux fonctions définies sur [a, 400 telles que :

1. f est positive, décroissante et vérifie . liin f(t)=0,
——+00
2. g une fonction localement intégrable sur [a, +00|, telle que il existe un réel M > 0 tel que Vz € [a,+00],
| [ g(t)dt] < M,

alors f:_oo f(t)g(t)dt est convergente. @

Démonstration  Pour tout > a, posons G(x) = [ g(t)dt. Par hypothése, on a pour tout z, |G(z)| < M.

Par une intégration par parties on a :

/ " Hgdt = [FOC@ — / e

Comme G est bornée et f tend vers 0, le terme entre crochets converge. Montrons maintenant que
[ f'(t)G(t)dt converge aussi, en vérifiant que [ o F(1)G(t)dt est absolument convergente.
On a:

PG| = [ O]IGO] < (=) M,

car f est décroissante (donc f/'(t) < 0 ) et |G| est bornée par M. Par le théoréme de comparaison, il suffit
donc de montrer que fjoo —f'(t)dt est convergente.
On a

/ C_fdt=f() - fl@) et lim (f(a) - f(z)) = f(a).

T—r+00
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4.3 Critéres de convergence

O
Exemple 4.17 Si « est un réel strictement positif, et k£ un entier positif impair, alors I’intégrale

+oo qink

sin™ (¢

/ ()dt converge.
1

t()é
Remarquons que cette intégrale n’est absolument convergente que pour o > 1. On vérifie que les hypotheses du
théoreme d’Abel sont satisfaites pour f(t) = /& et g(t) = sin®(t). Pour s’assurer que la primitive de sin® est bornée,
il suffit de penser 2 une linéarisation, qui transformera sin®(¢) en une combinaison linéaire des sin(¢t),¢ = 1,...,k,

dont la primitive sera toujours bornée.
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Chapitre 5 Equations différentielles

L objectif de ce chapitre est de donner les techniques nécessaires pour la résolution de certaines équations relative-
ment simples. Tout d’abord, on précise ce qu’on entend par “équations différentielles” et par solutions d’une équation
donnée vérifiant certaines conditions initiales. En particulier, on étudiera les équations homogenes, de Bernoulli et de
Ricatti.

5.1 Définitions et vocabulaire

Définition 5.1

Soit n € N* et f est une fonction définie sur une partie de R"*1,

o On appelle équation différentielle d’ordre n et d’inconnue la fonction y toute relation de la forme

v (@) = f(z,y(@),y @), ...,y V(@)), (5.1)

avec les conditions initiales
y(@o) =yo, ¥(@)=w1, .., ¥ D(@0)=yn1, (5.2)
ot (20, Y0, - - - » Yn—_1) est un vecteur fixé dans R"! et I'inconnue est une fonction y de classe €™ définie

sur un intervalle ouvert de R contenant xy.
o On appelle solution de cette équation toute fonction y de classe €" définie sur un intervalle ouvert conte-
nant xg et vérifiant I’équation (5.1) ainsi que les conditions initiales (5.2).

o La solution est dite maximale si I'intervalle ouvert est maximal. Autrement dit, si on ne peut pas trouver

une autre solution qui prolonge v. &

On peut écrire I’équation différentielle (5.1) sous la forme
F(m,y,y’,y@), . ,y(")) =0

ol F est une fonction de (n + 2) variables.
Exemple 5.1

1. y/(z) + ky(x) = 6 équation différentielle de premier ordre (température d’un corps).

2. y"(x) + mgy(z) = 0 équation différentielle de second ordre (équation du ressort).

3.y (z) = r(z,y) équation différentielle d’ordre 4 (équation de la barre).

4. y12) (z) = g(x,y) équation différentielle d’ordre 12 (Hydrodynamique-magnétique).

En ce qui nous concerne, nous nous limiterons aux équations différentielles de premier et second ordre.

Exemple 5.2

I. ¢ =y + x avec y(0) = 0 est une équation différentielle du premier ordre. On peut vérifier que toute fonction

de la forme
y(z) = ke® —x — 1,

avec k constante arbitraire, est une solution de 1’équation. La solution maximale qui vérifie la condition initiale
donnée est

y(x) =€ —x —1.

2. y" =3y + 2y = 0avec y(0) = 1, 3/'(0) = 3 est une équation différentielle du second ordre. La solution qui
vérifie la condition initiale est
y(x) = —e® + 2%,

Si on remplace la condition initiale par (0) = 0, ¢’ (0) = 0, alors la fonction y(x) = 0 pour tout x € R est la
solution maximale.
3.y (x) = cosy(z) + v (w)ﬁ avec y(0) = 1 ety/(0) = 1 est une équation différentielle du second ordre. Il

n’est pas aisé de déterminer une solution de cette équation.
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5.2 Equations différentielles du premier ordre

5.1.1 Equation différentielle linéaire

Définition 5.2

o Une équation différentielle d’ordre n est linéaire si elle est de la forme
ao(z)y + ar(z)y + -+ + an(2)y™ = g(=) (5.3)

ou les a; et g sont des fonctions réelles continues sur un intervalle I C R. Le terme linéaire signifie qu’il

n’y a pas d’exposant pour les termes y, 1y, ", . . ..
o Une équation différentielle linéaire est homogéne, ou sans second membre, si la fonction g ci-dessus est
la fonction nulle c-a-d :
ao(@)y +ar(@)y’ + -+ + an(z)y™ =0

o Une équation différentielle linéaire est a coefficients constants si les fonctions a; ci-dessus sont

constantes :

apy + a1y + - - + any™ = g(x)

ou les a; sont des constantes réelles et g une fonction continue.

Exemple 5.3
1.y 4 5y = e” est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre.
2. y' + bxy = 0 est I’équation différentielle homogene associée a la précédente.
3. 2y” — 3y’ + 5y = 0 est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants, sans second
membre.

4. y"? —y =z ouy”.y = 0ne sont pas des équations différentielles linéaires.

Proposition 5.1 (Principe de linéarité)

Si vy et yo sont solutions de I’équation différentielle linéaire homogene
ao(@)y + ar(@)y + - + an(x)y™ =0 (5.4)

alors, quels que soient A\, n € R, Ay1 + pys est aussi solution de cette équation. o

C’est une simple vérification. On peut reformuler la proposition en disant que 1’ensemble des solutions forme un

espace vectoriel.

5.1.2 Etapes de résolution d’une équation différentielle linéaire

Pour résoudre une équation différentielle linéaire avec second membre
ag(x)y + ar(z)y + -+ an(@)y™ = g(x), (5.5)
on décompose souvent la résolution en deux étapes :

o trouver une solution particuliere yg de I’équation (5.5),
o trouver I’ensemble des solutions y de 1’équation homogene associée

ao(2)y + ar(x)y’ + - - - + an(2)y(n) = 0, (5.6)

ce qui permet de trouver toutes les solutions de (5.5) :

Proposition 5.2 (Principe de superposition)

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle

ao(z)y + a1 (@)Y + - + an(z)y™ = g(z), (5.7)

est formé des yo + y avec yg est une solution particuliére de cette équation et y est solution de I’équation

homogéne associée. o
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5.2 Equations différentielles du premier ordre

5.2 Equations différentielles du premier ordre

Définition 5.3

Une équation différentielle de premier ordre est une équation de type (5.1) avec n = 1. C’est une équation qui

fait intervenir uniquement x, y et sa dérivée y'. Elle est donc de la forme :

¥(@) = f(z,y(@)), 59)

5.2.1 Equations a variables séparables

Définition 5.4

Une équation différentielle du premier ordre v/ (x) = f(x,y(x)) est dite a variables séparables si elle peut étre
ramenée a la forme suivante f(y)y = g(x), out g et h sont deux fonctions continues et définies sur un intervalle

ouvert ety = Z—Z (les y sont séparés des x).

&

Conséquence

On obtient la solution d’une telle équation en intégrant membre a membre : Soit: [ f(y)dy = [ g(z)dz + C.
Si F' et G désignent respectivement une primitive de f et de g, on aura F'(y(z)) = G(x) + C, ou C est une
constante d’intégration.

Exemple 5.4

En séparant les variables, cette équation s’écrit :

et par intégration, on obtient :

Soit :
23
2Vy(x) = —+C
ou encore : )
1 (23
=|-|=+C
=[5 (5 +)
La constante C est une constante arbitraire qu’on peut déterminer si, par exemple on a une condition initiale
du type y(0) =
Exemple 5.5

y =y

On remarque que y(z) = 0 est une solution triviale. Soit y(x) # 0 une solution de cette équation. Alors :
d
/ Y / dz +C

In [y(a)] = o + C

qui donne :

ou encore :
ly(2)| = "7 = Ke
ot K = €€ et qu’on écrit simplement y(x) = Ke® mais avec K = + K. Si on impose de plus la condition initiale
y(0) = 1,alors K = lety(z) = e”.
Exemple 5.6
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5.2 Equations différentielles du premier ordre

I. y'(z) = 2%y(x) + 22 avec y(0) = 1 est & variables séparables. En effet, on peut la ramener 2 la forme
/
y'(z) — 2
y(a) +1

En passant aux primitives, on a

1
ln|y+1|:§x3—i—K,

ce qui conduit a
y(x) = Kleégcg -1,

ou K est une constante arbitraire non nulle. La condition initiale y(0) = 1 entraine K = 2.

2. (2% + 1)y/(z) = y* — 1 est a variables séparables. On a
/

y 1
y2—1 22+1°

En intégrant les deux membres, on trouve

-1
ln‘y

n 1‘ = 2arctan(x) + K.

5.2.2 Equation en £ se ramenant a une équation a variables séparées

yor()

On se ramene a une équation différentielle a variables séparées en posant z = £ Eneffet, z = £ = y = zx et

Soit I’équation différentielle :

dy = x dz + z dx et par suite :

dy dz
—_ = _— = F
de ~ ° e dx (2)
qui peut étre résolue en séparant les variables :
dz dz dx
— =F _ = __ _____ = _
Tz (2) == / F(z)—=z x

Exemple 5.7
(22 +yH) dx +22ydy =0, x#0

On voit bien que :

2
dy__:v2+y2:_1+zng<y>

dr 2xy 24 T
Donc en posant z = ¥, ona:
dz _d=z
F(z)—z =
avec F'(z) = — 145222, d’ou :
1+ 22 1+ 322
F —z=— — = —
(2) =2 2z : 2z

et par suite :

/_ 2z dz __1/ 6z dz _/dx
14322 3) 14322 ) 2

conduisant a la solution en z vérifiant :
Soit encore :

et enfin :



5.2 Equations différentielles du premier ordre

5.2.3 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 5.5

Soit a et b deux fonctions continues sur un intervalle I C R. On appelle équation différentielle linéaire du

premier ordre une équation différentielle de la forme :

Y (@) = a(z)y(z) + b(@), (5.9) o

Définition 5.6

L’équation différentielle linéaire du premier ordre

Y (z) = a(x)y(w) (5.10)

est dite équation homogéne ou équation sans second membre associée a l’équation (5.9). &

!
L’équation homogene (5.10) est une équation a variables séparées : % = a(x)

Par conséquent, la solution yz(x) de 1’équation homogene s’obtient en intégrant membre & membre :

/C;y—/a(:c)dx

yu(x) = K exp(F(z))

avec K € Ret F(z) = [ a(x) da.
Exemple 5.8 3/ (x) + y(x) = sin(x) est une équation linéaire du premier ordre ot le second membre est la fonction
x > sin(x), et y'(x) + y(z) = 0 est I’équation homogene associée.
Si y est une solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre homogene, alors ou bien y est
la solution identiquement nulle ou bien y ne s’annule en aucun point.
Le théoréme suivant permet de résoudre les équations différentielles linéaires du premier ordre avec second

membre et a coefficients constants.

Les solutions générales y(x) de I’équation linéaire (5.9) s’obtiennent en ajoutant une solution particuliére

yp(z) aux solutions yp (x) de ’équation homogéne (5.10) :

y(r) = yu(z) + yp()

Si yo une solution particuliéere de I’équation avec second membre, alors y est solution de I’équation avec second

membre si et seulement si (y — yo) est solution de 1’équation homogéne associée.

D’une part, yg vérifie

vo(x) = a(x)yo(x) + b(),

d’autre part, si y est une solution quelconque de ’équation avec second membre, y vérifie

Y (2) = a(z)y) + b(x),

En soustrayant membre & membre les deux équations on trouve

(y = yo) () = a(@)[(y — yo)(x).
Ce qui prouve le corollaire. O
En pratique, pour résoudre I’équation avec second membre, il suffit d’ajouter une solution particuliére de
I’équation avec second membre a la solution générale de 1’équation homogene associée. L’ équation homogene est une
équation a variables séparables qu’on peut résoudre en utilisant 1a méthode exposée au paragraphe précédent.
Pour avoir une solution particuliere de 1’équation avec second membre, la méthode suivante est d’une grande

utilité
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5.2.4 Recherche des solutions particulieres de I’équation différentielle linéaire
5.2.4.1 Méthode de la variation de la constante

A partir de la solution générale de 1’équation homogene y(z) = kel @@4dz 19 méthode consiste a considérer k
comme une fonction de = et a remplacer dans 1’équation avec second membre. On aura
y'(z) = k"(az)ef a(@)de a(:v)k(a:)ef a(e)de
En reportant dans 1’équation avec second membre, on obtient
K () = b(z)e  @@)dz,
donc

k(z) = /b(a:)e_f“(‘r)dxdx,

et il suffit de trouver une seule fonction k pour déduire une solution particuliere de 1’équation avec second membre.
Exemple 5.9 Considérons 1’équation différentielle ¢/ (x) + y(z) = sin(z).
La solution générale de I’équation homogene est y(z) = ke~ *. La méthode de la variation de la constante donne
K'(z) = sin(z)e”.

On en déduit que

k(z) = %(sin(x) ~ cos(z))e”.

Par conséquent, la solution générale de I’équation donnée est
1
y(zr) = ke ™ 4+ §(sin(:n) — cos(x)).
Exemple 5.10 Résoudre 1’équation :
Vty=¢

1. On cherche les solutions y(z) de I’équation homogene :

Y +y=0
Ona:
&y = —/d:p
Yy
donnant :
yg(z) = Ke™™

2. On obtient une solution particuliere en faisant varier la constante K par :

K(z) = /exewdijC’

soit : .
K — — 2z
(2) = e
et: 1 1
yp(l‘) _ §e2me—x — et

3. Etenfin la solution générale :

avec K € R.

1. Comme son nom I’indique, une solution particuliere peut étre obtenue par d’autres procédés, par exemple, sim-

plement en tentant ou en vérifiant. C’est le cas de I’exemple précédent puisqu’on sait que si y(z) = e”, alors

y'(z) = e et par suite §'(z) + y(z) = 2¢%, d’olt I'idée de prendre yp(x) = 3e” et de vérifier qu’elle est bien

solution.

2. Siy et z sont deux solutions particulieres, alors y () = y(z) — z(x) est une solution de 1’équation homogeéne
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et par suite, la solution générale est donnée par :

y(r) = K(y(z) - 2(x)) + y()

5.2.5 Equations homogenes du premier ordre

Définition 5.7

Ce sont les équations du type

y(x)
@ = (1)
&
Exemple 5.11 L’équation z2y/(x) = y?(z) + xy(x) + 22 est une équation homogene. En effet, elle peut étre ramenée
a la forme )
x x
Sy = PO v@
x x

dans ce cas, f est la fonction vérifiant f(t) = t?+t+1,Vxr € R.
Apres simplification, le changement de variable précédent permet d’obtenir

(@) + alz) = (@) +a(z) +1, (aveca(z) = @)
c’est-a-dire
o ()

a?(x)+1

1
-
D’ou

a(zr) = tan(ln |z| + K),
et par suite,

y(z) = ztan(ln |z| + K).
5.2.6 Equations différentielles non linéaires qui se raménent aux équations linéaires

5.2.6.1 Equations de Bernoulli

Définition 5.8

Ce sont les équations différentielles du premier ordre de la forme
Y (z) + a(x)y(z) + b(z)y"(z) =0, avecn > 2,

ou a et b sont des fonctions définies sur un intervalle ouvert de R et supposées continues. &

Méthode de résolution

La méthode consiste a diviser par y", ce qui conduit, modulo un changement de variable, a une équation diffé-

rentielle linéaire du premier ordre. En effet, on a

y'(x) | a(z)
+ b(x) = 0.
v i
Si on pose z(z) = m, onaz'(z)+ (n—1)z(z) 3;/((;”)) = 0, donc
1

. nz’(x) + a(x)z(z) + b(z) = 0.
Exemple 5.12 L’équation 3/ () + z%y(z) + 2°y*(z) = 0 avec y(0) = 1 est de Bernoulli. On pose donc z(z) = ﬁ
et on obtient 1’équation

—2(x) + 2?2(x) + 2° = 0.

La résolution de I’équation homogeéne donne
3
2(z) = ke® /3,
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5.2 Equations différentielles du premier ordre

et la variation de la constante donne
K(x) = 2P /3,

A I’aide d’une intégration par parties, on obtient
k(z) = (—a® — 3)e™ /3,

par suite,

et finalement,

y(.%') = kex3/3 _ $3 _ 37

ou la constante £ est a déterminer selon la condition initiale.

Dans notre cas, on a

() =
v\ = 4er®/3 — z3 — 3’

Exemple 5.13

y'(2) +y(z) = z(y(z))?

On voit que y(z) = 0 est solution. Si y(z) # 0, en divisant par 32, on obtient :

ldy 1
yrde y
En posant z = y' 2 = %, ona:
dz  1dy
de  y2dx
et I’équation différentielle devient :
dz n
——+tz=x
dz
admettant pour solution homogene zy; = Ke® et par variation de la constante, on obtient une solution particuliere :
zp = K(z)e"
ou K'(z) = —ze " et K(z) = ze " 4+ e *. Soit :
zp(x) =—x—1
et:
z(x) = Ke*+z+1
Et enfin :

1 1

Ve T Retail

5.2.6.2 Equations de Ricatti

Définition 5.9

Ce sont les équations différentielles du premier ordre de la forme

Y () = a(z)y’(2) + b(z)y(z) + c(z),

ou a, b et c sont des fonctions définies sur un intervalle ouvert de R et supposées continues. &

Méthode de résolution

Quand on connait une solution particuliere yg de cette équation, on fait le changement de variable
Z=1Y = Yo.
L’intérét est que nous obtenons une équation qui est de Bernoulli en z,
2 () = a(2)2*(z) + (2a(z)yo () + b(2))z(2).
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Remarque Avant de passer a 1’autre paragraphe, il est utile de remarquer que toutes les solutions maximales obtenues
pour les différents types d’équations sont uniques une fois la condition initiale choisie. On parle d’existence et d’unicité

de la solution maximale.

5.3 Equations différentielles linéaires du second ordre

5.3.1 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Définition 5.10

Une équation différentielle linéaire du second ordre, a coefficients constants, est une équation de la forme

ay” + by + cy = g(x) (5.11)
oua,b,c € R, a# 0 et g est une fonction continue sur un intervalle ouvert 1. L’équation
ay’" + by +cy=0 (5.12)

est appelée I’équation homogéne associée a (5.11).

&

La structure des solutions de 1’équation est tres simple, on admet le résultat suivant :

Théoreéme 5.2

L’ensemble des solutions de I’équation homogéne (5.12) est un R-espace vectoriel de dimension 2.

5.3.2 Equation homogene
On cherche une solution de (5.12) sous la forme y(x) = " ot r € C est une constante a déterminer. On trouve
ay’ +by +cy =0

= (ar2-|—b1"—|-c)em =0

<— ar’ +br + ¢ =0

Définition 5.11

L'équation ar® + br + ¢ = 0 est appelée I’équation caractéristique associée a (5.12).

Soit A = b? — 4ac, le discriminant de 1’équation caractéristique associée a (5.12).

Théoreme 5.3

1. Si A > 0, I’équation caractéristique posséde deux racines réelles distinctes r1 # ro et les solutions de
(5.12) sont les

y(x) = X" + pe™® oupueR.

2. Si A = 0, I’équation caractéristique posséde une racine double 1 et les solutions de (5.12) sont les

y(x) = (AN + px)e™® ou A p € R.

3. Si A <0, I’équation caractéristique posséde deux racines complexes conjuguées r1 = a+if3, ro = a—if

et les solutions de (5.12) sont les

y(x) = e*(Acos(fBx) + psin(Bz)) ou A, u € R.

Exemple 5.14
1. Résoudre sur R I’équation 3"/ — ' — 2y = 0. L’équation caractéristique est 7> — 7 — 2 = 0, qui s’écrit aussi

(r+1)(r —2) =0 (A > 0). Do, pour tout € R, y(z) = Xe™® + pe?, avec \, 1 € R.
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2. Résoudre sur R I’équation y” — 4y’ + 4y = 0. L’équation caractéristique est 7> — 4r +4 = 0, soit (r — 2)% = 0
(A = 0). D’ou, pour tout z € R, y(z) = (Ax + p)e?*, avec \, u € R.

3. Résoudre sur R I’équation 3" — 2y’ 4+ 5y = 0. L’équation caractéristique est 7> — 2r + 5 = 0. Elle admet
deux solutions complexes conjuguées : 11 = 1+ 2ietry =1 — 2i (A < 0). D’ol, pour tout z € R, y(x) =
e®(Acos(2z) 4+ psin(2z)), avec A, 1 € R.

La preuve consiste & trouver deux solutions linéairement indépendantes, ce qui permet
d’affirmer qu’elles forment une base d’aprés le théoréme 5.2 (que 'on a admis).

1. Si A > 0, alors I’'équation caractéristique a deux racines réelles distinctes r1, 2. On obtient ainsi deux
solutions y; = €%, yo = €% qui sont linéairement indépendantes car r; # ro. Comme 'espace des
solutions est un espace vectoriel de dimension 2 (par le théoréme 5.2), alors une base de I'espace des
solutions de (5.12) est {e"'*,e™"}. La solution générale de (5.12) s’écrit y(z) = Ae™* + pe™*, ou
A e R

2. Si A = 0, alors I’équation caractéristique a une racine réelle double rg. On obtient ainsi une solution

“ est aussi une solution : ayy + bys + cy2 = (2arg + ardz) €0F +

y1 = €% On vérifie que yo = xe™
(b + broz)e™ + cxe™ = (2arg + b) €% = 0 car 2arg + b = P'(rg) = 0, ot P(r) = ar? + br + c. Ces
deux solutions sont linéairement indépendantes. Une base de 'espace des solutions est {€"%, xe"0*}, et
la solution générale de (5.12) s’écrit y(z) = (A + px)e™*, ou A, u € R.

3. 81 A < 0, alors I’équation caractéristique a deux racines complexes conjuguées riy = « + i3, ro =
o — if. On obtient deux solutions complexes Y; = el@tifle = egoweibe 'y, — egla-if)z — pox—ifz
Comme les parties réelles et imaginaires sont des solutions réelles, on obtient deux solutions réelles
y1 = e* cos(fx), y2 = e** sin(fx), qui sont linéairement indépendantes. Alors, une base de I'espace
des solutions est {e“* cos(fx), e** sin(Sx)}. La solution générale de (5.12) s’écrit y(z) = e** (A cos(Bz)+
wsin(Bx)), ot A\, u € R.

O
I1 faut noter que nous avons bien déterminé toutes les solutions possibles pour les équations différentielles
linéaires du second ordre a coeflicients constants sans second membre et nous avons par la méme occasion obtenu la

proposition suivante

Proposition 5.3

L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants est un

espace vectoriel sur R de dimension 2 dont une base est {y1,y2} avec :

Az A2z

yi(z) =eM?, y2(z) =e
yi(z) = e, y2(x) = we
y1(x) = cos(Bx)e*™, ya(x) = sin(fz)e”

si on a deux racines réelles distinctes \1 et \g.

AT oi on a une racine double \o.

T sion a deux racines complexes conjuguées o + i3 et a — if3.

Exemple 5.15
1. Pour trouver les solutions de 3" + 3 — 2y = 0, on commence par écrire I’équation caractéristique
24+ 2r—2= 0,
qui admet deux solutions réelles distinctes A\; = 1 et Ay = —2. La solution générale de cette équation est donc
de la forme

y(x) = k1e® + koe 2%,
2. Pour trouver les solutions de 3" — 41’ + 4y = 0, on commence par écrire 1’équation caractéristique
r?—dr+4=0,
qui admet une solution réelle double Ay = 2. La solution générale de cette équation est donc de la forme
y(@) = (k1 + ka)e™.
3. Pour trouver les solutions de y” — 2y’ + 2y = 0, on commence par écrire I’équation caractéristique
r?—2r+2=0,
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5.3 Equations différentielles linéaires du second ordre

qui admet deux solutions complexes conjuguées A\; = 1+ et Ay = 1 —4. La solution générale de cette équation
est donc de la forme

y(x) = (k1 cosz + kasinx)e®.

Exemple 5.16
Ly =5y +6y=0=1r2—5r+6=0= A =25—24=1> 0. Les solutions sont données par :

yi1(z) = e et ya(z) = e

et:
y(x) = Ayi(z) + Byo(z) = Ae*® + Be®

2.9y — 4y +4y=0=1r2—4r+4=0= A =16 — 16 = 0. Les solutions sont données par :

2z 2x

yl(l') =e€ et yg(x) = xe

et:
y(x) = Ayi(x) + Bya(2) = (A + Bx)e®

3.y 42y +2y=0=r’+2r+2=0=>A=4-8=-4<0=r; = —1+ietry = —1 —1. Les solutions
sont données par :

y1(z) =e Tcos(z) et yo(x)=e *sin(x)

et:
y(z) = Ay1(x) + Bya(z) = e “[Acos(x) + Bsin(x)]
Pour compléter I’étude, il reste a ajouter une solution particuliere de 1’équation avec second membre. Pour cela,

on va adapter la méthode de la variation de la constante aux équations linéaires du second ordre.

5.3.3 Equation avec second membre

Nous passons au cas général d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefficients constants, mais avec

un second membre g qui est une fonction continue sur un intervalle ouvert I C R :

ay” +by' +cy = g(x) (5.13)

Pour ce type d’équation, nous admettons le théoreme de Cauchy-Lipschitz qui s’énonce ainsi :

Pour chaque xo € I et chaque couple (yo,y1) € R2 I’équation (5.13) admet une unique solution y sur I

satisfaisant aux conditions initiales :

y(zo) =yo et y'(x0) =u1.

Dans la pratique, pour résoudre une équation différentielle linéaire avec second membre (avec ou sans conditions
initiales), on cherche d’abord une solution de 1’équation homogene, puis une solution particuliere de I’équation avec

second membre et on applique le principe de superposition :

Proposition 5.4

Les solutions générales de I’équation (5.13) s’obtiennent en ajoutant les solutions générales de I’équation ho-

mogéne (5.12) a une solution particuliére de (5.13).

)

Il reste donc a déterminer une solution particuliére.
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5.3.3.1 Méthode de recherche d’une solution particuliere de I’équation avec second membre

Dans chacun des trois cas qui peuvent se présenter, la solution générale est de la forme

y(x) = k1y1(z) + kaya().

La méthode consiste a considérer k; et ko comme des fonctions de x. Par suite, on pose

y(x) = k1(z)y1(z) + k2(z)ya(2).

De plus, comme il suffit de trouver une solution particuliére, nous allons imposer une restriction. Nous allons chercher

une solution particuliere de la forme
y(@) = kiyi(x) + koya(x),

avec la condition
ki(z)y1(z) 4 k5(x)ya(z) = 0.

Maintenant, si on cherche y/(z), y”(z) puis on reporte dans I’équation, on obtient I’équation

ki (x)yh () + ky(2)ys(z) = g(x),

ol g(x) est le second membre de I’équation différentielle. Nous avons donc a résoudre le systéme suivant
ki (@)y1(x) + ky(x)y2(2) = 0,

ki(2)yi(z) + ko(2)ys(2) = g(=).
Si on note

) = de yi(z) yo(x)
W(y1,y2)(x) = det (yi(:z:) yé(x)) ’
alors on déduit (2)g(z) (x)g(x)
() = —L2@9@) gy @)
ki(z) = W (y1,y2)(x) ot ko) W (y1,y2)(z)

On cherchera alors a trouver une primitive k1 et une primitive ks.

Définition 5.12

La fonction W (y1,y2) s ’appelle le wronskien de v, et de yo.

&

1. On peut noter que dans chacun des trois cas possibles, le wronskien des fonctions correspondantes ne s’annule

en aucun point.

2. Plus généralement, si f et h sont deux solutions de 1’équation sans second membre linéairement indépendantes,

c’est-a-dire, telles que pf(x) + vh(x) =0 Ve e R= pu=v=0,alors W(f,h)(z)#0, VxeR.
En effet, supposons qu’il existe zp € R tel que W (f, h)(zo) = 0. Alors les vecteurs

w= (7)o w=(E)

sont linéairement dépendants.

En effet, si on suppose, par exemple, que u; = cug pour un certain réel o convenable. Considérons ensuite les

deux fonctions f et ah. Elles sont toutes les deux solutions de I’équation différentielle homogenes, répondant a

la mé&me condition initiale
y(zo) = f(z0) et y'(zo) = f(wo).
Elles sont donc égales d’apres I'unicité de la solution. Par suite, on a

f(z) = ah(x) VreR.

Nous avons aussi obtenu que le wronskien de deux solutions s’annule en un point si et seulement si il s’annule

partout.
Exemple 5.17
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On se propose de résoudre 1’équation différentielle suivante sur I’intervalle |0, T |
1
sin(z)’

y' +y=
Nous savons d’apres ce qui précede que la solution générale de I’équation homogene est
y(x) = kj cos(x) + kg sin(z).
Dans ce cas, on a

W(y1,y2)(z) = 1.

D’apres la méthode de la variation de la constante, et apres calcul, on doit résoudre
_ cos(x)

ki(z) = -1, ky(x) =

sin(z)
On obtient alors
ki(x) = —z, ko(x) =In|sin(z)|.
Une solution particuliere de 1’équation avec second membre est
yo(x) = —x cos(z) + sin(z) In | sin(x)|.
On en déduit donc la solution générale de I’équation avec second membre
y(x) = ky cos(x) + ko sin(x) + yo(x).

Exemple 5.18 Résoudre I’équation suivante, sur I'intervalle | — 5, +5:

Les solutions de 1’équation homogene y” + y = 0 sont A cosz + psinx ou A, u € R. On cherche une solution

particuliere de I’équation avec second membre sous la forme
yo(x) = M) cosx + p(x)sinz

ot cette fois A(x), pu(z) sont des fonctions a trouver et qui vérifient (S) :

1

cosx’

Ncosz + g/ sine =0
—Nsinz + p' cosx =

En multipliant la premiere ligne par sin z et la seconde par cos z, on obtient

)\/ 1 "(si 2 == O
{ coszsinz + ' (sinx) donc par somme /=1

—N cosxsinz + p/(cosx)? =1

Ainsi yi(z) = x et la premiere ligne des équations devient ' = —S2Z donc A(z) = In(cos z).

On vérifie pour se rassurer que yo(x) = In(cos x) cos z+x sin z est une solution de 1’équation. Ainsi les fonctions
solutions sont de la forme :
Acosx + psinz + In(cos ) cosz + x sinx

quels que soient A\, u € R.

5.3.4 Exemples d’équations a coefficients non constants
5.3.4.1 Le second membre est un polynéme de la forme g(z) = P,(z)

Si le second membre est un polyndéme P, (x) de degré n,
o si ¢ # 0 alors il existe une solution particuliere sous forme d’un un polynéme de degré n
o sic=0etb # 0 alors il existe une solution particuliére sous forme d’un polyndme de degré n + 1

o sic = 0etb=0 alors il existe une solution particuliere sous forme d’un polyndéme de degré n + 2
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Exemple 5.19 4/ — 3y’ = x. On cherche une solution particuliére sous la forme asz? + a1z + ag.

5.3.4.2 Second membre de la forme g(z) = Ae®”

Pour un second membre de de la forme g(z) = Ae®® avec (o, A) € R? :

o lorsque a n’est pas une racine de 1’équation caractéristique associée, on recherche une solution particuliere de
la forme yp = Be®® avec B € R,

o lorsque « est une racine simple de I’équation caractéristique associée, on recherche une solution particuliere de
la forme yp = Bze®* avec B € R,

o lorsque « est une racine double de I’équation caractéristique associée, on recherche une solution particuliere de

la forme yp = Bx?e** avec B € R.

5.3.4.3 Second membre de la forme g(z) = P, (z)e*”

Si le second membre est de la forme P, (x)e®” ou P, est un polyndme de degré n, et o € R,
o lorsque a n’est pas une racine de 1’équation caractéristique associée, on recherche une solution particuliere de
la forme yp = Q(x)e*” avec B € R et () est un polyndme de degré n,
o lorsque « est une racine simple de I’équation caractéristique associée, on recherche une solution particuliere de
la forme yp = zQ(x)e** avec B € R et Q(x) est un polyndme de degré n,
o lorsque « est une racine double de I’équation caractéristique associée, on recherche une solution particuliere de
la forme yp = 72Q(x)e®® avec B € R et Q(x) est un polyndme de degré n.
Exemple 5.20 y” + 1’ — 2y = (2 + 1)e®. On cherche une solution particuliére sous la forme (azx? + aix + ag)e”.
Exercice 5.1
Résoudre les équations différentielles :
1. (By):y" =5y +6y=0,
2. (Ey) :y" — 5y + 6y = 4z€”, déduire la solution vérifiant y(0) = 1 ety (0) =0
3. (E3) :y" — 5y + 6y = dxe??.
Solution
1. L’équation caractéristique est r> — 5r + 6 = (r — 2)(r — 3) = 0, avec deux racines distinctes r1 = 2, r9 = 3.
Donc I'ensemble des solutions est {/\62‘” +ued® |\ p € R}.
2. o On cherche une solution particuliére sous la forme yp(x) = (ax + b)e®. Lorsque l'on injecte yp dans

I’équation (Es), on obtient :

(ax +2a + b)e® — 5(ax + a + b)e” + 6(ax + b)e® = 4xe”
<=(a—5a+6a)r+2a+b—>5(a+b)+ 6b=4x
<—2a=4et —3a+2b=0
—a=2etb=3
Donc yp(x) = (2x + 3)e”.
o L'ensemble des solutions de (E3) est {(2x + 3)e® + Xe** 4+ pue®™ | A\, € R}.
o Onay(r) = (2 + 3)e® + Xe?® + uedr. On cherche \, u tels que y(0) = 1, 3/ (0) = 0. C’est-a-dire que
34+ A+pu=15+2 +3u = 0. Donc \ = —1, u = —1, c’est-a-dire que y(x) = (2x + 3)e® — > — 37,
3. Comme 2 est une racine de l’équation caractéristique, on cherche une solution particuliére sous la forme
yp(r) = x(ax + b)e?®. On obtient yp(v) = x(—2x — 4)e**.
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Annexe A Identités algébriques

(a+b)? = a® + 2ab + b*

(a —b)? = a® — 2ab + b*

a®> —b* = (a—b)(a+D)
(a+b)3 = a® + 3a®b + 3ab® + b?
a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)
a® + 0% = (a +b)(a® — ab + b?)

(a+b)* = a* + 4a>b + 6a*b* + 4ab® + b*

n!

n_ n 1 _n—1 k_n—kipk | . 7 k _
(a+b)"=a"+Cra" b+ ---+Cla""b" +---+b" avec Cn_k‘!(n—k)!

n(n+1)
2

an_bn — (a_b)(an—l+an—2b+_”+abn—2+bn—1)

142434+ (n—1)+n=

a2m+1 + b2m+1 _ (a + b)(a2m o a2m—1b N ame—l + b2m)

Cas particuliers (a=1) 1—z""' =1 —-2)1+z+22+--- 42"
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Annexe B Trigonométrie

: coth(z) = c.osh(x)
0 sinf | cosf | tané | cot 6 sinh(z)
0=0° 0 1 0 —
w/6=30°| L | L | B |3 cos(nm) = (—1)"
mja=45° | Y2 21 |1 Ly mmy 14 (—1)n
n/3=60°| LB | 1 | v3 |2 i () = =5
m/2=90° 1 0 - 0 cos(z 4+ y) = cosz cosy — sinzsiny

sin(z + 27) = sinz

sin(z +7) = —sinx
. T
sin |z + - | =cosx
2
sin(—x) = —sinx
. (T
sin {5 —x ) = cos

cos(x + 2m) = cosx
cos(x +7) = —cosx

™ .
Ccos (a: -+ 5) = —smx

cos(—x) = cosx
™ .
cos (5 — ) =sinz

tan(x 4 27) = tanx
tan(x 4+ 7) = tanx
s

tan (x—i— 5) = —cotw

tan(—z) = —tanz

£ (7T ) £
an| — —x ) =cotx
2

cosh(z) = ete”
sinh(x) ¢ _26
sinh(z)
h —
tanh(z) cosh(x)

)

cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny

sin(z + y) = sinz cosy + cos x siny
) =

sin(z — y) =sinz cosy — cosxsiny

tanx + tany

tan(z + —_—
( y) = 1 —tanztany

tan( ) tanz — tany
an(r —y) = ———"—"
4 1+ tanztany

2 22

cos(2x) = cos’ z —sin?x = 2cos’z — 1 =1 — 2sin’

sin(2z) = 2sinz cosx

2tanx
tan(2z) = ——5—
(22) 1 —tan?z
. . 1
sinmzsinnz = g [cos(m — n)z — cos(m + n)z]
. .. .
sinmz cosne = o [sin(m — n)z + sin(m + n)z]
1
COSTEL COSTL = [cos(m — n)z + cos(m + n)x]
sinp +sinqg = 2sinp+qcosp;q
. o p+q . p—q
sinp — sin g = 2 cos sin 5
cosp + cosq = 2cosp+q cosp_ q
2 2
.. p+q. p—q
cosp —cosq = —2sin sin 5

argsinh z = log(z + Va2 + 1)

arg coshz = log(x + V2% — 1)
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Annexe C Développements limités usuels

R R o
T = —_— — —_— R n
F=ltat oottt o)
xS $5 x2p+1
] - — — i _1\Ww_ - 2p+1
sin(z) = x 3 + 51 + + (1) (2p+1)!+0(l’ )
2 x4 2P
=] - — — _1\P 2p
cos(z) =1—Zr+ 74+ (=1) (2p)!+0(x )
3 220 6
t = il
an(z) =z + IR + o(z°)
3 3;‘5 x2p+1 9
i = e T H p+1
sinh(r) = o gy + 5y +(2p+1)1+0($ )
2 4 2%
= LT r 2p
COSh(»T)—1+2! T +(2p)!+0(x )
3 220
tanh(z) =2 — — + — 6
anh(z) =z 3 + B +o(z”)
1 9 " "
—— =1l4+z+2"+ -+ 2" +o(z")
1-2z
1 :1—x+gj2—...+(_1)nIn+O(xn)
1+2
2 3 n
T xT €T
In(1 =r — — - ... 71”-&-17 n
n(l+z)=z 2+3 + (—-1) n+o(m)
2 23 L
In(l—z)=—-o—-——"—— _r n
n(l—z) = - 5 " 3 p + o(z")
=1 ‘TQ z" n
exp(e) =1 +a+ 5p 4+ 5 +o(")
-1 -1)... (o — 1
(1+x)a_1+aw+04(042)x2+m+a(a : m(a "t )95"+0(96") pour tout & € R,
3 5 2n+1
arctan(zr) = x — % + "% et (_1)n;n+ -+ o(z2m 1
. 23 1x3 a° 1x3x--x(2n—1) a2t -
aresin(e) = o oS5t g X Tt 2] X g1 o)
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