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Faculté des Sciences Filiéres : SlMA

Département de Mathématiques Ana.fonct (Sg)
et Informatique

Série n° F

Exercice 1 :
Soient E' un espace préhilbertien. Montrer que pour tous z,y € £ ;on a :

1. 2 z/y >|< 2% +42
2. (z+ y)2 < 2(9:2 + y2)
3. dzy = |lz +y|I> — |z — y|* + i(lz + iy|? - |z — iy|?)

Exercice 2 :

Soit E un e.v.n. On dit qu’une famille (z;);c; d’éléments de E est sommable de somme z si pour
tout € > 0, il existe une partie finie I, de I telle que pour toute partie finie J de / contenant
I, on a ||(3°,c;2;) — = < e. Soit (;)ie; une famille normalement sommable de E.

1. Montrer que pour tout £ > 0, 'ensemble I, = {i € I : ||z;|| > €} est fini. En déduire que
{t € I'| z; # 0} est au plus dénombrable.

Dans le reste de I’éxercice on suppose que E est complet et que {i € I|z; # 0} est in-
fini et soit (i,)nen une numeérotation de cet ensemble.

+o0
2. Montrer que la série Zrin est convergente.
n=0
+o00
3. Montrer que la famille (z;);c; est sommable de somme z = Zwin.
n=_0

Exercice 3 :
Soit E un espace préhilbertien et soit (e;);c; une base orthonormale de E. Montrer que:

‘1. Pour tout z € E, la famille (< z|e; > e;)ic; est sommable de somme z.
2. Pour tous z,y € E, la famille (< z|e; >< yle; >)ic; est sommable de somme < zly >.

Exercice 4 :
Soit E l’espace vectoriel des applications continues de [0.1] dans C. On munit F du produit
scalaire défini par

1
<flo>= [ soawd , viges
Pour tout k € Z , désignons par a; la fonction t s e2ikmt,
1. Montrer que la famille (ak)kez est orthonormale.

2. On admet que la famille (ax)icz est totale. Montrer que pour tous f,g€ E on a :

@ =3[ PO et ) a

kEZ
([ =) ([ o)

1 PSRy
(b) /O fOaBdt=3"

keZ




Eicercice 5:
On considére dans R® le s.e.v. F engendré par les vecteurs a; = (1,~1,0) et as = (0,1,-1). Soit
e1.= (1,0,0), calculer d(e;, F).

Exercice 6 :
Soient F un espace préhilbertien, F' et G deux sous-espaces affines de F de dimensions finies.

Montrer que :  inf{||lz—y|, z € F et y € G} est atteint .

Exercice 7 : A
Soient E un espace de Hilbert et C' une partie convexe fermée non vide de E. On note P la
projection orthogonale de F sur C. Montrer que

Vz1,20 € E on a:|P(z1) — P(z2)| < ||z1 — zo]|.
Exercice 8 : v
Soit E un espace vectoriel normé. On note E' le dual topologique de E et E” le dual topologique

dé E'. Pour tout z € E , désignons par J(z) I’application

Jz): E — K
£ = {x)

1. Montrer que J(z) € E".
2. Montrer que pour tout z € E, ||J(z)| = ||z|.

"

3. Montrer que ’application : '
' : ' J: E — E
z = J(z)
est une application linéaire continue injective de norme 1.

4. On dit que E est reflexif si ’application J est surjective. Montrer que tout espace de
Hilbert est reflexif.

Exercice 9 : , :
Soit E un espace vectoriel. On appelle forme sesquilinéaire sur F toute application B de E x E
dans K telle que :

1 Vy € E , 'application z — B(z,y) est linéaire.

:2. Vz € E , ’application y — B(z,y) est antilinéaire. (cad Vy1,y2 € E, B(z,y1+y2) = B(z,y1) +
B(z,y2) et VA € K,Vy € E, B(z,\y) = AB(z,y))-

(a) Montrer que quelle que soit la forme sesquilinéaire continue B sur un espace de
Hilbert F, il existe un unique endomorphisme continu A de E tel que :

V(z,y) € ExE , B(z,y) =<z|Ay >

(b) On suppose qu’il existe a > 0 tel que

Vz € E, |B(z,z)| > o|z|?,
~ Montrer que A est un isomorphisme.

Exercice 10 : :

Soient E un espace de Hilbert réel , C une partie convexe fermée non vide de E et z un point
de E qui n’appartient pas & C. Montrer

qu’il existe a € E et a € R tebque <a|z > > a et <aly> <a,VyeC.
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