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Série 1 : Intégrale de Riemann

Définition : Une fonction f : [a,b] — R est dite intégrable au sens de Riemann sur [a,b] si, Ve > 0;3¢,¢ €
£([a,b]; R) (lensemble des fonctions en escalier sur [a, b]) telles que ¢ < f < v et f: (Y — @)dr <e.

b
Théoréme : Une fonction bornée f : [a,b] — R est Riemann- intégrable ssi Z~ (f) = I (f) := / f(z) dx. Ou

b
) = sup{[ ¢(e)dz | e E(ab;R), $<f sur [a,b]}

et

b
TH(f) = snf{/ ¢ (@)ds [y E(a,blR), ¥ > f sur [a,bl}-

Exercice 1 :

Soit n un entier naturel non nul.
1) Montrer que la fonction f : 2 — E(2) est en escalier sur [, 1].

1
2) Calculer / flz)dx
3

Exercice 2 :

Montrer qu'une fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann sur [a, b] ssi, Y= > 0; 3p, u € E([a, b]; R)
telles que | f(z) — ()| < p(z) et f; u(z) dz <e.

Exercice 3 :

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée.
1) Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a,b] si et seulement si pour tout n € N* il existe ¢, ¢, €
E([a,b] ; R) telles que

b
Gn<f<Vn et / (= $u) (@) < -

b b
2) Montrer que/ f(z) dz = lim /% (z) dz = lim f¢r. (x) da.

n—+o0o n—+oo

Exercice 4 :
Soit f : [0,1] —+ IR la fonction définie par

L - o 2 . ’ - - *
f(z) = {p+q si & = 2 est irréductible; p, g € N*,

0 siz=0ousiz ¢ Q.
Montrer que f est Riemann-intégrable sur [0, 1] et calculer son intégrale.

€ siz¢ B, ,

(Ind Prendre (z)= {f(r) siz € Ep,

avec E, = {z eQno1]; f(z)=

S|
I
\..___/
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Exercice 5 : (Application de I'inégalité de Schwarz)

1) Soit f et g deux fonctions intégrables sur [0, 1], on suppose en outre que fg > 1. Montrer que

('[]1 f(z) d:z) (/01 f(z) d:n) =,

2) Etant donné a et b tels que 0 < a < b. Montrer que

bdr _(b—a)
e

3) Soient n € N*, (a1, ..., an, B1, ..., Bn) € R?"), et soient a, b € R tels que a < b. Montrer que si fet g sont deux
fonctions intégrables sur [a, b], alors

(gaiﬁi+_/abfg)25 (ga?"‘/abfz)(il:ﬁf"‘/:gz)-

Exercice 6 : (Premiére formule de la moyenne)

Soit f une fonction continue au voisinage de 0. Montrer que

lim i/‘Itf(it) dtzﬁ et lim l hm dt = f(0) In(2).
0 1

2
2 z—0t T [,

Exercice 7 : (Lemme de Riemenn-Lebesgue)

1) Montrer que pour toute fonction en escalier f : [a,b] — R, on a

b b
lim / f(z)cos(nz) dz =0 et 11)141_1 / f(z)sin(nz) de = 0.

n—+oc

2) En déduire le resultat pour toute fonction intégrable sur [a, b].

Exercice 8 : (Sommes de Riemann)

1) Montrer que les fonctions définies sur R par f(z) = 2% et g(x) = e* sont intégrables sur tout intervalle
1 1
fermé borné de R puis calculer les deux intégrales / f(z) dz et / g(z) dx.
0 0

2) Calculer les limites des suites définies par le terme géneral suivant :

"1 [k 8 k2 \ » 1 NS i
n — M e . %) In = ]- — s 1 = == E k .
E én%— kV 2n+k ¢ (J:cl:ll( N 112)) o n\/ﬁé k)

Exercice 9 :

1) En utdlisant I'intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

e 1 t ™
A= BLs) dt, B = e' cos(2t) dt.
12 0
2) En utilisant I'intégration par changement de variable, déterminer les primitives suivantes :
dzx sin(z) dr 3% 4 e — e*
E f— T F == & G = .
(@) ./ z(In?(z) — 4) (2) (cos?z + 2cosx + 5)%’ (2) _/ (e —3)%(e* — 1) as

2/ 4
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Exercice 10 : (Intégrale de Wallis)
5
Soit I, = / sin"zdxet.J, = ] cos" xdzx
0 0
1) Montrer que I,, = J,.
2) Etablir une relation de récurrence entre I, et Ingo.
3) En déduire I, et Ippi 1.

4) Montrer que (n+ 1)1 411, = z pour tout entier n.

2
I
5) Montrer que lim 2+l — 1. En déduire qu’au voisinage de l'infini I,, ~ /7~

n—+o0 Ap

Exercice 11 :

2z
On considére la fonction définie sur R* par : f(x) = ] \/%1—2 dt.

1) Montrer que f est bien définie et impaire.

1
< < — ¥ Sdui i !
2) Montrer que 0 < f(z) < 55 Pour tout z € R* et en déduire Tkﬁlm f(z)

3) Montrer que f est de classe C! sur RY, calculer sa dérivée et en déduire les variations de f sur RY.
4) Montrer que f(z) < In(2), pour z € R et en déduire que f admet une limite finie a droite en 0.

Exercice 12 :

1) Prouver que si f est de classe C sur [0, 1], alors

(2307 (3)- [ o) - L0500

2) Calculer

1542k 40k 1
_ B s B
nll?l-lk}oo( nk+1 k—F—l)’ Az0

3) Soit f une fonction de classe C? sur [0, 1]. Prouver que

nHToc” [/ ffr)d'r——Zf( )}:f’(l);iff(o)_

4) En déduire que

2n+1 2n+3 4n —1

n—-+tco

2 2 )
» 2 el
lim n ( -+ +...+ —ln2)~ 3

1

Exercice 13 : (Facultatif)

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On suppose qu'il existe deux suites (7,,) et (¢,,) de fonctions Riemann-

intégrables sur [a, b] telles que, pour tout = € [a, b], on ait
b
dn<f<yYp, et lim / (Pn — ¢n) (z)dz = 0.
n—+too f,

Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a,b] et

b b
f( dr = n}i}gmj wn (.’E ——; nlir-f{loc/a ¢n (.'E) dr

3/4
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Exercice 14 : (Facultatif)
1) Soit f : [0,1] — R une fonction intégrable et soit g : £ — R (ot f([0,1]) € E C R) une fonction
k—lipschitzienne. Montrer que la fonction composée gof est intégrable sur [0, 1].

2) Soient a,b € R tels que a < b, et soit f : [a,b] — R une fonction intégrable sur [a, b], montrer que /f est
intégrable sur [a, b]. (Indication : montrer que Vo, 3 € RY, |/a —/B| < /|la—8].)

Exercice 15 : (Facultatif)

Calculer la limite des suites de terme géneral suivant :

5 n—1 n 1 1 n % n—1 k % (2n)' i
IR ON a0 R G R OO

k=0

Exercice 16 : (Facultatif)

Calculer les primitives suivantes sur leurs ensembles de définition :

2+ 323+

dx z
dz, , dzx, tanz dz,
(x—1)3(z2 —2+1)2 . /\/4m—x2 /(2x+1)\/az+1 . ,/ P

1 cosd x dr cosh =
dr, ——dx, - : . dx
costz sin” z 5cosh z + 3sinh z + 4 2cosh z + sinh z

coshz—1 , / dr / /’ T
——€"dx, i zv/ —22 + 3z — 2dx, —_dx.
/ . J Vzi+z+2

cosh z +1 1+ tanh 2’

Exercice 17 : (Facultatif)

Soit F' la fonction définie, pour tout = € R, par

2z a
F(x) —/ e tdt.
T

1) Calculer F'(z).

2) Calculer F'(0) et montrer que la fonction F est impaire.
3) Etudier les variations de F.

4) Montrer que ngz}r]oc F(z)=0.

5) Calculer le développement limité de F en 0 a I'ordre 3 et dessiner la courbe de F.

Exercice 18 : (Facultatif)

1) Déterminer les limites suivantes :

kL I
: = . cost ) 2w
lim / e dr, lim dt, lim g Henzgy
n—-+4oco 0 a—0 3 i R—+o00 0

2) Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Calculer

im [ @

n—+oc Jq T+n n—+oc

1 1
dz, lim z" f(z)dz, lim f(@) dz.
0 n—+oo fo 1 +nz

4/ 4
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