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Série n°2 : Intégrale Généralisée et Equations différentielles.

Exercice 1.

1. En utilisant les primitives usuelles, déterminer la nature des intégrales suivantes :

2 1 cos(x) /+°° .2
A= tan(z) dz, B = —— dx, C= re ¥ d.
/o (=) \/sin(x) —o

2. Etudier la nature des intégrales suivantes :

1 2 400 +o00 2
1
A= Al dx, B= / 22" dz, C = / < dx,
o Vr(l—1x) 1 oo TP+ 2 — cos(x)

+oc0 +oo _—22+1
D= / sin” x, E= / ¢ F = / n(1 +sin(x)) dx.
N x

+oo 1 cos x) 400 +oo
G :/ % de, H = / I = / cos(z) dr, J :/ cos(z?) dz.
0 L 0 Ve 0

3. Montrer la convergence et calculer :

us

/ (a <), /ln(sinx) dx.
V(t—a)b—1t) 0

Exercice 2.

1
1. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Montrer que I'intégrale généralisée / f(z)Inzx dx
0
est absolument convergente.

2. Soit f : [0,400[— R une fonction positive et décroissante telle que l'intégrale généralisée
“+oo

f(z) dx converge. Montrer que lir}rq zf(z) = 0.
0 T—r+00

3. Soit f : [0,1[ — R une fonction de classe C' telle que f soit bornée. Montrer que li{nf existe.

+oo
Exercice 3. Soit f : [0, +0o[ — R une fonction continue telle que / fi ) dt converge et soient
1
a,b > 0. Pour tout x > 0, on pose :

F(z) = +ww dt et G(x):= bx@ dt

T axr

1. Montrer que F' = G.
bz @

axr

2. Montrer que si une fonction g : [0, +00[ — R est continue et nulle en 0, alors lim dt = 0.

z—0
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3. Déduire des deux questions précédentes que

oo flat) — f(bt b
flat) = f(b0) dt = f(0)In—.
0 t a
+0c0 _ _ _
4. Application : montrer que / exp(—at) ; exp(=bt) dt =1n é
O a/

Exercice 4. Résoudre les équations différentielles suivantes :

(By): (A+a)y +y—2=0,

(Es): y'" =3y +2y=1+42¢".

Exercice 5. Résoudre les équations différentielles suivantes :

(Sep):  (cost)y = (sint)y?,

(Ber): ' =y+ty’,

(Ric): y = (t — 1)y +y? —t, sachant qu’elle admet une solution particuliére constante.

Exercice 6 (facultatif). Etudier la nature des intégrales suivantes :
o0 1 +oo -z o0 +o0
/ dzx, / £ dx, / &2 dx, / 274 dx,
1 VA’ +x+1 0 T o l+ux 0
1 1 1 +o0
d d In(1 1
/ - ’ / - a’ / :< - JJ)B d.fE, / arctan dx
0o 1—+/x o (tanz — ) o (1 —x) 0
400 400 : 1 1 d 400
/ sy dx, / el dx, / sin(1/x) dz, / ’ ) / sin(z?) dz,
0 e 0 z® 0 o arccosx 0
1 11—
/ cos(z®) dx, / S dz, / (1 — oS —) sinx dx, / SO
0 0 T 1 vV 0 e

Exercice 7 (facultatif). Soient f : R, — R une fonction localement intégrable, et I,, = / f(x) dx
0

On suppose que I,, — I € R. Est-il vrai que sous cette hypothése :

+oo +00
1. Si l'intégrale f(z) dx converge alors flx) de =1.
0 0
“+oo

2. Si f est positive alors I'intégrale f(z) dx converge ?

0
3. Si f est positive alors lim, o, f =07

+oo
4. f admet en +oo une limite (finie ou infinie), alors l'intégrale f(z) dx converge?
0
+oo

5. Si f est dérivable et de dérivée bornée, alors I'intégrale f(x) dz converge?

0

Exercice 8 (facultatif). Montrer la convergence et calculer :

/*"O dt /1 dt +oo dt /+°° dz /*OO Int "
o 1+ Jo vt o Jo (t+DE+2) Sy 22-10 Jy 1+

2
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oe dz oo dz too b dt
Lé <x+nmwaxm+$’té (a2 — 3z + 2)' [: ecwtﬁ’méwaziggts’

I 1 ' Int +oo dx
/0 1+ ) (1 +t2) dt, (a€eR), \/— /_oo (@t 20+ 27) (a,b>0).

400 et — 6_2t
Exercice 9 (facultatif). Soit / = / — dt.
0

1. Montrer que [ est convergente.

2. Pour € > 0, établir la relation :

+oo —t —2t 2e —t
e — € e
/ ————ﬁ:/——ﬁ
g t € t

3. En déduire le calcule de (utiliser la premiére formule de la moyenne).

1
4. En déduire le calcul de / - da: (Poser x = ™).
0

In(x)

e dt
Exercice 10 (facultatif). Soit I, = / —(t3 gy oll m est un entier naturel.
0
1. Etudier pour quelles valeurs de n I'intégrale I,, converge.
2. Calculer I;.
3. Montrer que sin >2,ona: [, = %[n.
4

. En déduire 'expression de I,,.

R dt

o Vit2+1)

Exercice 11 (facultatif). Soit [ =

1. Montrer que I est convergente.

+o0
2. Calculer J :/ 4d_x.
o 2t+1

3. En déduire I (poser = = v/1).

Exercice 12 (facultatif). En posant u(z) = (1+2?)y(z), résoudre 'équation différentielle suivantes :

(E):  (1+2%)y" +4zy + (1 —2*)y = 0.
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Corrigé de la Série n°2

Exercice 1.

Jus

1. * La nature de A = /2 tan(z) dx :
0

7r
La fonction ¢ — tan(z) est localement intégrable sur [0; 5[ car elle est continue. Il y a donc un

probléme en g

t—»= J, cos(x) t—>7 t=3

A= lim /Ot Sin(@) o i {— In(| cos(x)|)] — — lim In(| cos(t)]) = +o0.

Donc, 'intégrale A est divergente.

cos(x)
x La nature de B = ———dx:
0 +/sin(z)
cos(x)

. . m . .
La fonction t — est localement intégrable sur |0; Z] (car continue). Pour étudier la

sin(x)
convergence de cette intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de 0.
/

) T . U . o
Soit 0 < € < T L’integrand est de la forme — avec u = sin donc se primitive en 2v/u :

Vu

B—lim [ o)

: dz = li 2'()2—1'2\@2'()—2
5%06 \/m {L‘—Egr(l) S1n(xr 6_53% 9 sinle) = s

donc l'intégrale B est convergente et B = 21.

NS

+00 )
* La nature de C = / ze * dx:

— 00

. 2
La fonction ¢ — ze ™

—00. Soit ¢ € R, on a

est continue sur | — 0o, +00[, donc le probléme se pose en 400 et en

to A 1. 1° —1 e 1
re ¥ dr = lim re ¥ dr= lim |—=e ¥ dr| = lim —e * +-e ¢ ==,
. A—+oo [, A—+oo 2 T—4o00 2 2 2

et

c c 1 ¢ 1 1 1
/ ze ™ dr = lim ze ™ dr= lim |—ze® dr| =—Ze+ lim e =2
- A——c0 [ 4 A——oo | 2 A 2 A—to0 2 2

+0o0

., ) 2 . .

Donc, les deux intégrales / xe " dxet / xe " dx sont convergentes. Par suite, 'intégrale
c —00

B est convergente et on a

—+o00 ) 0 ) +oo )
B:/ ze ® dm:/ ze ® dsc—i—/ ze ¥ dxr =0.
—0o0 —00 0
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1
2. % La nature de l'intégrale A = Al dx -
o Va(l—2)
) 2?+1 . . .
La fonction  — ————— est continue sur |0, 1[, donc localement intégrable. Soit 0 < ¢ < 1.
Vr(l — )
2 +1

— Au voisinagede Qon a : —— dz est une intégrale de Riemann conver-

arer kv v

1 ¢ 2?41
gente (car o = ) < 1), par le critére de comparaison, l'integrale i

o Va(l—uz)

dx est une intégrale de Riemann

dx converge.

2 1 2 1
— Au voisinage de 1 on a : Tt ~ et / ]
e 1l—x

Ve(l—2z) 11—z

1.2
. . . : =+ 1
divergente (car a« =1 > 1), par le critére de comparaison, I'integrale

dx diverge.

bog2 41

o Vr(l—2)

“+oo
x La nature de l'intégrale B = / 7200 dy
1

Conclusion : I'integrale dz diverge (CV4+DV=DV).

La fonction z +— 2292~ est continue (donc localement intégrable) sur [1,+oo[. D’ou le

probléme se pose en +oo. Puisque lim z*(2?**e™*) = 0, d’aprés les régles de Riemann

T—>+00
(o =2 > 1), 'intégrale B converge.

[e%S) 2
x
x La nature de U'intégrale C' = / dx -
ceo T+ 2 —cos(x)
2
x
La fonction x — dx est paire et localement intégrable sur | — oo, +00[, donc les
zt +2 — cos(x)
+oo ZL’2 +o0 ZL‘2
deux intégrales C' = dr et C' = dz sont de méme
oo T+ 2 — cos(z) o x*+2—cos(x)
nature (dans le cas de convergence on a C' = 2C").
2 +o0o
- x 1 . .
Au voisinage de 400 on a : ~ — et / — dx est une intégrale de Riemann
x* + 2 — cos(x) +oo a2 x?

convergente (o« = 2 > 1). Donc, d’aprés le critére de comparaison, 'intégrale C’ converge, par
suite I'intégrale C' converge.

sin (x)

dx :

x La nature de l'intégrale D = /

sin?(z

La fonction z — est continue sur |0, +ocl, il y a donc deux problémes en 0 et en +oc0.

Soit ¢ €]0, +oo.

C 2 .. 9
sin®(x sin”(x
— L’intégrale D, := / ( dz est convergente car la fonction x — (z) admet une
0 x x
< 2 .
sin”(x sin(x
limite finie en 0 | lim - () = lim sin(z) in(z) =0x1= O).
z—07F xT z—07F €
+00 i 2
sin®(x
— Pour l'intégrale Dy := / (z) dx on a
. x

ool — 2
S

+ D), est une intégrale de Riemann dlvergente (

3
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+ Pour DJ on va utiliser I'intégration par parties :
—sin(22)] " +°0 gin(2z sin(2c 1 [T sin(2x
Dj = —( ) + ( >dx: <)—|—— ( )d:t.
422 . . 422 4c? 4 /. x?

sin(2x 1 Foo

Comme <2 ) < — et / — est une intégrale de Riemann convergente, alors Dj est
x x N

convergente, par suite Dy diverge.
Conclusion : I'intégrale D = D; 4+ D, diverge (CV+DV=DV).

)
+OO€ z?+1

0 Vi

est continue sur |0, +oo[, le probléme se pose donc en 0 et en +o0.

* La nature de l'intégrale £ = dz :

— CE2+1

VT

La fonction ¢ —

Soit ¢ > 0,
o~V 6_1 ¢ o1

TV o E S VE

1
gente (o = 5 < 1), donc d’apres le critére de comparaison By =

dz est une intégrale de Riemann conver-
c e—\/a:2+1
o VT

dx converge (voir le cours), d’ou d’aprés le

— Au voisinage de 0 on a :

dz est convergente.

e—\/ac2+1 e oo o—x
— Pour x > con a et/
C

= Ve

Voo T /e
+o0 6—\/x2+1
dz est convergente.

VT

Conclusion : l'intégrale £/ = E1 + E5 converge.

critére de comparaison Fy =

us

x La nature de l'intégrale F' = /2 In(1 + sin(z)) dz :

2

T
La fonction ¢ — In(1 + sin(z)) est continue sur | — le probléme se pose donc en —5

m 7r]
272 - -
Cherchons un équivalent de In(1 + sin(z)) au voisinage de —5 Posons u = z + 5 donc

u? 1m§+ou»>

In(1 + sin(x)) = In(1 — cos(u)) = ln(? + o(u?)) = 21n(u) (1 + 2 n(u) ~ 21In(u).

o+

1
Comime / In(z) dx converge (voir le cours), d’aprés le critére d’équivalence, l'intégrale F' est
0

convergente.

— cos(x)

+00 1
* La nature de l'intégrale G = / dx -
0

1 — cos(x)
22
+00. Soit ¢ €]0, +oo.

12

La fonction x — est continue sur |0, +oo[, il y a donc deux problémes en 0 et en

1 — cos(x 1 — cos(x
— L’intégrale G, := # dz est convergente car la fonction x — # admet
z T
1 — cos(x 1
une limite finie en 0 | lim —() =—.
z—0+ 2 2
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— Puisque | cosz| < 1, alors

1 — cos(x)

1 2
> <2 | cos() < —, V€l +ool.
T

+oo
Comme / — dx est une intégrale de Riemann convergente (o = 2 > 1), par le critére de
x
c
_ .y 1 — cos(z)
comparaison, l'intégrale G5 := ———— est convergente.
x

Conclusion : I'intégrale G = G, b G est convergente (CV-+CV=CV).

cos(x)

dx :

x La nature de l'intégrale H = /

cos(zx)

La fonction x est continue sur | — oo, —1], il suffit donc d’étudier le comportement au

z
voisinage de —oo. Puisque —1 < cosz < 1, on a e”! < % < ¢ et donc

cos(x) 6cos(att) e 1 e
= > — =

e -1
|| x| —a

, Vre€]—oo,—1].

X

1 -1
Comme / — dx est une intégrale de Riemann divergente (o« = 1 < 1), par le critére de
x

—00
comparaison, 'intégrale H est divergente.

% cos(x)

o VT

est continue sur |0, +oc[, il y a donc deux problémes en 0 et en +oco.

dx

* La nature de l'intégrale I =

0s(x)
VT

La fonction z |—>

Soit ¢ €]0, +
¢ cos(z)

o VT

— L’intégrale 1'1 ; dx est convergente. En effet, puisque |cosz| < 1, alors

cos(z) | cos(z)] 1
< < —, Vz€]o,c.
NG NV 10,
C
x
Comme / NG est une intégrale de Riemann convergente (o = 3 < 1), par le critére de com-
0 VT
paraison, 'intégrale I, est convergente.
. . ¢ cos()
— D’apreés le critére d’Abel, 'intégrale I := N dz est convergente. En effet, la fonc-
C
1
tion x — —= garde un signe constant, décroissante et lim —= = 0. D’autre part, pour tout

NS
t
€ [¢,4+o0[: On a '/ cos(x) dx’ <2
Conclusion : l’intégrafle I = I, + I est convergente (CV+CV=CV).

T——+00 \/_

+oo
* La nature de l'intégrale J = / sin(z?) du :
0

En faisant le changement de variable u = 2? on obtient J = %I . Comme l'intégrale [ est

convergente, alors J l'est aussi.
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b
dt
3. % La convergence et le calcul de A = /
a \/ (t — (l)(b— t)
La fonction x +— DI est localement intégrable (car continue) sur Ja,b[. Il y a donc
J— a p—
deux problémes en a et en b. Or

et
V(t—a)(b—1) \/t—a )(b—a) Vit —a)(b—1) \/ —a) —t

b
dt 1
et sont deux intégrales de Riemann convergentes (« = = < 1), alors

I’ mtegrale A est convergente.
Pour le calcul, on remarque que A a la forme d’une intégrale abélienne de deuxiéme espéce. On

a
(t—a)(b—t) = —t*+ (a+b)t —ab
b\> [(b—a\?
——<t—a—2|_ ) +< 2a) (la forme canonique)
_(b=a\ (2t atb)’
S\ 2 b—a b—a) |
1 2 1
Alors, = .
(t—a)b—t) b—a ' 2t a+b)’
b—a b—a
2t a+b

Effectuons le changement de variable u = , on trouve

—a b—a

1 du

A= -
_1\/1—u2
1

(u—

du 1
=2 _— ———— est paire
/0 V1—u? V1—u? paire)
=2 lim {arcsin u]
r—1— 0

= T.

us

* La convergence et le calcul de B = / In(sinx) dx.

0
La fonction = + In(sinx) est localement intégrable (car continue) sur 0, 7]. De plus, lorsque
z— 0", on a

In(sinz) = In(z + o(z)) = In(x) + In(1 + o(1)) ~ Inx.

1
Comme / In(z) dz converge (voir le cours), d’aprés le critére d’équivalence, Uintégrale B’ :=
0

us

1 > 3
/ In(sinx) dz est convergente. Or B = B’ —I—/ In(sinz) dz et / In(sinz) dx converge car
0

1 1
m
la fonction x — In(sinx) est continue sur le compacte [1, 5], donc B est convergente.
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Pour le calcul, de sinz = 2sin(§) cos(§) on abtient
2 x x
B= 2sin(= =) d
/0 5111(2)(:05(2) x

%
:/ 2dx + sm d:c—i—/ cos(

0 0 0

In2 i
== +2/4sm dm—I—Z/ cos(z) dr (poser u= - —x)

2 ; ; 2

mln 2 i ]
=3 —|—2/ sin dx—|—2/ sin(u) du (Relation de Chasle)
0

In2 2
= +2/QSin(x)dx

2 0

In2
-T2 9B

2




