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Série n°2 : Intégrale Généralisée et Equations différentielles.

Exercice 1.

1. En utilisant les primitives usuelles, déterminer la nature des intégrales suivantes :

2 1 cos(x) /+°° .2
A= tan(z) dz, B = —— dx, C= re ¥ d.
/o (=) \/sin(x) —o

2. Etudier la nature des intégrales suivantes :

1 2 400 +o00 2
1
A= Al dx, B= / 22" dz, C = / < dx,
o Vr(l—1x) 1 oo TP+ 2 — cos(x)

+oc0 +oo _—22+1
D= / sin” x, E= / ¢ F = / n(1 +sin(x)) dx.
N x

+oo 1 cos x) 400 +oo
G :/ % de, H = / I = / cos(z) dr, J :/ cos(z?) dz.
0 L 0 Ve 0

3. Montrer la convergence et calculer :

us

/ (a <), /ln(sinx) dx.
V(t—a)b—1t) 0

Exercice 2.

1
1. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Montrer que I'intégrale généralisée / f(z)Inzx dx
0
est absolument convergente.

2. Soit f : [0,400[— R une fonction positive et décroissante telle que l'intégrale généralisée
“+oo

f(z) dx converge. Montrer que lir}rq zf(z) = 0.
0 T—r+00

3. Soit f : [0,1[ — R une fonction de classe C' telle que f soit bornée. Montrer que li{nf existe.

+oo
Exercice 3. Soit f : [0, +0o[ — R une fonction continue telle que / fi ) dt converge et soient
1
a,b > 0. Pour tout x > 0, on pose :

F(z) = +ww dt et G(x):= bx@ dt

T axr

1. Montrer que F' = G.
bz @

axr

2. Montrer que si une fonction g : [0, +00[ — R est continue et nulle en 0, alors lim dt = 0.

z—0
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3. Déduire des deux questions précédentes que

T flat) - f(B) dt = £(0) ml

0 t a

+o00 efat o €7bt b
4. Application : montrer que / — dt =1In —.
0 a

Exercice 4. Résoudre les équations différentielles suivantes :

(Br): (1+a)y +y—2=0,

(Es): o' —3y +2y=1+42¢".

Exercice 5. Résoudre les équations différentielles suivantes :

(Sep):  (cost)y = (sint)y?,

(Ber): o =y -+t

(Ric): 3y = (t — 1)y +y? —t, sachant qu’elle admet une solution particuliére constante.

Exercice 6 (facultatif). Etudier la nature des intégrales suivantes :

+oo 1 +oo —x +00 +oo
/ dx, / ¢ dx, / cos x2 dx, / 274 dr,
1 VA2 +x+1 0 T o l+=x 0
1 1 1 400

d d In(1 1

/ x ’ / x 7 / n(l+z) iz, / L

0o 1—+x o (tanx — ) o (1 —ux)8 g  axarctanz
400 400 o3 1 1 d +o0
/ sy dx, / MY dx, / sin(1/x) dz, / ° , / sin(a2?) dz,
0 z“ 0 z® 0 o arccosx 0

1 1-—
/ cos(z®) dx, / S dz, / (1 — oS —) sinx dx, / ST
0 0 x 1 VT 0 950‘

Exercice 7 (facultatif). Soient f : Rt — R une fonction localement intégrable, et I,, = / f(z) dx
0

On suppose que lim [, = I € R. Est-il vrai que sous cette hypothése :
n—-+00

+o00 +o0
. Si lintégrale f(x) dx converge alors f(x) dz =
0 0
+oo
. Si f est positive alors I'intégrale f(x) dz converge?
0

—_

W

Si f est positive alors lim f =07
+o0

“+oo
4. f admet en 400 une limite (finie ou infinie), alors I'intégrale f(z) dx converge ?
0
“+oo
Si f est dérivable et de dérivée bornée, alors I'intégrale f(z) dx converge ?
0

ot

Exercice 8 (facultatif). Montrer la convergence et calculer :

/*"O dt /1 dt +oo dt /+°° dz /*OO Int "
o 1+ Jo vt o Jo (t+DE+2) Sy 22-10 Jy 1+

2
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oe dz oo dz too b dt
Lé <x+nmwaxm+$’té (a2 — 3z + 2)' [: ecwtﬁ’méwaziggts’

I 1 ' Int +oo dx
/0 1+ ) (1 +t2) dt, (a€eR), \/— /_oo (@t 20+ 27) (a,b>0).

400 et — 6_2t
Exercice 9 (facultatif). Soit / = / — dt.
0

1. Montrer que [ est convergente.

2. Pour € > 0, établir la relation :

+oo —t —2t 2e —t
e — € e
/ ————ﬁ:/——ﬁ
g t € t

3. En déduire le calcule de (utiliser la premiére formule de la moyenne).

1
4. En déduire le calcul de / - da: (Poser x = ™).
0

In(x)

e qt
Exercice 10 (facultatif). Soit I, = / Er o oll n est un entier naturel.
0

. Etudier pour quelles valeurs de n I'intégrale I,, converge.
. Calculer I;.
3n—1

3n

1

2

3. Montrer que sin >2,ona: [, = L,.
4

. En déduire I'expression de I,,.

fee dt
Exercice 11 (facultatif). Soit / :/ —_.
0 \/Z(t2 + 1)

1. Montrer que I est convergente.

+00
2. Calculer J :/ 4d_x.
o r*+1

3. En déduire I (poser = = /).

Exercice 12 (facultatif). En posant u(z) = (142?)y(z), résoudre 'équation différentielle suivantes :

(B): (A +2%)y" +4ay + (1 -2y =0.
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Corrigé de la Série n°2

Exercice 1.

Jus

1. * La nature de A = /2 tan(z) dx :
0

7r
La fonction ¢ — tan(z) est localement intégrable sur [0; 5[ car elle est continue. Il y a donc un

probléme en g

t—»= J, cos(x) t—>7 t=3

A= lim /Ot Sin(@) o i {— In(| cos(x)|)] — — lim In(| cos(t)]) = +o0.

Donc, 'intégrale A est divergente.

cos(x)
x La nature de B = ———dx:
0 +/sin(z)
cos(x)

. . m . .
La fonction t — est localement intégrable sur |0; Z] (car continue). Pour étudier la

sin(x)
convergence de cette intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de 0.
/

) T . U . o
Soit 0 < € < T L’integrand est de la forme — avec u = sin donc se primitive en 2v/u :

Vu

B—lim [ o)

: dz = li 2'()2—1'2\@2'()—2
5%06 \/m {L‘—Egr(l) S1n(xr 6_53% 9 sinle) = s

donc l'intégrale B est convergente et B = 21.

NS

+00 )
* La nature de C = / ze * dx:

— 00

. 2
La fonction ¢ — ze ™

—00. Soit ¢ € R, on a

est continue sur | — 0o, +00[, donc le probléme se pose en 400 et en

to A 1. 1° —1 e 1
re ¥ dr = lim re ¥ dr= lim |—=e ¥ dr| = lim —e * +-e ¢ ==,
. A—+oo [, A—+oo 2 T—4o00 2 2 2

et

c c 1 ¢ 1 1 1
/ ze ™ dr = lim ze ™ dr= lim |—ze® dr| =—Ze+ lim e =2
- A——c0 [ 4 A——oo | 2 A 2 A—to0 2 2

+0o0

., ) 2 . .

Donc, les deux intégrales / xe " dxet / xe " dx sont convergentes. Par suite, 'intégrale
c —00

B est convergente et on a

—+o00 ) 0 ) +oo )
B:/ ze ® dm:/ ze ® dsc—i—/ ze ¥ dxr =0.
—0o0 —00 0
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1
2. % La nature de l'intégrale A = Al dx -
o Va(l—2)
) 2?+1 . . .
La fonction  — ————— est continue sur |0, 1[, donc localement intégrable. Soit 0 < ¢ < 1.
Vr(l — )
2 +1

— Au voisinagede Qon a : —— dz est une intégrale de Riemann conver-

arer kv v

1 ¢ 2?41
gente (car o = ) < 1), par le critére de comparaison, l'integrale i

o Va(l—uz)

dx est une intégrale de Riemann

dx converge.

2 1 2 1
— Au voisinage de 1 on a : Tt ~ et / ]
e 1l—x

Ve(l—2z) 11—z

1.2
. . . : =+ 1
divergente (car a« =1 > 1), par le critére de comparaison, I'integrale

dx diverge.

bog2 41

o Vr(l—2)

“+oo
x La nature de l'intégrale B = / 7200 dy
1

Conclusion : I'integrale dz diverge (CV4+DV=DV).

La fonction z +— 2292~ est continue (donc localement intégrable) sur [1,+oo[. D’ou le

probléme se pose en +oo. Puisque lim z*(2?**e™*) = 0, d’aprés les régles de Riemann

T—>+00
(o =2 > 1), 'intégrale B converge.

[e%S) 2
x
x La nature de U'intégrale C' = / dx -
ceo T+ 2 —cos(x)
2
x
La fonction x — dx est paire et localement intégrable sur | — oo, +00[, donc les
zt +2 — cos(x)
+oo ZL’2 +o0 ZL‘2
deux intégrales C' = dr et C' = dz sont de méme
oo T+ 2 — cos(z) o x*+2—cos(x)
nature (dans le cas de convergence on a C' = 2C").
2 +o0o
- x 1 . .
Au voisinage de 400 on a : ~ — et / — dx est une intégrale de Riemann
x* + 2 — cos(x) +oo a2 x?

convergente (o« = 2 > 1). Donc, d’aprés le critére de comparaison, 'intégrale C’ converge, par
suite I'intégrale C' converge.

sin (x)

dx :

x La nature de l'intégrale D = /

sin?(z

La fonction z — est continue sur |0, +ocl, il y a donc deux problémes en 0 et en +oc0.

Soit ¢ €]0, +oo.

C 2 .. 9
sin®(x sin”(x
— L’intégrale D, := / ( dz est convergente car la fonction x — (z) admet une
0 x x
< 2 .
sin”(x sin(x
limite finie en 0 | lim - () = lim sin(z) in(z) =0x1= O).
z—07F xT z—07F €
+00 i 2
sin®(x
— Pour l'intégrale Dy := / (z) dx on a
. x

ool — 2
S

+ D), est une intégrale de Riemann dlvergente (

3
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+ Pour DJ on va utiliser I'intégration par parties :
—sin(22)] " +°0 gin(2z sin(2c 1 [T sin(2x
Dj = —( ) + ( >dx: <)—|—— ( )d:t.
422 . . 422 4c? 4 /. x?

sin(2x 1 Foo

Comme <2 ) < — et / — est une intégrale de Riemann convergente, alors Dj est
x x N

convergente, par suite Dy diverge.
Conclusion : I'intégrale D = D; 4+ D, diverge (CV+DV=DV).

)
+OO€ z?+1

0 Vi

est continue sur |0, +oo[, le probléme se pose donc en 0 et en +o0.

* La nature de l'intégrale £ = dz :

— CE2+1

VT

La fonction ¢ —

Soit ¢ > 0,
o~V 6_1 ¢ o1

TV o E S VE

1
gente (o = 5 < 1), donc d’apres le critére de comparaison By =

dz est une intégrale de Riemann conver-
c e—\/a:2+1
o VT

dx converge (voir le cours), d’ou d’aprés le

— Au voisinage de 0 on a :

dz est convergente.

e—\/ac2+1 e oo o—x
— Pour x > con a et/
C

= Ve

Voo T /e
+o0 6—\/x2+1
dz est convergente.

VT

Conclusion : l'intégrale £/ = E1 + E5 converge.

critére de comparaison Fy =

us

x La nature de l'intégrale F' = /2 In(1 + sin(z)) dz :

2

T
La fonction ¢ — In(1 + sin(z)) est continue sur | — le probléme se pose donc en —5

m 7r]
272 - -
Cherchons un équivalent de In(1 + sin(z)) au voisinage de —5 Posons u = z + 5 donc

u? 1m§+ou»>

In(1 + sin(x)) = In(1 — cos(u)) = ln(? + o(u?)) = 21n(u) (1 + 2 n(u) ~ 21In(u).

o+

1
Comime / In(z) dx converge (voir le cours), d’aprés le critére d’équivalence, l'intégrale F' est
0

convergente.

— cos(x)

+00 1
* La nature de l'intégrale G = / dx -
0

1 — cos(x)
22
+00. Soit ¢ €]0, +oo.

12

La fonction x — est continue sur |0, +oo[, il y a donc deux problémes en 0 et en

1 — cos(x 1 — cos(x
— L’intégrale G, := # dz est convergente car la fonction x — # admet
z T
1 — cos(x 1
une limite finie en 0 | lim —() =—.
z—0+ 2 2
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— Puisque | cosz| < 1, alors

1 — cos(x)

1 2
> <2 | cos() < —, V€l +ool.
T

+oo
Comme / — dx est une intégrale de Riemann convergente (o = 2 > 1), par le critére de
x
c
_ .y 1 — cos(z)
comparaison, l'intégrale G5 := ———— est convergente.
x

Conclusion : I'intégrale G = G, b G est convergente (CV-+CV=CV).

cos(x)

dx :

x La nature de l'intégrale H = /

cos(zx)

La fonction x est continue sur | — oo, —1], il suffit donc d’étudier le comportement au

z
voisinage de —oo. Puisque —1 < cosz < 1, on a e”! < % < ¢ et donc

cos(x) 6cos(att) e 1 e
= > — =

e -1
|| x| —a

, Vre€]—oo,—1].

X

1 -1
Comme / — dx est une intégrale de Riemann divergente (o« = 1 < 1), par le critére de
x

—00
comparaison, 'intégrale H est divergente.

% cos(x)

o VT

est continue sur |0, +oc[, il y a donc deux problémes en 0 et en +oco.

dx

* La nature de l'intégrale I =

0s(x)
VT

La fonction z |—>

Soit ¢ €]0, +
¢ cos(z)

o VT

— L’intégrale 1'1 ; dx est convergente. En effet, puisque |cosz| < 1, alors

cos(z) | cos(z)] 1
< < —, Vz€]o,c.
NG NV 10,
C
x
Comme / NG est une intégrale de Riemann convergente (o = 3 < 1), par le critére de com-
0 VT
paraison, 'intégrale I, est convergente.
. . ¢ cos()
— D’apreés le critére d’Abel, 'intégrale I := N dz est convergente. En effet, la fonc-
C
1
tion x — —= garde un signe constant, décroissante et lim —= = 0. D’autre part, pour tout

NS
t
€ [¢,4+o0[: On a '/ cos(x) dx’ <2
Conclusion : l’intégrafle I = I, + I est convergente (CV+CV=CV).

T——+00 \/_

+oo
* La nature de l'intégrale J = / sin(z?) du :
0

En faisant le changement de variable u = 2? on obtient J = %I . Comme l'intégrale [ est

convergente, alors J l'est aussi.
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b
dt
3. % La convergence et le calcul de A = /
a \/ (t — (l)(b— t)
La fonction x +— DI est localement intégrable (car continue) sur Ja,b[. Il y a donc
J— a p—
deux problémes en a et en b. Or

et
V(t—a)(b—1) \/t—a )(b—a) Vit —a)(b—1) \/ —a) —t

b
dt 1
et sont deux intégrales de Riemann convergentes (« = = < 1), alors

I’ mtegrale A est convergente.
Pour le calcul, on remarque que A a la forme d’une intégrale abélienne de deuxiéme espéce. On

a
(t—a)(b—t) = —t*+ (a+b)t —ab
b\> [(b—a\?
——<t—a—2|_ ) +< 2a) (la forme canonique)
_(b=a\ (2t atb)’
S\ 2 b—a b—a) |
1 2 1
Alors, = .
(t—a)b—t) b—a ' 2t a+b)’
b—a b—a
2t a+b

Effectuons le changement de variable u = , on trouve

—a b—a

1 du

A= -
_1\/1—u2
1

(u—

du 1
=2 _— ———— est paire
/0 V1—u? V1—u? paire)
=2 lim {arcsin u]
r—1— 0

= T.

us

* La convergence et le calcul de B = / In(sinx) dx.

0
La fonction = + In(sinx) est localement intégrable (car continue) sur 0, 7]. De plus, lorsque
z— 0", on a

In(sinz) = In(z + o(z)) = In(x) + In(1 + o(1)) ~ Inx.

1
Comme / In(z) dz converge (voir le cours), d’aprés le critére d’équivalence, Uintégrale B’ :=
0

us

1 > 3
/ In(sinx) dz est convergente. Or B = B’ —I—/ In(sinz) dz et / In(sinz) dx converge car
0

1 1
m
la fonction x — In(sinx) est continue sur le compacte [1, 5], donc B est convergente.
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Pour le calcul, de sinz = 2sin(§) cos(§) on abtient
B x x
B= [ 2sin(Z)cos(L) d
/0 5111(2)005(2) T

3
:/ 2d:c+/ sin( d:c—i—/ cos(
0 0 0

7ln2 1

= —|—2/ sin(x dm—|—2/ cos(z) dr (poser u:z—x)
2 0 0 2

In2
_ri —|—2/ sin(x) dz + 2
0

a3

sm( ) du  (Relation de Chasle)

2
In2 2

- +2/ sin(x) dz
2 0
In2

_Th2 9B
2

D’ole:—Wln2.
2
Exercice 2.

1
1. Montrons que / f(z)Inz dz est absolument convergente :
0
Puisque f est continue sur le compact [0, 1], elle y est bornée; il existe donc M > 0 tel que
|f () Int| < M|Int| pour tout ¢t € [0, 1]. D’ot

|f(t)Int] < M|Int|. (1)

1
Or, sur |0,1] on a |Int|] = —Int et 'intégrale / Inx dx est convergente (voir le cours),
0

de l'inégalité (1)) et le critére de comparaison, on déduit que l'intégrale / flz)Inz dz est
0
absolument convergente.
2. Montrons que lim zf(z)=0":
T—>+00

Soit € > 0. Comme l'intégrale de f est convergente, d’aprés le critére de Cauchy, on a :
2x
(3A > 0)(¥z > A), / () dt < e

Comme la fonction f es décroissante sur |1, +oo[, on a alors

(Ve > A), zf(2x)= 2xf(2x)dt§ 2If(t)dt<<€.

T T

On en déduit que 0 < 2z f(2z) < 2¢ pour tout x > A, ce qui entraine :

lim zf(z) =0.

T—+00
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3. Montrons que lim f(z) existe :

x

On a f(z) / f'(t) dt , d’on lim f(x)=f(0 )+9161_>rri f'(t) dt. Or I'intégrale impropre

0

X
/ f'(t) dt est convergente, alors lilq f'(t) dt existe. Par conséquent, lin% f(x) existe aussi.
T—r 0 r—r

Exercice 3.
1. Soit £ > 0. On a :

1«"(:::)=/+OOM a— [ 10D 4

¢ ot
+o0 oo

:/ M du — 1(v) dv (poser w=at et v=bt)
ax u bx v

+oo bx
= / M du + M dv (Ralation de Chasle)

x u +00 v
= G(z).
2. En supposant, sans perte de généralité, b > a. La fonction ¢ — ¢(t) est continue sur [az, bx] et

la fonction x — n est positive sur [azx, bx], donc, d’aprés la premiére formule de la moyenne, il

existe ¢, € [ax, bx] tel que

/ T g~ o) / "Lt = gleam(d).

T t T

Comme ¢, — 0 quad x — 0, alors,

bx
lim/ @ dt = clzigog(cx) IH(S) = ¢(0) ln(é) = 0.

z—0 ax a

3. On consideére la fonction g : [0, +0o[— R définie par g(x) := f(z) — f(0). Cette fonction est
continue et nulle en 0. D’o1,

o flat) — f(bt
/ M dt = hH(l) F(x) = liH(l) G(z) (D’aprés la premiére question)
0 T—

bx
= lim f( ) dt
=0 f,.. t
bx
= lim 1(0) (*) dt
x—0 a t
bx bx t
= lim f()dt+l / &dt
(E—)O ax t ar t
bx
= f(0) hm 7 dt +0 (D’aprés la deuxiéme question)
— fO) ()
a a

4. Appliquer le resultat de la question précédente a la fonction f : z +— e™® qui vérifie les hypo-
théses.

10
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Exercice 4.

1. % On commence par résoudre I’équation homogéne (1 + z)y’ +y =0. On a

dy —dx
]_ ! = O =
(I+2)y +y R
d
SINE
1+’
= Inly|=—In(lx+1|) +cte, = €] —o00,—1] oubien x€]—1,+00],
C
= Y= T avec Ce€R, z€]—o00,—1] oubien z€]—1,400],
x
C
pour z €] — 1,400,
= y= $ét11 avec C,Cp €eR
o1 Powr @ €] — oo, —1].
% On cherche maintenant une solution particuliére de (E;); sur | — 1, +o0] sous la forme y, =
-(I— ?) ; par la méthode de variation de la constante :
x

Yy, est solution de (Ey) (I+az)y,+yp+2=0
C'(x)(1 +2) - Cz)  Clz)
1 . = -2

C'(z) = -2

C'(x):/—Z dx
C(z) = —2x

Clxr) 2z
r+1 x+1

R

p pum
Dong, la solution générale de 'équation (F;) sur | — 1, 400] est

—2x C -2

C
y(ﬂ:)zyh(:c)erp(x):xHerH: 1 C eR.

Et sur | — oo, —1] est

Cl +—2£L’_01—2.CE
r+1 z+41 2x+1

y(r) = yn(z) + yp(v) = . C,eR.

2. On commence par résoudre I’équation homogéne associée y” — 3y’ + 2y = 0. I'équation caracté-
ristique est : 7> —3r +2=0dont le A = (=3)? —4 x 1 x 2 = 1, alors elle admet deux racines
réelles 11 = 1 et 7o = 2. Dong, la solution générale de 1’équation homogéne est

yn = Ae” + Be**; A,B €R.

Pour trouver une solution particuliére, on peut utiliser :
1- Principe de Superposition : le second membre de 'équation (E3) est de la forme f(z) =

11
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fi(x)+ fa(x), avec fi(z) = 1 et fo(x) = 2€”. On cherche une solution particuliére y,, (i =1,2)
des équations

(E)): " =3y +2y=1, et (Ey): y' —3y +2y=2¢"
1
On remarque que y,, (z) = 5 est solution particuliére de Péquation (ES): ¢ — 3y + 2y = 1.

Le second membre de I'équation (FY) est de la forme e™* (Po(x) cos(wx) + Q—_oo() sin(wz)

avec m = 1, w = 0, Py(z) = 2 et Q_(x) = 0. Or m + iw = 1 est racine de 'équation
caractéristique, alors on cherche une solution particuliére de la forme :

Ypy = x€™” (Ro(x) cos(wx) + To(x) sin(wx)) = axe”.
Puisque
Ypy = BYp, T 2Yp, = —ae” = 2¢”.
Par identification, on obtient a = —2, par conséquent,
Ypy () = —2x€”.

Donc, Une solution particuliére y, de (Es) est donnée par

1 x
yp<x> = Yp, (SC) + yp2(x) = 5 — 2ze”.

Et la solution générale de (Es) est
T 2x T 1
Y =yn+yp = Ae" + Be™ — 2xe +§; A BeR.

2- Méthode de Variation de la Constante : la solution générale de I’équation homogéne
associée a ([Es) est donnée par :

yn(v) = Ae” + Be*; A, B €R.
Cherchons une solution particuliére de (E) sous la forme
y,(z) = A(x)e® + B(x)e**, avec A, B sont deux fonctions dérivables.

On a
yn(z) = A'(z)e” 4+ B'(z)e* + A(z)e” + 2B(z)e?

On impose la condition
A'(z)e” + B'(x)e* =0,
Ce qui donne

yn(z) = A(z)e” 4 2B(x)e?

On calcule ensuite y” (utiliser le fait que y; = €® et yo = €** sont deux solutions de I'équation
homogene, c-a-d e® — 3e® + 2e* = 0 et 4e* — 6e** + 2¢?* = (), on remplace dans 1’équation
(E5) on trouve que

A'(z)e" + 2B (2)e** = 1+ 26",

12
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Résolvons donc le systéme
A(z)e* + B'(z)e” =0,
Al(x)e® +2B'(z)e* = 1 + 2¢”
On obtient
Ax)=-2—e",
B'(z) = e ™2 4 2¢7®
—2x
Clest a dire A(z) = -2z +e " et B(x) = — —2e™".
Donc, une solution particuliére de 1'équation (Fy) est donnée par
—2x 1
yp(x) = (22 + e *)e” + (— 5~ 2 ")e* = 5 2we” — 2e”.
Par conséquent, la solution générale de (Es) est
T 2x 1 T T T 2z T 1
y(x) = yn(x) +yp(x) = Ae® + Be +§—2xe —2e" = Ce® + Be™ — 2xe +§; A B,C eR.
Exercice 5.
1. (Sep): (cost)y = (sint)y* est une équation & variables séparées. On a
I : 4 dy o : 4
(cost)y’ = (sint)y” = (cos t)% = (sint)y
d int
N _g _sin n
Y cost
I /kmtﬁ sur =] ——~+k +k[(kem
— = — ur =l—-= T, @
y* cost 2 ’
Yy T T
= 3= —1In(|cost|) + cte, sur [ =]— 5T km, 5 +kn| (keZ),
1
3 ,, sur un intervalle J C I
31In(] cost|) +
= U —
., sur un intervalle J' C I,

avec cq,cy € R.
2. (Ber) :

_ 3
31n(] cost|) + co

y' =y + ty® est une équation de Bernoulli avec n = 3, divisons tous les termes par

y3, on obtient 1’équation suivante

(Ber'): yy P —y 2=t

Introduisant la nouvelle fonction v = y=2, d’out v/ = —2y'y 3, portons ces
I'équation (Ber’), nous obtenons 'équation différentielle linéaire

(E): ' 42u= -2t

13
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qu’on peut résoudre facilement. En effet, la solution de I’équation homogéne v’ + 2u = 0 est
1
up(t) = Ce™? et par la méthode de variation de la constante on trouve que u,(t) = —t + = est
une solution particuliére de (£), d’ou la solution générale de (E) est
—2t 1
u(t) = up(t) + uy(t) = Ce —t+§, C eR.

+1 +1
Comme y~2 = u, donc y = — = sur un intervalle 1.

v \/Ce—%—tqté

3. (Ric): o' = (t—1)y+y*—t est une équation de Riccati qui admet une solution particuliére
constante y, = ¢. En remplacant dans I'équation (Ric) y par ¢, on obtient

(VteR): O0=(t—1)c+c*—t, cad (VteR): tlc—1)+(c®—c)=0,

dottc —1=0et ¢ —c=0, donc ¢ = 1, par conséquent, y, = 1.
Soit le changement de variables :

1 1
y=yp+-=1+-.
z z

/
z
D’ott y = ——. Substituons cette expression dans I’équation (Ric), afin d’obtenir une équation

linéaire non homogene de la forme
(E): Z4+({t+1)z=-1,

2
la solution de 1’équation homogéne 2’ + (t + 1)z = 0 est z,(t) = Ce™(Z*) et par la méthode

2 2
de variation de la constante on trouve que C'(z) = —e(T) c-a-d C(z) = — [ = dt. Donc
2 2
z(t) = —e~ (T, / ! dt est une solution particuliére de (E), d’oil la solution générale de
(E) est

t2 2
2(x) = zn(z) + zp(x) = e~ (7 +b) (C’ _ /e(2+t) dt), CeR.
1
Comme y = 1+ —, donc
z

1
6_(%+t) (C’ — /e(t22+t) dt>

2
Remarque : On ne peut pas exprimer la primitive / ez ) dt en termes de fonctions usuelles!!1.

y=1+ sur un intervalle 1.

Exercice 6 (facultatif).
400 1
* La nature de dx : Lintégrande est positif, continu sur [1, +00[ et majoré par

1 zvVA4x2 +x+1

5.7 donc, d’apreés le critére de comparaison, 'intégrale est (absolument) convergente.
x

14
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Remarque : une autre facon de montrer que cette intégrale converge est de la transformer, par le

i 8z +1 ) )
changement de variable tan§ = W, en une intégrale non impropre, que 1’on peut méme calculer.
too ez e ” 1
x La nature de / — dx : Au voisinage de 0, on a ~ - > 0 donc, d’aprés le critére
0 x T ot x

—XT

e
d’équivalence, I'intégrale diverge. (en +o0o, elle est absolument convergente car 0 < — < e~ pour
x
x> 1).

| cos x|
14 22

T cosx
« La nature de / T2 dr : L'intégrande est continu sur [0, +oo] et
T

Iintégrale est absolument convergente, d’apreés le critére de comparaison.

< - donc
x

+00
+ La nature de / 27%2% dx : Le probléme se pose en +00. Ona 27 =e*2 et In2 > 0 d’ott
0

lim 227 = lim 2*e¢™®™2 = lim e
r——+400 Tr—+00 Tr——+00

—xIn2 =0

Donc, d’aprés les régles de Riemann, l'intégrale converge (absolument).

dx
-z

méme nature que celle de — en 0 donc divergente.
Y

1
dx

* La nature de / .

o (tanx — )

1
x La nature de / : Par changement de variable et équivalence, 'intégrale en 1 est de
0

: En 0, par équivalence, l'intégrale est de méme nature que celle

1
de —— dong, elle converge (absolument) si et seulement si 3a < 1, c’est-a-dire a < 1/3 (elle n’est
230

méme pas impropre si o < 0).

1
In(1+x ) . 1 In2
x La nature de / g dz : L’intégrande est équivalent a en 0 et & —— en 1.
0o (1 —ux)8 xo—l (1—x)8
D’apreés le critére d’équivalence, 'intégrale est donc convergente (absolument) si et seulement si v — 1

et B sont strictement inférieurs a 1, c’est-a-dire a < 2 et § < 1.

—+o00
x La nature de dr : On a lim — = 1 car arctanz.Inx ~ xInx —— 0. Par
0 x—0+ gparctant o+ x—0t

conséquent, I'intégrale est convergente en 0 car I'intégrande admet une limite finie en 0.
1 1 z™/?

qarctan 4:0 xﬂ'/Q qarctanz

Iarctan T

—7/24arctan(1/y) —

1
Au voisinage de 400, on a (car quand y := — — 07, =y
x

g~ arctan(y) — oy 1). Puisque 7/2 > 1, I'intégrale converge donc aussi en +oc.
yarc an

400 +00 o3
cos T sin x ) cosx 1
*x La nature de dx et de dx : En 0, par équivalence, on a ~ — et
0 0

sin x x ) . e . :
o Ve et D’oii, la premiére intégrale converge (absolument) si et seulement si o < 1 et la
x x xo
seconde si et seulement si o < 2.

En +oo, pour chacune des deux intégrales, on a :
* convergence absolue si a > 1 (Voir le cours).

15
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* convergence simple si et seulement si @ > 0. En effet, cette condition est non seulement nécessaire

2km+4m/2 2km+4m/2

(car si B := —a > 0 alors / 2’sinzdr et 2P cos x dz, minorées par (2k7)?, ne
2km 2km

tendent pas vers 0) mais aussi suffisante, d’aprés le critére d’Abel.

En résumé :
— la premiére intégrale converge lorsque 0 < o < 1 et sa convergence n’est jamais absolue ;
— la seconde converge lorsque 0 < o < 2 mais sa convergence n’est absolue que si o > 1.

1
1

* La nature de / sin(1/x) dzx : Par changement de variable y = —, cette intégrale est absolument
0 x

convergente, comme celle d

1
dx . .
*x La nature de / ——— : Par changement de variable y = arccos x, cette intégrale est ab-
g arccoszx
1 L. T .
dx 2 sin 2 sin .
solument convergente, car / — = / 4 dy ( / 4 dy est faussement impropre, car
o arccosz 0o Y 0o Y

'intégrande admet une limite finie en 0).

+oo
x La nature de / sin(z?) dr : Par changement de variable y = 22, cette intégrale est semi-
0

siny
convergente, comme celle de —= en +o0.

y1/2

+o00
* La nature de / cos(z®) dx : Supposons « # 0 (sinon, l'intégrale diverge évidemment). Par
0

+o00 1
changement de variable y = x®, cette intégrale est de méme nature que / —5 dy avec f =1——.
0 Y o
Elle est donc convergente si et seulement si 0 < 1 — — < 1, c’est-a-dire a > 1, et sa convergence n’est

«
jamais absolue.

sin? x

dr : En 0, lintégrale est faussement impropre ('intégrande tend

1 — cos(2x)
2 1

semi-convergente (par changement de variable y = 2x) tandis que celle de — est divergente.
x

“+o00
x La nature de
0 T

cos(2x)

vers 0). En +oo, elle diverge, puisque sin®z = et que l'intégrale en +o00 de est

+o0 1
* La nature de / (1 — CoS —) sinz dzx : L'intégrande est continu sur [1, +oo[. Vérifions les
1

NG

hypothéses de la régle d’Abel. © — 1 — cos — est décroissante sur [1,+oo[ et nulle a infini, et

i Vi

x / sintdt = cos 1 — cosx est bornée. Par conséquent, I'intégrale converge. Mais elle est seule-
1

. 1 , | sin x| .
ment semi-convergente car |( 1 —cos — |sinz| ~ , non intégrable en +oo0.
T z—+oo 2T
1 1 1 si 1
Autre Solution : (1 —cos—= |sinx = [ —+ O | — | | sinx = il + 0 donc l'intégrale
VT 2z x? 2 22

est semi-convergente, comme somme d’une intégrale semi-convergente et d’une intégrale absolument
convergente.
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T 1 —cosx 1 —cosx
« La nature de / —— dx : En 0, la fonction (positive) ~
0 T x* 0+ 2z~

> est intégrable si

1 —coszx
et seulement si a—2 < 1, c’est-a~dire o < 3. En 400, I'intégrale converge si « > 1 (car 0 < ——

2k 31/2 | _ cos o . /2k7r+37r/2 da 2l<:7r + 377/2 1 )
—dx — — "
~ Jokngne 7 okt /2 2%k

xO[

1
—) et diverge si a < 1 (car / Fina-
T

2km+m/2 e

T 1 —cosx . .
lement, ———— dx converge si et seulement si 1 < o < 3.
0 x

Exercice 7 (facultatif).
A
1. Vraicarsi lim f(z) de = J alors lim I,, = J.

A—+o00 0

A
2. Vrai car VA € Rt Iy < / f(x) do < Iaq (ol [A] désigne la partie entiére de A) donc
0

x) dr — I| < max (‘I[A] — I| , |][AH1 — ]D — 0 quand A — +o0.

3. Faux, bien que l'intégrale converge d’aprés le point précédent, car lim f peut ne pas exister.
oo

On peut construire un contre-exemple ot, de plus, la fonction positive f n’est pas bornée :

fla) = ng(n*(x —n)) si  n<z<n+ % pourunn e N
¥ = 0 sinon

pour n importe quelle fonction non nulle intégrable ¢ : [0,1] — R, (par construction, I, =

1
GZ 720 avec G :/ g(t) dt).
0

4. Vral : * Montrons d’abord que cette limite ¢ est forcément 0. Pour tout entier naturel n, puisque
n+1

Ino1—1, = f(z) dx, on a: ir>1f f(z) < Ly — I, < sup f(x). Par passage a la limite, on
r=n >n

n
en déduit : £ <0 < /.
* Sachant maintenant que lim f = 0, montrons que l'intégrale converge. Pour tout A € R™, on
+oo

a
A A
2) do — Iy| = ‘/w (@) da| < /w f(2)] da
< (A-1[4]) sup [f(z)|
[A]l<z<A
< sup | f()]
x>[A]
donc

x)dr —1 ‘<sup\f )| + [Ig—I| -0 quand A — +oo0.
z>[A]

5. Faux. Exemple : f(z) = sin(27x).
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Exercice 8 (facultatif). La convergence et le calcul de

*A—/+OO dt :On a A = [arctant] > = 7/2
Y B o

Udt 1
x B = \/_ :OnaB= [2\/5}0:

oo dt
x O = / ———  : La Décomposition en éléments simples dans R de I'intégrande est
o (t+1)(t+2)

1 1 1
(X+1)(X+2) X+1 X+2

t+1
Une primitive sur |—1, +oo[ est donc : F(t) = In ; i 5 Puisque limF = 0 € R, l'intégrale converge
oo de
et C = —  _—0-F(0)=In2.
o (t+ 1)(t +2)

+oo
x D= /

: Par un raisonnement analogue, avec

o 1)2 1/2
X2—-1 X-1 X+1
1. z—1 T dg In3
(x) 2n$+1(sur],—l—oo[)et / — 0 (2) 5
too dx
x B = / : Par un raisonnement analogue, avec
o (z+D)(z+2)(z+3)

1 12 1 1/2
(X+1D)(X+2)(X+3) X+1 X+2 X+3

Flz) = lln (x4 1)(x +3)

_ [ da 0 ey In(4/3)
9 (z +2)2 (Sur]_l,—f-OODetE—/o CEDCEDICEE =0-F(0) = 5

+00 d
x .
x F' = / 5 : Par un raisonnement analogue, avec
5 (22 =3z +2)?

1 2 1 2 1
(X2-3X+2° X-1 (X-1° X-2 (X-2?%

r—1 1 1
x

— — 5 (surJ—oo, 1], 1,2 ef ]2, +-00]) et

R dz 3
F = =0—-F(3)=-—2In2.
/3 (2% — 31 + 2)° (8)=5 -2

oo Int
x G = / e dt : Par équivalence, 'intégrale converge en 0 car v > —1. Par changement
0

+oo
de variable s = 1/t, 'intégrale

1
f(t)Int dt est 'opposée de / f(t)Int dt (donc, comme elle,
1 0

18
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+o0
convergente), si bien que f(t)Intdt est convergente et nulle.
0

“+oo
x H = / e 'cost dt : Par une double intégration par parties,
0

/+°° S eostd [et (sint — cos t)} e
e " cos = ——
0 2 0 2
b dt ,
x [ = D) : Par le changement de variable s = 2t — 9,
4 — —

arcsin s]! | = .

[ vetm=foa=-

1

Int

x J = / dt Par le changement de variable s = /1 —{,
0o V1-—

/ al dt:2 1ln(l—52)(1<9=2[G(1+S>_G<1_8)]0’

avec G(r) = zlnx — x, continue sur |0, +oo[. Puisque lign G =0 € R, l'intégrale est donc convergente
et vaut 2(G(2) —0) =4(In2 —1).

+o0 1
x K, = dt, (a € R) : L’intégrande (positif et continu sur |0, +oco|) est
| armaem & (@ e B Linggrande (o 10, o0

majoré par T donc l'intégrale converge. Par changement de variable s = 1/,

oo 1 0 1 —ds oo s
Ka::/ dt:/ :/ ds =: K,
o (1+8)(1+1) too (I4572) (A +s72) 2 g (145)(1+5%)

K K’ 1 [T 1
dOIlCKa:D:—/ dt:E:KO.
2 2 ), 11 4
oo dz
L= b>0):
o= e @00

1
L’intégrale converge en +oo comme celle de —.
x

1 1
24+a 2240

1
— Cas général : b # a. L’intégrande s’écrit alors 2 ( ) donc admet pour primitive
—a

F(z):= ﬁ (\/l_arctan \xf \}Earctan \x[) .

too dx ™ 1 1 T
=lim F — 11mF—2hmF— —_— = =—
/oo (a+a)(b+a?) g b—a(\/a \/E) bya+ avh
— Cas particulier : b = a. Par changement de variable z = y\/a puis y = tant,

/+oo dr /+oo 1 /2 ) o T
= = cos = :
oo (a+ 222 ava ) (1+92)?2 ava ) ) 2av/a
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