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a —c —b
Exercice 16 : Soit E I'ensemble des matrices M(a,b,c) = | b a —c | avec a,b,c dans C.
c b a

1. Montrer que E est un espace vectoriel sur C dont on précisera une base et la dimension.
2. Montrer que (F, +, X) est une sous-algébre commutative de 'algébre (Mj3(C), +, x).
Solution :

1. (a) Montrons que E est un espace vectoriel sur C. En effet, on sait que M3(C) est un C-espace
vectoriel, et comme £ C M;3(C), il suffit de montrer que E est un sous-espace vectoriel

0 00
Ona [0 0 0] = M(0,0,0),donc E # . Soient M (a,b,c), M(a',V',¢') € Eeta, €C,
0 00
on a
a —c —b a —d =V
a.M(a,b,c) + B.M(d',b,d) = a.|b a —c|+p. |V o =¢
c b a d v d

a.a+ pf.d —a.c—pB.d —ab—pY
= ab+pBb  aa+pad  —a.c—p.d

a.c+p.d ab+pb  aa+ pad
= M(a.a+ p.d,ab+ BV, a.c+ B.c).

Donc o.M (a,b,c) + f.M(d',V/,d) € E. Dot E est un sous-espace vectoriel de M3(C).
(b) Déterminons une base de E. Soit M(a,b,c) € E, on a

a —c —b
M(a,b,c) = |b a —c
b «a
a 0 0 0 0 —=b 0 —c O
= 0O a O]+ 0 -0l +10 0 -—c
0 0 a 0 b 0 c 0
1 00 0 0 —1 0
01 0)+0b11 0 -0 0 O
0 01 01 0 1 0
= a.M(1,0,0) 4+ b.M(0,1,0) + ¢.M(0,0,1),

et donc {M(1,0,0), M(0,1,0),M(0,0,1)} est une famille génératrice de E. Soit a, 5,7 €
C tel que
a.M(1,0,0) + 8.M(0,1,0) ++.M(0,0,1) = M(0,0,0).



Alors

a —y —f 000
B a —y| =10 0 0
v B8 o« 0 0O
Donc
a=0
v=0
=0

D’ou la famille (M (1,0,0), M (0,1,0),M(0,0,1)) est une famille libre. On en déduit que
(M(1,0,0),M(0,1,0), M(0,0,1)) est une base de F, et par suite dim¢c £ = 3.

2. Montrons que (F, +, X) est une sous-algébre commutative de 'algébre (Mj3(C), +, x). En effet,
soient M(a,b,c), M(a',b',) € E et a« € C. D’apreés la question 1, on a
(a) Opms(c) € B
(b) M(a,b,c)+ M(d',V,c') € E, puisque E est un espace vectoriel.
(¢) a.M(a,b,c) € E, puisque E est un C-espace vectoriel.

Reste & montrer que M (a,b,c) x M(a',0',c) € E. En effet, on a
a —d =V
M(a,b,c) x M(d',b',c) = vVood -
d v d
(aa b —bd —ad —ca — bV —ab + cd — ba’

ba' + ab' — e —bd +aad —cb —bb —ac — ca’
ca’ + bt + ac  —cd +bd +ab —cb — bl + ad
= M(ad —cb —bd,ba’ + ab' — ¢, ca’ + bb' + ad’)

Donc M(a,b,c) x M(a',b',c) € E. O

Exercice 17 : Soit A € M, (K) une matrice non nulle.

1. Développer et simplifier le produit (I,, — A)([, + A+ A%+ --- + AP~1) pour p € N*.

2. On dit que la matrice A est nilpotente s’il existe un entier £ > 1 tel que A* = 0. Le plus petit
entier p tel que AP = 0 s’appelle I'indice de nilpotence de A, c’est-a-dire, AP = 0 et AP~ £ 0.
Montrer que si A est nilpotente, alors la matrice I,, — A est inversible et donner son inverse
(I, — A)~L.

Solution :
1. Simplifions le produit (I,, — A)(I, + A+ A*+---+ AP"1). On a

(L —A) L, + A+ A+ + A7 = L(L+A+A+- + A7) — AL, + A+ A+
= L+A+A - AP (A A2+ AP
= I, — AP

D’ou

(L —A) (L, +A+ A+ + A =1, — AP

S 4 AP



2. Montrons si A est nilpotente, alors I, — A est inversible. Supposons que A est une matrice
nilpotente d’indice de nilpotence p. Alors d’aprés 1, on a

(Li—A) (I, + A+ A+ + A Y =], —A =1,

puisque AP = 0, et donc I,, — A est une matrice inversible, d’aprés |1, Corollaire 3.4.18], et son
inverse est

(Li—A) ' =L+A+A+-- + A

a b 00
Exercice 18 : Soit la matrice A = 0 ab 0
00 a b
0 0 0 «a

1. Décomposer A sous forme al + bJ ou I et J sont deux matrices & déterminer.

2. Montrer que la matrice J est nilpotente.

3. En déduire A™ pour tout n € N a l'aide de la formule du binome de Newton.
Solution :

1. Décomposons A sous forme al + b.J ou I et J sont deux matrices a déterminer. On a

a b 0 0
0 a b O
4 = 0 0 a b
000 a
a 0 0 0 0 b 00
B 0a00+OObO
|0 0 a O 0 00 b
0 00 a 0000
1 000 0100
B 0100 +6001O
~ %%loo1o 0001
0001 0000
1000 0100
0100 0010
Donc A=al +0bJ, avec [ =1, = 0010 et J = 00 0 1
0001 0000
0100
0010 .
2. Montrons que J = 000 1 est nilpotente. On a
0000
0100 0100 0010
J2_0010 0010 [0O0O0T1
10 0 0 1 00071 (000 O0f"
0000 0000 0000



01 00 0 010 0 0 01
3 > 10010 0001 [O0O0O0O0
J_JJ_OOOl 00O0O0O] 10O0O0O0

00 00 00 00O 00 00O

et

01 020 0 0 01 0 00O

0010 00 00O 0 0 0O
4 _ 3 _ _
J_JJ_OOOl 0O000O0O] |0O0O0OTO

00 0O 00 0O 0 0 0O

Donc J est une matrice nilpotente d’indice de nilpotence 4.

3. Calculons A™. On a A =al +bJ, et comme I.J = JI, on obtient par la formule du bin6me de
Newton pour les matrices que

A" = (al +bJ)" = Ch(al)"*(bJ).
k=0
Ainsi,
Sho Ch(al)" kR (bJ)*, sin <4
A =
a"l + Cla™1bJ + C2a"20? J* + C2a" 303 J>, sin > 4,

puisque J est une matrice nilpotente d’indice de nilpotence 4.

Exercice 19 : Soit E un espace vectoriel muni d’une base B = (ej, es, e3) et f € L(E) 'endomorphisme
2 -1 0

de E dont la matrice dans la base Best A= | -2 1 -2
1 1 3

Soit B' = (€}, €, €4) la famille définie par €] = e; + €2 —e3, €, = e —e3, €5 = €1 — €.
1. Montrer que B’ est une base de E. Former la matrice D de f dans la base B'.
2. Ecrire la matrice de passage P de la base B a la base B et calculer son inverse P~'.
3. Quelle relation lie les matrices A, D, P et P17
4. Calculer D™ pour tout n € N, puis déduire A”.
5. Vérifier que Tr(D) = Tr(A) et rang(D) = rang(A). Pourquoi a-t-on ces égalités?
Solution :
1. (a) Montrons que B’ est une base de E. En effet, soit «, 5,7 € K tel que
ae) + Bely + ey = 0.
Donc
a.(e; +e3—e3) + fler —e3) +y(er —ex) = (a+ B+ 7v)er + (a—y)ea + (—a — B)es = 0.
Comme B est une base de F, on obtient
at+B+y=0 7=« v =
a—v=0 = f=—a = 0=0

—a—0=0 a = a =



D’ott B’ est une famille libre. Or dim £ = 3 et card(B’) = 3, on en déduit que B’ est une
base de E.

(b) Formons la matrice D de f dans la base B’. Comme dim E = 3, la matrice D est de la
dig diz dig
forme D = d271 d272 d273 y donc f(@;) = dl,ie/l + d21i6/2 + dgﬂ-eg pour 1= ]_, 2, 37
dsy dso dsgs

f(eh) =dyq€e) + darely + dsqef
f(eé) = d1726/1 + d2726/2 + d372€g
f(@é) = d173€/1 + d273€/2 + d373€g

D’une part, on a
fler) =2e1 —2e3 + €3
fle2) = —e1+ex+e3
f(es) = —2ez + 3es

2 -1 0

puisque A= | =2 1 —2 | est la matrice de f dans la base B, et donc
1 1 3

f(e) = fler +ea—e3) = fler) + fle2) — fles) =e1 + ez —e3

V=1r
f(e) = fler —e3) = fler) — fles) = 2e1 — 2e3
fles) = fler —e2) = fer) — f(e2) = 3e1 — 3ez

D’autre part, on a

d171€/1 + d2716/2 + d3716g = d171(€1 + €9 — 63) + d271(€1 — 63) + d371(61 — 62)
f(€/2) = d172€/1 + d272€/2 + d372€g = d172(€1 + e9 — 63) + d272(61 — 63) + d372(€1 — 62)
f(eg) = dl’gell =+ d2’36/2 + d3736g = d1’3(€1 + €y — 63) -+ d273(61 — 63) -+ d373(61 — 62).

Alinsi, on obtient

e1+ey—e3=(di1+das+dsi)er + (dig —dsi)es + (—diy — day)es

2e; —2e3 = (dig +dap +dsp)er + (dig — dsgp)es + (—dig — dao)es
3e1 —3ey = (dig+dos+dss)er + (dig — dss)es + (—di 3 — das)es
Par suite
dig+dyg+dz; =1 dio+doo+dso =2 dy3+dys+dss=3
dl,l - d3,1 =1 ) d1,2 - d3,2 =0 et d1,3 - d3,3 = -3
—dig —dyy = —1 —dig —dyo = —2 —dy3 —dy3 =0

Ce qui entraine,

dzy =0 dzo =0 dzz =3
dig=1+ds; ) dip = d3p et diz=dz3—3
doy = —dyg +1 dyo = —dyo+2 dos = —di3
Donc
dig =1 dip=0 diz=0
dyy =0 dyo =2 et dy3 =0

dz; =0 dzo =0 dzz =3



1 00
D=0 2 0
00 3
2. Ecrivons la matrice de passage P de la base B a la base B. On a

/

e =€+ ey —eg3
eh=e —e3
eh=e —ey

Donc
1 1 1

P=11 0 -1
-1 -1 0

Calculons P~!. Puisque P est la matrice de passage de B a la base B, alors elle inversible et
son inverse P! est la matrice de passage de B’ a la base B. On a

/ / / / / /
e1+ey—e3=¢ €y = €] — €, €1 =67 — €5+ €3
e — e3 = € = qe3=—¢chte E=<e=¢)—¢
— — / _ ! / /
e; — ey = €4 €1 = ey + € ez = €] — 2ey + €3
D’ou
1 1 1
Pl=1-1 -1 -2
10 1

3. La relation lie les matrices A, D, P et P~! est A = PDP~!, d’aprés [1, Proposition 3.5.13]. On
vérifie que

1 1 1 1 00 1 1 1
ppPt = [1 0 —-1|f0o20]|-1 -1 -2
-1 -1 0 0 0 3 1 0 1
1 2 3 1 1 1
= 1 0 -3 -1 -1 -2
-1 -2 0 1 0 1
2 -1 0
= [-2 1 —2|=4
1 1 3
1 00
4. Calculons D", ne€N. Ona D= |0 2 0] =diag(1,2,3) est une matrice diagonale, et donc
0 0 3
1 0 0
Dt=10 2" 0 pour tout n € N.

=)
=)
w

3



Calculons A™. On a d’aprés 3, A= PDP~!, et donc

A" = (PDPY)"

= pD"P!
1 1 1 1 0 0 1 1 1
= 1 0 -1 0 2" 0 -1 -1 -2
-1 -1 0 0o o0 3" 1 0 1
r 20 3" 1 1 1
= 1 0o -3" -1 -1 -2
-1 =2 0 1 0 1
1—2"43" 1—-2" 1-2"" 43"
= 1-3" 1 1-3"
—142" —142" —1+2"!
D’ou
1—2"43" 1-2" 1—2"43n
A" = 1-3" 1 1-3"
—142" —14+2" —142"!
2 -1 0
(a) Vérifions que Tr(A) = Tr(D). Ona A= | -2 1 —2],donc Tr(A) =241+ 3 =6,
1 1 3
100
etconaD=|[0 2 0|, Tr(A)=14+2+3=6. D'ou
00 3

Tr(A) = Tr(D) = 6.

(b) Vérifions que rang(A) = rang(D). Calculons le rang de A, en effet, la matrice A est la
matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs f(ey), f(e2) et f(e3) dans la
base B. Donc

rang(A) = rang(f(e1), f(e2), f(es)).
Soit a, 8,7 € K tel que
af(er) + Bf(e2) +~vf(e3) = 0.

Donc

0 (20— B =
-2 1 =2 Bl=10] <= {-2a+—-2y=0
0 la+B+37=0

(—27:()

— ([0 =2«
la+8+3y=0

(

/y:
— (0 =2

K3a:0

(7:0
< o=

(=0



Do la famille (f(ey), f(e2), f(e3) est libre, et comme dim E = 3, on en déduit que
(f(e1), f(e2), f(e3) est une base de E. Par suite rang(A) = 3.

Calculons le rang de D. La matrice D est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées
des vecteurs f(e)), f(e5) et f(es) dans la base B’. Donc

rang(D) = rang(f(e}), f(e5), f(e5)).

Soit «, 8,7 € K, alors

1 0 0\ [« 0 a=0
0 20 Bl=(0] < <B=0
00 3/ \y 0 =0

D’ou la famille (f(e)), f(e), f(es) est libre, et comme dim E = 3, on en déduit que
(f(e)), f(€h), f(es) est une base de E. Par suite rang(D) = 3. On en déduit que

rang(A) = rang(D) = 3.

(c) On a les égalités rang(A) = rang(D) et Tr(A) = tr(D), car les matrices A et D sont
semblables, A = PDP~!.

O

Exercice 20 : Soit n € N*. Soit 'application f : R,[X] — R,[X], P(X) — P(X +1)+ P(X).

1.

2.

Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].

Déterminer la matrice de f dans la base canonique B = (1, X, --- , X" 1) de R,[X]. f est-il un
automorphisme?

Solution :

1.

Montrons que f est un endomorphisme de R,[X]. Soient o, 5 € R et P(X),Q(x) € R,[X], on
a

flaP(X)+BR(X)) = [((aP+ BQ)(X))
= (aP+BQ)(X +1)+ (aP + BQ)(X)
= aP(X +1)+BQ(X +1) +aP(X) + BQ(X)
= af(P(X)) + Bf(Q(X)),

et donc f est un endomorphisme.

Déterminations de la matrice M(f, B). Soit m < n, on a

m—1
JX™) = (X +1)"+X™ =Y ChXF+2xm,
k=0
D’ou
2 1 1 1 1
0 2 Cy Ci CL
2 2
I O B

@]
@]
o -
]
\}



L’endomorphisme f est bijectif. En effet, soit ag, aq, -+, a,—1 € R tel que

2 1 1 ao 0
0 2 C cl cl_, ay 0
00 2 C ... C2, a | |o
00 0 2 - C3_, N e I
00 0 0 2 1 0

on obtient le systéme

'20571_1 =0
20,5 +C' 2,1 =0
20,3+ C' S, o+ Cl a1 =0

n—4 n— n—4
QOCTL_4 + Cnfgoén_g + Cn72an—2 + Cnfloén_l — 0

\2040+041+042+03+“'+(1n_1:0

Dot ag = ay = -+ = a1 = 0. Par suite, f est injectif. Comme R, [X] est de dimension finie,
on en déduit que f est bijectif. O

Exercice 21 : On considére la matrice A = <_31 _42) .

1. Calculer A% — 3A + 21,. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

2. Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par X2 — 3X + 2.
3. En déduire I'expression de la matrice A™.

Solution :

1. Calculons A% —3A +2I,. On a
2 (-1 =2 -1 =2\ -1 =2 10
A 34420, — (3 4><3 4) 3(3 4>+2(0 1)
(-5 —6 n 5 6 (0 0
N 9 10 -9 —-10/ \0 O
A? —3A +2I, = 0.

On a A? —3A+ 21, =0, donc 34 — A% = 2I,. D’ou

3 1

D’ou

. 1
Par suite, A est une matrice inversible dont l'inverse A= = 31'2 — §A.

2. Déterminons le reste de la division euclidienne de X™ par X?—3X +2, pour n > 2. En effet, soit
R(X) le reste de la division euclidienne de X" par X? —3X +2. Comme P(X) = X? —3X +2
est un polynome de degré 2, il existe a,b € R tel que

R(X) =aX +b.



Or P(1) = P(2) =0, on obtient

a+b=1
20 +b=2"

puisque, il existe Q(X) tel que X" = Q(X)P(X)+ R(X). Ainsi, a =2" —1et b=2—2". Par

suite

R(X)=(2"—1)X+2-2".

Déduisons l'expression de la matrice A™. D’apres la question 2, on a
X"=Q(X)(X?—3X+2)+(2"-1)X+2-2", n>2

et comme A? — 3A + 21, = 0, on obtient
A" —

(2" —1)A+ (2—-2")1, pour tout n > 2.

Exercice 22 : Trouver le rang de chacune des matrices suivantes a I’aide de la méthode de Gauss

D’oul rang(B) = 3.

s 1 2 -3 —4 11 0 1 13 1 -2
3 1 ) 2 1 1 0 14 3 -1
A= :131}1’3_ 10 —1]"%T |1 20 1 |"PT 23 a7
0o 2 4 -1 0 -1 -3 38 1 -7
Solution :
1. Calculons le rang de A. On a
2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 —1
Lo+iL Latlr
A=|-1 2 1| 225 (o 32 —3/2| 22 o 32 —3)2
~1 -1 2 -1 -1 2 0 —3/2 3/2
2 -1 -1
Lotlz o 372 —3/2
0 0 0
D’ou rang(A) = 2.
2. Calculons le rang de B. On a
2 -3 —4 2 -3 -4 2 -3 -4
13 1 5 L3I 0 11/2 17/2| zs+iL [0 11/2 17/2
B = -1 0 -1 -1 0 -1 0 -3/2 -3
0o 2 4 0 2 4 0 2
2 =3 —4 2 =3 —4 2 =3
Ly+-3 Ly 0 11/2 17/2 Ly—4 Lo 0 11/2 17/2 L4+§%L2 0 11/2
0 0 —15/22 0 0 —15/22 0 O
0 2 4 0 O 16/11 0 O

-3
—4
-3
-8

—4
17/2
—15/22
0



3. Calculons le rang de C'. On a

1 1 0 1 1 1 0 1 11 0 1
C— 2 1 1 0 Lo—2L4 o -1 1 =2 Li—L1 O -1 1 =2
11 2 -1 1 1 2 -1 1 0 1 -1 0
-1 0 -1 -3 -1 0 -1 -3 -1 0 -1 -3
11 0 1 11 0 1 1 1 0 1
La+1L+ 0 _]. 1 _2 Ls+Lo 0 —1 ]_ _2 La+Lo O —1 1 _2
0o 1 -1 0 o 0 0 -2 0 0 0 -2
0o 1 -1 =2 0o 1 -1 =2 0 0 0 O
1 1 1 0
C3<>Cq O _1 _2 ]_
0 0 =20
0 0 0 O
D’ou rang(C') = 3.
4. Calculons le rang D. On a
13 1 -2 -3 13 1 -2 =3 1 3 1 -2 -3
D 14 3 -1 -4 La—Li 01 2 1 -1 L3—2Ly o 1 2 1 -1
2 3 -4 -7 -3 2 3 -4 -7 -3 0 -3 -6 -3 3
38 1 -7 =8 38 1 -7 =8 3 8 1 -7 -8
1 3 1 -2 -3 13 1 -2 -3 1 3 1 -2 =3\
L1-3L1 o 1 2 1 -1 Ly+3L 01 2 1 -1 Li=2L 01 2 1 -1
0 -3 -6 -3 3 00 0 0 O 00 0 0 O
0o 2 -2 -1 1 02 -2 -1 1 00 -6 -3 -3
13 1 -2 -3
L3<—>L4 O 1 2 1 —1
00 —6 -3 -3
00 0 0 O
D’ou rang(D) = 3. O

Exercice 23 : A laide de la méthode de Gauss, déterminer si les matrices suivantes sont in-
versibles, et déterminer leurs inverses lorsque elles sont inversibles:

1 -1 0 2 1 5 1 (1) ? (1)
A=|0 1 2|, B=|-11 —-1), C=
2 0 3 0 3 3 b2
0 3 21
Solution :
1. Calculons le rang de A. On a

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
0o 1 2| =2 (o 1 2] =22 (o 1 2
2 0 3 0 2 3 0 0 -1



L3—2L>

3. Par suite A est une matrice inversible.

Déterminons 'inverse de A. On a

D’otl rang(A)

—

|

—4
5
0

-2
1

0 3/2 3/2
0

2
0

(

L3—2L>

- %

)

|

1
)
3

1
—4

1
0
—2
1

0 3/2 3/2
3

2
0

(

-4 9
i (
2 et donc B n’est pas inversible.

-2

-

L2+1/2L1

D’on rang(B)

D’ou
2. Calculons le rang de B. On a

3. Calculons le rang de C'. On a

O = — A

o — O™

— o O O

Ls—2Ly
— %

S o~

S — M A

S —= AN M

— O O O

L3—Ly
—

O o~

S —H M AN

O = AN

— O — O

Lo—1Ly
—_—

S~ —~H

S — M A

S —= AN M

— - — O

4 et donc C est une matrice inversible.

Déterminons 'inverse de C. On a

D’ott rang(C)

1000
0
1
0

100 0

1 111

1 2 31

03 21
1 000

0111

1 00 O

-1
001 -1
000 =3

0 01

0
-3 00

0

0
3

1
03 21
0
-1 =2

0 0




1

1 00 O

1
0 01
000

001 -1
000 =3
1 000
0100
0010

-1
-3

-5 6 0

4

1
—1

|

1
-1

1 00 O
010 O

2/3
—5/3
~11/3

1 -1

-2
)

3
6

1
4

—1/3Cy
—

-2

0
000

D’ou

0001

-3

0
2/3
~5/3
—11/3

0 0
1 -1
-2 3
-5 6

1
4
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