Table des matiéres

I Intégration et dérivation numérique.

1 Intégration numeérique, Formules de
quadrature . . . . . . ... ...
1-1  Formule du rectangle (ou du
point milieu) . . . . .. .. ..
1-2 Formule du trapéze . . . . . .
1-3 Méthode de Simpson . . . . . .
1-4 Formules composite de Newton
cotes . . ...
1-5 Formule de Gauss-Legendre
2 Dérivation numérique . . . . . . . . .

2-1 Dérivées numériques d’ordre 1
et erreur de troncature.

2-2 Dérivées numériques d’ordre
supérieur . . . . . . .. .. ..

2-3 Dérivées numériques et inter-
polation . . . . . . . ... . ..

2-4 Etude de l'erreur de dérivation

2



Chapitre 1

Intégration et dérivation numérique.

1 Intégration numérique, Formules de quadrature

Soit f une fonction réelle intégrable sur l'intervalle
la,b].  Le calcul explicite de lintégrale définie

I(f) = / f(x)dx peut étre difficile, voire impos-

sible. On aappelle formule de quadrature ou formule
d’intégration numérique toute formule permettant de
calculer une approximation de I(f). Une possibilité
consiste a remplacer f par une approximation f,, ol

n est un entier positif et calculer I(f,) au lieu de
I(f). En posant I,,(f) = I(f,), on a

/fn

La dépendance par rapport aux extrémités a, b sera
toujours sous-entendue. On écrira donc I,(f) au
lieu de I,(f;a,b). Si f € C%a,b]), erreur de
quadrature E,(f) = I(f) — L,(f) satisfait |E,(f)| <



b

[ @)= fuaide < 0=a) 17 4|

D%nc, si pour un certain n, | f — f, [|< €, alors
|EL.(f)] < e(b—a). L'approximation f, doit étre
facilement intégrable, ce qui est le cas si, par ex-
emple f, € P,. Une approche naturelle consiste a
prendre f, = II,f, le polyndéme d’interpolation de
Lagrange, d’'Hermite ou .... de f. Ainsi si on consid-
ére le polynome d’interpolation de Lagrange de f sur
un ensemble de n+ 1 noeuds distincts x;,2 =0, ..., n.

(I, f = Z Li(z)f(x;)) alors

n b
L) =32 L))

i=0 ¢
est un cas particulier de la formule de Quadrature,
on parle alors de formules de Newton-Cotes. On
définit dans le cas général
les formules fermées pour lesquelles zg = a,...x, = b
et ajk:aJrkh,h:b_Ta
Les formules ouvertes pour lesquels xg = a+ h, x, =

b—hetxkzonrkh,h:zjrg.

Nous considérons les formules de quadrature suiv-




antes:
L,(f) = Z a; f(x;)
i=0

Les «; sont appelés les poids de la formule de quadra-
ture et les x; les noeuds de la formule de quadrature.
Cette formule peut aussi faire intervenir les dérivées
de f (si on utilise I'interpolation d’Hermite) on parle
de formules de quadrature d’Hermite. Ces 2
types sont appelés formules de quadrature inter-
polatoire.

Il est & noter que les poids de quadrature «; ne dépen-
dent que de n et de h et non pas de [a, b].

Degré d’exactitude et ordre d’une formule de quadrature

Définition 1.1. On dit que la formule de quadra-
ture (1-1) est exacte pour une fonction f sur |a, 0]
st In(f) = I(f)

La formule est dite de degré d’exactitude r si elle est
exacte pour tout polynome f de degré < r. c.a.d.

L) =1(f) VfeP,

e Ainsi toute formule de quadrature interpolatoire
utilisant n + 1 noeuds distincts a un degré
d’exactitude au moins égal a n (résulte du fait



que si f € P, alors Il,f = f et donc I,(Il,f) =
I(I1,.f))

Définition 1.2. 51 on considére une subdivision de
la, b] réguliére avec un pas H comme précedemment,
On dit que la formule de quadrature (1-1) est d’ordre

qg > 1 par rapport a H st pour toute fonction
réqulicref I1,(f) — I(f) = O(HY)

1-1 Formule du rectangle (ou du point milieu)

Cette formule est obtenue en remplacant f par
une constante égale a la valeur de f au milieu de
Iintervalle [a, b](voir fig. 1) :

Io(f) = (b — a) (2

)

2
On a pour f € C?*([a,b]) 'erreur de quadrature
h’ b —
En(f) = I(f) = Io(f) = 5J7(€) on h=-7= &cla.b]

Il suffit d’appliquer la formule de Taylor de f al'ordre

2en Ty = “TH), il existe alors & €la, b| tel que:

(z — xp)?
2

f(@) = flon) + (@ —za) f(2ar) +

et utiliser la formule de la moyenne.
Ainsi on en déduit que la formule de rectangle a un

17 (&)
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degré d’exactitude r = 1 puisque pour un polynome
de degré < 1 l'erreur Ey(f) =0 (f7(£) =0).

Pour obtenir une meilleure approximation on consid-
ére une subdivision de [a,b] en m intervalles [ =
[z, xp1] K =0,...,m —1 de méme longueur H =

b_—“ avec To = a et x, = b. puisque

/ flx)dzr = Z x)dx et en utilisant la for-

mule de rectangle sur Chaque I;. on obtient la for-
mule de rectangle composite suivante:

T+ Tpa1
2

m—1
Iom(f) = Z Hf(&) ou & =
k=0

On a pour f € C?%([a,b]) 'erreur de quadrature

Bolf) = 1(f) = Iom(f) = b2_4aH2f” €) on ¢ elab
m—1
En effet Eo . (f Z f)r,)d’aprés (1-1)

2:

EO,m<f> - Z H/2 —

1=0

m—! H)2 o b—a
7 (&)
ar 24

] et d’aprés le théoréme de



la moyenne discréte (ci dessous) 3¢ €la, b tel que
D (&) =mf () don (1-1).
i=0

Théoréme 1.1. Théoréeme de la moyenne discrete:
Soit g € C'a,b], soient x; s+ 1 points de [a,b] et
0; s+ 1 constantes de méme signe alors il existe n €
a, b] tel que

Z 0;9(x;) = g(n) Z 0;

preuve: Soit gy = m[a:%]g( r) = g(71) et g, =

m[in]g(x) = ¢g(73) ol Ty et Ty sont deux points de
xE€la,b

la, bl. alors
gm > 65 <> big(x;) < gu Y 6
i=0 i=0 i=0
En posant la fonction G(x) Z d; qui est con-

1=0
tinue et on a )

G(@) < Y diglx;) < G(@). en utilisant le
1=0

théoreme des valeurs intermediaire, on trouve le ré-
sultat.



Figurel Méthode de rectangle.

1-2 Formule du trapéze

Si, au lieu de remplacer f par une constante, on rem-
place f par le polynéme d’'interpolation de degré 1
aux noeuds a et b on obtient la formule du trapéze

(voir fig. 2) :
n(f) == g0 + )

Pour f une fonction de classe C?[a,b],et pour tout
x € |a,b] il existe &, €la, b[ tel que:

()~ (@) = 31 () — a)(a — b)

et comme [I(z) = (x — a)(x — b) < 0 sur |a, b| alors
d’apres la formule de la moyenne, il existe £ €la, b|
tel que:

(b—a)’

Ei(f) = 1() = h(f) =~ (¢

De nouveau, on peut introduire une partition de
Uintervalle |a, b] en m sous-intervalles I de longueur




H. Alors, la formule composite du trapéze est:

m—1 H

Lo(f) =D S + fla]
k=0

— H[%f(:po) + flx1) + ...+ f(zm +%f($m)]

On peut montrer comme (1-1), que si f € C?([a, b])
I'erreur de quadrature

b—a

Ev(f) = () = hun(f) = =2HAP() o € lab]

Le degré d’exactitude pour la formule (1-1) est donc
r=1.

Figure2 Méthode de Trapéze.

1-3 Méthode de Simpson

La formule de Simpson est obtenue en remplacant
f par son polynoéme d’interpolation de Lagrange de



degré 2 aux points a, “TH) et b, on obtient la formule

de Simpson (voir fig. 3) :

b— b
b(f) = = @)+ a1 Y + )
On montre de méme que si f € C*([a, b]) 'erreur de
quadrature

Bif) = 1(f) = 1) =~ FV() on € ela.b]

et h = b_Ta On en déduit que la formule de Simp-
son a un degré d’exactitude r = 3 et son ordre est
q = 5(r +2). (méme remarque pour les méthodes de
rectangle et de trapéze).

De nouveau, on peut introduire une partition de
Uintervalle |a, b] en m sous-intervalles I, de longueur
H. Alors, la formule composite de Simpson est don-
née par:

Bolf) = 3 w4 4B | pa)
k=0
= SUfwo) 423 flo) + 43 SEEED) 4 ()
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On peut montrer 1a aussi que si f € C*([a, b]) 'erreur
de quadrature est donnée par:

BolF) = 1(7) — Lol f) = (2

) FYE) on

Figure3 Méthode de Simpson.

1-4 Formules composite de Newton cotes

Comme pour les méthodes de rectangle, trapéze et
Simpson composite, on considére une subdivision de
la,b] en m sous intervalles I; = [y;,y;11] tels que
yj:a—l—jHouH:b_Wapourj:O,...,m

On utilise alors sur chaque sous intervalle une formule
interpolatoire de noeuds xl(j); 0 <k <netde poids

m—1

oz,gj);() <k <netcomme I(f) = Z/ f(z)dx on

j=0 Y1

11



obtient la formule de quadrature composite
m—1 m—1 n
L) =19 =3">"a f(a)
§=0 §=0 i=0
noter que ng) est la formule de quadrature sur
I'intervalle ;. Ainsi si cette formule est d’ordre ¢
alors la formule composite (1-1) a un ordre ¢ — 1

En effet si

Yj+1 _
| flx)dx — IV)| = CH?
Yj
Alors
b m—1 Yj+1
[ tads =gl <31 faldo - 10
¢ j=0 Y

1-5 Formule de Gauss-Legendre

L’idée des formules de Gauss-Legendre est de placer
au mieux les points d’intégration xg,xq,...,x, de
sorte que la formule de quadrature

I(f) =Z a; f(x;)

12



ait un degré d’exactitude r aussi grand que possible.

b
[n<p> :/ p(.fl?)dﬁl? Vp S IED2n+1

Pour simplicité on va se placer dans la suite dans
intervalle [a,b]. On observe qu'on peut toujours
passer de n’'importe quel intervalle |a,b] sur [—1,1]
grace a la bijection

¢ [—1,1] — |a,?]

b—a b+a
s = x=p(s)=

S +

2 2
Alors

/f b‘a/ flo (1-1)

ot on a effectué le changement de variable (1-1) Dans
la suite, on note s toute variable dans l'intervalle
[—1, 1], et on indique par x celles qui sont dans |a, b].
Donc, si 'on a calculé les noeuds z; et les poids o
d'une formule de quadrature sur I'intervalle [a, b], on
obtient les noeuds s; et les poids @; correspondants
pour la formule sur l'intervalle [—1, 1] par la relation:
b—a b+a (b—a) ..

5 S; + 5 et ;= QU

Définition 1.3. Le polynéme de Legendre de degré n

13



est défini par

1 d°
Ln — - )" 1-2
(5)= 5y =00 (1)
Ainsi nous avons, si s € R
3s° — 1
Lo(s) =1, Li(s)=s, Lo(s)= SH

Théoréme 1.2. Les polynomes de Legendre
Lo, L1, Lo, ... vérifient les propriétés suivantes:

o i/ Ly € P et Ly Ln,..., L, forment une base de
P,,.

+1
® i/ Sit# ] alm’s/ Li(s)Lj(s)ds =0  (pro-
—1
priété d’orthogonalité) .
e i1i/ L, a exactement n zéros réels distincts tous
compris dans lintervalle ouvert |—1,4+1[. Ces

2€ros sont appelés les points de Gauss.

Lo(s) =1 Li(s) =s
® v/ 2k +1 k

Linls) = 3shls) =7

Preuve. voir T.D.

14
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Définition 1.4. Nous dirons que la formule de
quadrature

Ionlg) =) @gls;) ot g:[-1,]] - R
=0

est la formule de Gauss-Legendre a n+ 1 points si

e i/ Les points d’intégration sp < s1 < S3 < ... <
Sp sont les n + 1 zéros du polynome de Legendre
L1 c’est a dire lesn + 1 points de Gauss.

e i/ Les poids Q, ..., 0, sont définis par:
+1

aj:/1 lLi(s)ds, j=0,1,....n ot ly,....1,

est la base de Lagrange de P, associée aur n + 1
points de Gauss.

Théoréme 1.3. La formule de Gauss Legendre a n+
1 points (n € N¥) est exacte pour des polynomes de
degré r = 2n + 1.

1
16.1(p) :/ p(s)ds Vp € Py

1
Preuve. (voir T.D).
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Exemple 1.1. Formule de Gauss-Legendre a un seul
point.

On a Li(s) = s et donc le seul zéro de Ly est donné
par so = 0. Nous retrouvons dans ce cas-la la formule
du rectangle qui est d’ordre h?

Exemple 1.2. Formule de Gauss-Legendre adeux
POINLS.

Nous avons La(s) = £(3s* —1) et donc les deuz zéros

de Lo(t) sont donnés par sy = —% et s = %

La base de Lagrange [y, [ de IP; associée aux points
Sp, S1 est définie par

1—8\/§
- —— ¢
2

_3\/§+1

lo(S) 5

et alnsi

+1 +1
1 = / lo(t)dt =1 et 9 — / l1<t>dt = 1.

1 —1

t ll(S>

La formule de Gauss-Legendre a deux points s’écrit

T wee(F) ()

et la formule composite sur m intervalles I; associée

16



est donnée par:
m—1

[G,m<f> :Z SLARE

2
k=0

V3 —1 V3+1
{f(fl?k+ 7 (Thr1 — o)) + flag + W (xkﬂ_xk))}

Si f e C*([a,b];R), les théorémes 1.3 (n—1 le degré
d’exactitude est 2n+1= 3)et l'ordre ¢ = 3 + 2 et
pour la formule composite ¢ — 1 = 4 nous assurent
'existence d’'une constante C', indépendante du choix
des points x;, telle que:

b—a

m

b
/f(f’f)dﬂf—la,m(f) <CH* on H=

La fonction de Gauss-Legendre a deux points con-
verge donc au meéme ordre que la fonction de
Simpson.l

2 Dérivation numérique

2-1 Dérivées numériques d’ordre 1 et erreur de troncature.

Soit f € CYR,R). Si zy € R, alors

17



une idée pour calculer numériquement f'(xy) consiste
donc a se donner une valeur h > 0 assez petite et a
calculer

Apf(zo) o Vi f(xo) o onf (o)
h h h
aprés avoir défini les quantités Lorsque h > 0 est
donné,

Ny C(R,R) — C(R,R)
Fooe D) = fla+h) - f@).
Des considérations semblables sont valables pour les
opérateurs Vy, et 0y,

(2-4)

Définition 2.1. Lorsque h > 0 est donné, les opéra-
teurs Ny, V5, et 0y sont appelés opérateur de dif-
férence premiere respectivement progressive, Tétro-
grade et centrée.

18



Nous vérifions maintenant le résultat suivant:

Théoréme 2.1. Les opérateurs de différence pre-
maere /Ny, Vj, et 0y, sont linéaires.

Preuve. Il est facil de vérifier que

Aplaf + Bg)(x) = a(Anf)(z) + B(Ang)
V(f,g) € [CRRI]; V(,3)eR: V zeR

Le méme raisonnement s’applique aux opérateurs Vy,
et 5h-

¢ Si f € C*(R;R), son développement limité au 2
ordre au voisinage du point x( s’écrit:
1
flzo+h) = f(zo) + f(wo)h + §f”<§>h2 (2-5)
ou & € [xg, o+ h.
nous obtenons:
Ahf X 1
Flao) — 200 Dy pren 2
Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant:

Théoréme 2.2. Si f € C*(R,R), si g € R est fixé
et si hg > 0 donné, il existe une constante C' telle que

f/<fl7o> — Ah];(xo)

<Ch, Yh<hy (2-7)
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Preuve. Posons C' = 1 _max ()]
ro<x<ro+h(

De la relation (2. ) nous obtenons bien I'inégalité
(2. ) carsi h < hy alors & € |xg, 29+ hg| et donc

QI <C.

Nous obtenons de la méme facon un résultat sem-

blable si Ay, f(zq) est remplacé par Vy, f(xo).

Par contre, si nous approchons f'(zq) par (S}lf—,ff(’), nous

obtenons une meilleure approximation. En effet, sup-
posons f € C3(R,R) et considérons la formule de

Taylor a l'ordre 3 de f au voisinage de xg + % et

oy — %I

Flao+ 2y = flan) + Flaos + 200 By TIO) g
aen 2 (3) 3

flaa =) = flao - flay + 250 (3) - L2 ()

ou & € [330,3304—%} et € [:1:0 — %,:1:0] :
En soustrayant (2.9 ) & (2.8 ) et en utilisant la relation
(2. ), nous avons:

_ onf(mo)
h

/(o)

_ ‘f(?’)(f) + f<3><n>‘ nE_ [P+ £
B 6 8 — 2

20



S1 hg > 0 fixé et si nous définissons
1
C=—  max F3(x)

b
24960—@§1’§$0+@

nous déduisons a partir de (2.10) le résultat suivant:

Théoréme 2.3. Si f € C3(R,R), si g € R est fixé
et si by € RY donné, il existe une constante C' telle
que

onf (Zg
f/<f130> L ],i )
Les théorémes 2.2 et 2.3 nous assurent que si f est
assez réguliére, les quantités Ah*’;(x()) ot bt }(on)
gent vers f'(xg) lorsque A — 0. Dans le 1 cas, la

convergence est d’ordre h, le 2°"“cas, la convergence
est d’ordre h?.

Définition 2.2. On dit que Ath(:CO) et %@30) sont des
formules de différences finies progressive et rétrograde

pour I'approximation de f'(xg), les différences

ANy flx Viflx
F(ay) — 20010 f(ay) — L2220
h h
sont appelées erreur de troncature. Elles sont d’ordre

h et on dit que les formules de différences finies sont
consistantes a l'ordre 1 en h.

< Ch*, Yh<hy (2-11)

conver-

et

21



De meéme la formule de différences finies centrées

(Sth(xO) pour I'approximation de f'(z() est consistante

a l'ordre 2 en h car 'erreur de troncature

f,<$o) — 5hf}§x0)

est d’ordre h?. Elle est ainsi plus précise que les for-
mules de différences finies progressive et rétrograde.

2-2 Dérivées numériques d’ordre supérieur

Soit m € N*, on définit récursivement:

AR = Dp(AF ), (2-12)
Vitf = VYV ), (2-13)
S f = on(8 L. (2-14)

Ainsi par exemple

@) = G0f@) = 0(fla )~ fla-5) (21
= Buf(e+ )~ nfla—3)
= fa+h)~ f(@)~ |fo =g +2) ~ flz—5 o)

22



De facon similaire a ce qui a été fait dans le cas ou

m = 1, nous vérifions que les opérateurs A}', V}" et
1* sont linéaires.

Il est facile de démontrer que si f est une fonction

assez réguliére (f € C™"! si on prend des différences

progressives ou rétrograde ou f € C™2 si on prend

des différences centrées) et si zp € R est donné, alors

Apfxe)  Vi'f(xo) 65 f(20)

R R h™m
sont des approximations de f"(xy) = fx—mm f(xo),
d’ordre h, h et h? respectivement lorsque h — 0.
Nous pouvons ainsi énoncer les résultats suivants, qui

généralisent les théorémes 2.2 et 2.3.

Théoréme 2.4. 5i m € N*, s f € C"M(R,R), s
xo € R et hy > 0 sont des nombres donnés, alors il
existe une constante C' telle que

£ (20) — AZ%%) < Ch V h< hj2-16)
f(m)(aro) — VZ;{WSJ:UO) < Ch V¥ h<hd2-17)

Théoréme 2.5. Sim € N* si f € C"™(R,R), si
x9 € R et hg > 0 sont des nombres donnés, alors il

23



existe une constante C' telle que:

m

£ (z0) — %ﬁf’“) <Ch?® VY h<hy (2-18)
Les problemes de diffusions d’espéces, de déformation
élastiques, de propagations d’ondes, d’écoulements
de fluides, etc. font intervenir des dérivées 2°™¢ ou
4®me - Ainsi, les formules aux différences finies cen-
trées pour 'approximation de f”(xg) (m = 2) et
fW(xg) (m = 4) sont trés souvent utilisées par les
ingénieurs et s’écrivent:

_Jlwo+h) =2f(z9) + f(xo — D)

() = : (2:19)
£ () ~ f(wo +2h) —4f(xo+ h) + 6f(xo) — 4f (w0 — h) +
0) — R
(2-20)

2-3 Dérivées numériques et interpolation

Soit f € C(R,R), xg € R et h > 0 assez petit.
Considérons les points ; = xg+jh avec j = 0,1,2, ..
si m € N*, il est possible de construire le polynome
de Newton P,,(x) tel que:

Pu(a) = flag)+ 221

AR f (o)

mlh™m

(x—x0)+...+

(x—x0)(x—121)
(2—21)

24



P, est un polyndéme de degré m et nous obtenons

Fn(zo) = f(x0),

Paler) = flao) + 200 0y ) = pay) 4 L) S
Po(x2) = f(xg) + Ahj;(a?o) (25 — z0) + Ahé];(fo)(@ — )

= f(xo) + Anf(w0).2 + A f (o)
= flzo) +2(f(x1) — f(wo)) + (f(22) — 2f(x1)) + f(a

En fait, nous pouvons montrer que P,(z;) =
flz;), j = 0,1,2,...,m et puisque P,, est
un polynome de degré m, alors P, est l'unique
polynéme de degré m qui interpole f dans les (m—+1)
points g, T1, Ta, ..., Ty, (chap.1). Il est facile de voir
que

d™ AP f(wo)
g = =50

Nous avons ainsi partiellement montré le résultat
suivant:

Théoréme 2.6. Si p,, le polyndme de degré m qui
interpole f dans les points z; = x¢ + jh avec j =
0,1,2,....,m, alors on a:

Ay f(xo)
h

AR f (o)

ey (x—x0)(x—21
(2-22)

(z—x0)+....+

Pm(x) = f(20)+

25



et
d" Amf )
pm<x0> — L < )
dx™ h™
Remarque 2.1. Si f € C™"R,R), nous pouvons
utiliser le théoréme 1.1 pour établir 'erreur suivante

entre f et p,, :

! R max
(m + 1) ro<z<zo+mh

max | f(z) — pu(2)] < 5 (m+),

ro<x<zo+mh

Remarquer l'analogie entre le polynome de Newton
pour P, (2.23) et le polyndéme obtenu par développe-
ment de Taylor de f autour de x = xy.

Remarque 2.2. Des résultats semblables a ceux
enonces dans le théoreme 2.6 sont ausst valables pour
les opérateurs V' et 0p'. Par exemple il facile de
montrer que si p, est le polynome de degré 2 qui in-
terpole la fonction f en les points xg — h, xo et
xo + h, alors

d’ 0 f(xo)  flwo+h) —2f(w) + f(xg — D)
@Z% (ﬂfo) — h2 — h2

D’autre part on sait que f(x) = P,(z) 4+ E(x). On
peut approcher la dérivée en utilisant le polynome
d’interpolation de Lagrange ou Newton.
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A priori f)(z) = pY (z) + EW)(z) ou
Polw) =Y i) f() = [P(w) = ol (@) flai)+ EV(x)
i=0 =0
(p)

Pour pouvoir dire que P, (z) est une bonne approxi-
mation de f®)(z) il faut que E(z) soit p fois dérivable
et cette p dérivée soit negligeable devant P (x). Ce

qui nous impose 1'étude de E(x).
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2-4 Etude de ’erreur de dérivation

Commencons par étudier E'(x) = f'(z) — P'(x)
Si f est (n+ 1) fois continuement dérivable sur |a, b
nous savons que pour tout x € [a,b] 3 &, € [a, b] tel
que:

1 n

Ba) = oy @) V(&) ot n(a) = [[ (22

On peut donc écrire E(x) = mw(x)g(x) avec g(x) =
ﬁf(nﬂ)(&)‘
Une dérivation formelle, nous permet d’avoir:
E'(x) = n'(2)g(x) + m(x)g (x)
Le point pour lequel on cherche une approximation
de f’ peut étre:

xun point x; 1=1,...,n+1

x un point différent de x; Ve =1,...,n+1
a) sl x = x; alors E'(z;) = 7'(x;)g(x;) avec

n

o) = i T =TE@) oy, 1@ T

T—T; T — X T X — T

j=0
JFi
et
n+1

' H o :E] n+1) (‘f%)

J%@

E'(z;)
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b)siz #x; Vi=1,...,n+1nous devons connaitre
une estimation de ¢’(x), il faut donc supposer que f
est (n + 2) fois dérivable Vax € |a,b] , 39, tel que

g/<33> — (nig)!f(n+2)<5x> alors

@ e

Plus généralement

E'(z) =

E(z) =n(z)g(x) = EV (z)=>Y Crz?""(z) ¢" ().

En utilisant la formule du polynoéme d’interpolation
de Newton et les différences divisées, on obtient:

E(x) = y(x) — P(x) = (x —xp)(x — x1) ... (x — zp) y(z, x,
= 7(x) y(x, xo, 1, ..., Ty)

On a si y(z) est de classe C!

E'(z) =7'(z) y(x, o, 21, . . . ,ajn)—l—ﬂ(a:)%y(x, L0, L1, ..., Ty
Or
d - y(:c—i—h,ajo,ajl,...,azn)—y(a:,xc
@y(max()axla”wxn) — }1151/(1) h
= limy(x + h, x, xo, 21, ..., 2,) = y(z,
h—0
d’ou

E'(z) =7 (x)y(x, x0, 21, ..., 20)+7(2)y(2, T, 20, X1, . . ., Tp)
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Or, on a

(n+1)
Y e)
y(x, xo, 1, ..., Tpy) = CEE ¢, € |a,b]
Donc
(n+1) (n+2)
rroN 1 NY (cz) Y ()
E'(x) =7 (x) 1! +7 () 2] Cpy Oy € |a, b

si y(x) est (n + 2) fois continuement dérivable.
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