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Questions courtes : 8 points. 
 

1. On considère un gaz de Bose ou de Fermi contenant   particules relativistes, qui 
sont enfermées dans une boîte de volume   . L’on désigne par   et  , l’énergie et 
l’impulsion individuelles d’une particule.  On notera le facteur gyromagnétique par 
      , où s est le spin commun des particules. Démontrer que la densité d’état, 
 ( ), est donnée, à toute dimension d’espace  , par : 
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Ici,      
     (   ) représente l’intégrale sur les     variables angulaires ou 

encore l’aire d’une hypersphère de rayon unité et plongée dans l’espace Euclidien de 
dimension  .  
 

2. On considère un gaz parfait à   particules quantiques (sans spin) enfermé dans 

une boîte hypercubique de volume     . Prouver, par application des principes de 
la Physique Statistique, que les déformations des niveaux d’énergie, *   +, sont 
données par : 
 

     
 

 
  (

  
 
)                                    

 

Discuter dans quel sens se font les déformations, en tenant compte du signe de la 
variation de volume,   . 
 
Problème : 12 points. 
 

On considère un gaz bosonique quelconque, enfermé dans une enceinte de volume 
   et qui est susceptible de subir une condensation de Bose-Einstein (CBE), à une 
température caractéristique,   , appelée température de Bose, celle annulant le 
potentiel chimique, c’est-à-dire  (  )   . Pour faire une étude globale de tous les 
gaz susceptibles de subir une CBE, l’on suppose que la loi de dispersion des énergies 
individuelles des particules est donnée par : 
 

 ( )       ,                            ‖ ⃗‖ . 
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Ici,   ‖ ⃗‖ est le module de l’impulsion de ces particules, et   et   sont des 
constantes réelles positives.  
 

1. Démontrer que la densité d’état associée est donnée par : 
 

 ( )   
  
    

  
 
 

 
  

     
                              

 

avec la notation :      
     (   ). Ici,        désigne le facteur 

gyromagnétique. Pour quelles valeurs des constantes   et   retrouvera-t-on la loi de 
dispersion usuelle, où  ( ) s’identifie à l’énergie cinétique ?  
 

2. Montrer que le gaz bosonique ne peut subir une CBE que si la condition     est 
satisfaite. Comme indication, l’on considérera l’intégrale donnant formellement le 
nombre de particules,  , à la température    et avec    , et l’on discutera la 
condition de sa convergence.  
 

3. Exprimer la température de Bose,   , en fonction de la densité moyenne des 
particules,     . On rappelle l’intégrale : 
 

∫
      

    

 

 
  ( ) ( ) ,                             . 

 

Ici,  ( ) est la fonction gamma d’Euler et  ( ) est la fonction zêta de Riemann. On ne 
remplacera pas ces fonctions par leurs valeurs numériques, dans la suite du 
problème.   
 

4. On désignera par     , le nombre de particules d’énergie     se trouvant dans le 
condensat de Bose-Einstein, et par     , le nombre de particules d’énergie     dans 
la phase dispersée. Démontrer que le nombre de bosons d’énergie     (avec    ) 
obéit à la loi d’échelle :  
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 ,                                . 

 

En déduire le nombre de bosons dans le condensat de Bose-Einstein,     .  
 

6. Démontrer que l’énergie interne,  , du gaz bosonique obéit à la loi d’échelle :  
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7. Prouver la relation suivante entre le grand potentiel et l’énergie interne :  
 

   (
 

 
)  . 

 

8. Déduire de ce qui précède les expressions de la chaleur spécifique du gaz 

bosonique,   , son entropie,  , et sa pression,  , en fonction de la température  . ■ 


