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Module P124
Pr. BENAMI

La dérivée partielle d’'une fonction f par rapport a la variable x est notée :

, _Of
f;“_ax

0:drond

Si f est une fonction de X, y et z. Alors les dérivées partielles premiéres sont :

of of of
I 2 I — 2 et i
fx 0x Iy oy fz 0z
Les dérivées du second ordre :
L, 0 0f\ 0*f £ 02f . 0%f
Wenll) -2 V-5t o =Gk
Ox \0x 0x ay 0z
Les dérivées mixtes :
, 0 <6f>_ o’f ., 0 <6f>_ 0°f 92 f
o oy\ox)  dyox  *2 T 9z\ox)  @zox vx = 9xdy
. 0*f . _ 0 92 f
z 0x0z vz 0zdy zy — dyoz
a)
fx =cos(x+y); fy, = cos(x +y)
=fy' = fiy = fyx = —sin(x +y)
b)

fi=3x% ; f =23



fl=6xyify =05 fly =3x% fi = 37

c)

3
fi = 3x?*logysin?z; fy = %Sinzz i f = 2x3logycoszsinz = x3logysin 2z

x3

fl' = 6xlogysin?z; fy = —y—sm zZ; = 2x3logy cos 2z

12 12

_3x% . 9 < I — 342 in2z: II_E-Z . _x_32
xy ==, sin Z; fry = 3x*logy sin Z,fyx—ySIH z; fyz =5 sin2z
" 2 . " x3 .

x = 3x logystz;ny:?stz
Exercice n°2

a) Intégrale simple

Changement de variable

On pose cos 8 = b donc sin @ = —
P Vb2 +x? Vb2 +x2

sin @ X bsin 0
On trouve que = Dx= etdx = deé

cos @ b cos 9 cos?0
L’intégrale devient

b cos30 1 sin 6 x
df == [ cos0do = + (5t = ——C"*¢

fcosze b2 bf bVb2+x2

b) Intégrale double

Ona:1<x<net0<y<x? (théoréme de Fubini)

X

H—J [ o= T, o

—f —dx = [Ln(1 + x)]} = Ln(1 + n) — Ln2

c) Intégrale Triple



Ona:0<r<R;0<f<2met--<¢@<

R 21 n/, 4
f rzdrf dej cospde = =mR3
0 0 ~"/2 3

NI

Exercice n°3

1)
Fc, A “F B aFﬂf c Fa
!l'l A hd — _E_I.'lll A — 5 — c_" "'rlc
— e
a=e Fa o™ ¢ F¢ g=e X

o

Soit F 4 la force
qui s’exerce sur qa due a (s et(c.

-
F g la force qui s’exerce sur (g due a ga et qc.

F ¢ la forcelquisS’exerce sur qc due a s et ga.

D’apres la loi de Coulomb et le principe de supérposition on a :

FA:FB/A+FC/A=ke<_i) 4 =mk62i

e e ) 3
a2t 2a2’

Sa norme ou module est ||F4|| = 1,728 « 108N

FB = FA/B + FC/B = 6 , en raison de la symétrie par rapport au pointO.

— — — — 3 N
EtFc=Fp) +Fa =—Fy= —mkezl

Sa norme est ||FC|| =1,73+10°8N
2)

Les charges étant ponctuelles, alors leurs potentiels sont :



VAzk(—E+ e)= ke

a 20/ 2a
a2
k

rom ki) i

L . . 1
Donc I'énergie potentielle de systéme U = EZi q;V;

1 3
U= 3 [qaVa+qpVp t+qcVcl = —%kez

U=-3,46 « 10718] oubien U = —21.6 eV

Exercice n°4

Le champ électrostatique créé par la charge dq est :

dE = k27 or dq = Adl etdl = Rd9; avec 1=R ; k = —

4TTE

Donc

dE)_k/leH_)_kldH 67 — sind})
= Rzu— R(cosz sinfj




Le champ total

, L kA (T2 ) N
E = f dE = — (—cosOT — sinfj)) dO = — @+

R J, 4megR

Le champ en fonction de la charge totale Q

on a:Q=qu=f0"/2,1Rd9=’“2'l_>A=ﬂ

TR

= Q -
5> EF=——
2m% ey R? (@+J)

Exercice n°5

On fait coincider I'axe Oz avec le segment et on se place en coordonnées
cylindriques (r, 6, z) pour M.

AB=2a ‘
e
Soit O le milieu du segment, on‘a @Msr. soit P +
P un point du segment avec sa cote 7 telle a |z -
que —a<0OP=z<a e, . M
v a |
A E}_"E,I p 4
On considere un élément de longueur dl a dE,,(M}I
centré en P et portant la charge dg=Jdl. 1l -
» i . A =
créé en M le champ élémentaire :

1 Adl _

dE,(M) = ———
p(M) = g ppgz em
Donc le champ total créé par la distribution s’écrit :

E(M)—f 4B, (M) = — f deadty
“rer 7 ~ 4mey Jpe, PM? tem

IciOP =28,,dl =dzetOM =1 &, d’ol

PM =P0 + OM = —z8, + 1 &,

; 2 _ 2 2 ) 5 o :@:rér—zéz
SOItPM® = z° + 1% — PM = Nz* +r? 0rlpy = - N

Finalement :



> A ¢ re ze
EM) = j 4 Z_dz
dmegy )_, (2% + 12) /2
Or
a Z _1 a
S dz = ] =0
_aVzZ ¥ 12 VzZ +r2l_,
et
Voir ex 2
j‘a T p 1 z ]a 2a
_—az == = —
On en déduit :
EQM) = Aa 1 R
T 2mreoNaE iz
2)

Dans le cas d’un fil infini cad a tend vers I’infini (@— )
La valeur du champ est :
Aa 1 A

E(M) = lim e, = e
(M) a—0 2reg~a2 + r2 | 2RPEY -

Théoréme de Gauss

Exercice n°6

1)
Dans la base cylindrique le vecteur E(M) se décompose en :

E(M) =E(r,0,2) = E,(r,0,2)8, + Eg(r,0,2)8 + E, (1,6, 2)8,



Invariances :

La distribution de charge est invariante par translation selon I’axe (Oz) et par rotation d’un
angle 6 autour de ce méme axe, le champ est donc indépendant de coordonnées 6 et Z.

E@@:E@y@ﬁ:ﬁ@) :

Translation’

Rotation

N |

Le plan T, = (M, é,, €,) passant par M et OZ est un plan de symétrie donc E(M) est dans
ce plan soit (E¢=0).

Le plan T, = (M, €,, €g) passant par M et perpendiculaire a OZ est un plan de symétrie
donc E (M) € m, est dans ce plan soit{(E,=0). -

Ainsi le champ électrostatique est donc eontent’'dans
I"intersection de ces deux plan E(M) € m; 1 73

Finalement le champ est radial (porté par &,) E (M)'=
E.(r)é,

(Pour une densité volumique présentant une symétrie
cylindrique on aura : (p (r, 9, z) = p(r)))

. . N P , 1 . N
Flux de champ électrostatique a travers une surface fermeée est égale a = foisfa charge a
0

I’intérieur de la surface.

®- :# Fagsodm _Q
S

E/S & &

3)



La symeétrie est cylindrique. Alors la surface fermée de Gauss sera un cylindre passant par
M de rayon r et de hauteur arbitraire h, refermé par deux disques perpendiculaires a (OZ).

SG = Sb1 +Sb2 +SLat

Le flux du champ a travers la surface de Gauss

nL//E
> ﬂ f 5 || Fis
/56

ds =rdfdz,0< 0 <2m

nZJ_E
0<z<h

cbf/s = ﬂ EdS;, = ﬂ EdS cos(0) = ES = E2nrh
G

Car E est radial ne depend que de

*Pourr<R

La charge intérieure a la surface de Gauss est :

2n
th—qu jffpdv pf rdrf def dz=p —21th primh

L application de Th de Gauss conduit a :

pr’mh

&b-, =E2nrh =
E/SG €o
T

Soit: E(1) = Zps
0



*
Pourr>R n, Zz

Se R
R=e

AL M
Sl‘g R ny, | h
s |
\Z% (Se)

_-—‘_
Stz

0 - Wp@pé“m [0 "tz - prtmn
4

q)i/s,; = E2nr

ot E(r) = 25 P
0

Donc d’aprés le TH de Gauss :

21th

——&¢e.sir>R
21"80 r

On constate que le champ électrostatique est continu en r=R.

4)

Le potentiel : la relation entre le champ et le potentiel E= —gradV or E= Ee,. = Z—Zér



: av
SoitE =—— =V =—[Edr

*Pourr<R
V(r) = —fﬂdr= —p—r2+61
2¢g 4g
*Pourr>R

pR?
V(r) = —Z—SOInr + C,

La référence de potentiel ne peut pas étre prise a I’infini, puisqu’il y existe des charges. On

choisit V(r=R)=0

R? R?
Donc C1 = ZTet C, = ’;TlnR
0 0

L (R? —r®)sir <R

480
V(r) = p RZ
——lnr/R sir>R
280
5)
Courbe E=f(r) et V=f(r)
E v
A A
pA | - Eirabnle
2ep A pA? ~ _
4 A\ r
| | '\.\ ¢ l \ ‘-\.x
/ i ) \‘\M\_ ~Inir)
Iinéairei - T—
n r
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Exercice n°7

1)
Plan contenant le [il P,
- La distribution de charges est invariante par N //
translation selon Oz. e _‘_['in|‘|l_-l?ﬁﬂ-l,~'h"-:1:.‘t‘
.(_'_,‘-"" uniormeme

75 Plan médiateur P,

- La distribution de charges est invariante par SN AT
rotation autour de Oz = /

- Le plan 7, contenant le fil est plan de symétrie

- Le plan m, perpendiculaire au fil est plan de ]
symétrie

2)

La symétrie est cylindrique. On choisit comme surface de Gauss Sg un cylindre de rayon r
de hauteur h et qui a pour axe le filinfini.

SG:S1+S2+SL

Le théoréme de Gauss stipule que :

>, =ﬁ§ Eds = Jin
/S s &

oy = || Fasi+ || Eas+ || Eas
/SG

Oy = f f EdS,,, = ES = E2nrh
/SG
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Car E est radial ne dépend que de r et comme tout les points M de la surface latérale sont

séparés de r du fil = E=CS*

La charge a I’intérieur de la surface de Gauss :

Qim=qu=/1 dz = Ah

f

Th de Gauss implique

Ah
E2nrh = —
€o
Donc
E A
 2mre,
3)
Le potentiel
E=—-gradVorE =Eé, = Z—Zér
SoitE=-YL sv=-[EFEdr=-—2 =Lt c**
dr 2meg Y T 2Tég

Exercice n°8
1- Tout plan passant par O est plan de symétrie de la distribution de‘charge

Comme le champ E appartient a I’intersection de deux M~

plans de symétrie, on en déduit que le champ est radial : ~—

E(M=E (r, 0, ¢) &

La symeétrie de la distribution est sphérique, alors E ne
dépend pas de 0 et 9. E(r)=E (r) &

2- Champ en tout point de I’espace .

Prenons pour la surface fermée de Gauss (S) la sphére de
centre O et de rayon r passant par le point M.

E®
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Le flux de E a travers la surface fermée (S) est: qb gf;S EdsS puisque E ne dépend que

derdoncleflux @z, =E [[dS =ES = E4nr? Sphére de

Gauss

/
Deux cas se présentent suivant la distance r.

er A 17intari A . =1
1°" cas a I’intérieur de la sphere : r <R F(M)

d)ﬁ/s th avec ant — qu et dq pd’l? = ant = fff Pdv

it0.. = pEmgr3 L= 2 _ pinr
SOItth—p3m‘ donchE/S E4nr P e

=>E() = % Spheére de

Gauss
r,-= -~/
Pe'S S

2°™M€ cas a I’extérieur de la sphere : r >R

®: = E4nr? = %nt

E/S €0
/M
Avec \~-_—/
4 3
Qine = Hf Pl PR
v
2 _ 4mR® _ PR®
Donc E4nrs = p 3 e =>E(r) = 3002

(Sir=R, E(r) = g on trouve que le champ est continue pour une distribution volumique.)
0

3- Calcul du potentiel
On sait que E= —gradV = E = — Z—Z car E ne dépend que de r.
=SV =—[Edr+C%

Pour r<R

p p
Vint = —3—80f7‘d7‘+61 = —6—801‘2 +Cl

Pour r>R
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Vext = 32, r2+62_3r 0+62
Sionprend V() =0
R3
Vext(00) = 0=>C, = 0 alors Vo (1) = Sreq
mt(R) - ext(R) - =>th(1') - _(_ - _)

4- Courbe E=f(r) et V=f(r)

) Tﬂ‘f@&

3, Fonction en

Vir)
A
Lp? .
2% "
3g, | Fonction en
Portion de :
I pnrﬂbﬂif |
i Sl St o
0
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