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Série n°1 : Intégrale de Riemann.

Définition : Une fonction f : [a,b] — R est dite intégrable au sens de Riemann sur [a, b] si,

b
Ve > 0; 3,0 € E([a,b];R)  telles que ¢ < f <1 et /(@/J—gf))dzge.

Ou &([a,b] ; R) est I'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

Théoréme : Une fonction bornée f : [a,b] — R est Riemann- intégrable ssi

T () =T (= [ f@) da

() :=sup{/abmx)d:c/sbesqa,b];m TEr)

Ou

et

rp) =it { [ v e gai®), vz o)

Exercice 1. Soit n un entier naturel non nul.

1. Montrer que la fonction f: z — E(2) est en escalier sur [1,1].

1
2. Calculer/ f(z)dx

Exercice 2. Montrer qu’une fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann sur [a, b] ssi,

b
Ve > 0;3p, pu € E([a,b];R)  telles que  |f(z) — p(x)| < p(z) et / p(z) de <e.

Exercice 3. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée.

1. Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a, b] si et seulement si

b
(Vn € N*) (T, on € E([a,b];R))  telles que ¢, < f <), et / (Vn, — ) (x)dx < %

b b b
2. Montrer que/a f(z) dx—nl_lgloo/a Uy (x) dx _nl—lgloo/a on (z) do
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Exercice 4. Soit f : [0,1] — R la fonction définie par
flz) = zﬁz six = § est irréductible; p, g € N*,
0 siz=0ousiz¢qQ.
Montrer que f est Riemann-intégrable sur [0, 1] et calculer son intégrale.
(Id Prendre w(z) =45 S TEEn E { eQno,1] f()>1})
nd : Prendre x) = avec F, =<z ,1; x)>—¢ ).
f(z) sizeE,, n

Exercice 5. (Application de I'inégalité de Schwarz)

1. Soit f et g deux fonctions intégrables sur [0, 1], on suppose en outre que fg > 1. Montrer que
b b
(/ f(x) dx) (/ f(z) dm) > 1.
2. Etant donné a et b tels que 0 < a < b. Montrer que
/ T _(b-a)
o T Vab

3. Soient n € N*, (ay, ..., an, B1, ..., Bn) € R?"), et soient a,b € R tels que a < b. Montrer que si
fet g sont deux fonctions intégrables sur [a, b], alors

(éaiﬁi+/abfg)2§ (éa?Jr/abe)(gﬁfﬂL/ang)-

Exercice 6 : (Premiére formule de la moyenne)
Soit f une fonction continue au voisinage de 0. Montrer que

lim i/x tf(t) dt = J(0) et lim B f( ) = f(0)In(2).

z—0+ 12 2 z—0t ZL‘2

Exercice 7 : : (Lemme de Riemenn-Lebesgue)

1. Montrer que pour toute fonction en escalier f : [a,b] — R, on a

lim /b f(x)cos(nx) de =0 et lim /bf(x) sin(nz) dxr = 0.

n—-+4o0o a n—-+00 a

2. En déduire le resultat pour toute fonction intégrable sur [a, b].

Exercice 8 : (Sommes de Riemann)
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1. Montrer que les fonctions définies sur R par f(z) = 22 et g(x) = €* sont intégrables sur tout
1 1
intervalle fermé borné de R puis calculer les deux intégrales / f(z) dx et / g(x) dx.
0 0

2. Calculer les limites des suites définies par le terme géneral suivant :
1 [k e R2 T 1 <
— = 1+—=) | , n=—r >y FE(Vk).
;njtk 2n + k’ ! (1;[( +n2)) v n\/ﬁz_: (V)

Exercice 9 :

1. En utilisant 'intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

A:/ In(t) dt, B :/ e’ cos(2t) dt.
1 0

2. En utilisant 'intégration par changement de variable, déterminer les primitives suivantes :

_ dx - sin(x) dz [ 46 —e"
Blz) = / o(In?(z) — 4)’ Fle) = / (cos?z +2cosx + 5)?’ Glw) = / (e® —3)%(e* — 1) i

Exercice 10 : (Intégrale de Wallis)
Soit I, = /2 sin" xdr et J, = /2 cos" x dx
0 0

Montrer que I, = J,.
Etablir une relation de récurrence entre I,, et Lo

En déduire [21) et 12p+1'

- W o=

T :
Montrer que (n + 1)1,411, = 5 pour tout entier n.

I
+1 1 . e
"~ = 1. En déduire qu’au voisinage de l'infini I,, ~ o

5. Montrer que lim

n—-+00 n

v 1
Exercice 11 : On considére la fonction définie sur R* par : f(x) = / ——dt
e Vit

1. Montrer que f est bien définie et impaire.

1
2. Montrer que 0 < f(z) < o, Pour tout © € R* et en déduire lim f(x).

r—r+00
3. Montrer que f est de classe C* sur R%, calculer sa dérivée et en déduire les variations de f sur
R*.
4. Montrer que f(x) <In(2), pour x € R% et en déduire que f admet une limite finie & droite en
0.

Exercice 12.

1. Prouver que si f est de classe C! sur [0, 1], alors

s (350 (1) - [ o) 050

3
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2. Calculer

1F 42k 4k 1
) B > 0.
n1—1>I-ir-loo( nk“ k’—f—l ’ ]{?_0

3. Soit f une fonction de classe C* sur [0, 1]. Prouver que

lim_p [/f dx——Zf(QZ_l)] w

4. En déduire que

lim n? 2 + 2 + + 2 In2) = L
" +oo n+1 2n+3 7 4dn-—1 327

Exercice 13 (facultatif). Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On suppose qu'il existe deux
suites (¢,,) et (¢,) de fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] telles que, pour tout z € [a, b], on ait

b

b < f < et lim [ (¥n—¢p)(x)dz = 0.

n—-+o0o a

Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a, b] et
b b
/ f(z) de = lim /Q/Jn = lim / ¢n () dx
a n—-+o0o n—-+00 a

Exercice 14 (facultatif).

1. Soit f : [0,1] — R une fonction intégrable et soit g : E — R (ou f([0,1]) € E C R) une
fonction k—lipschitzienne. Montrer que la fonction composée gof est intégrable sur [0, 1].

2. Soient a,b € R tels que a < b, et soit f : [a,b] — RT une fonction intégrable sur [a, ],
montrer que /f est intégrable sur [a,b]. (Indication : montrer que Vo, 8 € RT, |\/a—+/f| <

o = 51.)

Exercice 15 (facultatif). Calculer la limite des suites de terme géneral suivant :

n—1 n n n—1 1 1
Uy =N72 go vk, Un:nkgl SRR wn:ﬁgl kew, x, = (l |(1+ﬁ)) s Yn = <n'n”) .

k=0

Exercice 16 (facultatif). Calculer les primitives suivantes sur leurs ensembles de définition :

tan z dx,

e e | O -

1 cos® x dz cosh z
dx, ——du, - , - dx
cos* x sin® x 5cosh x + 3sinh « + 4 2 cosh x + sinh z

4
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cosh x — 1
cosh x —1 _ar N v— /
/ e“dx, /1—|—tanhx / x? + 3x — 2dx,

cosh = + 1

x
—_—dx
Vi +ax+2

Exercice 17 (facultatif). Soit F' la fonction définie, pour tout = € R, par

Calculer F'(z).

Calculer F'(0) et montrer que la fonction F' est impaire.
Etudier les variations de F.

Montrer que lim F(x) = 0.

n——+o00

AN e

Calculer le développement limité de F' en 0 a 'ordre 3 et dessiner la courbe de F.

Exercice 18 (facultatif).
1. Déterminer les limites suivantes :

" T cost

lim e ™dr, lim —dt, lim e Bsine gy,
n—+oo 0 x—0 3z R—+00 0
2. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Calculer
1 1 1
x x
lim f(z) dr, lim 2" f(z)dr, lim Lal
n—+oo Jo X +n n—+oo J n—+o0 J 1+nx
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Corrigé de la Série n°1

Exercice 13 (facultatif). Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On suppose qu'il existe deux
suites (¢,) et (¢,) de fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] telles que, pour tout z € [a, b], on ait

b

O < f<, et lim (UVn, — ¢n) (z)dz = 0.

n—-+00 a

— Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a, ] : Soit € > 0. Il s’agit de montrer qu’il existe deux
fonctions en escalier ¥ et ¢ sur [a, b] vérifiant :

b<F<t ot /<w—¢><x>dx5a 1)

Par hypotheése, il existe n € N tel que fab (Ym — &m) (x)dz < € pour tout m > n. Fixons un tel entier
n. Comme v, est intégrable sur [a, b], il existe deux fonctions en escalier ¢, et d,, telles que

b
Cn S wn S dn et / (dn - Cn) (l’)dl’ S &,

b
donc a fortiori / (dp — ) (x)dx < e.

a
De méme, puisque ¢,, est intégrable sur [a, b], il existe deux fonctions en escalier a,, et b, telles que

b
an < ¢ <b, et / (b, — ay) (z)dz < ¢,

b
donc a fortiori / (dp — ) (x)dx < €.

On a ainsi trouvé des fonctions en escalier an et d, sur |a, b] vérifiant :
an < ¢n < f <Py < dy,
et
b b b b
/ (dy, — ap) (z) do = / (dp — ) (z) do + / (Y, — On) (z) dx + / (b, — ap) (x) dz < 3e.
En prenant ¢ = a,, et ¥ = d,, on a bien les relations , ce qui montre que f est Riemann-intégrable

sur [a, b].
— Calculons l'intégrable de f sur [a,b] : D’aprés 'exercice 3, on a

b b b
/ f(z) de = lim a, (x) dr = lim d,(x) dz,

n—-+0o0o a n—-+oo a

/:an@:) dr < /ab<z>n<x> dr < /abwnm di < /abdn@s) dr,

par passage a la limite, on déduit le resultat dérisé :

b b b
/a f(z) dx :nETw/a Uy (z) dx :ngrfoo/a On (x) dx

et comme
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Exercice 14 (facultatif).

1. Soit € > 0. Puisque, f est intégrable sur [0, 1], on peut trouver des fonctions ¢ et u en escalier
sur [0, 1] telles que

1
If =l <p et /u(m)dmﬁe.
0

Or, goyp est une fonction en escalier sur [0, 1] puisque, si (a;)o<i<n €st une subdivision quelconque
de [0,1] telle que p(z) = \; pour tout = €Ja;_1, a;[, alors

(gop)(z) = g(A)
pour tout = €]a;_1, ;[ et tout i € {1,...,n}. D’autre part, puisque g est k—lipschitzienne, on a
[(gof)(z) = (gop)(x)| < k|f(z) —p(2)] < kp(z),
avec

1
/ kp dr < ke.
0

On en conclut que la fonction gof est intégrable sur [0, 1].
2. — Montrons que Vo, 3 € RT,  |/a—+/B| < +/|a — ] : On sait que pour tous z,y € R™, on a

VIt+y <vVz+y (2)

* Si @ > 3. En prenant x = 8 et y = a — (3 dans (2, on obtient :

Va<y/B+ya—3.

x Sia < (. En prenant x = a et y =  — « dans , on obtient :

VB<Va+B-a

On a démontrer donc le résultat désiré.
— Montrons que +/f est intégrable sur [a,b] : Puisque, f est intégrable sur [a,b], pour tout
e > 0, il existe des fonctions ¢ et p en escalier sur [a, b] telles que

b
Fogl<p et / () dr < e,
a
Or |¢| est une fonction en escalier sur [a, b], d’aprés I'inégalité précédente, on a

W= VIell < VIF = Tell.

Comme de plus
|f=lell <1f =l <,

V= Vel < Vi,

1 est une fonction en escalier sur [a, b], d’aprés I'inégalité de Schwarz,

[ vy as= ([ dx)%( [ o dx)% <

On a donc démontré que /f est intégrable sur [a, b].

on déduit que



