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Exercice 1:

Soient t; = —1, to = a, t3 =41, o a € R tel que |a] < 1.

Etant donnés ces trois points, nous sommes intéressés a trouver trois nombres
(poids) wy, w2, ws qui définiront la formule de quadrature

3
J(g) =) wigty) = wig(~1) + wag(@) + wag(1),
j=1

ou g est une fonction continue donnée sur [—1,+1].

+1
1. Trouver les poids wi, wy, ws en fonction de « tels que J(p) = / p(t)dt pour
-1
tout polyndéme p de degré 2.

+1
2. Existe-t-il a tel que J(p) = / p(t)dt pour tout polynéome p de degré 37 Si
-1
oui, que valent o et wy, wo,ws?
Exercice 2:
Soient x1,z9 € [—-1,1] (21 < x2) et wy, we € R. Soit f € C([—1,1],R).On considére
la formule de quadrature a4 deux points suivante

J(f) = w1 f(x1) + w2 f(x2)

Déterminer x1, x2, w; et wy pour que cette formule de quadrature soit exacte pour
les polynomes du plus haut degré possible. Que remarquez-vous 7

Exercice 3:
Soient les formules d’intégration numérique ci-dessous:

a+h h 2h
| t@ds = aof@+arflat ) +aaflat ) +aafath) (1)

3
1
Amwt ~ Ag(0) + By(to) (2)
1
/_ ot = ag(=1)+Ag'(0) + 79(1) (3)
1
/_ gt = ag(=1) +Ag"(0) +9(1) (4)

1. Donner le degré d’exactitude et ’erreur d’intégration pour la formule (4)
cidessus.



2. Donner la méthode composite associée a (4) et ’erreur d’intégration sur un
intervalle [a, b].

3. Facultatif: Reprendre la question 1) pour les 3 autres formules.

Exercice 4:
Le polynéme de Legendre de degré n est défini par

1 a7 n
Ln(x) = ol ﬁ (1’2 — 1) avec LQ(QI}) =1.

1
1. Montrer que Vk =0,1,...,n—1, on a / 2 L, (x)dx = 0.
-1

1
2. En déduire que Ym # n / Ly (z) Ly (z)dx = 0.

-1

3. Montrer que Lg, L1, ..., L, forment une base de P,.

2
2n+1"

1
4. Montrer que / [Ln(2)]? da =
“1

5. L, a exactement n zéros réels distincts tous compris dans ’intervalle ouvert
|—1,+1[. Ces zéros sont appelés les points de Gauss.

6. Montrer que les polyndmes de Legendre vérifient:
(0 + D) Los1 (@) = (20 + )2 La(w) — nLy_i(x)

7. Déterminer les premiers polynémes de Legendre.
Soient (s;)i=0,...n les n+ 1 racines de L, et soit p € Py, 1.

(a) Ecrire le polynome d’interpolation II,p de p de degré n dans la base de
Lagrange (l;)i=o,...» qui interpole p en (s;);.
(b) On pose le polynéme ¢(s) =pes p(s) — l,p(s), montrer qu’il existe des

n n
constantes (B)x=o,..n tels que g(s) = (3 BeLe(s)) [ (s — s
k=0 i=0
(c¢) En déduire que La formule de Gauss Legendre a n + 1 points (n € N¥)
est exacte pour des polynémes de degré r = 2n + 1. c.a.d.

1
Ign(p) = / p(s)ds Vp € Payq1
—1



Exercice 5:
Soit le polynéme de Legendre

Pra) = L4 (@2=1)"] = L (350" — 3042 1 3)
24 x 4! dat 8 '
1. Calculer les quatre racines réelles de Py (qu’on notera z; < zy < x3 < 4)
avec une précision de 1075.
1

2. Montrer que / a*Py(z)dz =0 Vk=0,1,2 et 3.
~1

3. On pose 7 (z) = ﬁ (x — x) .

1
4. En déduire que / a*n(x)der =0 Vk=0,1,2 et 3.
-1
5. Soit ¢ € C¥([-1,1],R) et H son polyndme d’interpolation d’Hermite aux
points =1, o , 3 et 4. On pose

1

1
Aj:/ [1 =2 (2 — a5) ¥j(x;)] 5 (x)dx et Bj:/ (v = ) ¢ (w)dx

-1 -1
avec (p;)i1<j<4 base de Lagrange associée aux points z1, z2 , z3 et z4.

(a) Montrer que (z — z;)¢;(z) = 7:((2) Vji=1,2,3 et 4.
b) Montrer que B; =0, Vj =1,2,3 et 4.
j

(c) Montrer alors que

®)(\
/ Y(z)de = ZA]zp ;;7227)5 o \e|—1,1[;

et déterminer les A;.

6. Par un changement de variables, montrer que

I_/f b_a/_1f<a+<b;a>(x+l)>d:v

7. En déduire que

4
b—a a+b (b—a)
~ 5 ZAJf ( 9 + 9 .Tj)
J=1
8. Application :

dt
(a) Calculer J—/ (a 1079)
1



(b) Calculer I’approximation de J par la méthode de Gauss-Legendre précé-
dente.

(¢) Conclure.

Exercice 6:(Facultatif)
Soit f une fonction continue sur [a,b], et soient xg,z1,...,x, des points distincts
de Ja,b|

1. Montrer que Vk € {0,1,...,n} on a Vz € [a, ]
f(x) = f(xo) + (& — o) flxo, 1] + ... + (x — xo)(x — 21) ... (x — xp) f[2, 00, 1,4 - - -, Tk

2. Si f est de classe C""![a,b], montrer que Vx € [a,b] I\, € [a,b] tel que:

_ fn—&-l()\m)
f[ﬂfafﬂo,xlw--axn] = m
3. Montrer que f®) |z, zq,z1,...,2,] = flz,..., 2,20, 21, ..., 2]
(p+1)fois

Exercice 7:
Soientt f € C°([a,b]) et soient xg,z1, 22,73, 24 des points de [a,b] tels que x; = a + ih,
Montrer que

4
f(x0) = ﬁ[—?)f(m) + 16 f(x3) — 36 f (22) + 48 (x1) — 25f (x0)] + %f@)(h)



