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1.5. Ouvert d’annulation d’une distribution.

Définition 2. Soient Q un ouvert non vide de R, d > 1 et T € 2'(Q). On dira que T est
nulle sur un ouvert w C ) si sa restriction & w est nulle.

Autrement dit : 7' € 2'(12) est nulle sur un ouvert w inclus dans €2 si pour tout ¢ € C°(w),
< TIwa i >=0.

Définition 3. On appelle ouvert d’annulation de T' € Z'(2) le plus grand ouvert (s’il existe)
de Q sur lequel T est nulle. C’est la réunion de tous les ouverts inclus dans €0 sur lesquels T
est nulle.

Définition 4. On appelle support d’une distribution T € 2'(QQ) le complémentaire, dans 2, de
son ouvert d’annulation.
Exemples.

1. Soient  un ouvert non vide de IR? et a € €, alors supp (J,) = {a}.

2. Soient f € ZL.(Q), alors supp A est le complémentaire (dans l'espace topologique )
du plus grand ouvert sur lequel f est nulle presque partout

Définition 5.
1. Une famille d’ouverts (w;)jer sera dite un recouvrement ouvert d’un ensemble Q C IR? si
QC U wj.
JET
2. On appelle partition de l'unité de classe C* subordonnée au recouvrement (w;);ez, une

famille de fonctions de classe C*™ (x;)jer possédant les propriétés suivantes :

(a) Pour tout j € Z, x; € C°(w;) et x; > 0 dans w;.

(b) Sur tout compact K de ), un nombre fini seulement des x; ne sont pas identiquement
nulles.



(¢) pour tout x € 2, on a

> xi@) =1

JET

Théoréme (Partitions de I'unité) Soient K C IR? compact, et des ouverts de IR? notés
Q1,...,Q, tels que K C Qq,...,Q,. Alors il existe des fonctions p1,...,p, de classe C*®
sur IR telles que

0 <y <1 et supp(pr) compact C €y pour k=1,...,n,

vérifiant

n
Z vr = 1 sur un voisinage de K.
k=1
Autrement dit : Pour tout recouvrement ouvert d'un compact K, il existe un recouvrement
fini et une partition de 'unité subordonnée a ce recouvrement.
Démonstration.
FEtape 1. Montrons qu’il existe K1, ..., K, compacts tels que

j=1

En effet, pour tout « € K, il existe k, € [1,...,n] et r, > 0 tels que la boule fermée B(z,r,) C
Q.. Evidemment (B(x,r;))zex est un recouvrement ouvert du compact K. Il existe donc
T1,...,T, € K tels que

K € B(xy,ry))U---UB(xp, 1y, ).

Pour tout 5 = 1,..., m, notons

A]:{l:1’7m|k:xl:']},

et posons
Kj = UB<$Z7TW) C Q],] = 1,. Lo, n.
Pour tout 7 =1,..., m, notons
A]:{lzl,,m | kxl :] },
et posons

KJIUB(JJZ,TZZ) CQj,jzl,...,n.

Etape 2. En appliquant le Lemme 1.4.1, on construit, pour tout j = 1, ..., n, une fonction
Y; € C*(IR?) telle que

supp(¢;) compact C €;,1; > 0,¢; =1 sur V; voisinage ouvert de Kj.

Alors

Z ;>0 sur V=VI1U---UV), voisinage ouvert de K.
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Toujours d’aprés le Lemme 1.4.1, soit 6 € Cin fty(IR?) vérifiant
supp(f) compact C V,0 =1 au voisinage de K, et 0;eq0,eql.

Ainsi

1—-60+ Z¢k > OsurIR?.
k=1
En effet

1—6(x) + Zwk(x) > Zwk(x) >0siz e,
k=1 k=1

L= 6(x)+ Y () =) () >1—0(x)=1si x¢V.

k=1
Posons alors
L—0+)
k=1

Par construction, ¢; € C*°(IR?) et vérifie

©; 7=1...,n.

@; >0, et supp(p;) compact C €;.
Enfin, on a

Z ¢j(z) =1 en tout point ou #(x) =1
j=1

c’est-a-dire sur un voisinage de K.

Proposition 9. Soient Q un ouvert de IR, T € 2'(Q) et (w;);er une famille d’ouverts de

telle que
U w; = .
jeT
On suppose que pour tout j € T, T|,, =0 alors T est la distribution nulle sur Q.
Démonstration.
Soit p € C°(N2) et soit K = supp(y) € Q. Comme (w;),ez est un recouvrement ouvert de
K, il existe un recouvrement fini, c’est-a-dire il existe un ensemble fini d’indice j;,...,j, € Z

tels que
KCuw,U---Uuwj,.

Soit {x1,...,xn} une partition de I'unité subordonnée au recouvrement fini {w;,,...,w;,} :
c’est-a-~dire que, pour tout j € [, 1,n]

0 < xi € C°(wj,) est a support dans w,

et Z Xr = 1 au voisinage de K.
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Alors . .
<T,p>=<T,> xpp>=» _ <Tlu X >=0
k=1 k=1

et comme ¢ est quelconque dans C2°(€2), on en déduit que 7' = 0.

1.6. Principe de recollement des distributions

Comme on a vu que l'on peut restreindre une distribution & n’importe quel ouvert de €2, on
peut aussi la reconstruire en connaissant ses restrictions a chaque ouvert d’un recouvrement
(ouvert) de .

Proposition 10. Soient Q un ouvert de IR et (w;) ez une famille d’ouverts de Q telle que

ij:Q.

jez
Soit (7}),ez une famille de distributions telle que T; € 2'(w;) pour tout j € Z. Supposons que
Thelw;rwn, = Tlw;nw, POUr tous j, k € T tels que wy Uw; # (.
Alors il existe une unique distribution T € 2'(Q) telle que
T, =T,j €.

Démonstration.
Unicité. Supposons qu’il existe deux distributions sur €2, T" et T', vérifiant cette propriété.
Alors la distribution S =T — T est telle que

T, = 0 pour tout j € 7.

La proposition 9. implique alors que .S est nulle.

FExistence. Soit K un compact de Q. Comme (w;)jez est un recouvrement ouvert de
Q, il existe {wj,,...,w;,} recouvrement ouvert de K et une partition de l'unité sur K notée
(X1, .-, Xn) subordonnée & ce sous-recouvrement fini.

Soit maintenant ¢ € C2(£2). Posons

Tic(p) =Y < Ty xap > -
k=1

Exercice.

1. Montrer que Ty est une forme linéaire indépendante du choix du sous-recouvrement
{wj, ..., wj, } et de la partition de 'unité (x1, ..., xn)-

2. Montrer qu’en posant pour tout ¢ € C¥ ()
<T,o>=<Tk,p>

T est une distribution qui vérifie les conciusions de la proposition.



1.7. Translation et Dilatation
On se place dans IR? et pour ¢ € C(IR?), h € IR? et X\ € IR, on pose pour tout = € IR?
(Thep)(x) = p(x — h).

et
(Dap)(x) = p(Az)

Cela définit des opérations de C°(IR?) dans C°(IR?). Ces opérations sont en fait des opérateurs
linéaires continus de Z(IR?) sur Z2(IR?)

Proposition 9.

1. L’application ¢ v+ Ty est linéaire continue de 2(IRY) sur P(IR?).

2. L’application Ty, : P'(IRY) — 2'(IRY) définie pour tout S € Z'(IR?Y) et p € P(IR?) par :
< TpS, ¢ >=< 8, Tho > .

est linéaire continue. La distribution T, WS est dite la translatée de la distribution S.

3. L’application @ — Dy est linéaire continue de 2(IR?) sur 2(IR?).

4. L’application Dy : 2'(IRY) — 2'(IR?) définie pour tout S € Z'(IR%) et p € D(IR?) par :
< Dy\S, o >=< S, Dyp > .

est linéaire continue. La distribution DS est dite la dilatée de la distribution S de rapport

A
Démonstration. (Exercices)

1. Soient K un compact de IR? et h € IR?. On pose
Kf={z+h|zeK}etK, ={x—h|z€K }.
Soit ¢ € C32(IRY). Quelle relation y a -t-il entre K =supp(y) et supp(The)?

2. Soit h € IR%. Montrer que si (¢,),>1 converge vers ¢ dans Z(IRY), alors (T},pn)n>1
converge vers T, dans 2(IR?).

3. Soit A € IR. Montrer que si (¢,),>1 converge vers ¢ dans 2(IR?), alors (Dypn)n>1
converge vers Dyp dans Z2(IR%).

Exercices

1. Montrer que si une suite (7},),>; d’éléments de 2'(IR?) converge dans 2'(IRY) vers T,
alors pour tout h € IRY, (T, T;,),>1 converge vers Tj,T.
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2. Montrer que si une suite (7},),>; d’éléments de 2'(IR?) converge dans 2'(IR?) vers T,
alors pour tout A € IR, (D\T},)n,>1 converge vers D,T.

Identification de la translatée dans le cas de distributions réguliéres.

Soient f € £ (IR?), A; la distribution réguliére associée, h € IR? et ¢ € C°(IR?). On a :

oc

< ThAfv p >=< Af7Th<:0 >= f(l’)g&(l’ - h)dZL’ (1>
R4
En posant z = x — h, on obtient
<Tubs,o>= [ flz+h)p(2)dz,
R4

de telle sorte que si f est continue et si on pose pour tout z € IR?

(Tnf)(2) = f(=+h)
on obtient

<Tidpp>= [ (TapEe(eHs =< A o>
IR

La translatée de la distribution réguliére Ay est la distribution réguliére associée a la fonction

T o f.
Notons pour tout z € IR? et ¢ € C(IR?),

p(r) = (Dap)(z) = p(-x),

alors 'égalité (1) apparait comme un produit de convolution. En effet ,

< Thhg, ¢ >=< @z =hde=< | f(@)¢(h—e)de = (f+2)(h).

C’est exactement cette derniére égalité qui va nous servir pour définir le produit de convolution
d’une distribution et d’une fonction dans le paragraphe 1.7.

Identification de la dilatée dans le cas de distributions réguliéres.

Soient f € £ (IR?), As la distribution réguliére associée, A € IR et p € C°(IR?). On a :

< DyAg, o >=< As, Dyp >= f(z)p(Ax)de.
R4

Posons z = Az. Les égalités précédentes donnent alors les suivantes :

1

R 1 z
<Dy >= g [ FQeEE = 55 < Ayasee >

1.7. Convolution par une fonction.

Nous avons vu précédemment que si f € Z1(IR?Y) et si p € CX(IR?Y), alors le produit de
convolution de f et de ¢ définit une fonction de classe C*°. Le résultat précédent subsiste pour

f e LY R

Proposition 10. Soient f € £ (IR?) et p € C*(IRY), alors f g € C°(IR?) et si f est a

support compact, f x g l'est aussi. 6



Démonstration. Soient f € £ (IR?) et ¢ € C°(IR?Y). Posons pour presque tout y € R? et
pour tout x € IR?,

9(z,y) = p(z —y) f(y).

Exercice.

1. Montrer que la fonction ¢ : IR? x IRY — IR vérifie toutes les hypothéses permettant les
dérivations sous le signe somme.

2. En déduire que la fonction z > f * g(x) est de classe C> dans IR%.

3. Soit f une fonction définie presque partout sur un ouvert 2. On appelle ouvert d’annulation
de f, le plus grand ouvert O sur lequel f s’annule presque partout. Le support de f est
alors le complémentaire dans 2 de O;. Montrer que si f € Z(2)

suppf = suppA;.

4. Montrer que si supp(f) est compact alors supp(f * ) est compact.

Remarque. Soient f € £ (IR?) et ¢ € C°(IR?). Ecrivons pour tout z € IR?

oc

Frote) = [ oo =iy =< Aspla =) >

Les derniéres égalités montre que I'on peut définir le produit de convolution de la distribution
Ay par une fonction de classe C* et a support compact en posant

A *pla) =< Mg ple — ) >

Proposition-Définition 2. Soient T € 2'(IRY) et ¢ € C*(IRY), alors en posant pour tout
r € R?
Txplx)=<T,p(xr—.)>

nous définissons ainsi une fonction de classe C* dans IR® dite le produit de convolution de T
et de .
Démonstration. Sous forme d’exercices.



