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Université Moulay Ismail Année universitaire 16-17
Faculté des Sciences Filiéres : SMA
Département de Mathématiques Ana.fonct (Sg)

et Informatique

Examen Session Ordinnaire
Durée : 01 H 30 mn

Exercice 1 :
Soient E et F deux espaces de Banach.

1. Montrer que si f est une application linéaire continue et surjective de F sur F,
alors il existe ¢ > 0 tel que Vr € E d(z, ker f) < || f(z)]-

2. Soient FE,E, deux sous-espaces vectoriels fermés de E tels que F = E, + E,.
On désigne par 7;,: € {1,2}, la surjection canonique d€ E sur E/E; c’est a dire
Papplication z — z + E; de F sur E/E,

i) On considére ’application
m: B — E/E; X E/E,
r = (m(x), m(z)).

Montrer que pour tous (u. us) | (vi,v2) € E1xE,, (m (u1+uz), ma(vi+vy)) = 7(v1+us).
En déduire que 7 est surjective.

ii) On munit (E/E,) x (E/L5) de la norme définie par:
I (@), ma@)I = llmi ()] + w2 ().
Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que :
Vo€ B, dx, BN Ey) < dd(z, By) + d(z, Es)).

Exercice 2 :
Dans tout cet exercie E désigne un e.v.n réel et C' une partie convexe d’intérieur non
vide de E. Pour tous z € £ et r > , on note B(z,7) la boule ouverte de centre z et de

rayon r et pour tous a, b € E. on note la,b[ ensemble des éléments de E de la forme
(l-a)a+ab, a€o,1].

I) On se propose de montrer que int(C) est convexe et que mj =C.
- 1. Soient a, b € E, a €]0,1] et z, = (1 — a)a + ab. Montrer que pour tout r > 0,
B(r.,(1=a)r) = (1 - a)B(a,r) + ab.
Ind: ( On pourra utiliser que Vz € E, Vr > 0, B(x,r) =z +rB(0,1)).

95 2. Montrer que pour tous a ¢ in/(C) et b€ C, Ja,b[C int(C) . En déduire que C C int(C)
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et que intC est convexe.

3. Montrer que int(C) =C
IT) soit b € F,.(C).
1. Montrer qu’il existe une forme linéaire continue non nulle § sur E et o € R tels que
(b)=a et Vz e, £(x) < a.

2. On suppose en plus que C est un coéne (c’est a dire Vz € C,Vt >0, iz ¢ ).
Montrer que £(b) = 0.
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Université Moulay Ismail Année universitaire 16-17
Faculté des Sciences Filiéres : SMA
Département de Mathématiques Ana.fonct (Sg)

et Informatique »

Examen Session de Rattrapage
Durée : 01 H 30 mn

N.B. Tous les espaces vectoriels considérés dans cette epreuve sont des espaces vectoriels
reéls.

Partie I (7,5 phs )

‘Soient E et F deux espaces de Banach et f une application linéaire continue et
surjective de E sur F.

1) Soit A une partie de E.

i) Montrer que si f(A) est fermé dans F, alors A + Kerf est fermé dans F.

i) Montrer que (f(A)) = f((A+ Kerf)°). En déduire la réciproque de il

'2) On suppose que F est de dimension finie. Montrer que pour tout sous-espace
vectoriel M de E, M + Kerf est fermé dans E.

Partie I | 8 pts )

Soient E, F1, F, trois espaces de Banach, f, : E — F, fo : E — F, des applications
linéaires continues et surjectives et f I’application de E dans F x F, définie par:
flg) = (fl(a:),fg(m)), Vz € E. On suppose que Kerf, + Kerf, est fermé dans F et on se
propose de montrer que /mf est fermée dans F; x F, . Soit (z,) une suite d’éléments de

- E telle que (f(z,)) converge vers un élément (y1,92) € F1 x F.

15

1) Montrer qu’il existe ¢ > 0 et il existe une suite (hn) d’éléments de E tels que :

Vn €N, fi(hn) =1y — filzs) et [Anll < ¢l v1 — fi(zn) |-

'2) Soit z € E tel que y; = fi(z). Posons u, =z — z,, — h,,.

i) Montrer que u, € Kerf, et lim(fy(u,)) = fa(z) — ys.

‘it) Montrer que fy(Kerf;) est fermé. En déduire qu’il existe u € Kerf, tel que
Y2 = fa(z — ). :

114) Conclure que Imf est fermée dans F; x F,.

Partie III &‘4’5 P\‘s)

Soient E et F deux espaces de Banach, f: E — F une application linéaire continue et
surjective et J : F — IR une forme linéaire continue non nulle. On suppose que J posséde
un minimum en 0 sur Kerf.

1) Montrer que J est surjective.

'2) Montrer que I'image de ’application (f,J) : z — (f(z),J(z)) de E dans F x IR est
fermée.(Appliquer les résultats des parties I et II )

3) Montrer que (0,-1) ¢ Im(f, J).

4) Montrer qu’il existe une forme linéaire continue € sur F telle J=€o f.
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Exercice 1. - (-1;'35 ?\5\

Soient F un e.v.n., F; et F, deux s.e.v. de E. On suppose que E est la
somme directe algébrique de I et F,. On désigne par p; la projection de E sur
F, parallélement a F;, et par p, la projection de F sur F, parallélement a Fj.

A\ 1) Montrer que : p; est continue < p, est continue.

A5t 2) Montrer que si p; est continue alors F; et F, sont fermés.

3.5 pts 3) Montrer que p; est continue ssi il existe ¢ > 0 tel que
HfL'z” S C d(.’l)g, Fl), Vl’z € FQ.

4) On suppose que F}; est fermé et on considére I’application linéaire

/ - E/F1

To > &y
ks i) Montrer que f est bijective, continue et déterminer (%), Vi € E/F} .
55t ii) Déduire de 3) que p; est continue ssi f~! est continue.
2 pvs 5) Déduire de 4) que si F est un espace de Banach et I} et F, sont fermés

alors p; est continue.

Exercice 2.
Soient E un espace de Banach, F' un s.e.v. de FE et f une forme linéaire
continue sur F.

Lphs 1) Montrer que F est un s.e.v. de E.

2,5 pts 2) Montrer qu’ on peut prolonger f en une application continue sur F et
que ce prolongement est linéaire. ‘

? \5\S 3) On suppose que E est un espace de Hilbert. Montrer qu’on peut pro-
longer f en une forme linéaire continue sur E. (Remarquer que F est un espace
de Hilbert et utiliser le Théoréme de représentation de Riesz)
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Université Moulay Ismail Année universitaire 17-18
Faculté des Sciences Filiéres : SMA
Département de Mathématiques Analyse Fonctionnelle (Sg)

Examen: Session de Rattrapage
Durée : 01 H 30 mn

Exercice 1. (5g%s)

1) Soit A une partie d’un espace métrique X. Montrer que:
Vz € X, d(z,A) = d(z, A).

2) Soient E un e.v.n. et F un s.e.v. fermé de E. On suppose qu’il existe r € [0, 1]
tel que

Vz € B¢(0,1), d(z,F) <r.
Montrer que F=F .

Exercice 2. (W ?\"s)

Soient F un espace de Hilert et ' un s.e.v. fermé de F et différent de £. Montrer
qu’il existe z € F tel que

lzl=1 et d(z,F)=1.
Exercice 3. ( S¢ks)

Soient £ un e.v.n., a € E et 7 > 0. Montrer que l’intérieur de la boule fer-
mée de centre a et de rayon r est la boule ouverte de centre a et de rayon r. Ce
résultat est-il vrai dans un espace métrique quelconque ? Justifier votre réponse.

Exercice 4. (6 pts)

Soit N une norme sur l’espace E des fonctions continues de [0,1] dans IR. On
suppose que:

i) (E,N) est complet.

ii) Pour toute suite (f,), qui converge vers une limite f dans (E, N), la suite
(fn)n converge simplement vers f.

Pour tout z € [0, 1], on désigne par T, ’application:

E - IR
[ f=).
1) Montrer que T, est continue sur (E,N), Vz € [0,1].

2) On désigne par N, la norme de la convergence uniforme. Montrer qu’il

existe C > 0 tel que N, (f) < CN(f), Vf € E. ( Appliquer le Théoréme de
Banach-Steinhaus 4 la famille (T}),¢(,1])

3) En déduire que les normes N et N, sont équivalentes.
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Université Moulay Ismail ‘ - 'Année universitaire 18-19
Faculté des Sciences Filiéres : SMA
Département de Mathématiques Analyse Fonctionnelle (S;)

Examen: session ordinaire
Durée : 01 H 30 mn

Exercice 1. [(1.5+341.54-2 = 8)pts]
Soient F et F deux espaces métriques et f une application de E dans F.

1) a) Montrer que tout ensemble borné de E est contenu dans une boule fermée de E.
b) On suppose que toute boule fermée de E est compacte. Montrer que E est complet.

2) On suppose que f est uniformément continue sur toute boule fermée.

a) Montrer que pour toute suite de Cauch (an) de E, (f(ay)) est une suite de cauchy
de F. '

b) On suppose en plus que [ est bijective et son invese f~! est continue. Montrer que
si F' est complet, alors E est complet.

Exercice 2. [3pts]

Soient E et F' deux espaces topologiques et f : F — F une application continue. On
suppose que:

i) E est connexe
ii) Va € E,3V, € V(a) : f(z) = f(a), Vz €V,
Soit zo € E. Montrer que f(z) = f(z,), Vz € E .

Exercice 3. [(242+2+1.54+1.5 = 9)pts] ,
Soient E et F' deux e.v.n. , f: E — F une application linéaire, a € E, a > 0, 8> 0. On

suppose que f(By(a ; ) = Bo(f(a) ; f) ‘

| 1) Montrer que F(Bo(0; 1)) = By(0; ) .

2) On sﬁppose que F # {0}. Montrer que ||f| = g

3) Montrer que f est une applfcation ouverte .

4) On suppose que [ est bijective . Montrer que || f1|| = 3

5) Montrer que pour tout ¢ > 2 , il existe une application g de F dans E telle que :

ﬁ b

{v.yeF, fla) =y
eIl < nyH-
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Université Moulay Ismail Année universitaire 18-19
Faculté des Sciences Filiere : SMA
Département de Mathématiques Analyse Fonctionnelle (Sg)

Examen: Session de rattrapage
Durée : 01 H 30 mn

Exercice 1. [6 points]

Soient (E,d) et (F,d') deux espaces métriques et f une application de E dans
F . Montrer que f est uniformément continue sur E ssi pour toutes suites (z,)

et (y,) de E telles que igrgod(xn,yn) = [}, on3 T{in;zod’ (f(xn),f(yn)) =1 .

Exercice 2. [8 points]

Soient (E,d) un espace métrique et A une partie non vide de E . On note p(A)
le diamétre de A .

1) Montrer que si A est bornée , alors ils existe deux suites (z,) et (y,) de A
telles que limd(z,,yn) = p(A) .
n—roo

2) On suppose que A est compacte .
i) Montrer que A est bornée .

ii) Montrer qu’il existe deux suites (a,) et (b,) de A qui sont convergentes
telles que limd(an,b,) = p(A) .
n—oo

iii) Montrer par deux méthodes qu’il existe (a,b) € A x A tel que d(a,b) = p(A)
a) En utilisant ce qui précéde .
B) En considérant I’application :

f i EXE —- IR
(z,y) ~— d(=,y).

Exercice 3 [6 points]

Soient E un espace de Banach, F un e.v.n. , f : E — F une application linéaire
continue et surjective.

1) On suppose qu’il existe c > 0 tel que:
Ve € E, |z|| < cllf(z)].

Montrer que F est un espace de Banach.

2) Montrer que F est un espace de Banach ssi il existe ¢ > 0 tel que :

Ve e E, d(z,Kerf) < c||f(z)]-

( On admet qu’il existe une application linéaire continue f: E/kerf — F telle

que f=fom ol 7 est la sur jection canonique de E sur E/Kerf )
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