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Chapitre 1

Résolution des systémes lineaires

Deux problémes fondamentaux intervienneent en analyse matricielle:

e La résolution d’un systéme linéaire de m équations & n inconnues de la forme
n

Z a;jr; = b; pour 1 <14 < m, qu’on peut écrire sous forme matricielle AX = b.
j=1

e Le calcul des valeurs et vecteurs propres d’une matrice A c.a.d AX = AX (X #0)).

On s’interesse au premier point pour une matrice carrée A & coeficients réels ou complexes.
Dans ce cas on est assuré de l'existence et unicité de la solution si une des conditions
équivalentes suivantes est remplie:

1. A est inversible.
2. rg(A) =n

3. Le systéme homogéne AX = 0 admet seulement la solution nulle.

Théoriquement on peut calculer X grace aux formules de Cramer X; = ot Aj est le

J
, det A
determinant obtenue en remplacant la 7€ colonne par le second membre b.
C’est une méthode en général a eviter puisqu’ un det requiert (n — 1)n! multiplications

(det A=) £(0)ao(1)100(2)2 - - Ga(nyn) On:E(0)

oc€on

représentent resp. l’ensemble des permutations sur {1,2,...,n}et la signature de o

Ainsi pour résoudre un systéme linéaire de seulement 50 équations, un ordinateur capable
d’effectuer 10° Flops par secondes mettrait 9.6 10*” années a résoudre ce systéme. On pro-
pose donc d’autres méthodes qui fournissent la solution en un nombre fini d’étapes dites
méthodes directes, ou bien de méthodes itératives qui théoriquement necessitent un nombre
infini d’étapes.



1 Rappels sur les matrices

Soit X un vecteur de R" ou C", A = (a;j)1<i,j<n une matrice carée n x n a coeflicients réels

n

ou complexes, le vecteur b = AX est défini par : b= (by,ba,...,b,) ot b; = Z a;j X; pour

J=1

1 <3< n.

Matrice symetrique:
A est dite symetrique si et seulement si A = A? ou A' = (agj)lgmgn = (aj;)1<i j<n

Matrice Hermitienne:
A est dite hermetienne si et seulement si A = A" ot A* = (aj;)1<i,j<n = (@ji)1<ij<n

Matrice normale: A est dite normale si et seulement si A*A = AA*.

Matrice unitaire:

A est dite unitaire si et seulement si A*A = AA* = I,,. La matrice est alors inversible
etona A7l = A*.

Dans le cas réel on parle de:

Matrice orthogonale: AA' = A'A = I,, et dans ce cas A~ = A’

Matrice symetrique définie positive (resp positive):

Une marice symetrique, ou hermetienne est dite positive (resp. définie positive) si et
seulement si < AX, X >>0 VX € R"\ {0} (resp. < AX, X >>0 VX € R"\ {0}).
Pour hermetienne on remplace R \ {0} par C™ \ {0}.

Martice diagonales: Une matrice A est dite diagonale si et seulement si a;; =0 Vi #
J-

Matrice triangulaire inférieure, supérieure:

Une matrice A est dite triangulaire inférieure si a;; = 0 pour 1 # 4 < j # n.

Une matrice A est dite triangulaire supérieure si a;; = 0 pour 1 # j <1 # n.
Ainsi A est diagonale si et seulement si A est triangulaire inférieure et supérieure.

Matrices bandes:
Une matrice est dite matrice bande si et seulement si a;; = 0 pour j <i—det j > i+d.
d est appelée demi largeur de bande.

Matrices tridiagonales, pentadiagonale:
Pour d = 1 on parle de matrice tridiagonale (si d = 2 on dit qu’on a une matrice
pentadiagonale).

Propriétés 1.1.

a) Vo € C* ()™t =1A"1
b) (AB)"'=B1A"L
c) (AB)! = B'Al.



o d) (A~ =(ATY)

Proposition 1.1.

Soit A une maltrice carrée & coefficients complezes ou réels, si A est une matrice triangulaire
supérieure (resp triangulaire inférieure) dont les éléments de la diagonale sont tous non nuls
alors A est inversible et A~ est aussi triangulaire supérieure (resp. inférieure)

Définition 1.1.
Une matrice carrée A est dite réguliére ou non singuliére si elle est inversible.

Théoréme 1.1.
Soit A une matrice carrée 4 coefficients réels ou complexes,

e il existe alors une matrice unitaire U telle que U*AU (ou U LAU) est une matrice
triangulaire.

o si A est une matrice normale alors il existe U unitaire telle que U~YAU soit diagonale.

o si A est symétrique alors il existe O orthogonale telle que O~'AO soit diagonale.

1-1 Valeurs, vecteurs propres et valeurs singuliéres

Proposition 1.2.
Si AU = AU, U # 0 alors

1. (A—ul)U = (A —p)U.
2. AU = \FU

1
3. Si A est inversible A71U = XU

4. P(A)U = P(A\)U pour tout polynome P.

Définition 1.2.
X est dite valeur singulicre de A si X > 0 et A2 est valeur propre de A*A.

2 Normes matricielles

Définition 2.1.
On appelle norme matricielle toute application notée ||| de My, ,(K) (ensemble des matrices
a coefficients dans K =R ou C) a valeurs dans Rt qui vérifie.

1. VAe M, »(K), Al =0 <= A =0 (matrice nulle).
2. VA € M, o (K) et Vo € K ||aA|| = |af||A]

3. VA, B € M, n(K) on a [|[A+ B|| < ||A]| + ||B||

4. VA, B € My n(K) on a [|[AB[| < [|[A]|| B



Exemple 2.1.
Norme de Shur ou norme de Froebenus noté ||||s ou ||||r définie par:

1Alls = (D lagl?)'?

ij=1

IABIZ = () [(AB)yI?) < DO laindlbrg)?

i,j=1 i,j=1 k=1
n n n
< O lawl)O  Ibkil?)  (inégalité de Schwartz)
i,j=1 k=1 k=1
n

n
= ak > b — || A2 Bl

ik=1  jk=1

2-1 Normes matricielles induites

Sont les normes définies & partir des normes vectorielles par:

Az
JAll = sup Az] = sup |
] =1 Izl=0 1l

On garde la méme notation pour les normes vectorielles. On vérifie facilement que c’est une
norme matricielle.

[ABz|| < [|All[| Bz[| < |A]l| B]| pour ||z =1

= sup [|ABz|| < [[A[[[|B]| soit [|AB| < [[A[[[|B]

[|lz||=1
l|l|ls n’est pas une norme induite (||I,,||s = v/n).
Rappelons les normes vectorielles suivantes:

n
— P\/p 1 < t — )
el = ()7 19 <oc et el = i ||
1=

lzll1, ||z||2 et ||z]co sont les plus utilisées, on montre que les normes matricielles associées
vérifient:

Proposition 2.1.

n

Al = pmax (O i)
j=1
Al = @%Xn(; aij])
1Az = +/p(A*A) = V/p(AA¥)
|All2 = p(A) pour une matrice hermetienne

Ou p(A) est le rayon spectral de A, on montre aussi que



Proposition 2.2.
Si A est une matrice carrée n X n de norme quelconque ||| alors:

o p(A) < | A]

e p(A) < inf( max E la;j]), max E laij]))
1<i<n 4 1< <n 4
=1

Preuve:
Soit A une valeur propre de A, Ju#0 / Au= Au
(Alllull < [[Alllull = [A] < [|A]
= p(A) = max{\ / Aest valeur propre deA} < ||A]|

Pour le deusiéme point il suffit de prendre ||| = |||]1 ou ||||co

2-2 Convergence des matrices

=0 hm | A*| = 0o a(k) sont les coefficients

On rappelle que hm A =0 <= lim a( ) ij

k—oo W
de la matrice A’“.

Théoréme 2.1.
Soit A une matrice carrée d’ordre n, les conditions suivantes sont equivalentes.

e a) lim A* =0.

k—o0
o b) kli_{gloAka: =0 Vz.
e ¢)p(4) <L
e d) ||All, <1 pour au moins un p € {1,2, c0}.

Remarque 2.1.
On sait que si |a] < 1 alors

1 _ 2 3 _ k
m—l—i—a—l—a + « +—ZOJ

on a un résultat semblable en remplagcant « par une matrice A avec la condition p(A) < 1 et

on a

Théoréme 2.2.
Si A e My, ,(K) telle que p(A) <1 alors I — A et I + A sont inversibles et on a:

= 1
=N A et |T-ATY €
2 A et 0= <

c.a.d. la serie ZAk converge vers (I — A)™1 si et seulement si p(A) < 1.
k>0



Preuve:
Les valeurs propres de A sont les \; 1 <1i <mn.
Les valeurs propres de I += A sont les 1 + A; 1 <i <mn.

IAi| < p(A) <1=1xX;#0 donc I+ Ainversible

etona (I —A)I+A+A+ . 4+ A =T - A — (T - A)"1 — (I - A) 1AM = ZAJ
comme p(A) < 1 donc lim A1 — 0 c.a.d. ZAk
(I-AI-A)t=T-A)t-AT-A) = (I - A) =T+ Al - A1

I —A)7H < 1+ Al —A)~H|

— T — A< —
I =47 < =

3 Conditionnement de matrices

Soit la matrice de Hilbert définie par:

1
H = (aijhi<ij<n 00 ajj = e
Pour n =4,
11011
2 3 4
10101 1
2 3 4 5
H =
11011
3 4 5 6
10101 1
4 5 6 7
Pour 95 77 57 319
pt= (22 L0 20 277y o (2.0833,1.2833,0.9500, 0.7599
(T2 607 60" 120 = ’ ’ ’ )

on calcule z = H~'b et on vérifie que x = (1,1,1,1).
Si on change légerement b en b oil

b =(2.1,1.3,1.0,0.8)

la solution T = H~'b est donnée par
= (5.6,—48,114,—70) loin de la solution!!!!

Définition 3.1.

le conditionnement mesure la dépendance de la solution d’un probléme numérique par rapport
auz données du probléme, ceci afin de controler la validité d’une solution calculée par rapport &
ces données. En effet, les données d’un probléme numérique dépendent en général de mesures
expérimentales et sont donc entachées d’erreurs.

Soit un probléme P : R™ — R. Soit aussi une variable perturbée



Z; = xi(1 4 €;), avecle;| < e. Alors, la condition k du probléeme est le plus petit nombre tel que
|P(2) — P(x)]
|P(x)]

Le probléeme P est bien conditionné si k n’est pas trés grand (par rapport o € (précision de la
machine). Sinon, ce probléme P est mal conditionné.

< ke + o(e).

Ainsi si on considére une petite variation 0b de b, la solution correspondante est X + §.X
solution de A(X +0X) =b+ b oit AX =b. On en déduit que A5X = Jb = 6X = A~16b

1o < |ATH[I6bl} et [lo]l < [ANIX]
done [[oX[[b]l < [|AT[[|ob[[| AJ[[| X soit

|150]]

[0X]| -

>4 .
(optimale puisqu’on peut avoir 1’égalité)

Définition 3.2.
Nous appelons conditionnement d’une matrice A relativement a une norme matricielle induite

Il e nombre | Al|||A~Y|| noté K(A) ou cond(A).
K(4) = 4] A7Y
Pour I'exemple précédent
K1(A) = Koo(A) = Al [|AT 1 = 28375 > 1

Ka(A) = || All2]| A |2 =~ 15514 > 1.

Nous remarquons ainsi que le conditionnement pour une telle matrice est grand independam-
ment de la norme choisie.
On montre aussi que si A est perturbée en A + §A, la solution X est perturbé par X et on
a:
[0X]] 1 [6A]

X+ oxy = 4 1A
En effet (A+dA)(X +6X)=0b
= X = —A"YA)(X + 6X) d’ou le résultat. On montre aussi les propriétés suivantes:

Proposition 3.1.
Soit A € My, ,(K) inversible et ||| une norme matricielle induite, on a alors:

1. K(aA) = K(A) pour tout o # 0.



max(fi;)

5. Ko(A) = — , les i sont les valeurs singulieres de A.
min ;)
max(|Ai|)
6. Si A est normale Ko(A) = —————, les \; sont les valeurs propres de A.
min(|A;])

1

7. Si A est unitaire Ko(A) = 1.

Preuve:
4) K(I,) =1, AA~! = I, soit

1= K(AA™Y) = [AATH[(AA7H) 7Y

< (lAIIATH)? = K(4)?

Donc K(A) >1
5)
K3 (A) = |AlZIAT3 = p(AA™)p((A7H)* AT

= max{|8;| / Bival propre de A*A}
x max{|B}| / Bival propre de(A™1)*A™t = (44*)71}
_ max{u? / pval singuliere deA}

min{u? / p;val singuliere deA}

et donc
max(j1)

min 1,

K>(A) =

p(A*A) = p(AA%)

en effet soit \ valeur propre de A*A tel que || = p(A*A)

= Ju # 0 vecteur propre de A*A tel que A*Au = \u

— (AA")Au = Nu Au#0

donc A est valeur propre de AA*

= p(AA*) 2 X = p(A*A)

et p(AA) = p((A*)* A7) < p(A* A)

6) si A est normale alors il existe U unitaire tel que U*AU = D = diag(A1, A2, ..., A\p)
les \; sont les valeurs propres de A,

|All2 = ||[U*AU |2 et on a

| 4ll2 = p(A*4) = p(UD* DU*) = p(D* D) = max [\i(A)? = p(A)?
max(| )
min([\)

7)Si A est unitaire A*A = AA* = I,, Ko(A) = ||A]l2]|[A7Y|2 or ||A]|2 = p(A*A) = 1 =
Ky(A) =1

c.a.d Ko(A) = ||All2]| A2 = p(A)p(A~1) =

Conséquences:




e La propriété 6) montre que si le spectre de A est large alors A est mal conditionné.

e La propriété 7) justifie l'utilisation de matrices unitaires dans certains procédés de fac-
torisation (ex: Housholder) ainsi le conditionnement du systéme final est meilleur que
celui initial.

e Un systéme linéaire & matrice unitaire ou orthogonal est bien conditionné.

e Le conditionnement d’une matrice ne change pas si on la multiplie par un scalaire par
contre on peut le diminuer en multipliant certaines lignes ou colonnes par des coeffi-
cients non nuls c’est ce qu’on appelle équilibrage de matrices. C’est une technique de
préconditionnement trés utilisée.

Préconditionnement:

Le préconditionnement est une méthode appliquée a une matrice A (généralement mal con-
ditionnée) afin d’ameliorer son conditionnement. Pour résoudre AX = b on multiplie le
systéme par une matrice inversible P, PAX = Pb. P est choisie de telle sorte que PA soit
mieux conditionné (au meilleur cas P = A~!), le plus souvent on cherche une matrice P facile
& inverser.

Exemple 3.1. Autre exemple de systéme mal conditionné.

0 7 8 7 X4 32 1
5 69 Xo | | B de solution !
sym 10 9 Xs | | 33 1
10 Xy 31 1
Le systéme perturbé:
X1+ 60Xy 32.1 0.1 8.2
Xo+0Xo | | 229 | —01 | —13.6
A xygoxs | T 331 | T on | dommedX = g5
X4+ 6Xy 30.9 —-0.1 -2.1
et donc une solution (9.2, —10.6,4.5, —1.1)! une erreur relative de % ~ ﬁ entraine une

erreur relative % ~ 10 (erreur amplifiée de 2000!"!!) (pourtant matrice sym det = 1

Justification: les valeurs propres de A sont 0.01015, 0.8431, 3.850 et 30.2887. (K2(A) ~ 2984!!)
De méme si on perturbe A soit:

[ 708 504 6 5 Xo 16Xy |
A+0A=1 "¢ 593 989 o Xy+oxs | =0
6.99 4.99 O 0.08 Xy 46X,

On démontre le théoréme suivant:

Théoréme 3.1.

Soit A € My ,(K) inversible, A une perturbation de A telle que ||[A7Y|||6A] < 1, alors
A+ A est inversible et on a pour 0b une perturbation de b et 0 X une perturbation de X c.a.d
(A4 0A)(X +0X)=b+0b ou AX =b. On a les estimations suivantes:

10



° q) 19 H K(A)l (H(SAH H(SbH) pour toute norme induite.
= — k(ayl Al el
[[6b]] _ [loX] 160]]
o b) pour A =0, = < <K(A)~———+
L T PR AT
Preuve:
A+ 5A = A(I + A715A) inversible (HA lHHdAH < 1) et on a:
I(I+A716A) 7! <

—ATSA] S T[4 1H||5A||

en plus (A+5A)(X+(5X) =b+dbet AX =b=
(A+30A)0X +0AX = 6b soit 6X = (A+FA)"1(6b—6AX)
=(I+ A716A)7T AL (6b — SAX)

A~
x| < ob|| + ||0A|[||X
10X < = e 1981+ IS ANIX )
X At ob
< . I’(( A)’naAu (et 154D
1Al
K(A) 150l [18A]
< ( + )
[SAILANIXT (1Al
1-K(A)©——
WA
et comme ||b|| < || AJ||| X alors ! ! et donc on a le résultat.
mm < r < nc on résu
[FAIX 1o 193] 15X
b) [l X[ < [lOXHAINXI < [[oX[IA[[IA~[lIb]| done S K(A)W
L fobf _ [[oX]]
K(A) [loll = [1X]]

4 Meéthodes directes pour la résolution des systémes linéaires
4-1 Meéthode de Gauss
Systémes triangulaires

Considérons un systéme triangulaire inférieure L = A, la résolution du systéme linéaire LX =
b conduit au systéme:

iz =b

lo1x1  Hlooxo =1bo

l3171 l3owa  l33x3 = b3

i1 + - lynTn = by

11



n
L est inversible une fois que det L = H li; # 0, on applique une méthode de descente et on

i=1
obtient: )
rp = @
Ty = E(bQ —l2121)

i—1
vio= b= L)
i=1

n—1
Ty = ﬁ(bn — Z lnjxj)
7j=1

Cette résolution demande :

ndivisions + (1 4+ 2+ ...+ (n — 1)) soustractions

+(142+...4+ (n—1)) multiplications.

c.a.d.n+ @ + w = n2opérations.

Méme raisonnement pour un systéme triangulaire supérieure.
4-2 Systéme quelconque (inversible)
On a a résoudre AX = b ou A = (a;j)1<ij<n, X = (z1,22,...,T,)", en posant:

AW =AM =p

On suppose aj; = agll) # 0 (qu'on appelle 167 pivot), aprés (a partir de la 26™€ ligne c.a.d pour

i > 2) on multiplie la pere ligne par m;; = 2 ot on la retranche de la ligne i (I; — l;—mg1lh),

ail
on obtient:
( agll):cl +a§12)x2 —HJ&):U,L = bgl)
0 +(aly —mmal)ws +(ah,) —maal)))wn = (65 — marb{V)
0
0 —i—(ag — mnlagln))a:l —i—(a&% — mnlagg)xn = (bg) — mnlbgl))

On obtient ainsi un systéme de la forme A X = b@on

2 2 2 2
al? a%; . aé; béi
0 a .o.a b
A® — | 22 n T
0 .
0 af . . a b2

12



@ a;1 .
a;.’ 1=1 on pose m;; =— pourt=2,...,Mn

%(]2') _ a1
agjl-) — mﬁag? 1,]=2,...,m
bV i=1
=
Z bV —maplY) =2 .n

Nombre d’opérations:

Pour une telle transformation on a besoin de n — 1 divisions, (n —1)?+ (n — 1) multiplications
et (n —1)2+ (n — 1) additions.

Par un raisonnement par récurrence, on suppose qu’ a I’étape (k — 1) nous avons construit le
systéme AKX = pk)

agll)xl —}—a%)xz —l—a%l)xn = bgl)
0 +asy e +alla, = b
0 a,(ﬁc)xk +... —l—a,(j?:zn = b,ik)
0 agz)xk +... +a$1kn)mn = bﬁf)

On suppose alglz) # 0 (appelé aussi pivot),
pour ¢ > k + 1 (les k premiéres lignes ne changent pas)

4 a(k)
mik =~ pour i =k+1,...,n
Ok
az(.;?Jrl) — ag?) _ mikal(q’;) ihi=k+1,...,n
b§k+1) _ bz('k) _ mikb,(f) i—k+1l....m

Il est clair que pour k = n on obtient le systéme triangulaire supérieur A X = b("™ suivant:

or ol el "

0 (2) (2) ]

Fagy T2 tag, 2

Al — : : pm — |
0 .

(n)

0 0 al b

on note U la matrice A™,

Remarque 4.1.
b est transformé de la méme fagon, on assimile dans la pratique le vecteur b%) ¢ une

(n+ 1)iéme colonme de A®) on pose alors agﬁzﬂ = bgk)

13



On utilise une méthode de remontée pour résoudre le systéme précédent:

b
Tn = a(ﬁ)
nn
1 (n—1)
Tp—1 = a(n—71)<b”_1 - an—l,nx”)

k k
L. 10 O TN S L

Nombre d’opérations:

Nombre de divisions total: (n—1)+(n—2)+...+1=
............ multiplications: (n — 1)+ (n—2)2+...+ 2+ (n—1)+(n—2)+...+1
_n(n—l)(2n—1)+n(n—1) nd —n

6 , 2 3
Nombre d’additions: “—5".
et pour résoudre A X = b(™ on a besoin de :
n—1

n divisions +2Z multiplications et additions soit n? opérations. Au total de l'ordre de

) k=1
2n3 9 .
=5 + 2n” opérations.
La méthode de Gauss n’est correctement utilisée que si les pivots a,(j{) Z0pourk=1,...,n,

et le fait que les éléments diagonaux soient non nuls ne suffit pas pour empécher ’apparition
de pivots nuls.

Exemple 4.1. Soit la matrice inversible A et de termes diagonaux non nuls:

1 2 3 1 2 3
A=[2 45|, A®=0 0 -1
789 0 —6 —12

Des conditions plus restrictives sur A sont donc necessaires pour assurer que la méthode
de Gauss s’applique bien, nous verrons que si les mineurs principaux d; de A sont non nuls
Z(;) sont également non nuls. (d; est le
determinant de la i-iéme sous matrice principale sonstituée des i premiéres lignes et colonnes.
La matrice de 'exemple précédent ne satisfait pas cette condition d; = 1 mais do = 0.

Des exemples de matrices pour lesquelles on peut appliquer Gauss (sans contraintes):

pour ¢ = 1,...,n — 1 alors les pivots correspondants a

1. Les matrices symétriques définies positives.

2. Les matrices & diagonale strictement dominante par ligne.

3. Les matrices & diagonale strictement dominante par colonne.
ou

Définition 4.1. 1. Une matrice A = (a;j)i; est dite & diagonale dominante par lignes
(resp par colonnes) si et seulement si

n
|aii| > Z |aij| Vi = 17 ceem
j=1
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n
(resp.) |ai| = Z laij| Vj=1,---.n
i=1

2. Une matrice A = (aij)i,; est dite & diagonale fortement dominante par lignes si et
seulement si

n
‘aii’ > Z \aij\ Vi=1,---,n
j=1

n
et il existe k € {1,---,n} tel que |agk| > Z |lag;]
j=1

3. Une matrice A = (a;j)i; est dite & diagonale strictement dominante par lignes si et
seulement si

n
|aii| > Z laj| Vi=1,---n
Jj=1

4-3 Factorisation LU

Elle nait naturellement de la méthode de Gauss si aucune stratégie de pivot n’est utilisée.
L’interét d’une telle factorisation c’est qu’elle dépend pas du second membre b. Ainsi si on a a
résoudre plusieurs systémes linéaires ayant la méme matrice A et différents seconds membre,
le nombre d’opérations est considérablement réduit puisque 'effort de calcul le plus important
(soit environ 2n3/3) est dédiée a la procédure d’elimination.

Théoréme 4.1.

Soit A € My, ,(K) , il existe une unique matrice L triangulaire inférieure a diagonale (= 1)
et U une matrice triangulaire supérieure telle que A = LU si et seulement si toute les sous
matrices principales d’ordre 1 4 n — 1 de A sont inversibles.

Preuve:

Supposons que les sous matrices principales A;sont inversibles et montrons par récurrence
Pexistence et I'unicité de la factorisation LU avec l; = 1 (récurrence sur i).

Pour ¢ = 1 la propriété est vraie. Supposons que la propriété est vraie jusqu'a ¢ — 1 donc
Ai_1 = LUDUE=1) ayec L,(jk_l) =1pour k=1,-,%— 1. Posons

. Az‘—l C
Al - ( dt (0773 >

cherchons une factorisation de A; de la forme:

o ( Aier ¢ N _ r@pe _ [ Li-n 0O U—-1 u
v < dt (077 > o L U o lt 1 Ot (17 (*)

Donc on calcule et on trouve:

Li_lu =cC
1tU;_4 =d
aii —ltu = uy
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et comme A;_1 est inversible donc L;_1, U;—1 sont inversibles (det A;—; = det L;—1 det U;_1),
donc les vecteurs [ et u existent sont uniques, ainsi que u;; d’ou l'existence et 'unicité de
'unique factorisation LOU® de A®.

Montrons que si la factorisation A = LU avec L;; = 1,71 =1,...,n; existe et est unique alors
les sous matrices principales sont inversibles.

Si A est inversible, donc u;; # 0 (det A = det LdetU = detU = wujjugg ... Upy)et comme
Ai = Li,Ui; 1= 17...,7”L donc detAZ- = detLidetUi = det Uz = UI1U22 . . . Ujg 75 0 d’ou le
résultat.

Si A est singuliére et soit k le plus petit indice tel que ug, = 0, d’aprés () la factorisation
peut étre faite jusqu’a Uordre k, et & partir de cette étape la matrice U®) gtant singuliére,
on aura pas l'existence et l'unicité du vecteur I*.et donc pour avoir la factorisation compléte
de A il faut que toutes les sous matrices principales soient inversibles.

Une autre démonstration de 1’existence et ’unicité de la factorisation LU est
donnée comme suit:
Existence: Posons:

mg = (07---;Ovmk+1,k7--~7mn,k)T cR
1 ... 0 0 ... 0
0 1 0 0
Me= 1 —Mey1k 1 o | =~ i)
0 ... —muyxr 0 ... 1

Ona:
(My)i = 0it — migdig 3,0=1,...,n

et d’aprés les transformations vues dans Gauss (passage de AK) a A(k+1))

n

aif“) = aEf) - mikékkag;) = 2(511 - mik5kl)al(]]'€) Lj=k+1,....n

=1
ca.d AR = M AR k=1, n—1. Donc a la fin du procédé de Gauss, on aura::
My 1My_o...MiA= A" =U

Comme les M}, sont triangulaires inférieures & diagonale égale & I'unité sont donc inversibles
et
M,i_l) =2I, — My = I, + mpel,  (m;el)(mpel) = Opour i # k
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“1) 4 (=1 —1
A =MTIuY iU
= (In + mye}) (I, + maeb) ... (I, + mp_1el,_|)U

n—1
= (I, + Z mie)U
- ,L_l -—
1 0 0
mai 1
= : Mmas - : Donc
0
L Mp1 Mp2 ... Mpp-1 1 i
A =LU

Unicité: supposons qu’il existe Ly, Uy, Lo, Us tels que A = L1Uy = LoUs

L2_1L1 = UgUl_l = L2_1L1 est diagonale comme elle contient que des 1 sur la diagonale
donc Ly'Ly = UsU ! = I, donc Uy = Uy et Ly = I

4-4 Stratégie de pivot dans Gauss

Exemple 4.2. Si on utilise la méthode de Gauss a la matrice inversible suivante:

1 2 3 1 2 3
A= 2 4 5 on trowve A® = 0 0 -1
7 8 9 0 -6 —12

On voit apparaitre un pivot nul & la seconde étape, en permutant les lignes 2 et 3 on se
rameéne (directement) a un systéme triangulaire supérieur:

1 2 3
AD = 0 -6 —12 | =U
0 0 -1

et les matrices de transformation sont données par:

1 00
Mi=| -2 10 , My =13
-7 0 1

Nous avons donc effectué une permutation des lignes de A et donc I’égalité A = M l(_l)MQ(_l)U

est remplacée par A = Ml(_l)PMQ(_l)U ol P est la matrice de permutation
100
P=|10 01
010

En général:

e Si agz) =0 ou trop petit.

On adopte une stratégie de pivot, on en a 2:
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e Stratégie de pivot partiel:

On cherche 1’élément a(,lz)k < i< n tel que

7

(k) _ (%)
|az,’| = kgﬁgxn |apk |

On permute alors les lignes d’indices i et k pour ramener ’élément aglg) en position de
pivot.

e Stratégie de pivot total:
(k)

(5]

On cherche I'élément a:.’k < i, < n tel que

. (k)
ij | = max oy

On effectue alors une permutation de lignes et de colonnes pour ramener I’élément ag?)
en position de pivot.
la deusiéme stratégie est peu utilisée en pratique sauf pour systéme assez délicats.

Ainsi si on utilise une stratégie de pivot de lignes ou colonnes nous avons en fait effectuer une
factorisation de type:
PAQ = LU

ou P et @ sont le résultat des permutations faites sur les lignes et colonnes.

Remarque 4.2. o 1) Il existe toujours un pivot partiel # 0, A est inversible car
(k) (k)
ayy - Gy,
k) (k k
det AK) = agl)aé2) .. a](i’—)l,k’—l det| :
a) k)
(k) (k)
" apy - Ay, . w
det A" £ 0= det| : D | #A0=3Jk<i<n/a; #0
NOR

e le determinant de A peut étre calculé simplement det A = ia(lll)ag) . ..agf,)l,j: dépend
du nombre de permutations.

o det A=UUR . U

)

Exemple 4.3. Exemple de choizx de pivot:

z = 1.00010

1074z +y
y = 0.99990

dont la solution est {
Tty =2

Si on prend 10~ comme pivot et 3 chiffres significatifs

{ 10742 +y =1
(r+y)— 101_4(10_4$+y) =2 10%4
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107z +y =1
— {(104—1)y =10 -2

107424y =1 y~1
‘:’{9999y —9998 {m:O

En choisissant 1 comme pivot:

T+y =2
(107%z +y) — (z +y)107* =1-2.10""*

— { z+y =2 . { y=1
0.9999y = 0.9999 y=1
Exemple 4.4.
exy + 2exo + 2ex3 = 2¢
3x1 + Txo + 8x3 =38
1 + 329 + 3x3 =2

ou £ > 0 suffisament petit. Appliquer Gauss pour calculer X = (x1,x2,x3).

4-5 Algorithme de Crout

C’est une variante de D'algorithme de Gauss avec C.N. qu’aucune stratégie de pivot n’est
utilisée, on 'utilise lorsqu’on a & résoudre plusieurs fois le méme systéme linéaire avec différents
seconds membres.

o 1°T€ stape:
A=LU =
1 ... 0 0 U1 U ... Uiy,
Loy 1 Usa Uan
L31 Lz - — L,U
... . 0 .
Lo ... Lono1 1 0 Upn
Soit all — Ull a1 = Uv127 NN Ulj = a1y
ag1 = Lo1Uyy,a31 = L31Uvy, ... a1 = LUy =
s
Uyj =ay;, Lji= L
an
En général:
i—1
aij =Y LiUsj + Ui
Sii<j =
i = Z ijUki + LjiUii
k=1

(Lmzl L, =0, UkJZOSlk>’L,k'>])
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— Si

L TW 1<
=l Ly =4 1=isn
11

i=2,...,n izl
> LixUsi
k=1
Lji = CLjZ‘ UZ“
o 20M€ gane:
Résolution de Lz = b
litzr =b
lorz1 +lagza = bo
3121 l32zo 3323 = b3 -
lpiz1 + . lonzn = by
zZ1 = bl
2o = (ba —lo121)

i—1
Z = (bl — Z liij)
7=1

n—1
Zn = (bn - Zlanj)
j=1

o 3°M€ &tape:

Reésolution de UX = z. On utilise une méthode de remontée pour résoudre le systéme
précédent:

Tn = uZ:n

1
Tn—-1 = m(zn—l - Un—l,nﬂfn)
n
1
Tk :m(zk—g Uk T5) k=n-1,...,1
\ j=k

4-6 Meéthode de Cholesky

Soit A une matrice symétrique définie positive. La méthode de Gauss s’applique sans stratégie
de pivot, en effet les sous matrices principales sont inversibles;

Soit y € R¥ / Ay =0 et soit 7 = (y,0,...,0)
———

k+1..n
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m={ s

1>k
Y1
Ay, :
tyAy :(ylv'-'vyk>07"'70) Yk
0

=l yApy = 0 = puisque A est déf. positivey =0=y =0

Donc det A, # 0¥k = les pivots sont non nuls. Si on note AP la matrice a I'itération p
(par Gauss).

det Az(f’) =det 4, = agﬁ)agg) . ag’) — a%) £0

et donc

Théoréme 4.2. Pour A une matrice symétrique définie positive, il existe une unique matrice
triangulaire inférieure B telle que A = B'B
B est parfois appelée la racine carrée de A.

Preuve:
Il existe L et U (uniques) tels que A = LU

det A = w1y .. . uppy =detUp >0 Vb — ugp, >0
En posant D = diag(,/us;)1<i<n on a D = (LD)(D~U) = BC

A='A— BC ='C'B= C('B)"' = (B })iC

C et B sont resp triangulaires supérieure et inférieure = (B~!)!C est triangulaire inférieure
et C(!B)~! est triangulaire supérieure donc C(!B)~! = (B~1)!C est diagonale or les éléments
diagonaux sont égaux a 1 = C(*B)~! = (B~1)!C = I soit C =! B= A = B'B.
Supposons qu’il existe By et By tels que:

By (D{Y)DiBy, = By(Dy')DLB,y

A=B!B; = B!B
101 9o by — LU, = Lol

ou D; = diag(B;) et donc
Bi(Dr") = Bsy(Dy")
D'B; = DiB,

la diagonale des D!B; sont égaux, (B1)?% = (B2)% et puisque (Bj); > 0 pour j = 1,2 =>
By = B>

4-7 Algorithme de Cholesky

FEn posant
A= BB'=
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b1 ... O 0 b1 b1 ... bn1
ba1  boo by ... b

bnl cee bn,nfl bnn 0 bn,n

i
aij =Y bixbjr, 1<i<j<n
k=1
Pour ¢ = 1, on détermine la premiére colonne de B :
a1 =bnbn douby = /an
alj

ay; =lInljy doubjy = by’ 2<j<n

On détermine la i—éme colonne de B(2 < ¢ < n), aprés avoir calculé les (i — 1) premiéres
colonnes :

aii = bnbit + ... +biby;  dou by =

i—1

2

ai — Y bl
k=1

i—1
aij — Y birljk
a;j :bilbj1+~~+biibji d’Oflbji :—kb:1 ai‘f‘lSan
i

Il résulte du théoréme précédent qu’il est possible de choisir tous les éléments b;; > 0 en
assurant que toutes les quantités

i—1

§ : 2
A1y -y Qg5 — bzk?

k=1

sont positives

Nombre d’opérations

3 3 2
n n n
On a une évaluation de 3 additions +€multiplications —1—? divisions +n extractions de

racines. Donc pour une matrice symétrique définie positive vaut mieux utiliser Cholesky que
Gauss.

5 Meéthodes itératives

En vue de résoudre AX = b, on cherche X comme limite d’une suite vectorielle (X*));, en
posant A = M — N on construit (X(k))k ainsi:

MXED = NXK®) 4 p
X O donne
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XD = p(X®)) c.a.d. quon cherche X comme point fixe de F(X) = M~'NX + M~1b.
Dans le cas de problémes linéaires plusieurs questions se posent:

e Pour quelles décomposition de A, a-t-on la convergence de la méthode? (Pour M = A
on a la convergence en une itération mais il faut calculer A~1)

e Peut-on accélerer la convergence?

e Comment définir le critere d’arrét? (|| X*) — X||, X étant inconnu!)

5-1 Convergence des méthodes itératives

Soit une méthode itérative de type:
Xk —px® Lo (1)
pour résoudre AX = b, pour A inversible.

Définitions 5.1. Consistance, convergence.

e Une méthode est dite consistante si lorsque la suite (X(k))k converge, elle converge vers

la solution. (c.a.d. A='b)

e Une méthode est dite convergente si la suite (X(k))k converge vers la solution A~'b pour
tout X(©). (klim | X®) — X|| = 0 pour toute norme vectorielle sur K™.)
=00

Théoréme 5.1. Une méthode itérative (1) consistante est convergente si et seulement si
p(B) < 1 si et seulement si ||B|| < 1 pour au moins une norme subordonnée si et seulement
si lim || B||F = 0 pour toute norme.

Preuve

5-2 Vitesse de convergence, test d’arrét et nombre d’itérations

Définition 5.2. On définit la vitesse moyenne de convergence par:

_ log([[B™]2

1
R(B™) = —log(||B™|l5") = -

Ainsi pour 2 méthodes itératives associées & By et By convergentes, la premiére est dite
plus rapide que la seconde en m si et seulement si R(B]") > R(BY") .
X®) tend vers X aussi rapidement que B¥ tend vers 0 ou p(B) est si petit. on a aussi le
résultat suivant:

Théoréme 5.2. Soit B la matrice (dite matrice d’itération) associée & une méthode itérative
convergente. On a alors

lim R(B™) = Roo(B) ot Reo(B) = —log(p(B))

m—00
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Définition 5.3. On définit le test d’arrét & partir du vecteur résidu comme suit:
r®) =b— AX®)  pour une précision donnée € on calcule
™ b — AX®)
6]l 161l -

X6+ — X @)
ol

Pour calculer le nombre d’itérations maximales en fonction de I'erreur souhaitée on procéde
comme suit:
Soit une norme donnée ||| telle que ||B|| < 1 on a ||e®|| < [|B®||||e@ ]| ou e®) = X*) — X
@] < X - XO 4+ e < [XO — XD + 8]0

<eg)

On peut aussi prendre le test d’arrét:
(On p P

1B]*

Py x() . x(0)
T—IB] I I

— [} <

et donc pour que [[e® || < 10~ il suffit qu'il existe K € N* tel que

1B]*

1_7||B||||X(1) - X0 <107N

c.a.d que
1| B||
- log([|B]))

6 Meéthodes de Jacobi, de Gauss Seidel et de Relaxation
On choisit la décomposition
A=D—-FE—F ou
e D :la diagonale de A
e I : la partie inférieure de —A
e F':la partie supérieure de —A

Pour Jacobi
On prend M = D qu’on suppose inversible et N = E + F (X(k))k est alors donnée par:

X (k+1) =D NE+F)X® 4+ D1
X©donné

et on a l'algorithme:
X donne.
(1) Pour k

pourt=1,...,n
n
(— Z aipX]gk) + bz)
X(k+1) pFi

i =

Q4
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Si test d’arrét est bon — Fin.
Sinon k41 — k et aller a (1).
Pour Gauss-Seidel

OnaX© = (X{O),Xéo), e ,beo)) “—> on calcule
Jacobi
xM = px@ xP x )
1 0 0 0
X 2 7o) X X

X;S” - f(X{O),Xéo) . )

?

Pour Gauss Seidel:

Soit l'algorithme:
X©) ¢ K" donné, ¢ donné,
(1) A litération k
Pourt=1,...,n

(— Z aile(,kH) - Z aipXI(,k) + bz)
X(k+1) p<i p>i

g - .
Qg

Si test d’arrét est bon — Fin.
Sinon k41 — k et aller a (1).
En écriture matricielle ’algorithme s’écrit:

X = (D - By Y FX® +b)=(D-E)'FX® 4 C

Ly = (D — E)"'F est la matrice d’itération de Gauss Seidel.

Méthode de relaxation:

L’idée de la méthode de relaxation successives (SSOR) est d’augmenter la vitesse de
convergence qui est relativement faible pour les 2 méthodes précédentes, on introduit un
parametre w pour cette raison, et on construit X (k+1) comme combinaison lineaire de X *)

et Y(Hl) calculée par Gauss Seidel

X0+ — ) L ) x® on XY = p(Ex D 4 px®) 4p)
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FEn eliminant XY dans le systéme précédent:

<D _ 1X(k+1) _1- W x (k)

w w
D(%X(kﬂ) _ %X(k)) —Ex*HY) — pxk)
c.a.d D )
(= - B)X®HD) = (F+ =—— YDy x® 4p
w w

D 1-—
Donc pour M = — — FE et N = JD + F', on vérifie que la méthode est consistante, en
w w
effet si D .
XWX alors (Z—E)X=(F+-—YD)X +b
w w

soit AX =b

Algorithme de relaxation:

X©) ¢ K" donné, ¢ donné,

(1) A Dlitération k

Pouri=1,...,n

Xi(k—i-l) —(1— w)Xi(k) _ ﬂ(_ ZaipXng-&-l) _ ZaipX,Sk) +b)
i p<i p>1

Si test d’arrét (|]AX*+D —p|| < £)est bon — Fin.

Sinon k41 — k et aller a (1).

Nombre d’opérations pour les 3 méthodes:

Pour chaque itération:

n((n — 1) multiplications +(n — 1) additions +1division) ~ 2n? opérations pour une matrice
pleine.

Pour comparer & Gauss il faut aboutir & une solution approchée avec une precision demandée
en moins de 7 itérations. Dans la pratique les méthodes itératives sont plus utilisées pour
des matrices creuses, ol & chaque opération le nombre d’opérations est proportionnelle aux
nombre d’éléments # 0, en plus il suffit de stocker les éléments non nuls de A c’est ce point

le plus essentiel quant au choix des méthodes itératives.

Remarque 6.1. La méthode de Gauss ou Cholesky necessite plus d’espace memoire pour le
stockage des éléments méme pour des matrices bandes puisqu’il faut remplir tous les éléments
dans la bande.

6-1 Reésultats de convergence pour les 3 méthodes

Pour Jacobi et Gauss Seidel

Théoréme 6.1. Soit A une matrice & diagonale strictement dominante, alors les méthodes
de Jacobi et Gauss Seidel convergent.

Avant d’établir des résultats de convergence de la méthode de relaxation, nous donnons
les résultats suivants:
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Définition 6.1. Soient A, M et N trois matrices carrées & coefficients réels ou complexes.On
dit que A = M — N est un eclatement P-régulier de A si et seulement si M est inversible et
M + N est définie positive.

Lemme 6.1. Soit A symétrique définie positive telle que A — H'AH définie positive alors
p(H) <1

Preuve:
Soit A une valeur propre de H / p(H) = || et soit u le vecteur propre associée,

bu(A - HAH)u > 0 <= udu — (A 'wdAu > 0 <= (1 — \?) >0

Proposition 6.1. Soit A= M — N un éclatement P-régulier et A symétrique définie positive
alors p(M~'N) < 1
Preuve:
Il suffit de montrer que A — (M ~IN)A(M~'N) est définie positive.
MIAIN=MYM-A) =I-M"1A
F{MTINYAMIN) =t (I — MYA)A(I — M1 A)
= At (MTAA - AMTA+E (MTTA)A(MLA)

Donc
A~ (M~'N)A(M™'N)
:t( )A+AM A t( *1A)A(M*1A)
t( )A+AM g — (M_IA)A(M_lA)
—t (M A)AM A + ((M1A) A — A]M1A
t( )[M—i—tM A]M_lA

=t (M 1A)[N + MIM1A

Or N 4! M est définie positive donc
{M~YA)N 4+t M]M~'A est définie positive et donc p(M~IN) < 1.
On montre alors le théoréme suivant:

Théoréme 6.2. (Ostrowski-Reich)
Soit A une matrice symétrique définie positive, alors la méthode de relazation converge pour
tout w €]0,2[ (en particulier Gauss Seidel converge)

Preuve:
Il suffit de montrer que

A= %(D —wE) — %((1 —w)D + wF)

est un éclatement P-régulier (w # 0).

n

D — wE est inversible en effet det(D — wE) = H ai; > 0 car Vi aj; = e;Ae; >0
i=1

t 2 —w , . . '

M + N = ——D définie positive pour w €]0, 2|

w
Si w €]0,1[, on dit qu’on a une sous relaxation.
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Si w €]1,2[, on dit qu’on a une sur-relaxation.
Siw =1 on a Gauss Seidel.
Condition necessaire de convergence,
p(Lw) Z’w_l ’ w7é0
n
det Ly =[] Xi(Lw)
i=1
det(:=2D + F
_ e(wD ):(1_w)n
n
p(Lw)® = [TIN(Zw)l = 1 —w]"
i=1

p(Lw) = |1 —wl

det Ly,

On montre aussi qu’il existe un parametre de relaxation optimal w* pour lequel la méthode
de relaxation est trés efficace, notamment pour des systémes provenant de la discrétisation
d’E.D.P. (pour de tels systémes on a aussi Gauss Seidel qui converge plus rapidement que
Jacobi). En posant

A =D(I-L-U)
L =D'E , U=D'F |, J=L+U
Ly =(I—wL) (1 —w)I+ wU]

On montre le résultat suivant:

Théoréme 6.3. Soit A une matrice telle que Voo # 0, les valeurs propres de J(a) = aL+ éU
sont indépendantes de o alors p(L1) = p(J)%. Donc les méthodes de G.Seidel et de Jacobi
convergent ou divergent toutes les deuz et si on a convergence alors G.S. converge 2 fois plus
vite.

De plus si sp(J) ne contient que des réels et p(J) < 1 alors p(Ly) < 1 pour w €]0,2[ et p(Ly,)
est une fonction de w ayant Uallure suivante:

Rayon spectrale de relaxation en fonction de w.

*

2
w* = =w
1+ I-p(d)2 P!
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Exemple 6.1.

(1) { —u”(x) flz) 0<zx<1
u(0) u(1) =0

On montre que si f est continue sur [0,1], (1) admet une solution unique u. Le calcul
numérique de u par la méthode des différences finis consiste a remplacer la recherche de u par
la recherche d’un vecteur up = (uy,ug, ..., u,) aux points z1, 2, ..., x, d’'une subdivision de
[0,1]. Si on suppose qu’on a une subdivision réguliére x; =ih i =0,...,n+ 1 et h = n%rl,
en zg=0et en x,11 =1 on prend u = 0 c.a.d. up = up+1 = 0 (conditions aux limites)
On remplace
w(wiy1) + u(wi—) — 2u(z;)

B2

u’(x;) ~
Donc (1) conduit a

g | ) SR gy =0,

Uy = Unp+1 =0

1AUh:fh ol fh :(f17f27"'7fn)t

< —
h? Un = (u1,ug,...,up)
et
2 -1 ... 0
-1 2 -1 0
A=
0 oo —1
0 -1 2

On montre que A est symétrique (définie positive , a diagonale fortement dominante et irré-
ductible et les éléments de la diagonale sont > 0)
donc Jacobi, Gauss Seidel et relaxation pour w €]0, 2[ convergent et on a

p(Lug = (inf p(Lw) = wopt — 1 < p(Lr) = p(J)* < p(J)

opt  “o<w<2

si p(J) # 0, et si p(J) = 0 alors wopy =1 = p(L1) = p(J)?2=0
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