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Opérations sur les distributions (suite)

1.7. Convolution par une fonction.

Nous avons vu précédemment que si f € Z1(IR?Y) et si ¢ € CP(IR?), alors le produit de
convolution de f et de ¢ définit une fonction de classe C*. Le résultat précédent subsiste pour

.f € "%ic(Rd)‘

Proposition 10. Soient f € £ (IR?) et p € C*(IRY), alors f * g € C°(IR?) et si [ est a

oc
support compact, f x g l’est aussi.

Démonstration. Soient f € ZL.(IR?) et ¢ € C>*(IR?). Posons pour presque tout y € IR et
pour tout x € IR?,

9(x,y) = p(z —y)f(y).

Exercice.

1. Montrer que la fonction ¢ : IR? x IRY — IR vérifie toutes les hypothéses permettant les
dérivations sous le signe somme.

2. En déduire que la fonction z + f * g(z) est de classe C> dans IR%.

3. Soit f une fonction définie presque partout sur un ouvert £2. On appelle ouvert d’annulation
de f, le plus grand ouvert O sur lequel f s’annule presque partout. Le support de f est
alors le complémentaire dans Q de Oy. Montrer que si f € £1(Q)

suppf = suppA;.

4. Montrer que si supp(f) est compact alors supp(f * ¢) est compact.

Remarque. Soient f € .4} (IR?) et p € C>°(IRY). Ecrivons pour tout x € IR?

frop(x) = /]Rd o(r —y)f(y)dy =< Ag,p(x —.) > .

Les derniéres égalités montre que I'on peut définir le produit de convolution de la distribution
Ay et de la fonction ¢ de classe C* et a support compact en posant

Apso(z) =<Af,o(z—.)>.

Plus généralement, les propriétés de régularité du produit de convolution d’une distribution et
d’une fonction découlera du résultat suivant :



Proposition 11. (Dérivation sous le crochet) Soit g € C®(§2; x §2), ou €y et s sont re-
spectivement des ouverts de IR? et IRF. Supposons qu’il existe un compact K C U tel que
o(z,y) =0 sixz ¢ K, alors pour tout T € 2'(Q), la fonction

y—=<T,p(,y) >
est de classe C*™ et pour tout multi-indice o € IN*.
0, <T,0(,y) >=<T,0;0(,y) > .

démonstration. Pour y € ), fixé, on a, d’aprés la formule de Taylor,
p(r,y+h)=p(y) + Y hja_y($7 y) +(@,y, h)
j=1 J

ou pour tout a on a
sup |02 (2, y, h)| = O(|h]?) lorsque h — 0.

B
< T, o(,y+h)>=<T,e(,y >+Zh <T8;0( y) > +O(|h|?)

J

Il en résulte que pour tout j € [1,d]
9y, < T, ply) >=< T.0,,¢(-y) >
et cecl termine la démonstration.

Proposition 12. Soient T € 2'(IR?) et ¢ € C*(IR?Y). Alors en posant pour tout x € IR%,

(T*p)(z) =<T,p(x—.) >,

T ¢ € C*°(IRY) et
supp(T * ) C supp(T') + supp(yp),

de plus, pour tout multi-indice o
YT xp) = (0T) xp =T % (0%p).

Démonstration. D’aprés le résultat précédent, il est clair que T * ¢ € C*(IR?). D’autre part,
pour tout multi-indice «

(0°T)xp(x) = < 0T, p(x—.)>
= (=1)¢ <Ta‘“(90(l‘ ) >
= <T,(0%)(x—.) >
= Tx0%.

Exercice. Soient T € 2'(IR%) et p € C>*(IR?). On suppose que supp(T) est compact, montrer

que T * p € C(IRY). 5



Exemple. Pour tout ¢ € C*(IR?Y) et a € IR?, on a

(00 * ) (2) = (Tap)(2) = p(z — a).

Proposition 13. (Intégration sous le crochet). Soient Q un ouvert de IR?, T une distribution
de 2'(Q2) et ¢ une fonction de C°(Q x IR?). Alors

/<T,90(-,y) > dy =< T,/¢(-,y)dy>-

Démonstration. Supposons que d = 1. Soit r un réel positif tel que ¢ soit & support dans

[—r,r]%. soit § une fonction C*° sur IR d’intégrale 1, supportée dans [—r, 7|, et soit

Y(x,y) = p(r,y) — Q(y)/go(x,t)dt.

Cette fonction est de classe C* sur Q x IR, a support dans [—7, r]?, et pour tout z € €,

[ vty =
o(z,y) / P(z,t)d

est aussi C* sur 2 x IR, a support dans [—r, r]?. Par la Proposition 11. on a

Alors la fonction

d
d_y < Ta ¢(a y) >=< Ta ay¢(>y) >=< Ta ¢(7 y) >
d’ou on déduit que "application

Y

y—=><T,¢(.,y) > —/ < T, (., t) >dt

—0o0

est constante. Mais y —< T, ¢(.,y) > et y — ffoo < T,9(.,t) > dt sont identiquement nulles
pour y < —r, donc ces deux fonctions sont égales. En particulier,

/<T,@/}(.,y)>dy:0

et donc

0= [<T,¢(,y)>dy
[ <T,0(,y)>dy— <T, [, t)dt > [0(y)dy

= [<T,o(,y)>dy— <T, [¢(,y)dy >,

d’ou le résultat.

Lemme. Soit p : RY — IR une fonction intégrable, a support compact et telle que [p = 1.
Posons pour tout € > 0 et pour tout x € IR p.(x) = e p(£), alors pour tout ¢ € D(IR?)

lim p. * ¢ = ¢ dans Z(IR%).
e—0 3



Autrement dit, (pe)e>o est une famille régularisante.
Démonstration. Soit ¢ € Z(IR?). Comme pour tout multi-indice o on a :

0%(¢ * p:) = (0%p) * pe et que /p:/p:::l

on peut écrire

0o p)(@) = 0pla) = [ (@l =) = 0"y
et grace au changement de variable y = ez,
[0%(p 5 pe) () = 0%(2)| < [pa |0%0(x — y) = 0% ()| p:(y)|dy
= Jga|0%p(z —e2) — 0%p()||p(2)|dz

Soient K un compact et x € K. Comme p est & support compact, que 'on peut prendre la
fermeture de la boule de centre 0 et de rayon r, pour £ €0, 1 la variable x — €z appartient au
voisinage compact K, de K, ou K, = { z | dist(z, K) < r }. Comme 9“p est de classe C*, on
a [0%p(x — ez) — 0%p(x)| S €lz| et comme [ |z]|p(z)|dz < oo, les inégalités (?) impliquent que

sup [0%p(z —ez) — 0%p(z)] S e — 0,
reK

et ceci implique que (¢ * p.)eo converge vers ¢ dans Z(IR?) lorsque € tend vers 0.

Théoréme. Soit T € P'(IR?) une distribution et (p.).eo| une famille régularisante. Posons
pour tout € €]0,1[, u. := T * p.. Alors pour tout € €]0,1] on a u. € C*(IR?) et si on pose
T. = A,

lim 7, = T dans Z'(IRY).

e—0

Démonstration. D’aprés la Proposition 11 on sait que u. € C®°(IR?). Par ailleurs grace a la
Proposition ? on a pour toute fonction ¢ € Z(IR?)

<A p>= [piu(x)p(z)ds
fRd < T> ps(l’ - )gp(aﬁ)dl‘
= <T, [pape(x—)p(x)ds > .

Mais
/ pe(z — y)p(@)dz = pe * p(y)

donc
<A, >=<T,pcxp>.

Par ailleurs si 7 est tel que supp(p) C B,(0), alors pour tout € €]0, 1] on a
supp(p- * p) C K := {y € R | dist(y,supp(p)) < 7 }.

Comme par ailleurs
9%(pe * 90)4: pex 0%



d’aprés le Théoréeme 7. on a
0%(pe x @) = 0%

uniformément sur K lorsque ¢ tend vers 0. Par continuité séquentielle des distributions (Propo-
sition 7.) on a donc pour toute suite (¢,),>1 convergeant vers 0

<A, ,p>=<T,p., xp>=><T,p >, lorsque n tend vers + oc.
donc (A.,) converge vers T dans 2'(IR?). Ceci achéve la démonstration.

Remarque. Le théoréme précédent signifie que 'image de application f +— Ay de £ (IRY)
dans 2'(IR?) est dense dans 2'(IR?).

L’espace des distributions & support compact

Considérons sur 'espace C*(£2) des fonctions de classe C* sur un ouvert 2 la notion de con-
vergence suivante :

(¥n)n>1 converge vers ¢ si, et seulement si, pour tout compact K inclu dans €2 et pour

tout multi-indice a € IN%, la suite (0%, ),>1 converge uniformément sur K vers 9%¢.

On notera alors &(Q2) I'espace C*(£2) muni de cette notion de convergence.

Une forme linéaire 7' : C*°(Q2) — IK, ot IK = IR ou, sera dite continue sur &(£2) si pour
toute suite (¢n)n>1 d’éléments de C*°(£2) convergeant vers ¢ dans &(£2), la suite (T(¢n))n>1
converge vers T'(y).

On peut alors montrer (a titre d’exercice) la proposition suivante :

Proposition 14. T € &'(2) si, et seulement si, il existe un compact K € €, il existe m € IN
et une constante c tels que pour tout p € C*(Q) on ait :

T(¢)] < c max sup [0%p(z)].

lal<m ze K

Proposition 15. Soit T € &'(Q2), alors T est d’ordre fini et supp(T') est compact.
Démonstration. Soit 7' € &(2). D’aprés la proposition précédente, il existe un compact
K C Q et un entier m € IN et une constante c tels que

[ T'()] < ¢ max sup |9%p(z)],

lal<m ze K

pour tout ¢ € C>().
La derniére inégalité montre que si supp(p) C CE,

T(p)=0

et donc, supp(7') C K. La méme inégalité montre que l'ordre de T est inférieur ou égal a m.
5



Définition ?. (Produit de convolution 2’ x &”"). Soit T € 2’ et S € &’. On définit le produit
de convolution T * S en posant pour tout ¢ € C>(IR?)

<Tx8,0>=<T,8%¢p>,
ot la distribution S est définie par
< 8,9 >:=< 8,1 >, et pour tout z € R%, )(x) = (—x).
Exercices.

1. Pour T € 2'(IR?) et a € IR?, calculer T * §,.

2. Soient T' € Z'(IR?) et S € &'(IR?). Alors pour tout multi-indice o € IN? on a

T xS)=(0°T) xS =T x (0°9).

3. Soit T € 2'(IRY). On a T x 9°0 = 9°T.
4. Soit T € Z'(IR?) et S € &'(IRY).

a) On a supp(7 * S) C supp(7T") + supp(S).
b) On a, pour tout ¢ € Z(IR?)

<T,S%xp>=<8Tx¢p>

et T+«S=85x«T.

¢) Si Ty, T,, T3 sont trois distributions dont au moins deux sont & support compact,
alors
T1 * (TQ * Tg) = (T1 * TQ) * T3.

5. Soient T' € Z'(IR%) et p, 1 € C=(IRY). Alors

(Tx @) 1h =T x (0 9).



