Module M123, Analyse 2
Examens de 2014 a 2020

Jeudi 9 juillet 2020



Université My Ismail Année Univer. 2014-2015
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen du 17 avril
Durée: deux heures

2
t2 + sin? (¢) dat

(i) Déterminer I’ensemble de définition de la fonction F'.

(ii) Montrer que, pour « non nul F (—z) = —F(z) et que F est prolongeable
en une fonction continue en 0. Calculer F'(z), Vo € R.

(iii) Etudier F' quand x tend vers oo.

2z
Exercicel:! On pose: F (x) :/

Exercice2: Intégrer les équations différentielles suivantes:

(Ey): ch(x)y +sh(x)y = 11—932'

(Ey): o — 3y + 2y = x + xe®® + xsin(z).

Exercice3: Etudier la convergence des suites (vy),~, et (wy),, si:

. 1
(il) w, = Zm

k=0

La rigueur est sollicitée. Bon courage!



Université My Ismail Année Univer. 2014-2015
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen de jun Section 2
Durée: deux heures

Exercicel: Calculer les limites des Suit(las suivantes :

(i) un:niﬁ (ii) vn:ﬁ (1+i—z)n.

k=0 k=1

jus

2
Exercice2: Soit [, = sin” () dx sin € N.

0
(i) Montrer que (I,,),, est une suite positive décroissante.
(i) Montrer que I,,;o = L1, et expliciter I,,.

1
(iii) En déduire / (1—2%)"da.

-1

n+2

Exercice3: Résoudre I'équation différentielle suivante:

Y + 5y + 6y = x + e** + sin(27)



Université My Ismail Année Univer. 2014-2015
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen de rattrapage
Durée: une heure

Exercicel: Soit g la fonction réelle définie sur 'intervalle [0;1] par
g(x) = ax (ou a € RY). Montrer a 'aide de la définition que g est intégrable
et calculer son intégrale.

Exercice2: Intégrer I’équation différentielle suivante

(BE): o' +y +y=sin(x) + ze*



Université My Ismail Année Univer. 2015-2016
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen d’avril
Durée: deux heures

Exercicel: Considérons la fonction réelle F' définie par:

2

F(:z:):/ox +1ln(1—|—t)dt

Déterminer le domaine de définition Dr de F. Montrer que F' est dérivable
en tout point ou elle est définie. Calculer F'(z), pour tout x € Dp.

Exercice2: Calculer la limite lorsque n — +oc0 de la suite réelle (u,),,-,
telle que:

n

1
_ 2
un_nZk3+n3

k=1

Exercice3: Intégrer les équations différentielles suivantes:

(E1): ch(x)y + sh(z)y =

1422

(E2): v +y = 5

2

2La rigueur est sollicitée. Bon courage!



Université My Ismail Année Univer. 2015-2016
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen de rattrapage d’avril
Durée: une heure

Exercicel: Soit a € RY. Montrer a 'aide de la définition que la fonction
réelle f : [0; 1] — R définie par f(x) = az est intégrable au sens de Riemann.

Exercice2: Intégrer les équations différentielles suivantes:

(Er): ch(z)y + sh(z)y = —.

1-z
(En): y" — 3y + 2y = x + ze* + sin(3x).

3

3La rigueur est sollicitée. Bon courage!



Solution de I’exercicel : Montrons a ’aide du théoeme caractéristique
(qu’on peut cosidérer comme définition ), que la fonction f : [0,1] — R telle
que:

f(z) = ax pour un certain a € R est intégrable sur [0, 1].
Pour tou n > 1, on consdére la subdivision de [0, 1] telle que

1 k
Sn = {ZBQ = 0,331 = =, T = —, ...y = 1}
n n

qui va étre associée aux fonctions en escalier définies par
on(t) = axy, P, (t) = axiyq,Vt €z, 20, 1 =0,1,...,n—1
@n(xz) = Oawn(xz) = a, 1= 07 17 won—1

Puisque f es strictement croissante, donc

on < f <Yy

1 n
/ on(t)dt = ax; (rir1 — x;)
0 X

et

Yu(t)dt = aziy1 (Tiy1 — ;)




D’ou
1

1
lim / ou(t)dt = lim / wn(t)dt:g
0

n—-+0oo n—-+00
0

1
Ainsi f est intégrable sur [0, 1] et son intégrale vaut / (at)dt = g
0

Solution de P’exercice2 : Intégrons les équations différentielles suiv-
antes:
(E1): ch(x)y + sh(z)y = .

11—z

Posons z (x) = y (x) ch (z). Par déeivation on obtient
#(z) =y (x) ch (x) +y (z) sh (z)

donc (FE)): se transorme en (Ep): 2/ (x) = arcsin’(x), dont la solution
générale est
z (x) = arcsin (x) + cte

Ainsi, la solution générale de (E}) est

arcsin () + K

y(x) = () k€ R.

Pour (Ey): y" — 3y + 2y = = + we** + sin(3z), d’équations homogene et
caractéristique respectivement:

(Hz): y" =3y +2y=0
(Co):r* =3r+2=0
Le discriminant Ay = (—3)* — 4 x 2 = 1. Donc les soltions de (C,) sont

3—1 3+1
rlszl, etrgz%:2

Par suite, la solution générale de (H3) est

Yo (v) = Ae” + Be** (A, B) € R?



Pour déterminer une solution particuliere y, de (E4), il suffit d’appliquer

le principe de la superposition, En effet le second membre est

ou

f(x) = fi(z) + fa(z) + f5 (2)

fi(@) =z, fo(x) = 2e* et f3(x) = sin(3z)

qui donnent les équations suivantes:

(Bon): y" =3y +2y=1x

(Bz2): y" = 3y + 2y = we®

(Ea3): y" — 3y + 2y = sin(3x)

D’apres le cours, une solution particuliere de:

(Ea1) est vy (x) = ax + b, avec (a,b) € R?,

() est 1 () = (€2 + fir + g) €, avec (e, f,g) € R,
(Ey3) est yz (x) = M cos (3x) + Nsin (3z), avec (M, N) € R?,
(E2) est y, (2) = y1 (2) + y2 () + y3 (2).

Conclusion: la solution générale de (FEs) est

y (@) =yo () + 1 () + 42 (2) + ys (2)



Université My Ismail Année Univer. 2015-2016
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen de juin
Durée: deux heures

Exercicel: Considérons la fonction réelle F' définie par:

2

F(:z:):/ox +1ln(1—|—t)dt

1) Déterminer le domaine de définition Dp de F.
2) Montrer que F est dérivable en tout point ou elle est définie.
3) Calculer F'(z), pour tout x € Dp.

Exercice2: Calculer la limite lorsque n — +oc0 de la suite réelle (u,),,-,
telle que:

n

1
_ 2
un_nZk:?)_'_nS

k=1

Exercice3: Intégrer les équations différentielles suivantes:

(E1): ch(x)y + sh(z)y =

1+x2°

(Ba): v +y = my-

4

4Soyez rigoureux Bon courage!



Université My Ismail Année Univer. 2015-2016
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Session de rattrapage de juin
Durée: 1H 30 mn

Exercicel: Considérons la fonction réelle F' définie par:

22

F(x):/ In(1+1¢)dt
0
1) Montrer que F est dérivable en tout point de R.

2) Calculer F'(x), pour tout = € R.

Exercice2: Calculer la limite lorsque n — +oc0 de la suite réelle (u,),,-,
telle que:

"1
Un = nZkQ + n2
k=1

Exercice3: Intégrer | équation différentielle suivante:

(E): y' +y = cos(x) + ze®.

5

5Soyez rigoureux Bon courage!



Université My Ismail Année Univer. 2016-2017
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. Analysell
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen de Janvier

Durée: deux heures

Exercicel: Considérons la fonction réelle F' définie par:

F(x) = /Olﬂ“‘l In(1+¢)dt

1) Montrer que F' est dérivable en tout point de R.
2) Calculer F'(x), pour tout z € R.

Exercice2: Calculer la limite lorsque n — 400 de la suite réelle (u,),,-,
telle que:

“ 1
Un = nZk2 + n2
k=1

Exercice3: Intégrer 1 équation différentielle suivante:

(E): ¢ +y = xe®.

5La rigueur et la présentation seront prises en compte.



Université My Ismail Année Univer. 2016-2017
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. Analysell
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen de Février

Durée: 1H 30mn

Exercicel: Considérons la fonction réelle F' définie par:

1

F(:v):/owln(1+t)dt

1) Montrer que F' est dérivable en tout point de R.
2) Calculer F'(x), pour tout z € R.

Exercice2: Calculer la limite lorsque n — 400 de la suite réelle (u,),,-,
telle que:

n

2n
Un = ZkZ + n2
k=1

Exercice3: Intégrer 1 équation différentielle suivante:

(E): y' —y=c¢€".

5La rigueur et la présentation seront prises en compte.



Université My Ismail Année Univer. 2017-2018
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. Analysell
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Session normale. Sectl

Durée: Deux heures

Exercicel: Calculer:

1,
(i) lim |- / e Udt
r—=+oo [T [ 2

1
ii —dx
(i) / sin? z cost

Exercice2 Déterminer les limites suivantes:

1) lim (Sﬁl) ]

r n—1
1
. 2 -
2) nl—l>r+noo " gkz; + 713

Exercice3 Intégrer I’ équation différentielle suivante:

(E): 6y — 2y = xy™.

5Soyez rigoureux. Bon courage



Université My Ismail Année Univer. 2017-2018
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. Analysell
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen de rattrapage. Sectl

Durée: Une heure

Exercice. Déterminer:

1) La dérivée I (z), la ou elle est définie, de la fonction I" donnée par:

2

F(a:):/ox In (14 ¢*)dt

2) La limite suivante:

3) La somme de la série:

+o0 k=n

1
2.2

n=0 k=0
4)Toutes les solutions de ’équation différentielle suivante:

1
1+ 22

sh(x)y+ch(z)y =

®Soyez rigoureux. Bon courage



Université My Ismail Année Univer. 2017-2018
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen de la session normale. Sect2

Durée: deux heures

Exercicel: Calculer les intégrales suivantes:
2
I = / Vsin x cos xdx
0

J /4 sin(2x) e
0

cost z + sin z
Exercice2: Calculer les limites suivantes lorsqu’elles existent:
- 1 [ 2
(1) lim |— [ cos(t)e" dt
z—0t | X 0

(i) lim i (=2)"
n—+oo k‘!9k

k=0
1 [Tt4+1
(#7) lim [—2 / Lesm(t)dt}
r—4oco | T 0 t+2

Exercice3: Intégrer les équations différentielles suivantes:

(Ey) ch(x)y + sh(x)y = =5

(Ey) y' + 4y + 5y = xsin (z) e

SBareme Ex1: 143, Ex2: 44244, Ex3: 2+4



Université My Ismail Année Univer. 2017-2018
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen de la session de rattrapage

Durée: deux heures

Exercicel: Calculer les intégrales suivantes:

i tanx
o 1l—sin“z

s <92
J / 1 sin®(x) e
0

cost r + sin* z

Exercice2: Calculer les limites suivantes lorsqu’elles existent:

1 T
() lim {—/ etrzdt}
z—0t | X 0
n—1 1
(i) lim ["Zm
k=0
N 1 [0

Exercice3: Intégrer les équations différentielles suivantes:
(Er) (L+2%)y + 20y = 1
(B2) ¥/ +y= 5=

sin

SBareme Ex1: 143, Ex2: 44244, Ex3: 2+4



Université My Ismail Année Univer. 2018-2019
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen de la session normale

Durée: Deux heures

Exercice. Déterminer:

1) La dérivée I (z), la ou elle est définie, de la fonction I" donnée par:
1+a2

I'(x) :/ e Pt

2) Les limites suivantes:

3)Toutes les solutions des équations différentielles suivantes:

1
+
Je

(Br): 2zy+ (2 + 1)y =

1
(Es) : y" +4y' 4+ by = wsin (x

5Soyez sages et rigoureux! Bon courage!



Université My Ismail Année Univer. 2018-2019
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen de la session de rattrapage

Durée: une heure 30 mn

Exercice. Déterminer:

1) la limite:
k=n—1 1
. 3
ngrfoo [n Z nt + k4

2) la valeur de I'intégrale:

1 sin? (z)
dz. (5 point
/0 cos* (z) + sin* (7] . (5 points)

. (b points)

3) la valeur de la série:

+

8

n

\)

|
lgnfk'

(5 points)

x=

Il
=)

n k=0

4) toutes les solutions de 1 équation différentielle:

e **. (5 points)

(E): o' +4y + 5y =

1
sin (z)

5Soyez sages et rigoureux! Bon courage!



Université My Ismail Année Univer. 2018-2019
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Examen de rattrapage

Durée : 1TH30mn

Exercice. Déterminer:

1) La dérivée I (z), la ou elle est définie, de la fonction I" donnée par:

2) La limite suivante:

3) La somme de la série:

+o0 k=n

1
2.2

n=0 k=0

4)Toutes les solutions de ’équation différentielle suivante:

2 r_
2a:y+(x —i—l)y ~ 15



Université My Ismail Année Univer. 2019-2020
F. S. T. Errachidia Parcours MIP. S2 Analy2
Départ. de Maths Resp. Mustapha Laayouni

Test a blanc (Covid.19)

Jeudi 18 juin. Durée: une heure

Exercicel: Calculer les limites suivantes:

z 2
e
li —dt -
e </0 2 + cos(t) > (0-8)

1 [ t+1
li — _dt 0.-7
x—1>51-100 (CL’2 /x t(l + cos? (t)) > ( )

Exercice2: Résoudre les équations différentielles suivantes:

1
1422
y" 4 5y + 6y = cos(x) + €** + sin(27) (0.-5)

ch(x)y +sh(x)y



Correction du test a blanc
Jeudi 02 juillet 2020

Exercicel:
Pour calculer la limite

T t2
lim / S—
=0+t \ Jo 24 cos(t)

il suffit d’appliquer la formule de la moyenne a [a, b] = [0, z] et a la fonction

b S = 2 + cos(t)

x ~ 07. Soient alors m = min {f(¢),t € [0,1]} et M = max {f(¢),t € [0, 1]}.
La formule de la moyenne nous mene a

1 T e
m < / <M
r—0Jy 2+ cos(t)

qui est continue sur R le compact [0,1] D [0,z],

Par suite

z 2
e
xm < ——dt < zM
/0 2 +cos(t)

T t2
lim / S —; T
=0t \ Jo 24 cos(t)

D’ou



De méme la fonction

t+1
9:t= 90 = T o)

est continue sur [1,4o00[ et pour ¢t ~ 400 on a |g(t)] < 1. Or pour z ~ 400
on a [z, 2x] C [1,+o00[, donc

m =inf{g(t),1 <t < +oo} et M =sup{g(t),1 <t < +oo}

existent bien dans R et d’apres la formule de la moyenne

2z
. / 1y
2r —x J, t(1+ cos?(t))

Puisque x > 0 on aura

1 [ t+1 M
< — i dt < —
2?2 J, t(14 cos?(t)dt) x

2|3
N

Par conséquence,

I 1
lim (- / L ) o
a—too \ 22 J,  t(1+ cos?(t))



Exercice2: Résolvons les équations différentielles suivantes:

1
ch(x)y +sh(x)y = T (0.-4)
Y + 5y + 6y = cos(x) + * + sin(2z) (0.-3)

+ Pour integrer 1 équation différentielle (0,5) : ch (z)y' +sh (v)y = 17,
il suffit de remarquer qu’ elle n’est rient d’autre que

i (ch(z)y(x)) = di (arctan(x))

dx T

qui par intération donne
ch(x)y(x) = arctan(x) + Kk, K € R
Conclusion; La solution générale de (0,5) est

_arctan(z) + &,
y(l’) - Ch({L’) S R

« Considérons (0, 6) suivante
Y + 5y + 6y = cos(x) + e* + sin(2z)
Son équation homogene est
(H): y"+ 5y +6y=0
et son équation caractéristique est
(C):r?+5r+6=0

51
5 =
= —2. Ainsi la solution générale de 'ESSM (H) est

-3

dont le discriminant A = 52—4 x6 = 1 donne les solutions r; =
—5+1

et ry =

Yo (z) = Ae™* + Be " avec (A, B) € R?

Pour déterminer une solution particuliere de 'TEASM (0, 6) on remarque que
le second membre est la somme de trois fonctions fi(x) = cos(z), fo(x) = €**



et f3(z) = sin(2z). D’apres le principe de superposition, si yi, y» et y3 sont
des solutions particulieres respectivement de

(Ey) : y" + 5y + 6y = cos(z)
(E2) : " + 5y + 6y = e*
(Es) = y" + 5y’ + 6y = sin(2x)
alors y, = y1 + Y2 + y3 est une solution particuliere de (0, 6).

e Comme f () = cos(z) donc il faut chercher y; sous la forme

y1(z) = M cos(z) + Nsin(z), ot (M,N) € R?
de sorte que
yy(x) = =M sin(x) + N cos(x) et yy (x) = —M cos(x) — N sin(x)
Par substitution dans (£;), on aura:
(—M cos(z) — N sin(x))+5 (—M sin(z) + N cos(z))+6 (M cos(z) + N sin(z)) = cos(z)
c’est-a-dire

(=M + 5N +6M) cos(x) + (—N — 5M + 6N ) sin(x) = cos(x)

. 7T \ .
pour x = 0 puis = —, on aura le systeme suivant
2 )

(5) 5M+5N =1
Y 5N —5M =0

1
ce qui signifie que M = N = 10 et donc

1 I
y1(z) = 0 cos(x) + 10 sin(z)

e D’apres le cours, une solution particuliere de (F3) est de la forme

2

y2(x) = ae*® avec a € R

car 2 n’est pas une racine de ’équation caractéristique (C'). Par dérivations
on aura
yh(z) = 2ae™ et yy(x) = 4ae™



Par substitution dans (E5) on obtient
4ae*™ + 5 x 2ae* + 6 x ae’™ = e**
c’est a-dire 20a = 1 ( puisque €** # 0) et par suite

1
() = %6%

e w = 2 n'est pas racine de I’équation caractéristique (C'), donc une
solution particuliere de (E3) est de la forme

ys3(z) = acos(2x) + Bsin(2r) avec (o, ) € R?
Par dérivations on aura
ys(2) = —2asin(2x) + 28 cos(2x) et y4(x) = —4da cos(2x) — 4 sin(2z)
En substituant dans (E3) on obtient
—4dovcos(2x)—48 sin(22)+5 (—2asin(2x) + 25 cos(2x))+6 (o cos(2z) + B sin(2x)) = sin(22)
Ains
(—4a + 108 + 6cr) cos(2x) + (—4 — 10« + 63) sin(2x) = sin(2x)

soit
(2a0 + 108) cos(2z) + (28 — 10«) sin(2x) = sin(2z)

. ™ . N
Prenons z = 0 puis x = 1 pour aboutir au systeme

20+ 106 =0
(S){ 26 — 100 =1
Q = —-50
< { 526 =1
) . ) 1.
D’ou y3(z) = ) cos(2x) + 5 sin(2z).

Conclusion: la solution générale le 'TEASM (0, 6) est
y(x) = yol(@) + yp(x)
= yo(x) +ui(z) +v2(z) + ys()
1

1 1 -5 1
= Ae " 4 Be * + 1 cos(x) + 1 sin(x) + %62”” + = cos(2x) + 5 sin(2z)

avec (A, B) € R?



