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Série n’1
Interpolation polynémiale
Exercice 1 :
On considere (n + 1) points distincts {zg, x1, -+ , 2, }.

1. Montrer que les polynomes {/;},_, _, de Lagrange forment une base de P,, (I'espace vec-
1 sii=k
0 sii#k

toriel des polynomes de degré n), vérifient I;(xy) = ;) ou 61 =
n
2. Montrer que VO <m <nona: le(a:)x;” =

Exercice 2 :

On consideére une fonction f € C"!([a,b]), (n + 1) noeuds distincts {(@i,yi) }izo, n avec
i—1

(yi == f(zi)), et on note w;(x) = H(m — ), le polynéme de degré i associés aux points
=0

1. Montrer que le polynéme qui interpole f aux noeuds {(z;,y:)};—g ., s'écrit

n

Pn(x Z wn+1 )yz

(e — i) n+1(331

(n+1) n —x
2. Montrer que : Vz € [a,b], 3&, € [a,b] tel que By (x) := f(x)—Py(x) = LA (6(721__[‘_7)0'(1‘ zi)

Exercice 3 :

1. Déterminer le polynome d’interpolation de Lagrange relatif au tableau suivant :



2. Retrouver ce polynéme d’interpolation, en utilisant cette fois la méthode de Newton.

Exercice 4 :
On veut interpoler f(z) = In(z) par un polynoéme aux points xg =1, x1 = 2, 22 = 3, 3 =4 et

T4 = 9.
1. Trouver une expression algébrique de ce polynéme en utilisant la méthode de Newton.
2. Estimer la valeur de f(6.32) avec le polynéme trouvé en 1 puis calculer lerreur absolue.

Exercice 5 :

Soient € €]0, 1 et f une fonction de classe C3 (0,1]). On note a = f(0) et b = f(1).
1. Déterminer le polynome de Newton P. qui interpole f aux points 0, € et 1.

2. Montrer que pour tout x dans l'intervalle [0, 1]

lim P.(z) = (a—b+ f'(1))z* + (2b — 2a — f'(1))z + a = P(x).

e—1—
3. Vérifier que le polynéme P est I'unique polynome de degré 2 qui vérifie
P(0) = f(0), P(1) = f(1) et P'(1) = f'(1).

4. Pour z €]0, 1] fixé, on considere la fonction ® sur [0, 1] définie par

f(z) = P(z)

) — 2
FrEs e le

O(t) = f(t) — P(t) —
Vérifier que ®(0) = (1) = ®(z) = 0 et que (1) = 0.
5. En déduire qu'il existe &, €]0,1[ tel que ®®)(&,) =0 et que

(&)
6

f(x) — P(x) = x(x — 1)2.






Interpolation polynoémiale : Correction
de la série 1

Exercice 1 :

1. On considére (n+ 1) points distincts {zg, x1, - , 2, }. Montrons que les polynoémes
{l;},_o _, de Lagrange forment une base de P, (I'espace vectoriel des polynomes de

=U,...,

degré n)et vérifient [;(zy) = d; 1 onl

5 — 1 sii=k
TV 0 sii £k

Comme dim(P,) = n+ 1 = card({l;}), pour ¢ = 0,1,...,n il suffit de montrer que
la famille {/;},_, , est libre. Soit ; € K (K =R ou C). Nous avons

Zaili(x):() — Vk=0,1,...,n : Zaili(xk)zo
i=0 i=0

- Vk:O,l,...,n . Zaiéi,k:O
=0
— Vk=0,1,...n : ap=0.

Nous déduisons que la famille {/;},_,  est libre et par conséquent est une base de
P, appelée base de Lagrange.

2. D’aprés le cours, pour toute fonction f € C™™([a,b]) nous avons :

n (n+1) n
1) = P + ) = Ykt + Ty T =

Dans cet exercice la fonction est donnée par f(z) = 2™, qui est un polynéme (donc
de classe C'*° sure R ce qui donne

n (n+1) n
2 — Z Li(z)z]" + f(nT(lia;) H(x — ;).
i=0 i=0

Or f"*) =0 car m < n, d’ou Z Li(x)x]* = 2™ VreR.
i=0
Exercice 2 :

i—1
et on note w;(x) = H(x —z;), le
=0

On considere (n + 1) noeuds distincts {(2i,yi)}i—o . >

polynome de degré ¢ associés aux points {z;},_,

77777
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1. Montrons que le polynéme d’interpolation aux noeuds {(z;,y;)};,_o _,,, s'écrit

Pn(m) _ Z wn—l-l(x) )yl

=0 (T — zi)wy, 1 (@

Il suffit de montrer que Vi =0, ...,n

o wn+1(x)
li(2) (z — z)wy g ()

ou [; est le jéme polynome de la base de Lagrange, i.e :

j=0 """

JF

/ N1 Wn1(2) — Wit (25)
On a wyy(2:) = lim P
par (x — x;), on obtient

, OF wyy1(w;) = 0, aprés simplification

W1 (25) = xl.l_{% H (x — ;) = H (2 — ;)
J= J=
j#i JF#

puisque la fonction x — [[(x — x;) est continue (polynome).
En remplagant w),,,(z;) par la valeur obtenue, on aura

Wn—l—l(w) —I(r
& aat () )

2. Six =u; alors E,(x) = 0 et I'égalité est vérifiée trivialement.

Supposons que z # x; Vi =0,1,...,n et considérons pour z € [a,b] fixé la fonction
R(t

g définie par g(t) = E,(t) — %En(x), avec R(z) = [[I_,(z — x;). La fonction
x

g € C""1([a,b]) et s’annule en (n + 2) points par construction (les points sont : z et

x; pour i = 0,1,...,n). Le théoréme de Rolle montre que ¢’ admet (n + 1) racines

dans [a, b]. En procédant par récurrence sur l'ordre de dérivation de g, la fonction

gV admet au moins une racine dans [a, b]. Soit &, cette racine. On a

0= g (&) = 10(e) - R o)
(n+1)
d'ott Ey(z) = %R(:ﬂ).

N.B: (n+ 1)! est la dérivée d’ordre (n + 1) du polynéme unitaire R(t).

Exercice 3 :

a) Déterminons le polynéme d’interpolation de Lagrange relatif au tableau suivant :



OZ.CCO 2:1)1 3:.172 5:.1'3
1=y 2= |9=y | 8T =y;

On a 4 noeuds, donc le polynéme p d’interpolation sera de degré 3
3

Pyw) =D Lwyyi o @) =[] (& =)

(x; — ;)
j=0 ’
J#i
Le calcul des I; donne :  [y(z) = %7 L(z) = w7 () = x(x%)éw_g)) o
lS(x):W ,d701*1 Pg(x):%x3—7x2+%x—1

b) En utilisant la méthode de Newton, on a besoin de calculer les différences divisées :
flzo, x1] 5 flxo, 1, 22, et flxo, 1, X2, 23]

Ps(x) = flzo] + (x — mo) flzo, m1] + (& — o) (& — x1) f[wo, 31, w2] + (2 — 20) (2 — @1) (2w —
ﬂfz)f[fo, 5761,332,%]

zo | f(xo)

x| f(z1)  flzo, 2]
zo | f(22)  flor,ze]  flzo, w1, 22]
zy | f(xs)  fleg,zs]  flon, xa, 23] flwe, 21, 22, 23]
0] -1
2| 2 3.2
319 7 11/6
5|87 39 32/3 53/30
En reprenant les valeurs obtenues on a, Ps(z) = —1+a3 +a(z—2)¢ +x(z—2)(z—3)3,
et en développant oo retrouve Py(z) == 2a° — T2 + 23z — 1.

NB : Le polynéme d’interpolation est unique.

Exercice 4 : On interpole f(z) = Inz par un polynéme, aux nceuds 1,2,3,4,5 (a) [Ty a 5
neceuds, donc le degré du polynéme est 4. Le polynéme de Newton est donné par :

pn(x) = ag+ay (x —xg) +as (x — o) (x — 1) + -+ +an (x —x0) -+ (T — Tp1)

ot a; = f[xg,--- ,x;] est lai-éme différence divisées. Les premiéres différences divisées sont
données par :

f(wiga) — f (@)

LTi41 — T4

[, wiga] =
Les deuxiémes différences divisées sont données par :

w1, Tigo] — f 20, 2ig1]

Tivo — Xy

f [%‘; Ti+1, $i+2] =

Et finalement, les n-iémes divisées sont données par :

floy, - wn] = floo, -+ wn]
Tp — Lo

f[l’o,"' 7~Tn]:

On construit donc la table des différences divisées comme suit :



k)

2

) fleg, xi] Flre, min, migs] flre T, T, Tgal flog w0 i
0,0

0,693 147 1806

0,693 147 1806 0,143 841 0361
0.405 465 1084 0.028 316 50597

1,098 612 289 0,058 891 5182 0,004 860 605018
0,287 682072 0,008 874 08590

1,386 294 361 0,032 269 2605
0,223 143 551

1.600437 912

Notre polynéme de Newton de degré 4 est donc :

pa(x) =ag + a1 (x — x) + as (v — o) (x — 1) + a3 (x — xo) (x — x1) (v — )
+ay (x —x0) (r — 1) (x — 22) (x — x3)
=f (z0) + [ [w0, 1] ( — 20) + [ [w0, 21, 72| (¥ — 20) (T — 71)

+ / [0, 1, T2, 3] (x — o) (x — x1) (T — 3)

+ flxo, 21, 22, T3, 4] (x — 20) (x — 1) (z — 22) (v — 23)
—0,6931471806(x — 1) — 0, 1438410361 (z — 1)(z — 2)
+0,02831650597(z — 1)(z — 2)(z — 3) — 0,004860605018(z — 1)(z — 2)(z — 3)(z — 4)

pa()

Exercice 3 :

—0,004860605018x*

(b) Pour l'estimation, il suffit d’évaluer le polynéme de degré 4 trouvé en a) en x = 6, 32
On obtient alors p;(6,32) = 1,681902033. Or, £(6,32) = In(6,32) = 1,843719208 L'erreur
absolue est donc E = |1,681902033 — 1,843719208| ~ 0,161817

1. Déterminons le polynéme P. qui interpole f aux points 0, € et 1.
En utilisant la méthode de Newton on écrit : P.(z) = f(0) + 2 f[0,¢] + x(z — ) f[0, &, z].

Avec f(0) = a, f[0,¢] = L

DbﬁJ%@):a+<f@)—f@)

—1,267382809 + 1, 679182105z — 0, 483861247522 + 0, 0769225561523

€

2. Calculons lim P.(z)
On a

e—1—

lim P.(x) = 2? lim
e—1—

e—1—

IO o 0oy = =W = = DJO
o e(e—1) '
_€f(1)—f(€)+(1—€)f(0))x+(€f(1)—f(€)+(1—€)f(0)
1—¢ e(l—¢)

(Ef(l) — fle)+ (1 —¢)f(0)

c(1—e) >+

ef(1) = fle) + (1 =) f(0)

oy (HD2IO

e—1— g

Nous avons

lim
e—>1—

(

ef(1) = fle) + (1 =) f(0)
e(l—e¢)

)

1

= lim -.

e—=1— &€

(

1_- )+a

(e =DM+ FA) = fle)

1—¢

)+a =a—b+f'(1).

)



De méme
Y (CR LU U R U C) I U ORI
e—1- € 1—-¢ B e—1- 1—¢
— 92— 2a— f'(1).
D’ou slg?— P(z)=a+ (2b—2a— f'(1))z + (a—b+ f(1))2? := P(x).

3. On vérifie facilement que P(0) = a = f(0), P(1)=0b= f(1).
On a pour tout = € [0,1] : P'(x) =2z(a—b+ f'(1)) +2b—2a — f'(1), donc P'(1) = f'(1).
Montrons que P est unique.

Supposons qu'il existe @ € Py tel que Q(0) = f(0), Q(1) = f(1), et Q' (1) = f'(1),
alors (P — Q) est un polyndome de degré 2 tel que (P —Q)(0) =0, (P—Q)(1) =0, et

(P-Q)(1)=0

ca.d. (P — Q) admet 1 comme racine double, et 0 comme racine simple d’ou (P — Q)
est de degré 3, donc (P — Q) = 0 on conclut que P = @, d’ou 'unicité.

4. On considére ®(t) = f(t) — P(t) — % (t—1)% ot x €]0, 1]

On vérifie que ®(0) = ®(1) = ®(z) = 0 et que P'(1) = 0. (trivial).

5. ® est une fonction de classe C? ([0, 1]).
O(0) = P(z) =0= 3¢ €]0,z] tel que P'(&)=0 (Th. de Rolle).
De méme ¢(z) = (1) = 0 = 3& €|z, 1] tel que ¢'(&) = 0.
De plus ¢’(1) = 0 alors ¢’ admet au moins 3 racines distinctes.
En appliquant le théoréme de Rolle successivement ®” admet au moins 2 racines distinctes,
et ®®) admet au rnoin(s 1)1ne ra(ci)ne s
@1y — p@)py _ &) = P
() = f(t) — 3! w17

Car la dérivée troisieme du polynome P est nulle car deg(P) = 2 et la dérivée troisiéme
de t(t — 1) est 3! puisque c’est un polynome unitaire de degré 3.
Puisque ®®)(&,) = 0, alors 'erreur est donnée par :

Blx) = f(x) - Pla) = L2 g — 12
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Série n°2

Intégration numérique

Exercice 1 :
w/2
A Taide d’une certaine méthode d’intégration numérique, on a évalué I = / sin(x) dz, en
0

utilisant trois valeurs différente de h. On a obtenu les résultats suivants :

h I

0.1 | 1.001325
0.2 | 1.009872
0.4 | 1.078979

Compte tenu de la valeur exacte de I, déduire ’ordre de convergence de la méthode de quadra-

ture employée.

Exercice 2 :
3.4

On veut calculer I = / exp(z) dz, en utilisant la méthode des trapezes composée.
1.8
Quel est le nombre minimum d’intervalles qui assure une approximation de I avec au moins 4

chiffres significatifs.

Exercice 3 :
Déterminer les poids d’intégration w; et wo, ainsi que le point d’intégration to de sorte que la

formule de quadrature suivante :

/_11 f(t)dt ~wi f <\_/—%) +wa f(t2)

soit de précision le plus élevé possible.



Exercice 4 :

Soit "approximation

L:G+hf(x) do ~ % (f(ato) 3y (:L«O 4 2;))

a) Obtenir un développement de Taylor de f (xo + 23h> jusqu’a l'ordre 4 et donner une nou-
velle expression du terme de droite.

b) Obtenir un développement de Taylor a 'ordre 4 du terme de gauche.

¢) Soustraire les expressions obtenues en a) et en b) pour obtenir le premier terme de l'erreur.
En déduire 'ordre de la méthode proposée.

d) Quel est le degré de précision de cette méthode.

Probléeme :
Soient € €]0, 1] et f une fonction de classe C3 ([0, 1]). On note a = f(0) et b= f(1).
1. Déterminer le polynéme P, qui interpole f aux points 0, € et 1.

2. Montrer que pour tout x dans l'intervalle [0, 1]

lim P.(z) = (b—a— f'(0))2* + f(0)x + a = P(x).

e—07F
3. Vérifier que le polynéme P est I'unique polynome de degré 2 qui vérifie
P(0) = £(0), P(1) = f(1) et P'(0) = f'(0).
4. Pour z €]0, 1] fixé, on considere la fonction ® sur [0, 1] définie par

v(0) = 0 - Plt) - L5 =T

Vérifier que ®(0) = ®(1) = ®(x) = 0 et que ¢'(0) = 0.

(t-1)

5. En déduire qu'il existe &, €]0,1] tel que ®3)(£,) = 0 et que
®3)

fz) = 2*(z 1)

6. Montrer alors qu'il existe ¢ €]0, 1] tel que

fP(c)
T2

1
2 1 1
| @ do= 200+ 3£0) + 5700)
0
7. En considérant la méthode d’intégration numérique élémentaire suivante
! 2 1 1,
F(@) dz = Z(0) + 5 f(1) + £'(0)
0

déduire la formule de quadrature sur un intervalle [a, b] quelconque .

(considérer le changement de variable convenable).
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Intégration numérique : Correction de
la série 2

Exercice 1 :

1= fow/z sin x dx, la valeur exacte de I = 1.

Pour h; = 0.1, la valeur approchée I; de I, par la méthode proposée est I; = 1.001325.
Pour hy = 0.2, la valeur approchée I, de I, par la méthode proposée est I, = 1.009872.
Pour hs = 0.4, la valeur approchée I3 de I, par la méthode proposée est Iy = 1.078979.
err; = |I — I~1| ~ Ch? 1 =1,2,3, ou p est Vordre de convergence de la méthode de qua-
drature employée.

On adone 22 =745~ 2 = (12’

A errs 3 ha \P
De méme ﬁ = 8.0019 ~ 23 = (h_;>
On voit bien que l'ordre de convergence de la méthode est p = 3.

Exercice 2 :
Soit S une subdivision uniforme de I'intervalle [a, b] en n sous-intervalles

a=rg<r1=a+h<zy=a+2h<---<z=0a+nh=0>

g /abf(m) do — §/+ f(z) dx

On sait que dans la méthode du trapéze , pour une fonction de classe C?|a, f]

g _f(a)—i_f(ﬁ) B "
| f@yar = FEEE (5 - 0) - o

ou 0 € [a, f].
(Il suffit d’utiliser le polynome d’interpolation de f aux points « et ().
Donc

b n—1 xz xz L n—1 h3 .
a =0

1=0

ou 0; € [x;, z;41]. Puisque f est de classe C?[a, b], il existe 6 € [a, D] tel que

n—1

Zf”(@) = nf"(0)

13
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(Application du théoréme des valeurs intermédiaires).

D’ou
T h3 " 0
I=1—n—
ns 1(6)
1
Z (w:) + f (zi1) X h : Formule de la méthode du trapéze composite
=0
La valeur de lerreur est donc
h3 (b—a)? (b — a)3
— I _[ " 6 — 1 9 < //

Dans notre cas de figure, on désire une erreur inférieure ou égale & 1074, il suffit donc que

(b B a)g 1" —4
m <10

Pour f(z) =exp(z), a = 1.8 et b= 3.4,

3.4~ 1.8)3
.
"= 12

Ce qui donne n > 319.8084, d’ou n = 320.

10* exp(3.8)

Exercice 3 :

Déterminons les poids d’intégration w; et wq, ainsi que le point d’intégration t, de sorte
que la formule de quadrature suivante :

[ 0= (52) + it

soit de précision le plus élevé possible.
1

Pour f(1) = 1. /f@ﬁ_Q—m+m (1)
-1

Pour f(t) =t, 1 f(t)dt=0= —?wl +town  (2)
-1

1
2
Pour f(1) = £2, f@ﬁ:§:%+£m (3)
1
De (2), on tire que tawy = Lw, (2), et de (3) thwy = 2 — & (3)

En faisant le rapport (3')/(2'), on obtient ¢y = \2/?;11

De (1) ws =2 — wy, en reportant dans (2), on obtient aprés simplification

(2 —w)® = 0wy

Ne
3

Par construction, pour wy = wy = 1 et t5 = \/ng la méthode est exacte pour tout polyndéme
de degré 2.
Regardons pour f(t) =t

/f t)dt = 0, d’autre part f(— ) f(33)

D’ott wy = 1, par suite wy, =1 et £ty =
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Ce qui entraine que la méthode reste exacte pour les polynomes de degré 3.
Pour f(t) = t*

/ f(t)dt =2/5, alors que f(— )+f( 33) 2/9.

Donc l'ordre de précision de la méthode est 3.
Exercice 4 :

Soit 'approximation

/x:ﬁhf(x) iz ~ % (f(xo) 4 3f <x0 + %))

2h
a) Aprés un développement de Taylor de f (330 + ?) a lordre 4, le terme de droite

devient

h2 / h3 " h4 (3) (4) 6
hf(xo) + ?f (zo) + gf (zo) + 2—7f (z0) + ﬁf (z0) + O(h”)

b) Le terme de gauche s’écrit :

2 3 4

h h h
hf(xo) + ?f/(xo) + Ef”(%) + ﬂf( (z0) + E()f @ (zo) + O(R%)

¢) Le premier terme de l'erreur est h*f®) () (2—14 — 2%), et la méthode est d’ordre 4.

d) Le degré de précision est égale a 2. (Car I'erreur est nulle pour les polynomes de degré 2).
Probléme :

1. Déterminons le polynéme P, qui interpole f aux points 0, € et 1.

Fe(x) = f(0)Lo(x) + f(€) Le(x) + f(1)La(x)

N [ N R [ (R
= g0-n O eoe=g
= (2 ) )
2. Calculons lim P.(x)

e—0t
lim P.(z) = 2% lim
e—0t e—0t

a
€

On pose A, = <E + 1)
€

+ /() + b )—a:lim <a+g+ /() + be )—i—a.

e—0t

b _ a  flo) be
+1—e)7etB€_(a+z+€(€—1)+1—e ,aIOI”S
Aez(lie)<b_f<0)—w et Bi—a_ 0 JO-JO 1 | b

1—c¢ € e—1 1—c¢
e—

D’off%0+1ir(§1+ P(x)=(b—a— f(0)z*+ f'(0)z + a = P(x)

3. On vérifie facilement que P(0) =a = f(O), P(1)=b=f(1)

On a P'(z) =2(b—a— f'(0))z + f(0), donc P'(0) = f’(0). Montrons que P est unique.
Suposons il exse Q < P. | Q(0) = 1(0). Q(1) = J(1). et Q(0) = 710

alors (P — Q) est un polynome de degré¢ 2 / (P —@Q)(0) =0, (P—Q)(1) =0, et
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(P—@Q)(0) =

c.a.d. (P— Q) admet 0 comme racine double, et 1 : racine simple = (P — () est de degré
3, donc (P — Q) =0= P = (@Q, d’ou l'unicité.

4. On considére ®(t) = f(t) — P(t) — %ﬁ(t —1) oz €]0, 1]

On vérifie que ®(0) = ®(1) = ®(x) = 0 et que ¢'(0) = 0. (trivial).

5. ® est une fonction de classe C? ([0, 1]).

®(0)=P(zx) =0=3& €]0,z[ / D'(&) =0 (Th. de Rolle).

De méme ®(z) = (1) =0 = 3& €]z, 1[ / D'(&) = 0.

De plus ¢’'(0) = 0 = ¢’ admet au moins 3 racines distinctes.

En appliquant le théoréme de Rolle successivement ®” admet au moins 2 racines distinctes,
et ®®) admet au moins une racine &,.

3)
0(E) =0 = f(2) ~ Pla) = T a2e 1),
6.
1 1 L £@3)
/0 f(z) de = / P(z) dz —i—/ fT@xz(m — 1) dx
| P@) dr= 0= a= 75+ 1O +a = 310+ 50 + 510)
(x — 1 garde un signe constant (négatif) sur [0, 1],donc il existe ¢ € [0, 1]
B (e [
/ f 593 —1)dx = fT()/O 2 (x — 1) dx (Th. de la moyenne)
JO&) f¥(e) - ,
/ (x—1)de = — — , ce qui donne :
3) (¢
/f 2500+ 31+ £ 0) - T2

7. Considérons le changement de variable
2 [Oa 1] — [CL, b]
t— (b—a)t+a

/f ) dz = ( b—a/f b— a)t + a) dt.

On pose ¢(t) = f((b— a)t + a), en utilisant la formule de quadrature précédente
1

2 1 1
/ g(t) dt ~ =g(0) + =g(1) + =¢'(0), on obtient
. 3 3 6

[ f@rar= -0 (Grw+ 310+ "5 @),
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Série n’3

Dérivation Numérique

Exercice 1 :
A laide de la formule de différence centrée d’ordre 2:

oy = @D T 1)

+ O(h?).

Montrer que
flz+2h) —2f(x)+ f(x — 2h)
4h?

f(x) ~
Exercice 2 :

En vous servant des développements de Taylor appropriés, donner l'ordre de précision de

I’approximation

flz+3h)—=3f(x+2h)+3f(x+h) —f(x)'

fO () ~ =3

Exercice 3 :
a) A Taide des développements de Taylor appropriés, donner ’expression des deux premiers
terme de l'erreur liée a la formule
f(z 4+ ah) — f(z — bh)
(a+0b)h

permettant de calculer f’(x); a et b sont des constantes telles que a + b # 0.

b) Déterminer 'ordre de cette approximation en fonction de a et b.

Exercice 4 :
On considere le #-schéma

) -0 (LSO g (MO ZSEZI) .

Montrer que les deux premiers termes de lerreur associée au #-schéma (Appy(h)) sont donnés

par : ,
20-1) ., W s
—hf"(@) - fO),

et en déduire 'ordre de précision du #-schéma en fonction de 6.
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Dérivation numérique : Correction de la
série 3

Exercice 1 :

h) — —h
pay = L7 )2hf(x ) o (1?)
Donc f//(x) ~ W) et f/(13+h) ~ f(z+2i213;f/(z)7 de méme f’(m—h) ~ f@=f'(@=2h) N

2h
f”(:c) ~ f(x+2h)f2i‘}5926)+f(x72h)

Exercice 2 :
Le développement de Taylor de f au voisinage de = de f(z + 3h) a l'ordre 5 donne

Fla+3R) = f(2) + 3 () + D12 () + 5O ) + O ) + 50O () +O (1)

De méme

f(xz+2h) = f(x)+2hf'(x) + 202" (2) + §h3 ) + §h4 f9 () + Ay O (z) + 0O (h°)

15
Puis
Fla 1) = F(@) + hf (@) GH @)+ 2B FO(@) 4 oo b O @) b ) + O (1)
En calculant la combinaison linéaire f(z + 3h) — 3f(x + 2h) 4+ 3f(z + h), on obtient
f(x+3h) = 3f(x+2h) +3f(x+h) = f(z)+ hfO(z) + _2—111h4f(4)(a:) +0 (k)
F®(2) = flz+3h) —3f(x+ 2];) +3f(@th) = flz) o)

Exercice 3 :

a) L’expression des deux premiers termes de Ierreur :

a’?—b a® + b

5 2h2f”(l‘)+

f(z+ah) — f(z — ah) = (a + b)hf'(x) + R @ + O (h?)

Donc

f(x 4+ ah) — f(x — ah)
(a+Db)h

(a —b)

(a® + b* — ab)
2

6

= f'(z) + hf"(z) + RS + 0 (h?)

19
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b) Si a # b, 'approximation est d’ordre 1. Si a = b, 'approximation est d’ordre 2.

Exercice 4 :
On pose

Appo(h) = (1—6) (f(l‘ + h]z - f(x)) w (f(:v) - ;:(x - h))

fa+h) = f'@)+hf @)+ 5 (@) + 5 fO @)+ flo—h) = f'(2) = hf'(2) + 5 () -
%f(s)(w) +--- D’ou

Appg(h) — f/(l‘) + (1 _220) hf”(x) + éh2f(3)(l‘) + 0O (hg)
Par suite o 1
f'(w) = Appo(h) - (;—)hf”(x) = DO @)+ O (h)

Si 6 #1/2, le 6 -schéma est d’ordre 1 Si 0 = 1/2, le 6 -schéma est d’ordre 2
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Série n’4
Résolution Numérique : f(x) =0
Exercice 1 :
En 1225, Léonardi di Pisa a donné une solution o = 1.368808107, pour I’équation
f(x) = 2% + 222 + 10z — 20 = 0, sans que personne & ’époque ne sache expliquer ce résultat.
a) Montrer que la fonction f admet une seule racine dans l'intervalle |1, 2[.

b) Montrer que cette équation (f(x) = 0) peut se mettre sous la forme z = F(x)

T2+ brte
ou F: [1,2] — [1,2].
¢) Montrer que Vr € [1,2]; |F'(r)] < 1/2.
d) En déduire que la méthode itérative suivante est convergente.
xo =1, zpy1 = F(zp).
e) Calculer z,,, n=1,---,8 et conclure.
Exercice 2 :
On cherche & approcher la racine de la fonction f(z) = tanxz —x pour z € |, 3§ )

3
a) Montrer que f admet une seule racine « € :|7(', -5 [

2
c¢) Construire une suite itérative qui converge vers «, et calculer z;, i =1,---,6, (xo = 4).

3
b) Montrer que « est un point fixe de la fonction F' définie par F'(z) = m+arctanx, x € ] m, on [

Conclure.

Exercice 3 :
Soit f € C%(V;), tel que f(r) = 0.

i) Donner la formule de Newton-Raphson pour résoudre f(x) = 0, et établir que

f(xn—l) + (In - xn—l)f,<xn—l) =0
ii) Montrer qu’il existe X € V,. tel que

Y _ _ @ =) )
(wn—l T)f (xn—l) f(xn—l) - 9 f ()‘)

On pose e, = r — x,, montrer que

A

€n = _QfI(II:n—l)en_l

1



On dit alors que la convergence de l'itération de Newton-Raphson est ”quadratique”.

Exercice 4 :

On suppose que « est une racine de f € C%[a, b], de multiplicité m > 2, c.a.d.

f(z) = (z — @)™ h(x), avec h(z) # 0.

a) Montrer que l'ordre de la convergence de la méthode de Newton est seulement linéaire.
b) On propose la méthode itérative suivante (Newton modifié)

ZT =Tp —M

Montrer alors que la convergence de cette méthode itérative est quadratique.

c¢) Application : Considérer ’équation non linéaire f(x) = exp(z) — 1—22 — x — 1 sur 'intervalle
[—1,1].

i) Montrer que f admet un zéro z* dans [—1, 1], et qu’il est unique.

ii)Ecrire la méthode de Newton pour résoudre f(x) = 0. Quel est 'ordre de convergence de
cette méthode? Justifier votre réponse.

iii) Proposer une méthode d’ordre 2 pour résoudre 1’équation donnée.



Résolution numérique de f(x) =0 :
Correction de la série 4

Exercice 1 :

a) Soit f(z) = 2® + 222 + 10x — 20, montrons que f admet une racine unique dans l'inter-
valle [1, 2]

on a f(1) = =7, et f(2) = 16, de plus f est continue, donc il existe au moins une racine
dans [1,2].

f'(z) = 32* + 4x + 10, dont le discriminant est négatif, ce qui implique que f'(z) > 0 et
par suite f est strictement croissante, d’ou l'unicité de la racine dans [1,2] .

b) f(z) =0 <= 2(2? + 2z + 10) = 20 <= x = 30— . Montrons que F([1,2]) C [1,2].

F'(z) = % < 0 = F est décroissante, donc Vz € [1,2] F(2) < F(z) < F(1),

10— 11111 < F(z) < 2 = 1.5384,

o) F"(z) = % > 0, ce qui implique que F” est croissante, donc F'(1) < F'(z) <

F'(2) <0, donc |[F'(x)| < |F'(1)] =0.473 < 1/2

d) F continue de [1,2] dans lui-méme, de plus F' est contractante, car |F'(z)| < k < 1.
Ce qui entraine que la méthode itérative x, 1 = F(x,) converge vers « le point fixe de F,
racine de f.

e)rg =1, x1 = 1.5384, 25 = 1.295019, x3 = 1.401825, - -+ xg = 1.368241.

Aprés 8 itérations on voit bien qu’on est trés proche de la valeur donnée par Léonardi di
Pisa.

Exercice 2 :

Soit f(x) = tan(z) — z pour z €], &

a) f est continue sur |7, 3[, f(7) = —m, et 1}311}2 f(z) = +o0, de plus f'(z) > 0, donc

d’aprés le théoréme des valeurs intermédialres, il existe un unique a €|, 25 / f(a) =
b)f(z) = 0 <= tan(z) = z, pour pouvoir composer avec la fonction arctan il faut que
x soit dans l'intervalle | — 7/2,7/2[. On a que tan(x) = tan(z — x), donc f(z) = 0 <
tan(z — 7) = x, puisque (x — m) €]0,7/2[, on peut composer par la fonction arctan, ce
qui donne x — 7 = arctan(x), d’ott = arctan(z) + 7, c.a.d = point fixe de la fonction
F(z) = arctan(x) + .

Montrons que F' admet un point fixe dans |, %’r[

F'(x) = ﬁ > 0, donc F est croissante,

m < F(r) = 44042 < F(x) < F(37/2) = 450 < 37/2.

F'(z) = (1“2)2 < 0,0 < F'(z) < F'(m) = 0.091 < 0.1 = F est contractante. La suite
(2),, définie par g €], 2] et x,41 = F(x,) converge vers le point fixe de F.

1o = 4, 71 = 446741, 5 = 4.492175, 3 = 4.493351, 24 = 4.493406, 5 = 4.493409 et

23



24

6 = 4.493400.
On remarque que la suite (x,), converge a partir de 5.

Exercice 3 :

Soit f € C*(V,), tel que f(r) = 0.

i) L'algorithme de Newton-Raphson donne : 1, — 1,y — 2 ((i ’;_13) done , — x, 1 = — ]{ti ’;_11))
par suite (2, = 2p3) f'(Tna1) + f(2na) = 0. (%)
i) Tl existe A € V() / 0= £(r) = f(za) + (7 — 2t f'(2a) + L gn‘l) (V)
Tt (2es =) 0ar) = Flzr) = L2l ) o)
On pose e, = 1 — 2, de (V%) (2,1 — 20 + 2 — 1) f (@01) = f(20o1) = W (),
ce qui donne (2,1 — @) (1) + (20— 1)f (201) = f(@a) = W F7(N), d’apres
() (@1 = 20) f(@n1) = fwn1) = 0= (20 = 1) ['(@01) = (TL?H)Zf”(A); d’ou
SR SO
2 (we)

Exercice 4 :

Soit v est une racine de f € C?[a,b], de multiplicité m > 2, c.a.d.
f(x) = (z — )™ h(x), avec h(x) # 0.
a) Montrons que I'ordre de la convergence de la méthode de Newton est seulement linéaire.

L’algorithme de Newton-Raphson donne :  x,,1 =z, — ]J:/(ég = F(x,).
. / (Tn—1 — 04)2 "
Mexiste A € V(«) / F(zp-1) = Fa) + (xy—1 — @) F'(a) + —————F"(\), or F(a) = «

—(I"*Q‘ D pr(a)
OnaFlla)=1-L#0=¢,=(1—1)e,1 + @F”(A), donc e, ~ e,_1, c.a.d. la
vitesse de convergence est seulement linéaire.

b)Méthode de Newton-Raphson modifiée :

et F(x,_1) = 1,, ce qui entraine (z, — a) = (z,_1 — a)F'(a) +

f(zn1)

Tp =Tpna1 — M7 = G<In—1)

m
f'(@n-1)
En reprenant le méme procédé pour G, on trouve, il existe p € V() /
2
Tp_1 —
(zn — @) = (Tp—1 — a)G'(a) + %G/%N)
On a G'(a) = 0, ce qui implique e,, = wG”(u), c.a.d. la convergence de cette méthode
itérative est quadratique.
¢) Application : f(z) = exp(x) — % —r—1
i) I est évident que f admet un zéro z* = 0 dans [—1, 1], et qu’il est unique.
ii) On a f(0) = f(0) = f”(0) = 0 et £3(0) = 1. Donc 0 est une racine triple de f, une
application de la méthode de Newton-Raphson a f est d’ordre 1. En effet, pour xy = 0.5,
les termes de la suite (z,) sont : z; = 0.3404, xo = 0.2302, z3 = 0.1550, x, = 0.104,
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x5 = 0.0696, x5 = 0.0465, - - - 219 = 0.00923.

En utilisant la méthode de Newton-Raphson modifiée (m = 3), pour la méme valeur de
xo = 0.5, les termes de la suite (z,) sont : x; = 0.0214953953, x2 = 0.00003560528. On
voit bien que la méthode converge quadratiquement.



