FST Errachidia

Errachidia
Série n° 2
Correction 1 1. OnaVvVn eN*, a,= (=3)

32n 62n1n3 " ]

sy = o = mln?; — +o0 donc (a,) diverge.
2. OnaVneN*, b, = n— (=1 = n{l = (=1)"/n) = 1_(_1), /n — 1.
n+ (=" nl+(=1)"/n) 1+(=1)"/n

_1)n

Car (=1 —0
n

3n—on 31— (2/3)7)  1-—(2/3)"

3.0OnaVneN = = = 1.
HAVHES O s on T3y (2/3)0) 1423
2 n
Car (3) —0
sinn + cosn
4. OnaVneN", d,=——
Vn e N*, —2/n < CZZL <2/n
etona —2/n— 0et 2/n — 0 donc d,, — 0.
5. OnaVneN*, x,=(sin(1/n))"/"
donc Vn € N* on a
:z:n:(sin(l/n))l/n _ e(l/n)ln|sin(1/n)|7

L (|24 2)
e(l/n) 1n(7sinl(/lén) )+% ln(

e(l/n) ln(isinl(/lén) )6% ln(

3=

)
)

)

3=

)

sin(1/n)
et on a e/MM(FE) L, ot

Donc z,, — 1.

6. On a Vn € N*, yn:\/n2+n+1f\/n27n+1

Multiplions par ’expression conjuguée, on obtient
2n 2

VRt l+vVRi—nt+l I+ /n+1+/1/n2 —1/n+1

2
Donc y, — 3 =1.

Yn

7. On a Vn € N, zn:2(;:3
3" 3\"
donc z, = P (14(2/3)") = o (14(2/3)™)

(a) Si|3/al] > 1 alors : (z,) diverge.
(b) Si|3/a| < 1 alors lim(3/a)™ = 0 donc lim z, = 0.
(¢) Si|3/al =1 alors |a| = 3.
i. Sia=3alors z, =14 (2/3)" — 1.
ii. Sia=—-3alors z, = (—1)" (1 + (2/3)")
donc 29, — 1 et zop41 — —1.
Donc (z,) diverge.
8. On a Vn € N*, wn:%.
nx(n—l)ﬁ~-2x1_nn—1n—2 21

Donc w,, = = - ce——
nXn--nxn n on n nn

k

Et on a — < 1, pour tout entier 2 < k< n
n

donc 0 € w, < 1/n. Donc w,, — 0.



Correction 2 e Montrons que : |u,| — |I].
Soit € > 0,
puisque v, — l donc AN € N, Vn >N, |u, —I| <e.
Or [[un| — [I]| < |un —1].
Donc Ve >0, IN €N, Vn>=N, ona |lu,| —[l <e,
donc |u,| — |].
e La réciproque est en général fausse.
Pour u,, = (=1)", on a |u,| — 1,
mais (u,) diverge.

n

Correction 3 Soit u, = Z ! = L + ! N ;
n 2 (n3 + k)13~ (nd+1)1/3 " (nd+2)1/3 (n3 + n)1/3
On a:
1<k<n = n*4+1<n*+Ek<n®+n,
= W+ < B+ k)Y < (n® +n)/3,
N 1 < 1 < 1
(n3—|—n)1/3 = (n3—|—k)1/3 = (n3+1)1/3’
= " <u, < _n .
(3 +n)l/3 = 7" T (n3 4 1)1/3
Etona#ﬂletLﬁl

| (n3_~in)1/3 (n3 +1)1/3
onc u, — 1.

: : —~ 1
Correction 4 Soit u, =1+ Z R
k=1

1 1
1. Montrons que : — <

n! — 2n-1
2.0na:vVli<k<n

V¥n > 1. (Par récurrence)

1 1 "1 "1
H<2k71 = Zg<zzk7u
k=1 k=1
1 1 1 1
= ZE<1+§+2—2+-~+2%1,
k=1
1—(1/2)"
W <14+ 10 =14 2(1— (1/2)M),
= u + =12 +2(1-(1/2)")
= U, < 3.

donc (up), est majorée.
De plus upy1 —uy = m donc (uy, ), est strictement croissante.

Par conséquent (u, ), est convergente.

1
C tion 5 Soit Vn e N*, wu, =) -.
orrecition [0} n u kZ:lk

Montrons que (uy,)y est divergente. (Par absurde)
Si (un)n converge vers [ on a aussi lim ug,, =1
alors lim(ug, —u,) =1—-1=0.

Draut t Ly o i !
autre part : g, — Uy, = —— + ——— + - -~ =
b 2 n+l n+2 n+n k:1n+k
1<k<n = n4+1<n+k<2n,
1 1 1
> —< < ,

3
3
+
_
3
+
—




ce qui est absurde.

Correction 6 Soit

VneN = {1}, w,=)» In(1-1/k*)=> In

k=2 k=2
k=2 In(1) — 2In(2) + In(3)
k=3 In(2) — 21n(3) + In(4)
k=4 In(3) — 21n(4) + In(5)
}Czn—2: In(n —3) —2In(n —2) +In(n — 1)
k=n-—1: In(n —2) — 2In(n — 1) + In(n)
k=n: In(n —1) — 2In(n) + In(n + 1)

1
Apres sommation on a : u, = —In(2) —In(n) + In(n+1) =1n (n + > —In(2).
n

Donc u,, — —1In2.

n
1
Correction 7 Soit Vn € N*,  wu, = Z

k2
k=2

< In(k) < In(n),
<n+1n(k) < n+ln(n),
1 1 1
< )
n+1In(n) ~n+In(k) " n

et limL =1 donc limu,, = 1.
n+ In(n)

Correction 8 Soit

u1:1
{ Unt1 = VJuZ +1/27 >0, Vn =2

w2 +1/2" — 2 1/2n
1. O il — Up = \Ju2 +1/27 —q,, = 1 =
1 8 Unt " un+ / “ Un+1 +Un Un+1 +un
1/2n
2. On a Upy1 — Uy :/7,
un+1+un

et Upy1 +up > up 2 up =1,
1

donc vn>1, ——
Un+1 +’U,7,

donc  upy1 <u,+1/2", Vn>=1l,etona

<1 c’est-a-dire

un+1 — Up < 1/2n’

.. + 1/2n—2 + 1/2”—1)

Uy, < Up1+ 172771
< Upp + 172772 127
<
< -
< up41/24+1/22 +
< 1—1/27 Lo,

Donc (uy,,) est majoree par 2.

<
1-1/2 S1-1/2

(k2 _ 1) = i[ln(k— 1) —2Ink +1In(k + 1)]

> 0, donc (uy,) est croissante.

(ul = 1)



3. On a (u,) est strictement croissante et majorée, donc elle converge. Et on a

U’?L = ui*l + 1/2”—1’
= upp+1/2"7 41277

= W +1/2+1/2% 4 +1/2"7 412" (u=1)
1-1/2

= 2 o —1yem).
iz A

N . . 2 .
c’est-a-dire limwu;, =2 ,donc limu, = V2 car un = 0.



