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Chapitre 1

Espaces probabilisés, variables

aléatoires et espérance mathématique

1.1 Espace probabilisable

Dé�nition 1 On appelle espace probabilisable un couple (Ω,A) où

� Ω est un ensemble appelé univers. Ses éléments ω sont appelés des épreuves.

� A est une tribu sur Ω, c'est à dire que A est un sous-ensemble de l'ensemble des parties

de Ω véri�ant les trois propriétés suivantes :

1. Ω ∈ A,
2. Si A ∈ A alors Ac (l'événement complémentaire de A) appartient aussi à A.
3. Pour toute suite (Ai)i∈N d'éléments de A, on a ∪i∈NAi ∈ A.

Si A ∈ A, alors A est appelé un événement.

Exemple. On peut munir n'importe quel ensemble Ω d'une tribu en considérant l'ensemble
P(Ω) de toutes ses parties. En e�et l'ensemble P(Ω) véri�e trivialement les trois points de la
dé�nition précédente. Lorsque l'univers est �ni (par exemple Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} pour décrire
l'ensemble des résultats possibles lors d'un lancer de dé) ou alors in�ni mais dénombrable (par
exemple Ω = N pour décrire le nombre de connexions à un serveur entre deux instants donnés)
la tribu P(Ω) est assez naturelle, puisque on pourra très facilement construire des mesure de
probabilité dessus. En revanche, si on souhaite choisir un univers non dénombrable (par exemple
Ω = [0,+∞[ pour décrire les durées de vie possibles d'un appareil électrique), il est en fait
impossible de construire mathématiquement certaines mesures de probabilités naturelles sur la
tribu des événements P(Ω). Dans ce cas, il faut se restreindre à une tribu plus petite (la tribu
des Boréliens que nous verrons un peu plus loin).

Remarques

� Si A est une tribu, on a toujours ∅ = Ωc ∈ A (∅ désigne l'ensemble vide).
� Ainsi, une conséquence de la dé�nition précédente est qu'une tribu d'événements est stable
par réunion �nie. En e�et, si A1, . . . , AN ∈ A, on a quitte à compléter par Ai = ∅ si i = 0
ou i ≥ N + 1,

A = ∪Ni=1Ai = ∪i∈NAi ∈ A.
� On en déduit aussi la stabilité de A par intersection �nie ou in�nie dénombrable. En e�et,
lorsque I = {1, . . . , N} ou I = N, considérons une suite (Ai)i∈I d'éléments de A. Posons
A = ∩i∈IAi. En écrivant

A = (∪i∈IAci )
c
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et en utilisant la dé�nition et la remarque précédente, on peut voir que A ∈ A. En e�et, on
a Aci ∈ A pour i ∈ I et la Dé�nition 1 garantit que ∪i∈IAci ∈ A puis que A ∈ A (stabilité
par passage au complémentaire).
Ainsi si A et B sont deux éléments de A alors les quantités A \B = A∩Bc (se lit A privé
de B) et B \A = B ∩Ac sont encore des éléments de A.

Les exemples intéressants de tribus peuvent se décrire à l'aide de la notion de tribu engendrée.

Dé�nition 2 Soit F ⊂ P(Ω) un sous-ensemble de l'ensemble des parties de Ω. La tribu en-

gendrée par F est dé�nie comme l'intersection de toutes les tribus contenant F . Cette tribu est

notée σ (F).

Remarque. La dé�nition précédente a bien un sens car on peut montrer qu'une intersection
quelconque de tribus sur Ω est encore une tribu sur Ω. La tribu σ (F) est donc la plus petite
tribu contenant F au sens de l'inclusion : toute tribu contenant F contient également σ (F).

Exemples

� Si A ⊂ Ω, σ ({A}) = {∅,Ω, A,Ac}. On parle de tribu engendrée par A.
� Si A et B sont deux sous-ensembles disjoints de Ω et F = {A,B}, on trouve

σ (F) = {∅,Ω, A,B,A ∪B,Ac, Bc, Ac ∩Bc = (A ∪B)c} .

� Si A et B sont deux sous-ensembles non disjoints de Ω et F = {A,B}, alors la tribu σ (F)
est plus di�cile à décrire. On peut arriver à décrire cette tribu à l'aide des événements
B \ A, A \ B, A ∩ B et (A ∪ B)c qui sont disjoints deux à deux et dont la réunion est Ω.
En e�et la tribu sera alors composée de toutes les réunions possibles entre ces éléments et

le nombre d'éléments composant la tribu est
∑4

k=0

(
4
k

)
= 16. Ces 16 éléments sont

∅, A ∩Bc, B ∩Ac, Ac ∩Bc, A ∩B,A,B,A∆B, (A∆B)c , Ac, Bc,

Ac ∪B,Bc ∪A,Ac ∪Bc, A ∪B,Ω,

avec A∆B = (A \B) ∪ (B \A) qui est appelé la di�érence symétrique de A et de B.

Exemple fondamental : la tribu borélienne sur R. Posons F = {[a, b]/a, b ∈ R}. Autre-
ment dit, F est l'ensemble de tous les intervalles fermés et bornés de R. Alors la tribu σ (F)
est aussi notée B(R) et est appelée tribu Borélienne sur R. Les éléments de B(R) (qui sont des
parties de R) sont appelés des boréliens. La tribu B(R) est très riche : la dé�nition d'une tribu
entraîne que tous les intervalles de R sont contenus dans B(R), mais aussi tous les ensembles
dénombrables {x1, x2, . . .} (en particulier N, Z ou encore Q) et donc ensuite n'importe quelle
intersection ou réunion �nie ou in�nie dénombrable constituée à l'aide de ces ensembles. On peut
quand même montrer (bien que cela soit délicat) qu'il existe des parties de R qui n'appartiennent
pas à B(R). Sur la tribu d'événements B(R), il est possible de construire les probabilités dîtes
à densité. Ces probabilités à densité ne peuvent être dé�nies sur P(R), d'où l'importance de la
tribu Borélienne.
On dé�nit aussi une tribu Borélienne sur un intervalle I de R : B(I) = {A ∩ I/A ∈ B(R)}. On
peut montrer que pour un intervalle I de R, la tribu B(I) coïncide avec la tribu engendrée par
l'ensemble des intervalles fermés bornés inclus dans I.

6



Produit d'espaces probabilisables. Considérons pour i = 1, . . . , d, un espace probabilisable
(Ωi,Ai). Sur l'univers Ω = Ω1 × Ω2 × · · · × Ωd, on dé�nit la tribu produit par

A = σ ({A1 ×A2 × · · · ×Ad/A1 ∈ A1, . . . , Ad ∈ Ad}) .

La tribu produit est donc la tribu engendrée par tous les produits cartésiens de la forme A1 ×
· · · ×Ad avec Ai ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ d.
Un exemple fondamental est la tribu borélienne sur Rd : en considérant Ωi = R et Ai = B(R)
pour 1 ≤ i ≤ d, la tribu tribu produit est appelée la tribu borélienne sur Rd et est notée B

(
Rd
)
.

On peut montrer que B
(
Rd
)
est aussi la tribu engendrée par les pavés fermés bornés (c'est à dire

les ensembles de la forme [a1, b1]× [a2, b2]×· · ·× [ad, bd]). La tribu B(Rd) est aussi très riche car
elle contient tout un tas de parties de Rd à cause des propriétés de stabilité de la Dé�nition 1. On
peut y trouver tous les pavés de Rd (dont les intervalles sont fermés ou pas en leurs extrémités),
tous les ensembles �nis ou in�ni dénombrables, tous les ensembles dé�nis par des équations du
type g(x) = 0 ou g(x) > 0 avec g : Rd → R continue (en particulier un cercle ou un disque
de R2 appartiennent à B(R2)) et des ensembles beaucoup plus irréguliers. C'est sur cette tribu
d'événements que sont dé�nies les mesures de probabilités à densité (sur Rd) que nous verrons
en détail au Chapitre 3.

Produit in�ni d'espaces. Lorsqu'on souhaite par exemple étudier la suite (�nie) des prix
d'un actif �nancier, il arrive souvent que l'on ne puisse obtenir des résultats sur le comportement
statistique de cette suite que lorsque son nombre d'éléments tend vers l'in�ni. Du point de vue
de la modélisation probabiliste, il est alors nécessaire de dé�nir un univers Ω comme un sous-
ensemble de l'ensemble des suites de nombres réels. Ceci conduit à la notion de produit in�ni
d'espaces mesurables (Ωi,Ai), i ∈ N. L'univers Ω = Ω0 × Ω1 × · · · est alors muni de la tribu
engendrée par l'ensemble C des cylindres : un cylindre C est un sous-ensemble de Ω de la forme

C = {ω ∈ Ω/ω0 ∈ A0, ω1 ∈ A1, . . . , ωn ∈ An} ,

où n ∈ N et Ai ∈ Ai si 1 ≤ i ≤ n. Lorsque pour i ∈ N, Ωi = R et Ai = B(R), la tribu σ (C)
contient par exemple les événements :

� ensemble des suites qui franchissent le niveau a :

∪+∞
n=0{x/xn ≥ a}.

� ensemble des suites qui ont pour limite le réel a :

∩+∞
k=1

(
∪+∞
N=1

(
∩+∞
n=N

{
x ∈ Ω/ |xn − a| ≤

1

k

}))
.

Cette tribu, appelée tribu cylindrique, est en particulier utilisée pour la construction des suites
de variables aléatoires indépendantes.

1.2 Mesures de probabilités

Dé�nition 3 Soit (Ω,A) un espace probabilisable. On dit que P : A → [0, 1] est une mesure de

probabilité si

1. P(Ω) = 1.

2. Si (Ai)i∈N est une suite d'événements de A deux à deux disjoints (c'est à dire Ai ∩Aj = ∅
si i 6= j) alors

P (∪i∈NAi) =
∞∑
i=0

P(Ai).

Cette deuxième propriété est appelée la propriété de σ−additivité.
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Si A ∈ A, le nombre P(A) est appelé probabilité de l'événement A.

Remarques

� Soit (Ai)i∈N une famille d'éléments de A disjoints deux à deux. Posons A = ∪i∈NAi. Si
π : N→ N est une permutation de N, alors on a aussi l'égalité

A = ∪i∈NAπ(i).

Pour que la dé�nition précédente ait un sens, il faut que
∞∑
i=0

P(Ai) =

∞∑
i=0

P
(
Aπ(i)

)
. (1.1)

Mais cette égalité est automatiquement véri�ée car si P est une mesure de probabilité,
la série

∑∞
i=0 P(Ai) est absolument convergente et de somme P(A). Une série absolument

convergente étant commutativement convergente (on rappelle qu'une série
∑

i∈N xi est dite
commutativement convergente si elle est convergente et si sa somme coïncide avec celle de
la série

∑+∞
i=0 xπ(i) pour toute permutation π de N), l'égalité (1.1) est bien véri�ée.

Mentionnons également que pour toute série de terme général xi positif, la limite
limN→∞

∑N
i=1 xi existe et est soit �nie soit égale à +∞. Cette limite est encore appelée la

somme de la série. Une série à termes positifs est aussi commutativement convergente.
� Remarquons que cette dé�nition entraîne automatiquement l'égalité P (∅) = 0. En e�et, il
su�t d'appliquer le point 2. de la dé�nition en posant Ai = ∅ pour tout i ∈ N : l'égalité

P (∅) =

∞∑
i=0

P (∅) entraîne nécessairement l'égalité P (∅) = 0.

� Soient A1, . . . , An des éléments de A disjoints deux à deux. En posant Ai = ∅ si i > n
ou si i = 0 et en utilisant la remarque précédente, la propriété de σ−additivité entraîne
l'égalité

P (∪ni=1Ai) =
n∑
i=1

P(Ai).

On dit alors que P véri�e la propriété additivité.

Dé�nition 4 On appelle espace probabilisé tout triplet (Ω,A,P) où (Ω,A) est un espace proba-

bilisable et P est une mesure de probabilité sur A.

Sur tout espace probabilisable (Ω,A), on peut construire des mesures de probabilité élémen-
taires : les masses de Dirac. Plus précisément, si ω0 ∈ Ω, considérons δω0 l'application dé�nie
sur A par

δω0(A) =

{
1 si ω0 ∈ A,

0 sinon
, A ∈ A.

Alors δω0 est une mesure de probabilité appelée masse de Dirac au point ω0 (véri�er la dé�nition à
titre d'exercice). Remarquons que si {ω0} ∈ A alors δω0({ω0}) = 1. Cette mesure de probabilité
a peu d'intérêt en modélisation (l'événement {ω0} est certain) et permettra surtout d'écrire
d'autres mesures de probabilité plus intéressantes.

1.2.1 Les mesures de probabilité discrètes.

Proposition 1 Soient (xi)i∈N une suite de points de Rd et (pi)i∈N une suite de nombres réels

positifs de somme 1. Posons Ω = {xi : i ∈ N} et A = P (Ω). Alors sur l'espace probabilisable

(Ω,A), il existe une unique mesure de probabilité P telle que

P ({xi}) = pi, i ∈ N.
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Pour tout A ∈ A, on a alors

P(A) =
∞∑
i=0

1A (xi) pi,

où 1A : Rd → {0, 1} est la fonction dite indicatrice de A et qui est dé�nie par 1A(x) = 1 si

x ∈ A et 1A(x) = 0 si x ∈ Ac.

Avec les notations de la proposition précédente, on peut noter que

∞∑
i=0

1A (xi) pi =
∞∑
i=0

δxi(A)pi,

ce qui justi�e la notation P =
∑∞

i=0 piδi.

Preuve. Si P est une mesure de probabilité telle que P ({xi}) = pi pour tout i ∈ N, alors en
posant Ai = {xi} si xi ∈ A et Ai = ∅ si i /∈ A, on a nécessairement

P(A) = P (∪i∈NAi) =
∞∑
i=0

P (Ai) =
∞∑
i=0

1A(xi)pi. (1.2)

L'unicité d'une telle mesure de probabilité est donc claire. Montrons alors si P : A → [0, 1]
est dé�nie pour tout A ∈ A par (1.2) alors P est bien une mesure de probabilité. P prend des
valeurs dans [0, 1] puisque 0 ≤ P(A) ≤

∑∞
i=0 pi = 1 pour tout A ∈ A. On a ensuite d'abord

P(Ω) =
∑∞

i=0 1 × pi = 1. Véri�ons la propriété de σ−additivité. Soit (An)n∈N est une suite
d'éléments de A deux à deux disjoints. Posons A = ∪n∈NAn. On peut remarquer l'égalité

1A =

∞∑
n=0

1An .

Ainsi on obtient

P(A) =
∞∑
i=0

∞∑
n=0

1An (xi) pi =
∞∑
n=0

∞∑
i=0

1An (xi) pi =
∞∑
n=0

P(An). (1.3)

L'inversion des sommes dans (1.3) est justi�ée grâce au Théorème de Fubini (cf Théorème 2
énoncé au Chapitre 2).�

Exemples

� Lorsque Ω = {1, . . . , n}, la loi uniforme sur Ω est dé�nie par P ({i}) = 1
n , 1 ≤ i ≤ n.

� Lorsque Ω = {0, . . . , n}, la loi binomiale de paramètre (n, p) (0 < p < 1) est dé�nie par

P ({i}) =

(
n
p

)
pi(1− p)n−i, 0 ≤ i ≤ n.

� Lorsque Ω = N, la loi de Poisson de paramètre λ > 0 est dé�nie par

P ({i}) = exp(−λ)
λi

i!
, i ∈ N.

Remarquons que toute mesure de probabilité discrète P̃ sur un sous-ensemble �ni ou in�ni
dénombrable Ω0 de Rd (e.g Ω0 = N) peut être vue comme une mesure de probabilité sur
Ω = Rd muni de la tribu des boréliens. En e�et, notons que P(Ω0) ⊂ B(Rd), et en posant
P(A) = P̃ (A∩Ω0) pour A ∈ B

(
Rd
)
, on dé�nit une mesure de probabilité P sur

(
Rd,B(Rd)

)
qui

prolonge P̃ . Cette observation justi�e alors la dé�nition suivante.
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Dé�nition 5 On dira qu'une mesure de probabilité P sur
(
Rd,B(Rd)

)
est discrète s'il existe un

sous-ensemble E de Rd �ni ou in�ni dénombrable tel que P(E) = 1.

Le chapitre 2 sera consacré plus en détail aux mesures de probabilité discrètes.

1.2.2 Les mesures de probabilité à densité sur un intervalle de R

Pour construire les mesures de probabilité à densité sur R, la tâche est plus délicate. Cer-
taines di�cultés mathématiques rendent impossible la dé�nition de ce type de probabilité sur
la tribu d'événement P(R) (ensemble de toutes les partie de R). On est obligé de se restreindre
à la tribu des boréliens. Mais même avec cette restriction, il faut un bagage mathématique sup-
plémentaire (l'intégrale de Lebesgue que nous discuterons un peu au Chapitre 3) pour pouvoir
dé�nir correctement ce type de mesure de probabilité. Cependant l'énoncé du théorème suivant
met en lumière un principe assez général concernant la dé�nition des mesures de probabilité :
on dé�nit une application P sur l'ensemble des intervalles fermés bornés et on montre ensuite (à
l'aide de théorèmes appropriés) que P se prolonge de manière unique à la tribu engendrée par
les intervalles, c'est à dire la tribu des boréliens.

Théorème 1 Si I est un intervalle de R et f : I → R+ une fonction intégrable. Alors sur Ω = I
muni de la tribu des Boréliens A = B (I), il existe une unique mesure de probabilité P dé�nie

sur A et telle que

P ([a, b]) =

∫ b

a
f(x)dx, a, b ∈ I. (1.4)

On dit que P est une mesure de probabilité de densité f sur (Ω,A).

Contrairement aux mesures de probabilité discrètes, toute mesure P à densité véri�e P ({x}) = 0
pour tout x. L'utilisation de ce type de mesures de probabilité se justi�e en pratique par la nature
du phénomène observé : par exemple, si on observe des durées de vie d'appareils électriques du
même type, les fréquences d'apparition d'une durée de vie donnée seront quasi nulles. On préfère
plutôt préciser les probabilités qu'une durée de vie se situe dans un intervalle à l'aide d'une
densité f : la valeur P ([a, b]) s'interprète alors comme l'aire de la partie située sous la courbe
représentative de f et entre les droites d'équations x = a et x = b (voir Figure 1.1).

Cas particulier. Lorsque c et d sont deux réels tels que c < d, et si f : [c, d]→ R+ est dé�nie
par f(x) = 1

d−c pour x ∈ [c, d] alors on parle de mesure de probabilité uniforme sur l'intervalle
[c, d]. On a alors

P ([a, b]) =
b− a
d− c

, c ≤ a ≤ b ≤ d.

D'autres exemples bien connues : lorsque I = R et f est dé�nie par f(x) = 1√
2π

exp
(
−x2

2

)
on parle de distribution gaussienne centrée réduite, lorsque I = R+ et f est dé�nie par f(x) =
λ exp(−λx) on parle de distribution exponentielle de paramètre λ (λ désigne un réel strictement
positif).

Remarque. Une mesure de probabilité à densité sur un intervalle I de R peut être vue comme
une mesure de probabilité sur (R,B(R)) : il su�t de prolonger la densité f en dehors de I en
posant f(x) = 0 si x /∈ I. On utilisera alors la notation (abusive) f1I pour désigner la densité.
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Figure 1.1: L'aire en rouge représente la probabilité P ([a, b])

1.2.3 Cas mixte. Mélange

On peut considérer d'autres exemples de mesures de probabilités sur R en considérant des
combinaisons convexes de mesures de probabilité discrètes et/ou à densité. La preuve de la
proposition suivante est immédiate.

Proposition 2 Toute combinaison convexe de mesures de probabilités sur (Ω,A) est encore une
mesure de probabilité. Autrement dit si p ∈ [0, 1] et Q1, Q2 sont deux mesures de probabilités sur

(Ω,A) alors l'application P = pQ1 + (1− p)Q2 dé�nie par P(A) = pQ1(A) + (1− p)Q2(A) pour

A ∈ A est une mesure de probabilité sur A.

Exemples

� Si Q1 et Q2 sont deux mesures de probabilité de densités respectives f1 : R → R et f2 :
R→ R et p ∈ [0, 1], alors la probabilité P = pQ1 +(1−p)Q2 est une mesure de probabilité
à densité. La densité f est alors donnée par la combinaison convexe correspondante des
densités : f = pf1 + (1 − p)f2. On parle de densité mélange. Un mélange de loi permet
de construire de nouvelles distributions empruntant les traits de plusieurs distributions
élémentaires.

� On peut construire des mesures de probabilité dites mixtes qui ont une partie discrète et
une partie à densité. Par exemple, considérons le temps d'attente d'un client qui arrive
à un guichet. Il se peut que ce temps soit nul ou strictement positif. Une solution pour
étudier cette expérience est de considérer l'espace probabilisé (Ω,A,P) avec Ω = [0,+∞[,
A = B ([0,+∞[) et P = pδ0 +(1−p)Q où p ∈]0, 1[ et Q est la distribution exponentielle de
paramètre λ > 0. Ainsi P({0}) = pδ({0}) + (1− p)Q({0}) = p et si [a, b] est un intervalle
de R+ avec a > 0, on a

P ([a, b]) = (1− p)
∫ b

a
λ exp(−λx)dx.

Cet exemple est un cas particulier de mesure de probabilité de la forme P = pQ1+(1−p)Q2

où Q1 est une mesure de probabilité discrète et Q2 une mesure de probabilité à densité.
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Remarque. La Dé�nition 3 permet en fait la construction de mesure de probabilités qui ne
possède ni une partie discrète ni une partie à densité. Pour ce type d'exemple, on aura P ({x}) = 0
pour tout x ∈ Rd sans qu'il existe une densité. Dans le Chapitre 3, nous présenterons un exemple
de ce type pour illustrer cette remarque.

1.2.4 Propriétés des mesures de probabilité

Voici maintenant des propriétés fondamentales des mesures de probabilité.

Proposition 3 Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. On a

1. Si A ∈ A, on a P(A) + P (Ac) = 1.

2. Si A et B sont deux événements tels que A ⊂ B, alors P(A) ≤ P(B) et P (B \A) =
P(B)− P(A).

3. Si A et B sont deux événements, alors

P (A ∪B) + P (A ∩B) = P(A) + P(B).

4. Pour toute suite (An)n∈I d'événements (I = N ou [[1, N ]]) on a l'inégalité

P (∪n∈IAn) ≤
∑
n∈I

P(An).

5. Si I = N ou [[1, N ]] et (An)n∈I est un système complet d'événements (i.e disjoints deux à

deux et de réunion Ω) alors

P(A) =
∑
i∈I

P (A ∩Ai) .

Cette dernière formule est connue sous le nom de formule des probabilités totales.

Preuve

1. Les deux événements A et B \A sont disjoints et de réunion B. On a donc

P(B) = P (A ∪ (B \A)) = P(A) + P (B \A) .

On en déduit que P (B \A) = P(B)− P(A). Comme une probabilité est toujours positive,
on en déduit également que P(B) ≥ P(A).

2. Les trois événements A \B, B \A et A ∩B sont disjoints deux à deux et leur réunion est
A ∪B. On en déduit que

P (A ∪B) = P(A \B) + P(B \A) + P(A ∩B).

Vu que les événements A \B et A∩B d'une part et les événements B \A et A∩B d'autre
part sont disjoints et de réunion A et B respectivement, on en déduit

P(A ∪B) + P(A ∩B) = P(A \B) + P(A ∩B) + P(B \A) + P(A ∩B) = P(A) + P(B).

3. Posons B0 = A0 et pour n ∈ N∗, Bn = An\∪n−1
i=0 Ai. Alors les événements Bn sont disjoints

deux à deux et on peut véri�er l'égalité

∪n∈NBn = ∪n∈NAn.

De plus comme Bn ⊂ An, on a P(Bn) ≤ P(An). Si A = ∪n∈NAn, on conclut que

P(A) =
∑
n∈N

P(Bn) ≤
∑
n∈N

P(An),

ce qui prouve l'inégalité annoncée.
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4. Il su�t d'appliquer la propriété d'additivité ou de σ−additivité aux événements Bn =
A ∩An, n ∈ I qui sont disjoints deux à deux et de réunion A. �

Proposition 4 Soit (An)n∈N une suite d'événements.

1. Si la suite est croissante au sens de l'inclusion, c'est à dire An ⊂ An+1 pour tout n, alors
en posant A = ∪n∈NAn, on a

P(A) = lim
n→+∞

P(An).

2. Si la suite est décroissante au sens de l'inclusion, c'est dire An+1 ⊂ An pour tout n, alors
en posant A = ∩n∈NAn, on a également

P(A) = lim
n→+∞

P(An).

Remarque. On peut voir ces résultats comme des résultats de continuité : la propriété 1. est
d'ailleurs appelée propriété de continuité supérieure et la propriété 2. propriété de continuité
inférieure. Par exemple, pour toute mesure de probabilité P sur R muni de la tribu B(R), la
Proposition 4 permet d'écrire :

lim
n→+∞

P
(

[−1 +
1

n
, 1− 1

n
]

)
= P (]− 1, 1[) ,

lim
n→+∞

P
(

[−1− 1

n
, 1 +

1

n
]

)
= P ([−1, 1]) .

La Proposition 4 sera démontrée en TD.

1.2.5 Indépendance d'événements

La dé�nition de l'indépendance entre événements est fondamentale dans la théorie des pro-
babilités.

Dé�nition 6 � On dit que A et B sont deux événements indépendants si

P(A ∩B) = P(A)P(B).

� On dit qu'une famille d'événements {Ai/i ∈ I} (I est un ensemble quelconque) est in-

dépendante si pour tout k ∈ N∗ et pour tout k−uplet (j1, . . . , jk) d'éléments distincts de

I :

P (Aj1 ∩Aj2 ∩ . . . ∩Ajk) =

k∏
i=1

P (Aji) .

Exemple. Considérons l'exemple du lancer de deux dés en posant Ω = [[1, 6]]2, A = P(Ω) et
P la mesure de probabilité discrète dé�nie par P({ω1, ω2)} = 1

36 . Alors pour toute partie A de

Ω, on a P(A) = |A|
36 . Si A désigne l'événement "le premier dé donne 6" et B désigne l'événement

"le deuxième dé donne 6", alors A = {6} × [[1, 6]], B[[1, 6]]× {6} et A ∩B = {6} × {6}. On a

1

36
= P(A ∩B) =

1

6
· 1

6
= P(A)P(B).

Les événements A et B sont indépendants.
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1.3 Les variables aléatoires

On se donne un espace probabilisé (Ω,A,P).

Dé�nition 7 1. On dit qu'une application X : Ω→ R est une variable aléatoire si pour tout

couple (a, b) de nombres réels tels que a ≤ b :

{ω ∈ Ω/a ≤ X(ω) ≤ b} ∈ A, a ≤ b.

2. On dit qu'une application X : Ω → Rd dé�nie par X(ω) = (X1(ω), . . . , Xd(ω)) est une

variable aléatoire si pour 1 ≤ i ≤ n, Xi est une variable aléatoire réelle.

Cette dé�nition semble naturelle car pour calculer la probabilité de l'ensemble {ω ∈ Ω/a ≤ X(ω) ≤ b}
(si X désigne une variable aléatoire réelle), il faut que ce dernier soit bien un événement. En
pratique, cette dé�nition est assez générale : les fonctions rencontrées seront toujours des va-
riables aléatoires lorsque la tribu A est correctement choisie.
On pourra en fait calculer la probabilité qu'une variable aléatoire appartienne à n'importe quel
Borélien, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 5 Si X : Ω→ Rd est une variable aléatoire, alors pour tout B ∈ B(Rd),

{ω ∈ Ω/X(ω) ∈ B} ∈ A.

Notation. Dans la suite, un événement du type {ω ∈ Ω/X(ω) ∈ B} sera noté en abrégé
{X ∈ B}. Une autre notation que nous n'utiliserons pas souvent est X−1(B) (image réciproque
de B par X).

Remarque. Il est alors facile de montrer qu'une fonctionX : Ω→ Rd est une variable aléatoire
si et seulement si {X ∈ B} ∈ A pour tout B ∈ B

(
Rd
)
(véri�er la condition su�sante en prenant

pour B des produits cartésiens bien choisis).

Preuve de la proposition. Posons

M =
{
B ∈ B

(
Rd
)
/ {X ∈ B} ∈ A

}
.

On peut véri�er que M est une tribu (exercice). Cette tribu contient les pavés fermés de Rd :
en e�et comme X est une variable aléatoire, on a si P = [a1, b1]× · · · × [ad, bd] :

{X ∈ P} = ∩di=1 {Xi ∈ [ai, bi]} ∈ A,

en utilisant la stabilité de la tribu par intersection �nie. Comme B(Rd) est la plus petite tribu
contenant les pavés, on conclut que B(Rd) ⊂M (on a en fait l'égalité carM⊂ B(Rd)). D'où le
résultat par dé�nition deM.�

Exemples de variables aléatoires :

� Si A ∈ A, on note 1A la fonction indicatrice de l'événement A. Cette fonction est dé�nie
par 1A(ω) = 1 si ω ∈ A et 1A(ω) = 0 sinon. Cette fonction est une variable aléatoire à
valeurs dans {0, 1}. Pour le justi�er, il su�t d'observer que {a ≤ 1A ≤ b} est égal à Ω, ∅,
A ou Ac suivant le choix du couple (a, b).
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� Soit X : Ω→ Rd une fonction telle que X(Ω) soit un ensemble �ni ou in�ni dénombrable
de Rd : X(Ω) = {x1, x2, . . .} pour une suite x1, x2, . . . de points de Rd. Alors X est une
variable aléatoire si et seulement si pour tout i,

{X = xi} ∈ A.

En e�et, si a et b sont deux réels tels que a ≤ b et J = {i ∈ N/xi ∈ [a, b]}, alors J est un
ensemble �ni ou in�ni dénombrable et on a

{a ≤ X(ω) ≤ b} = ∪i∈J {X(ω) = xi} .

Dans ce cas, on dit que X est une variable aléatoire discrète. Remarquons qu'en posant
Ai = {X = xi} pour i ∈ N∗, on a la décomposition

X(ω) =
∞∑
i=1

xi1Ai(ω), ω ∈ Ω.

� Soit un espace probabilisé produit (Ω,A,P) avec Ω = Ω1 × · · · × Ωn et où Ωi = Rdi pour
1 ≤ i ≤ n. Ω est muni de la tribu produit

A = B
(
Rd1
)
⊗ · · · ⊗ B

(
Rdn

)
,

tribu qui s'identi�e en fait à la tribu borélienne sur Rd1+...+dn . Alors les applications
coordonnées X1, . . . , Xn dé�nies par

Xi(ω) = ωi, ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω, 1 ≤ i ≤ d,

sont des variables aléatoires. En e�et si Bi ∈ B
(
Rdi
)
, on a, en posant Ei = Bi et Ej = Ωj

pour j 6= i :

{Xi ∈ Bi} =

n∏
j=1

Ej ∈ A.

� Il est parfois intéressant de considérer des variables aléatoires réelles pouvant prendre la
valeur +∞ (la dé�nition reste inchangée). Donnons un exemple en considérant Ω = RN

que l'on munit de la tribu cylindrique et dé�nissons pour i ∈ N l'application coordonnée
Xi par Xi(ω) = ωi, ω ∈ Ω. Xi est une variable aléatoire. Soit alors

T (ω) = inf {i ≥ 0 : Xi ≥ a} ,

avec la convention T (ω) = +∞ si {i ≥ 0 : Xi ≥ a} = ∅. Alors T est une variable aléatoire
discrète. En e�et, on peut écrire si n ∈ N :

{T = n} = ∩n−1
i=0 {Xi < a} ∩ {Xn ≥ a} .

Ainsi {T = n} ∈ A car il s'agit d'une intersection �nie d'événements.
Si on s'intéresse à la suite des prix d'un actif �nancier, T représente le premier instant où
le prix de cet actif dépasse le seuil a.

Dé�nition 8 Soit X : Ω → Rd une variable aléatoire. Alors l'application PX : B(Rd) → [0, 1]
dé�nie par

PX(B) = P (X ∈ B) , B ∈ B(Rd),

est une mesure de probabilité appelée la loi de X sous P.
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On pourra à titre d'exercice véri�er que l'application PX de la dé�nition précédente est bien une
mesure de probabilité.
Ainsi dé�nir la loi d'une variable aléatoire X reviendra à dé�nir la mesure de probabilité PX .
En particulier, nous utiliserons la terminologie suivante.

Dé�nition 9 1. On dira qu'une variable aléatoire X est une variable aléatoire discrète lorsque

PX est une mesure de probabilité discrète.

2. On dira qu'une variable aléatoire X suit une loi à densité et de densité f sur R si PX est une

mesure de probabilité de densité f (ainsi si a ≤ b, on aura PX ([a, b]) = P (a ≤ X ≤ b) =∫ b
a f(x)dx.)

Exemples

� Supposons que X soit une variable aléatoire constante (c'est à dire qu'il existe c ∈ Rd tel
que X(ω) = c pour tout ω ∈ Ω). Alors on a PX = δc (masse de Dirac au point c).

� Pour le lancer de deux dés équilibrés, on pose Ω = [[1, 6]]2, A = P(Ω) et P la mesure de
probabilité discrète dé�nie par P ({ω}) = 1

36 , ω ∈ Ω. Alors si X1(ω) = ω1 et X2(ω) = ω2,
alors PX1 ou PX2 est la probabilité uniforme sur [[1, 6]] et P(X1,X2) = P.

� Pour une variable aléatoire discrète, il n'est utile de préciser que les probabilités non nulles
du type P (X = x). Par exemple soit X =

∑∞
i=1 xi1Ai où (xi)i≥1 est une suite de points de

Rd et (Ai)i≥1 une suite d'éléments de A disjoints deux à deux. Alors en posant pi = P (Ai),
on a l'égalité

PX =

∞∑
i=1

piδxi .

� Pour une variable aléatoire à densité, il su�t de préciser la densité. Supposons par exemple
que Ω = R et P est la distribution exponentielle de paramètre 1. Posons X(ω) = ω2, pour
tout ω ∈ Ω. Soient alors (a, b) ∈ R2 tel que 0 ≤ a ≤ b. Alors, on a

P (a ≤ X ≤ b) = P
(

[
√
a,
√
b]
)

=

∫ √b
√
a

exp(−t)dt =

∫ b

a
2u exp(−u2)du,

la dernière égalité se déduisant du changement de variable u = t2 dans l'intégrale. Ainsi,
X suit une loi à densité fX donnée par

fX(u) = 2u exp
(
−u2

)
1R+(u).

Remarque fondamentale concernant la description d'une expérience aléatoire. En
pratique, il arrive souvent que l'on dé�nisse des lois de variables aléatoires sans même dé�nir
explicitement le triplet (Ω,A,P). En fait, on dé�nira souvent PX sans dé�nir P car seule la
probabilité PX nous intéressera. Ceci est lié au fait qu'on supposera le résultat (x1, . . . , xd) ∈ Rd
d'une expérience aléatoire comme étant la réalisation X(ω) d'une variable aléatoire. On dé�nit
alors la loi Q de X, qui est celle permettant d'étudier cette expérience. Il existe toujours un
espace probabilisé (Ω,A,P) naturel associé : on peut poser Ω = Rd, X(ω) = ω et P = Q (ce qui
entraîne PX = P = Q). Toute loi de probabilité sur Rd est donc la loi d'une variable aléatoire
dé�nit sur un espace probabilisé.
Adopter ce point de vue est souvent plus commode car plus économe en terme de description.
Nous y reviendrons.
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1.4 L'espérance mathématique

La dé�nition de l'espérance mathématique d'une variable aléatoire, on parle aussi de moyenne
d'une variable aléatoire, peut se faire uniquement à partir la dé�nition donnée pour une variable
aléatoire discrète à support �ni.

Dé�nition 10 Si X est une variable aléatoire à valeurs réelles avec X(Ω) = {x1, . . . , xn} et

P(X = xi) = pi pour i = 1, . . . , n, on dé�nit

E(X) =
n∑
i=1

xipi.

E(X) est appelée espérance de X.

Cette dé�nition correspond bien à l'intuition de l'approche fréquentiste : s'il est possible d'ob-
server une quantité à plusieurs reprises, il est naturel de dé�nir empiriquement la moyenne en
pondérant les valeurs possibles par leur fréquence d'apparition. Dans la modélisation probabi-
liste, ces fréquences sont remplacées par des probabilités.
Considérons maintenant une variable aléatoire positive quelconque. Si on reproduisait plusieurs
fois la même expérience qui aboutirait à l'observation d'une valeur de cette variable, il est natu-
rel de regrouper les valeurs possibles en di�érentes classes (par exemple [0, h[, [h, 2h[, . . .) pour
réitérer l'approche faite en discret : on regarde le nombre de fois où la valeur de la variable tombe
dans une classe donnée. A la quantité

∑
k≥0 khfk où fk est la fréquence d'apparition de la classe

[kh, (k + 1)h[, correspondrait le nombre
∑

k≥0 khP(kh ≤ X < (k + 1)h) qui devrait donner une
idée de plus en plus précise de la valeur moyenne lorsque h→ 0. Il y a là l'idée d'approcher une
variable aléatoire quelconque par une variable aléatoire discrète.
L'approche mathématique pour dé�nir l'espérance d'une variable aléatoire est aussi basée sur
l'approximation d'une variable aléatoire par une variable aléatoire discrète (suivant une approche
qui permet également de répondre à d'autres exigences théoriques que nous n'évoquerons pas).

1.4.1 Espérance d'une variable aléatoire positive

Dans la suite, nous noterons D+ l'ensemble des variables aléatoires positives et qui ne
prennent qu'un nombre �ni de valeurs. Commençons par énoncer la proposition suivante.

Proposition 6 Soit X une variable aléatoire à valeurs réelles positives. Pour n ∈ N, soit

Xn =

22n−1∑
k=0

k

2n
1{ k

2n
≤X< k+1

2n }.

Alors (Xn)n∈N est une suite croissante d'éléments de D+ qui converge point par point vers la

variable aléatoire X.

Preuve. Commençons par montrer que pour tout ω ∈ Ω, on a limn→∞Xn(ω) = X(ω). Soit
ω ∈ Ω et ε > 0. Soit également n0 tel que n ≥ n0 entraîne X(ω) < 2n. Alors si n ≥ n0, il existe
k ∈ [[0, 22n − 1]] tel que k

2n ≤ X(ω) < k+1
2n et donc Xn(ω) = k

2n (remarquer que k dépend de n).
Ainsi

|Xn(ω)−X(ω)| ≤ k

2n
< ε, n ≥ n0,

ce qui montre la convergence. L'autre point non trivial est la croissance de la suite que nous allons
démontrer. Soit ω ∈ Ω et n ∈ N. Si X(ω) ≥ 2n, alors Xn(ω) = 0 et donc Xn(ω) ≤ Xn+1(ω). Si
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maintenant il existe k ∈ [[0, 22n − 1]] tel que k
2n ≤ X(ω) < k+1

2n , alors on a 2k
2n+1 ≤ X(ω) < 2k+1

2n

ou 2k+1
2n+1 ≤ X(ω) < 2k+2

2n+1 . Dans ce cas on a Xn(ω) = k
2n et ou bien Xn+1(ω) = 2k

2n+1 ou bien
Xn+1(ω) = 2k+1

2n+1 . Ceci prouve bien que l'on a toujours Xn(ω) ≤ Xn+1(ω).�

Remarque. La variable aléatoire Xn dé�nie dans la Proposition 6 prend la valeur k
2n lorsque

k
2n ≤ X(ω) < k+1

2n . Lorsque Ω = R+, la �gure 1.2 représente le graphe d'une fonction X ainsi
que les graphes de X1, X2 et X3 (ces fonctions sont constantes par morceaux pour la fonction
X considérée).

Figure 1.2:

Lemme 1 Soient Y et Z deux éléments de D+. On suppose X ≤ Y (i.e pour tout ω ∈ Ω,

Y (ω) ≤ Z(ω)). Alors E(Y ) ≤ E(Z).

Preuve. Quitte à rajouter des valeurs, on peut supposer que Y et Z prennent toutes les deux
les valeurs x1 < x2 < . . . < xk (dont peut-être certaines avec probabilité 0). Comme Y ≤ Z,
alors pour 1 ≤ i ≤ n, on a

{Y = xi} = ∪nj=i {Y = xi, Z = xj}
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et la réunion est formée d'événements disjoints deux à deux. En utilisant la propriété d'additivité
de la mesure P, on obtient

E(Y ) =
n∑
i=1

xiP (Y = xi) =

n∑
i=1

xi

n∑
j=i

P (Y = xi, Z = xj) .

Mais
n∑
i=1

xi

n∑
j=i

P (Y = xi, Z = xj) =
n∑
i=1

xi

n∑
j=1

1i≤jP (Y = xi, Z = xj)

=

n∑
j=1

j∑
i=1

P (Y = xi, Z = xj)

≤
n∑
j=1

xj

j∑
i=1

P (Y = xi, Z = xj)

=

n∑
j=1

xjP(Z = xj)

= E(Z).

On a donc bien E(Y ) ≤ E(Z).�

Le lemme suivant sera capital pour justi�er la dé�nition de l'espérance.

Lemme 2 Soient X ∈ D+ et (Yn)n une suite croissante d'éléments de D+ telle que X ≤
lim
n→∞

Yn. Alors

E(X) ≤ lim
n→+∞

E(Yn).

Preuve. Soit 0 ≤ t < 1. Posons si n ∈ N, Bn = {Yn ≥ tX}. On peut facilement véri�er que
sous les hypothèses du lemme, la suite d'événements (Bn)n est croissante pour l'inclusion et de
réunion Ω. En utilisant le lemme précédent, on a les inégalités

E (tX1Bn) ≤ E (Yn1Bn) ≤ E(Yn). (1.5)

Remarquons ensuite que si X =
∑p

i=1 xi1X=xi , alors

E (tX1Bn) = t

p∑
i=1

xiP ({X = xi} ∩Bn) .

En utilisant la propriété de continuité supérieure de P, on obtient en faisant tendre n vers +∞ :

lim
n→∞

E (tX1Bn) = t

p∑
i=1

xiP (X = xi) = tE(X).

En passant à la limite dans (1.5), nous obtenons

tE(X) ≤ lim
n→∞

E(Yn),

ce qui donne l'inégalité que nous devions prouver en faisant tendre t vers 1.�

Nous sommes alors en mesure de dé�nir l'espérance d'une variable aléatoire positive.
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Proposition-Dé�nition 1 Soit X une variable aléatoire positive et (Xn)n∈N une suite crois-

sante de variables aléatoires de D+ et convergente point par point vers X, alors la quantité

limn→+∞ E(Xn) (qui est bien dé�nie en tant que limite d'une suite croissante et qui peut valoir

+∞) ne dépend pas de la suite (Xn)n∈N. Ce nombre est appelé espérance mathématique de X et

est noté E(X).

Preuve. Si (Xn)n et (X ′n)n sont deux suites de variables aléatoires qui satisfont les hypothèses
de la proposition, alors le Lemme 2 assure que

E(Xp) ≤ lim
n→∞

E(X ′n),

ce qui entraîne
lim
n→∞

E(Xn) ≤ lim
n→∞

E(X ′n).

En inversant le rôle de la suite (Xn) et (X ′n), on voit que l'inégalité inverse est également valable
et donc que lim

n→∞
E(Xn) = lim

n→∞
E(X ′n), ce qui justi�e la dé�nition donnée de l'intégrale.�

Exemples

� Si X est une variable aléatoire discrète telle que X(Ω) ⊂ N. Plutôt que d'utiliser la suite
croissante donnée dans la Proposition 6, on peut utiliser ici Xn =

∑n
i=0 i1{X=i}, ce qui

donne :

E(X) = lim
n→+∞

E(Xn) = lim
n→+∞

n∑
i=0

iP(X = i) =
∑
i∈N

P(X = i).

� Si X est une variable aléatoire à densité, de densité f : R+ → R+, on a en utilisant la
Proposition 6

E(X) = lim
n→+∞

22n−1∑
k=0

k

2n
P
(
k

2n
≤ X <

k + 1

2n

)
= lim

n→+∞

22n−1∑
k=0

∫ k+1
2n

k
2n

k

2n
f(x)dx.

On pourra véri�er à titre d'exercice que la limite obtenue est
∫ +∞

0 f(x)dx.

1.4.2 Espérance d'une variable aléatoire de signe quelconque et propriétés

Soit X une variable aléatoire prenant des valeurs réelles. La partie positive de X est la
variable aléatoire notée X+ dé�nie par

X+(ω) =

{
X(ω) si X(ω) ≥ 0,

0 sinon.

Remarquons que X+ = X1X≥0. De même la partie négative X− de X est dé�nie par X− =
−X1X≤0. On peut voir que les variables aléatoires X+ et X− sont à valeurs positives et satisfont
les égalités :

X = X+ −X−, |X| = X+ +X−.

Dé�nition 11 On dit qu'une variable aléatoire X : Ω→ R est intégrable lorsque E (X+) < +∞
et E (X−) < +∞ (ce qui peut se résumer par E (|X|) < +∞, voir la proposition suivante). Dans

ce cas, l'espérance de la variable aléatoire X est dé�nie par

E(X) = E
(
X+
)
− E

(
X−
)
.
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En utilisant la Proposition 6, on retrouve alors les formules déjà connues de la moyenne pour des
variables aléatoires discrètes ou à densité (pouvant prendre des valeurs positives ou négatives).

� Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs réelles et posons

val(X) = {x ∈ R : P(X = x) 6= 0} = {x1, x2, . . .},

qui est un sous-ensemble �ni ou in�ni dénombrable de R. Alors, on peut montrer que

E
(
X+
)

=
∞∑
i=1

xi1xi>0P (X = xi) ,

E
(
X−
)

=
∞∑
i=1

−xi1xi<0P (X = xi) .

De plus, on a les égalités :

E
(
X+
)

+ E
(
X−
)

=
∑
i≥1

|xi|P (X = xi) ,

et la somme de cette série correspond aussi à E (|X|). Lorsque cette somme est �nie,
l'espérance de X est donnée par la formule

E(X) =

∞∑
i=1

xiP (X = xi) .

Il est important de rappeler que pour une série à termes positifs ou absolument convergente,
il est possible de sommer sans ambiguïté en utilisant une énumération quelconque.

� Si X est une variable aléatoire dont la loi a une densité f dé�nie sur R. Alors on trouve,

E
(
X+
)

=

∫ +∞

0
xf(x)dx,

E
(
X−
)

=

∫ 0

−∞
−xf(x)dx.

Lorsque ces deux quantités sont �nies, leur somme vaut
∫ +∞
−∞ |x|f(x)dx et coïncide avec

E (|X|). Si cette dernière intégrale est �nie, alors l'espérance deX est donnée par la formule

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx.

On dé�nit également l'espérance mathématique des variables aléatoires à valeurs dans Rd.
Si X = (X1, . . . , Xd) et si les variables aléatoires X1, . . . , Xd sont intégrables, on dit que X est
intégrable et on dé�nit

E(X) = (E(X1), . . . ,E(Xd)) .

On a alors les propriétés suivantes :

Proposition 7 Soient X et Y deux variables aléatoires à valeurs réelles ou bien toutes deux

positives ou bien toutes deux intégrables. Soit également λ ∈ R.
1. La variable aléatoire X est intégrable si et seulement si E (|X|) < +∞. De plus, on a

|E(X)| ≤ E (|X|) .
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2. On a E (X + Y ) = E(X) + E(Y ) et E (λX) = λE(X) (propriétés de linéarité). En parti-

culier X + Y est intégrable si X et Y sont intégrables.

3. Si pour tout ω ∈ Ω, X(ω) ≤ Y (ω), alors E(X) ≤ E(Y ).

4. Si P (X = Y ) = 1 alors E(X) = E(Y ).

5. Si X prend des valeurs positives, alors

E(X) = 0 ⇔ P(X = 0) = 1.

Preuve.

� Montrons d'abord que E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) lorsque X et Y sont à valeurs positives
et ne prennent qu'un nombre �ni de valeurs notées {x1, . . . , xm} et {y1, . . . , yp} respecti-
vement. On peut alors écrire

X =

m∑
i=1

xi1X=xi =

m∑
i=1

p∑
j=1

xi1{X=xi,Y=yj}.

En décomposant aussi Y de cette façon, on peut écrire

X + Y =

m∑
i=1

p∑
j=1

(xi + yj)1{X=xi,Y=yj}.

Par dé�nition de l'espérance appliquée aux variables discrètes X, Y et X + Y , on a

E (X + Y ) =

m∑
i=1

p∑
j=1

(xi + yj)P (X = xi, Y = yj)

=
m∑
i=1

p∑
j=1

xiP (X = xi, Y = yj) +
m∑
i=1

p∑
j=1

yjP (X = xi, Y = yj)

= E(X) + E(Y ).
Considérons maintenant le cas de deux variables aléatoires positives X et Y quelconques.
Soient alors deux suites croissantes (Xn)n et (Yn)n de variables aléatoires de D+ et telles
que pour tout ω ∈ Ω,

lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω), lim
n→+∞

Yn(ω) = Y (ω).

On voit que la suite Zn = Xn + Yn est une suite croissante d'éléments de D+ telle que

lim
n→+∞

Zn(ω) = X(ω) + Y (ω).

Ainsi, en utilisant l'égalité E(Zn) = E(Xn) + E(Yn) que nous avons prouvée juste avant,
on a par dé�nition de l'intégrale

E (X + Y ) = lim
n→∞

E(Zn) = lim
n→∞

E(Xn) + lim
n→∞

E(Yn) = E(X) + E(Y ).

� Montrons ensuite le point 3.. Supposons d'abord 0 ≤ X ≤ Y . Soit (Xn)n (resp. (Yn)n)
une suite croissante d'éléments de D+ telle que limn→∞Xn = X (resp. limn→∞ Yn = Y ).
Alors si p ∈ N, on a Xp ≤ Y et le Lemme 2 garantit que

E(Xp) ≤ lim
n→∞

E(Yn) = E(Y ).

En passant à la limite sur p, on obtient E(X) ≤ E(Y ).
Si maintenant, X et Y sont de signe quelconque, alors X+ ≤ Y + et Y − ≤ X−. D'après
ce qui a été montré juste avant, on a

E(X) = E(X+)− E(X−) ≤ E(Y +)− E(Y −) = E(Y ).
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� Montrons ensuite que E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) pour des variables aléatoires X et Y
intégrables. On a (X + Y )+ ≤ X+ + Y + et (X + Y )− ≤ X− + Y − ce qui entraîne
l'intégrabilité de X + Y en utilisant l'intégrabilité de X et de Y ainsi que la linéarité de
l'espérance pour les variables aléatoires positives. On a alors les décompositions

X + Y = (X + Y )+ − (X + Y )− = X+ + Y + −
(
X− + Y −

)
,

ce qui permet d'avoir

(X + Y )+ +X− + Y − = (X + Y )− +X+ + Y +.

En prenant l'espérance dans cette égalité et en utilisant la linéarité de l'espérance pour les
variables aléatoires positives, on trouve

E
(
(X + Y )+

)
+ E(X−) + E(Y −) = E

(
(X + Y )−

)
+ E(X+) + E(Y +).

On obtient alors E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).
� Montrons la �n du point 2.. SiX ∈ D+ et λ ∈ R+, alors on a évidemment E(λX) = λE(X).
Si (Xn)n est une suite croissante d'éléments de D+ convergente point par point vers X
alors (λXn)n est une suite croissante d'éléments de D+ convergente point par point vers
λX. On en déduit

E(λX) = lim
n→∞

E(λXn) = λ lim
n→∞

E(Xn) = λE(X).

Si maintenant λ ≥ 0 et X est de signe quelconque (avec X intégrable) alors

λX = λX+ − λX−

et on a d'après ce qui précède

E(X) = E(λX+)− E(λX−) = λE(X).

On a le même résultat lorsque λ < 0 en écrivant λX = (−λ)X− − (−λ)X+ (= (λX)+ −
(λX)−) et en appliquant les résultats déjà établis.

� Prouvons maintenant le point 1. Alors l'intégrabilité de X équivaut à celle de |X| car
|X| = X+ +X− est intégrable si et seulement si X+ et X− sont intégrables. On a alors

|E(X)| = |E(X+)− E(X−)| ≤ E(X+) + E(X−) = E(|X|).

� Prouvons ensuite le point 5. Supposons d'abord que E(X) = 0. Alors pour tout entier
n ≥ 1,

X ≥ X1X≥ 1
n
≥ 1

n
1X≥ 1

n
.

Le point 3. assure que 0 = E(X) ≥ 1
nP
(
X ≥ 1

n

)
. En utilisant la continuité supérieure de

la mesure, on obtient

P(X > 0) = lim
n→+∞

P
(
X ≥ 1

n

)
= 0

et donc P(X = 0) = 1− P(X > 0) = 1.
Si maintenant P(X = 0) = 1, alors toute variable aléatoire Y de D+ plus petite que
X véri�e P(Y = 0) = 1. Il su�t alors de prouver que E(Y ) = 0 (ce qui entraînera
E(X) = 0 en utilisant la dé�nition de l'espérance). Si Y =

∑p
i=1 yi1Y=yi alors on a yi = 0

si P(Y = yi) > 0. On a donc bien E(Y ) =

p∑
i=1

yiP(Y = yi) = 0.
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� Prouvons en�n le point 4. Si Y = 0 etX ∈ D+ alors le résultat est une conséquence du point
5. Si maintenant Y = 0 et et X est intégrable de signe quelconque, alors P (X+ = 0) =
P (X− = 0) = 1. On a donc E(X) = E(X+) − E(X−) = 0. En�n si X et Y sont deux
variables aléatoires intégrables, on a en notant A = {X 6= Y } l'égalité
X − Y = (X − Y )1A = Z avec P(Z = 0) = 1. D'après ce qui précède, on a E(X − Y ) =
E(X)− E(Y ) = 0 ce qui entraîne que E(X) = E(Y ).�

Remarques.

� Soient m et M deux nombres réels. La proposition précédente montre en particulier que si
X est une variable aléatoire intégrable telle que X ≤ M (resp. X ≥ m) alors E(X) ≤ M
(resp. E(X) ≥ m).

� Commentons le point 4. Dire que P(X = Y ) = 1 ne signi�e pas que X(ω) = Y (ω) pour
tout ω ∈ Ω. Par exemple, considérons Ω = [0, 1] muni de la probabilité uniforme. Posons
X(ω) = ω et Y (ω) = ω si ω 6= 0.5, Y (0.5) = 0. Dans ce cas P(X = Y ) = P ([0, 1] \ {0.5}) =
1 et pourtant X(0.5) 6= Y (0.5). Souvent on dit que X = Y presque sûrement (en abrégé
p.s). Ainsi la valeur de l'espérance est inchangée si on remplace une variable aléatoire X
par une variable Y qui lui est presque sûrement égale.

La variance d'une variable aléatoire X à valeurs réelles réelle mesure la dispersion de X
autour de sa moyenne. Nous rappelons sa dé�nition.

Dé�nition 12 Lorsque une variable aléatoire X véri�e E(X2) < +∞ alors la variance de X
est le réel positif noté Var (X) et dé�ni par

Var (X) = E
(
(X − E(X))2

)
= E(X2)− (E(X))2 .

On peut véri�er la deuxième égalité de la dé�nition précédente en développant le carré et en
utilisant les propriétés de linéarité de l'intégrale. Noter que E(X2) < ∞ entraîne que X est
intégrable : en e�et, on a l'inégalité |X| ≤ 1 +X2 et donc

E(|X|) ≤ 1 + E(X2) <∞.

Mentionnons en�n que Var (X) = 0 entraîne (X −E(X))2 = 0 p.s en utilisant le point 5. de la
proposition précédente. On en déduit facilement que X = E(X) presque sûrement.
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Chapitre 2

Indépendance. Variables aléatoires

discrètes

Dans tout ce chapitre, on suppose donné un espace probabilisé (Ω,A,P).

2.1 Indépendance entre variables aléatoires

Dé�nition 13 Des variables aléatoires X1, X2, . . . , Xn à valeurs dans Rd1 ,Rd2 , . . . ,Rdn respec-

tivement sont dites indépendantes si

P (∩ni=1 {Xi ∈ Ai}) =
n∏
i=1

P (Xi ∈ Ai) ,

pour tout (A1, . . . , An) ∈ B
(
Rd1
)
× · · · × B

(
Rdn

)
.

Nous utiliserons souvent la notation

P (X1 ∈ A1, . . . , Xn ∈ An) = P (∩ni=1 {Xi ∈ Ai})

dans la suite. On dé�nit également l'indépendance d'une famille quelconque de variables aléa-
toires (de cardinal in�ni) : une telle famille est dite indépendante si toute sous-famille �nie est
indépendante au sens de la dé�nition ci-dessus.

Remarques

1. Rappelons que de façon générale, nous quali�ons une variable aléatoire X : Ω → Rd de
discrète lorsque P(X ∈ E) = 1 où E est un sous-ensemble �ni ou in�ni dénombrable de
Rd. Pour une variable aléatoire X discrète, rappelons la notation

val(X) =
{
x ∈ Rd/P(X = x) 6= 0

}
,

qui est un sous-ensemble �ni ou in�ni dénombrable de Rd. Considérons alors n variables
aléatoires discrètes X1, . . . , Xn. Dans ce cas, on peut montrer que les variables aléatoires
X1, . . . , Xn sont indépendantes si et seulement si

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) =
n∏
i=1

P (Xi = xi) , ∀ (x1, . . . , xn) ∈ val(X1)× · · · × val(Xn).
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2. Si n variables aléatoires sont indépendantes alors ces variables aléatoires sont indépen-
dantes deux à deux. Pour le voir il su�t de poser Ai = Rdi pour tous les indices i corres-
pondants aux n−2 variables aléatoires restantes. En revanche, il faut bien garder à l'esprit
que n variables aléatoires indépendantes deux à deux ne sont pas indépendantes au sens
de la Dé�nition 13. On pourra véri�er en exercice que si X1 et X2 sont deux variables
aléatoires discrètes indépendantes et de même loi donnée par

P(X1 = 1) = 1− P(X1 = −1) = P(X2 = 1) = 1− P(X2 = −1) =
1

2

et X3 = X1X2 alors les variables aléatoires X1, X2, X3 sont indépendantes deux à deux
mais pas au sens de la Dé�nition 13.

Exemple. Posons Ω = {1, 2, . . . , N}2 muni de la probabilité uniforme, c'est à dire P ({ω}) =
1
N2 . Alors les applications coordonnées X1 : ω 7→ ω1 et X2 : ω 7→ ω2 sont des variables aléatoires
indépendantes et de même loi uniforme sur l'ensemble Ω0 = {1, 2, . . . , N}.

Existence d'un n−uplet de variables aléatoires indépendantes et de lois données.

On peut justi�er leur existence en utilisant la notion de mesure produit. Pour 1 ≤ i ≤ n, soit
(Ωi,Ai, Qi) un espace probabilisable. Notons Ω = Ω1 × · · · × Ωd et munissons Ω de la tribu
produit A (voir Chapitre 1). Alors nous admettrons le résultat suivant

Proposition 8 Sur l'espace probabilisable (Ω,A), il existe une unique mesure de probabilité P
telle que

P (A1 ×A2 × · · · ×An) = Q1 (A1)×Q2 (A2)× · · · ×Qn (An) ,

pour Ai ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ n. On dit que P est une mesure produit.

Donnons un exemple. Il s'agit de la mesure de probabilité uniforme sur Ω = I1 × I2 où I1 et I2

sont deux intervalles fermés bornés de R. Si pour i = 1, 2, Ai = B(Ii) et Qi est la mesure de
probabilité uniforme sur (Ii,Ai), alors la mesure produit P est appelée mesure de probabilité
uniforme sur Ω. On peut alors montrer que si A ∈ A et x ∈ Rd sont tels que x + A ∈ A,
alors P(x + A) = P(A) (invariance par translation, ce qui justi�e le caractère uniforme). P(A)
s'interprète comme le quotient entre l'aire de A et l'aire de Ω.
Voyons maintenant pourquoi ce résultat permet de construire n variables aléatoires X1, . . . , Xn

indépendantes et de lois respectives Q1, . . . , Qn. Si pour 1 ≤ i ≤ n, Qi est une mesure de
probabilité sur Rdi , posons

Ω = Rd1 × · · · × Rdn ∼= Rd1+...+dn .

Soit A la tribu produit des tribus boréliennes B
(
Rd1
)
, . . . ,B

(
Rd1
)
(tribu qui coïncide en fait

avec la tribu borélienne sur Ω). Soit alors P est la mesure produit correspondante et posons
Xi(ω) = ωi ∈ Rdi pour (i, ω) ∈ {1, . . . , d} × Ω. Alors les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont
indépendantes sous la probabilité P et sont bien de lois respectives Q1, . . . , Qn. En e�et si pour
1 ≤ i ≤ n, Ai ∈ B

(
Rdi
)
alors

P (X1 ∈ A1, . . . , Xn ∈ An) = P (A1 × · · · ×An) =

n∏
i=1

Qi(Ai) =

n∏
i=1

P (Xi ∈ Ai) .

Il existe un résultat similaire (mais un peu plus compliqué) qui garantit l'existence de suites
de variables aléatoires indépendantes et de lois données (plus précisément il existe un espace
probabilisé sur lequel sont dé�nies une in�nité de variables aléatoires indépendantes et de lois
données). Nous admettrons l'existence de ce type de construction dans ce cours.
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Notation. Pour une suite de variables aléatoires indépendantes et telle que toutes les variables
aléatoires aient la même loi, on dira que la suite est indépendante et identiquement distri-

buée, ce qui sera noté en abrégé i.i.d.

Étudions maintenant les propriétés des variables aléatoires indépendantes.

Proposition 9 Pour 1 ≤ i ≤ n, soient Xi une variable aléatoire à valeurs dans Rdi et fi : Rdi →
Rei une fonction qui dé�nit également une variable aléatoire lorsque Rdi est muni de sa tribu

borélienne. Supposons les variables aléatoires X1, . . . , Xn indépendantes et posons Yi = f(Xi)
pour 1 ≤ i ≤ n. Alors les variables aléatoires Y1, . . . , Yn sont également indépendantes.

Preuve. Il su�t de remarquer l'égalité

{Yi ∈ Bi} =
{
Xi ∈ f−1(Bi)

}
,

pour 1 ≤ i ≤ n et pour tout borélien Bi. On applique ensuite la dé�nition 13 aux boréliens
Ai = f−1(Bi), 1 ≤ i ≤ n.�

Une conséquence fondamentale de l'indépendance entre variables aléatoires concerne le calcul
de l'espérance du produit de variables aléatoires réelles indépendantes.

Proposition 10 Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes, toutes à valeurs

réelles. Alors le produit X1 · · ·Xn est intégrable si et seulement si les variables aléatoires X1, . . . , Xn

sont intégrables. Dans ce cas, on a la formule

E (X1X2 · · ·Xn) =

n∏
i=1

E (Xi) .

Preuve. On peut le montrer pour deux variables aléatoires X et Y , le cas général s'en dédui-
sant facilement par récurrence �nie. Commençons par prouver ce résultat lorsque X et Y sont
positives (dans ce cas, les espérances ont toujours un sens). Posons pour n ∈ N,

Xn =
22n−1∑
k=0

k

2n
1{ k

2n
≤X< k+1

2n }, Yn =
22n−1∑
k=0

k

2n
1{ k

2n
≤Y < k+1

2n }.

On a vu au chapitre précédent que la suite (Xn)n∈N est une suite croissante de variables aléatoires
positives ne prenant qu'un nombre �ni de valeurs et convergente point par point vers X. Ainsi la
suite (Zn)n∈N de variables aléatoires dé�nie par Zn = XnYn pour tout n ∈ N est aussi une suite
croissante de variables aléatoires positives ne prenant qu'un nombre �ni de valeurs et convergente
point par point vers Z = XY . D'autre part, il est facile de véri�er que E(XnYn) = E(Xn)E(Yn)
pour tout n ∈ N, en utilisant l'indépendance de X et de Y . Ainsi la dé�nition de l'espérance
d'une variable aléatoire positive assure que

E(Z) = lim
n→∞

E(XnYn) = lim
n→∞

E(Xn)E(Yn) = E(X)E(Y ).

Nous avons donc montrer la proposition pour deux variables aléatoires indépendantes positives.
Dans le cas général, si X et Y sont indépendantes alors |X| et |Y | le sont également et on a
d'après ce qui précède

E (|XY |) = E (|X|)E (|Y |) .
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Ceci prouve que la variable aléatoire XY est intégrable si et seulement si les variables aléatoires
X et Y le sont. La formule pour le calcul de l'espérance de XY se déduit alors facilement, en
utilisant les décompositions

X = X+ −X−, Y = Y + − Y −.

En e�et la partie positive ou négative de X est indépendante de la partie positive ou négative
de Y , d'après la Proposition 9. Ainsi en utilisant le résultat de la proposition pour les variables
aléatoires positives, on obtient

E(XY ) = E
(
X+Y +

)
+ E

(
X−Y −

)
− E

(
X+Y −

)
− E

(
X−Y +

)
= E

(
X+
)
E
(
Y +
)

+ E
(
X−
)
E
(
Y −
)
− E

(
X+
)
E
(
Y −
)
− E

(
X−
)
E
(
Y +
)

=
(
E
(
X+
)
− E

(
X−
)) (

E
(
Y +
)
− E

(
Y −
))

= E(X)E(Y ).�

On peut déduire du résultat précédent une formule bien connue pour le calcul de la variance
de la somme de n variables aléatoires indépendantes réelles.

Corollaire 1 Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes, toutes à valeurs réelles

et de carré intégrable. Alors

Var (X1 + . . .+Xn) =
n∑
i=1

Var (Xi) .

Preuve. En posant Yi = Xi − E (Xi) pour 1 ≤ i ≤ n, on a

Var (X1 + . . .+Xn) = E
(
(Y1 + . . . Yn)2

)
=

n∑
i=1

E
(
Y 2
i

)
+
∑
i 6=j

E (YiYj)

=
n∑
i=1

E
(
Y 2
i

)
+
∑
i 6=j

E (Yi)E (Yj)

=
n∑
i=1

E
(
Y 2
i

)
=

n∑
i=1

Var (Xi) .

Ces égalités proviennent du fait que pour 1 ≤ i ≤ n, la variables aléatoire Yi est centré, de carré
intégrable et indépendante Yj lorsque j 6= i.�

2.2 Les variables aléatoires discrètes

2.2.1 Les lois discrètes usuelles en modélisation

La loi de Bernoulli de paramètre p (0 < p < 1). On dit qu'une variable aléatoire X suit
une loi de Bernoulli de paramètre p si

P(X = 1) = 1− P(X = 0) = p.
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On utilise la notation X ∼ B(p) pour indiquer que X suit cette loi. On peut remarquer que
p = E(X) et Var (X) = p(1 − p). Cette loi intervient donc systématiquement lorsqu'il y a
deux éventualités dans l'expérience considérée (jeu de pile ou face, individu sain ou malade,...).
Remarquons également que pour tout événement A ∈ A, la variable aléatoire 1A suit une loi de
Bernoulli de paramètre P(A).

Loi binomiale. On dit que X suit une loi binomiale de paramètres n et p (n ∈ N∗ et p ∈]0, 1[)
lorsque

P(X = k) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n,

où

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! . La loi binomiale est aussi la loi d'une somme X1 + X2 + . . . + Xn de n

variables aléatoires indépendantes, toutes de loi de Bernoulli de paramètre p. Cette loi sert à
modéliser le nombre de succès lors de la répétition de n expériences successives et identiques
(e.g n lancers successifs d'une pièce de monnaie, on peut aussi y avoir le nombre de réponses
à un sondage donné...). L'espérance de cette loi vaut de E (X1 + . . .+Xn) = np et d'après le
Corollaire 1, la variance de cette loi est Var (X1 + . . .+Xn) = np(1− p).

Loi de Poisson de paramètre λ > 0. On note X ∼ P(λ) pour indiquer que la loi d'une
variable aléatoire X est dé�nie par

P(X = k) = exp(−λ)
λk

k!
, k ∈ N.

La loi de Poisson approxime bien les expériences impliquant des problèmes de comptage (e.g
nombre de connexions à un serveur entre deux instants), en particulier pour des événements
rares (e.g nombre de suicides par an). Si par exemple on compte le nombre de pièces défectueuses
produites par une machine avec un nombre n de pièces produites importantes et une proportion
p de pièces défectueuses petite alors la loi de Poisson approxime bien la loi binomiale. En e�et,

on peut montrer que lorsque n→ +∞, p→ 0 et np→ λ, le nombre

(
n
k

)
pk(1−p)n−k s'approche

de exp(−λ)λ
k

k! pour k ∈ N �xé.
On a E(X) = Var (X) = λ si X ∼ P(λ).

La loi uniforme. On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi uniforme si X(Ω) =
{x1, . . . , xn} ⊂ Rd et

P(X = xk) =
1

n
, k = 1, . . . , n.

On peut par exemple montrer que si on essaie d'ouvrir une porte à l'aide de n clefs en choisissant
d'abord une clef au hasard puis une clef au hasard parmi les n−1 restantes (si la première n'ouvre
pas la porte) et ainsi de suite jusqu'à ce que la porte soit ouverte, alors la loi du nombre de clefs
utilisées suit la loi uniforme sur {1, . . . , n}.
L'espérance d'une variable aléatoire X de loi uniforme sur {1, . . . , n} est E(X) = n+1

2 et sa

variance est Var (X) = n2−1
12 .

Loi géométrique de paramètre p ∈]0, 1[. Il s'agit de la loi du temps de premier succès
dans une suite d'expériences aléatoires indépendantes où la probabilité de succès est p. Plus
précisément, considérons une suite (Xi)i≥1 de variables aléatoires i.i.d suivant toutes la loi B(p).
Alors la variable aléatoire

T = inf {i ≥ 1/Xi = 1}
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a sa loi dé�nie par

P(T = k) = P (X1 = 0, . . . , Xk−1 = 0, Xk = 1) = (1− p)k−1p, k ∈ N∗.

L'espérance vaut E(T ) = 1
p et la variance vaut Var (X) = 1−p

p2
.

La loi hypergéométrique. Considérons une population composée de N individus parmi
lesquels une proportion p possède un caractère donné. Si on tire au hasard n ≤ N individus
dans la population, alors le nombre aléatoire X d'individus possédant le caractère envisagé
véri�e

P(X = k) =

(
Np
k

)(
N −Np
n− k

)
(
N
n

) ,

pour max(0, n − N + Np) ≤ k ≤ min(n,Np). Pour décrire rigoureusement cette expérience,
on peut considérer l'univers Ω de tous les n−uplets contenant uniquement des 0 et des 1 avec
la contrainte que le nombre de 0 soit plus petit que N − Np et le nombre de 1 soit plus petit
que Np. On munit alors Ω de l'ensemble de ses parties et de la probabilité uniforme et on pose
X(ω) =

∑n
i=1 1ωi=1 si ω ∈ Ω.

On peut montrer que E(X) = np et Var (X) = N−n
N−1np(1−p) si X ∼ H(N,n, p) (notation pour

la loi hypergéométrique). Lorsque N devient grand, on peut aussi montrer que la loi de X est
proche de la loi binomiale de paramètres n et p.

La loi binomiale négative. On dit qu'une variable aléatoireX suit une loi binomiale négative
de paramètres n ∈ N∗ et p ∈]0, 1[ si

P(X = k)

(
k − 1
k − n

)
pn(1− p)k−n, k = n, n+ 1, . . . .

On remarquera que lorsque n = 1, on retrouve la loi géométrique de paramètre p. On peut
aussi représenter cette loi à l'aide d'une suite (Xi)i≥1 i.i.d de variables aléatoires toutes de loi
de Bernoulli de paramètre p. On dé�nit alors T0 = 0 et les temps T1, . . . , Tn par la relation

Ti+1 = inf {j > Ti/Xj = 1} , i = 0, . . . , n− 1.

On peut alors montrer que les variables aléatoires T1, T2−T1, . . . , Tn−Tn−1 sont indépendantes et
toutes de loi géométrique de paramètre p et que leur somme Tn a la même loi queX (il s'agit donc
de la loi du n−ième temps de succès). On en déduit facilement que E (X) =

∑n−1
i=0 E (Ti+1 − Ti) =

n
p et

Var (X) =

n−1∑
i=0

Var (Ti+1 − Ti) =
n(1− p)

p2
.

2.3 Loi d'un couple. Loi marginale

� Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes à valeurs dans E = Rd et F = Re
respectivement, alors la variable aléatoire U = (X,Y ) est aussi une variable aléatoire
discrète, à valeurs dans E × F . En général, la loi de U n'est pas uniquement déterminée
par les lois des variables aléatoires X et Y . Prenons un exemple. Si X ∼ B(p), posons
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Y1 = 1 − X et Y2 = X. Alors Y1 et Y2 suivent des lois de Bernoulli de paramètre p. En
revanche la loi du couple (X,Y1) ne coïncide pas avec celle du couple (X,Y2) car

P(X = 0, Y1 = 1) = P(X = 0) =
1

2
et P(X = 0, Y2 = 1) = 0.

Par contre les lois de X et de Y déterminent la loi du couple (X,Y ) lorsque les deux
variables sont indépendantes grâce aux égalités

P(X = x, Y = y) = P(X = x)P(Y = y), (x, y) ∈ E × F.

� Si U = (X,Y ) est une variable aléatoire discrète à valeurs dans E × F alors les lois des
variables aléatoires X et Y sont appelées les lois marginales de U . On peut les calculer à
partir de la loi du couple en utilisant les égalités :

P(X = x) =
∑

y∈val(Y )

P(X = x, Y = y), P(Y = y) =
∑

x∈val(X)

P(X = x, Y = y).

2.4 Le théorème de transfert

Nous allons d'abord énoncer un résultat pratique lorsque on somme des termes indexés à
l'aide de deux paramètres.

Théorème 2 (Théorème de Fubini pour les suites)

� Si {ui,j/i, j ≥ 1} est une famille de nombres réels positifs, alors on a

+∞∑
i=1

+∞∑
j=1

ui,j

 =

+∞∑
j=1

(
+∞∑
i=1

ui,j

)
. (2.1)

Il se peut que ces deux sommes aient pour valeur +∞.

� Si {ui,j/i, j ≥ 1} est une famille de nombres réels de signe quelconque et si l'une des quan-

tités
∑+∞

i=1

(∑+∞
j=1 |ui,j |

)
ou
∑+∞

j=1

(∑+∞
i=1 |ui,j |

)
est �nie (ces deux quantités sont toujours

égales d'après le premier point), alors l'égalité 2.1 est encore vraie.

Ce théorème est de portée assez générale. Toutefois, il peut arriver que l'inversion des signes
somme ne soit pas possible : le cas de la suite u dé�nie par ui,j = 1

i2−j2 si i 6= j et ui,i = 0 pour
tous i et j entiers plus grands que 1 fournit un contre-exemple.

Remarque. L'espérance mathématique d'une variable aléatoire discrète X intégrable est don-
née par la formule :

E(X) =
∑

x∈val(X)

xP(X = x).

Lorsque val(X) est in�ni dénombrable mais n'est pas l'ensemble des entiers naturels N (par
exemple Z), on peut toujours lister les éléments de val(X) à l'aide d'une suite quelconque, la
valeur de la somme précédente ne dépendra pas de la suite choisie. En e�et les séries positives
ou absolument convergente peuvent être sommées indépendamment de l'énumération choisie
(par exemple 0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . . et 0, 1, 2,−1,−2, 3, 4,−3,−4, . . . sont deux énumérations
di�érentes de Z).

Le théorème de transfert (ici énoncé pour les variables discrètes) permet de calculer l'espé-
rance d'une variable aléatoire du type Y = f(X) en utilisant la loi de X uniquement (ce qui
évite de calculer la loi de Y ).
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Théorème 3 Soient X une variable aléatoire discrète telle que val(X) = {x1, x2, . . .} et f :
val(X)→ R une fonction telle que E (|f(X)|) < +∞. Alors on a la formule :

E (f(X)) =

+∞∑
i=1

f(xi)P(X = xi).

Preuve. Par hypothèse, la variable aléatoire Y = f(X) est intégrable et véri�e F = val(Y ) =
{y1, y2, . . .} de R (F est donc composé des réels f(xj), j ∈ N∗).
Supposons d'abord f positive. D'après la formule de l'espérance pour une variable aléatoire
discrète, on a :

E(Y ) =
∑
j≥1

yjP(Y = yj).

Mais on a l'égalité entre événements : {Y = yj} =
{
X ∈ f−1({yj})

}
pour j ≥ 1. Comme on a

la formule

P
(
X ∈ f−1({yj})

)
=

+∞∑
i=1

1f−1({yj})(xi)P(X = xi),

on obtient en reportant dans l'expression de E(Y ) :

E(Y ) =
∑
j≥1

yj

+∞∑
i=1

1f−1({yj})(xi)P(X = xi).

On peut utiliser le théorème de Fubini pour inverser les sommes (les termes sont positifs), ce
qui donne

E(Y ) =
+∞∑
i=1

P(X = xi)
∑
j≥1

yj1f−1({yj})(xi).

En�n, on remarque que
∑

j≥1 yj1f−1({yj})(xi) = f(xi), ce qui prouve le théorème lorsque f est
positive.
Lorsque f est de signe quelconque, on reproduit exactement le calcul précédent jusqu'au passage
de l'inversion des deux signes sommes. Cette inversion se justi�e à l'aide du théorème de Fubini
pour les termes de signe quelconques : en e�et, si on considère la fonction g = |f |, le première
partie de la preuve appliqué à Y = g(X) montre que l'hypothèse de sommabilité

+∞∑
i=1

P(X = xi)
∑
j≥1

yj1g−1({yj})(xi) = E(g(X)) = E(|f(X)|) < +∞

est bien véri�ée pour pouvoir appliquer le théorème de Fubini.�

2.5 Les lois conditionnelles

Dé�nition 14 Soit X et Y un couple de variables aléatoires discrètes à valeurs dans Rd et Re
respectivement. Si y ∈ val(Y ), on dé�nit une loi de probabilité discrète Qy sur les parties de

val(X) telle que

Qy ({x}) =
P(X = x, Y = y)

P(Y = y)
, x ∈ val(X).

Qy est appelé loi conditionnelle de X sachant Y = y (en abrégé loi de X|Y = y). On note

P(X = x|Y = y) au lieu de Qy({x}).
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P(X = x|Y = y) correspond à la probabilité conditionnelle P(A|B) des événements A =
{X = x} et B = {Y = y} :

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
.

Cette dé�nition de la loi conditionnelle est en accord avec l'intuition de l'approche fréquentiste.
Si on répétait plusieurs fois une expérience aléatoire ayant un nombre �ni d'issues (u, v) et qu'on
veuille étudier l'in�uence d'une valeur v = y sur une valeur u = x, il est naturel de calculer la
fréquence d'apparition de la valeur x lorsque y est également observée. Ceci revient alors à
calculer le quotient f2

f1
où f1 est la fréquence d'apparition de y et f2 la fréquence d'apparition

de (x, y). D'où la dé�nition de la probabilité conditionnelle à l'aide du quotient des probabilités
correspondantes. On pourra remarquer que lorsque les variables aléatoires sont indépendantes
alors la loi conditionnelle de X|Y = y coïncide avec la loi de X.

Notation. La moyenne de la loi conditionnelle X|Y = y sera notée E (X|Y = y). On a donc

E (X|Y = y) =
∑

x∈val(X)

xP (X = x|Y = y) ,

qui sera bien dé�nie lorsque ∑
x∈val(X)

|x|P (X = x|Y = y) < +∞.

Proposition 11 Si (X,Y ) est un couple de variables aléatoires discrètes tel que X soit inté-

grable, alors on a la formule

E(X) =
∑

y∈val(Y )

E (X|Y = y)P(Y = y).

Preuve. A faire en exercice en utilisant la dé�nition précédente et le théorème de Fubini.�

Exemple de calcul. Entre deux instants donnés, des véhicules arrivent à un carrefour en
nombre poissonien Y . Chaque véhicule prend alors sur sa droite ou sur sa gauche avec probabilité
1
2 , et chacun le fait indépendamment des autres. Soit X le nombre de véhicules qui on choisit
de continuer sur leur gauche. On souhaite calculer E(X) (nombre moyen de véhicules ayant pris
sur la gauche). Dans cet exemple, on considérera que

� La loi de X est le loi de Poisson de paramètre λ > 0.
� Le couple (X,Y ) est tel que la loi de X|Y = y est une loi binomiale de paramètres y et 1

2 .
On a alors E (X|Y = y) = y

2 et

E(X) =
∑
y∈N

y

2
exp(−λ)

λy

y!
=

1

2
E(Y ) =

λ

2
.
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Chapitre 3

Mesures et intégration

Lorsque nous avons abordé les mesures de probabilité à densité, nous avons mentionné que
pour une fonction f : R → R+ intégrable et d'intégrale 1, il existait une unique mesure de
probabilité P sur (R,B(R)) telle que pour tout couple de nombres réels (a, b) tel que a ≤ b

P ([a, b]) =

∫ b

a
f(x)dx.

Il est alors naturel de se demander si cette mesure de probabilité peut être dé�nie par l'égalité
P(B) =

∫
B f(x)dx pour tout borélien B. Malheureusement, l'intégrale classique (intégrale de

Riemann) ne permet de donner un sens à ce type d'égalité pour tous les boréliens B. Il existe une
autre manière de dé�nir l'intégrale d'une fonction et qui permet d'écrire ce type d'égalité. Il s'agit
de l'intégrale au sens de Lebesgue qui permet d'intégrer des fonctions beaucoup plus irrégulières
que la méthode de Riemann. De plus lorsque on intégrera une fonction continue ou continue par
morceaux sur un intervalle fermé borné, les deux méthodes d'intégration coïncideront ; l'intégrale
de Lebesgue apparaîtra donc comme plus générale. Initialement, l'intégrale de Lebesgue a été
introduite a�n de faciliter certains des passages à la limite du type

lim
n→∞

∫
fn(x)dx =

∫
lim
n→∞

fn(x)dx,

en particulier lorsque la suite de fonctions (fn)n est une suite croissante de fonctions positives.
Un problème dans l'utilisation de l'intégrale de Riemann réside dans le fait qu'une limite simple
de fonctions intégrables n'est pas forcément intégrable (et ce même si toutes les fonctions sont
dé�nies sur [0, 1] et à valeurs dans [0, 1] par exemple). L'intégrale au sens de Lebesgue permet de
corriger ce type de problème. Sa construction est basée sur la théorie de la mesure et la dé�nition
de l'espérance des variables aléatoires vue au Chapitre 1 est en fait un cas particulier de cette
construction.

3.1 Mesure sur une tribu

Dé�nition 15 Soit E un ensemble et E une tribu sur E. Une application µ : E → R+ ∪ {+∞}
est appelée une mesure si

1. µ(∅) = 0

2. Pour toute suite (An)n∈N d'éléments de E, disjoints deux à deux, on a

µ (∪n∈NAn) =
∑
n∈N

µ(An)

(propriété de σ−additivité).
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Toute mesure de probabilité est donc une mesure (la propriété d'additivité peut être vue comme
un cas particulier de la propriété de σ−additivité en complétant une suite �nie d'éléments d'une
tribu par l'élément ∅). On peut remarquer que la propriété P(Ω) = 1 a été remplacé par la
propriété µ(∅) = 0. Pour la notion générale de mesure, la valeur µ(E) peut être positive quel-
conque et éventuellement in�nie. Une mesure de probabilité est donc simplement une mesure
dont la masse totale µ(E) est égale à 1. On peut montrer que les propriétés de la Proposition
3 du Chapitre 1 restent vraies pour une mesure en général, sauf pour la première qui devient
µ(A) + µ (Ac) = µ(E). De plus la Proposition 4 reste valable en rajoutant µ(A0) < +∞ pour le
deuxième point.

Exemple des mesures discrètes. Soit (pn)n∈N une suite de nombres réels positifs et (xn)n∈N
une suite de points de Rd. Alors l'application µ : P(Rd)→ R+ ∪ {+∞} dé�nie par

µ(A) =
+∞∑
n=0

pn1A(xn), A ∈ B
(
Rd
)
,

est une mesure (la preuve est identique à celle donnée pour les mesures de probabilité discrète du
Chapitre 1). Comme pour x ∈ Rd et A ∈ P(Rd), on a 1A(x) = µx(A), on note µ =

∑+∞
n=0 pnδxn .

Dans le cas particulier où pn = 1 pour tout n ∈ N, on parle de mesure de comptage sur l'ensemble
D = {x0, x1, . . .} car dans ce cas

µ(A) = |A ∩D|, A ∈ P(Rd).

La mesure de A est simplement le nombre d'éléments de D qui se trouvent aussi dans A. Un cas
particulier important est celui de la mesure de comptage sur N.
Lorsque la suite (pn)n∈N est sommable et de somme 1, on retrouve les mesures de probabilités
discrètes.

La mesure de Lebesgue

Théorème 4 Sur R muni de la tribu des boréliens, il existe une unique mesure notée λ telle

que

λ ([a, b]) = b− a, a < b.

Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue sur R.

La mesure de Lebesgue correspond à une mesure de longueur et λ(B) est souvent appelé la
longueur du borélien B. Comme on le verra, on peut construire n'importe quelle mesure de
probabilité à densité à partir de la mesure de Lebesgue uniquement. Notons que λ ({a}) = 0.
On a aussi les égalités

λ ([a, b[) = λ (]a, b[) = b− a.

De plus, en utilisant les propriétés de base d'une mesure, on peut voir que si I est un intervalle
non borné, alors λ(I) = +∞. En particulier λ(R) = +∞.

3.1.1 Les mesures de Lebesgue-Stieltjes

Cet exemple généralise la plupart des mesures sur R vues jusqu'à présent. Considérons une
fonction F : R→ R+ croissante et continue à droite.
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Théorème 5 Il existe une unique mesure µF sur R muni de la tribu des boréliens telle que

µF (]a, b]) = F (b)− F (a), a < b.

Remarquons que si F (x) = x, on retrouve la mesure de Lebesgue. Remarquons que si a < b, on
a en utilisant la continuité inférieure de la mesure

µF ([a, b]) = lim
n→+∞

µF

(
]a− 1

n
, b]

)
= lim

n→+∞
F (b)− F

(
a− 1

n

)
= F (b)− F

(
a−
)
,

où F (a−) désigne la limite à gauche de F au point a. Ainsi µF ({a}) = F (a)−F (a−), quantité
qui vaut 0 si F est continue. Donnons deux exemples fondamentaux.

� Pour une suite (pn)n de réels positifs sommable et une suite (xn)n de nombre réels distincts,
posons

F (x) =
+∞∑
n=0

1xn≤xpn, x ∈ R.

On peut véri�er que F est continue à droite (et bien sûr croissante). L'unicité du Théorème
5 entraîne que la mesure µF et la mesure discrète

∑+∞
n=0 pnδxn coïncident sur B(R).

� Pour une fonction f : R→ R+ intégrable (au sens de Riemann), la fonction F dé�nie par

F (x) =

∫ x

−∞
f(z)dz, x ∈ R

est continue à droite. Lorsque f est d'intégrale 1, La mesure µF correspond alors à la
mesure de probabilité à densité f .

En probabilité, on a un lien entre les mesures de Lebesgue-Stieljes et la notion de fonction
de répartition d'une variable aléatoire.

Dé�nition 16 Soit X une variable aléatoire à valeurs réelles, dé�nie sur un espace probabilisé

(Ω,A,P). La fonction F dé�nie par

F (x) = P (X ≤ x) , x ∈ R,

est une fonction continue à droite appelée fonction de répartition.

Notons que F (x) = PX (]−∞, x]). Ainsi les propriétés des mesures (appliquées ici à la mesure
PX) entraîne que F est bien croissante et continue à droite et que

lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1.

Nous reparlerons de ces propriétés lors du Chapitre 5. Ainsi, si X est une variable aléatoire à
valeurs réelles, alors PX est la mesure de Lebesgue-Stieljes associée à F . On a alors la propriété
suivante.

Proposition 12 1. Soit fonction F , croissante et continue à droite telle que limx→−∞ F (x) =
0 et limx→+∞ F (x) = 1. Alors F est la fonction de répartition d'une mesure de probabilité

(et donc d'une variable aléatoire).

2. Deux variables aléatoires à valeurs réelles dont les fonctions de répartition sont égales ont

la même loi. La fonction de répartition caractérise donc complètement la loi d'une variable

aléatoire.
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Preuve.

1. Soit P = µF la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée à F . D'après la propriété de continuité
supérieure de P , on a

P(R) = lim
n→+∞

(F (n)− F (−n)) = 1

et donc P est une mesure de probabilité. En posant X(ω) = ω pour ω ∈ Ω, on a

P (X ≤ x) = F (x)− lim
n→+∞

F (−n) = F (x), x ∈ R.

Ainsi F est la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

2. Supposons que deux variables aléatoires X et Y aient la même fonction de répartition F .
Alors PX = PY = µF et donc X et Y ont la même loi.�

3.1.2 Un exemple qui heurte l'intuition : l'escalier de Cantor

On pourrait penser qu'il n'est pas possible de rejoindre le point (0, 0) au point (1, 1) à l'aide
d'une fonction croissante et continue qui n'est strictement croissante sur aucun sous-intervalle
de [0, 1], aussi petit soit-il. Et pourtant...
On construit une suite de fonctions (Fn)n dé�nies sur [0, 1] et à valeurs dans [0, 1] de la façon
suivante. On pose F0(x) = x pour tout x ∈ [0, 1]. On construit ensuite F1 en divisant l'intervalle
[0, 1] en trois. Sur [0, 1/3], F1 est a�ne et véri�e F1(0) = 0 et F1(1/3) = 1/2. Sur [1/3, 2/3],
F1 vaut 1/2. En�n F1 est a�ne sur l'intervalle [2/3, 1] (voir Figure 3.1). On itère ensuite ce
procédé : on divise tout intervalle I où Fn est a�ne et la fonction Fn+1 sera a�ne par morceaux
sur cet intervalle, constante et égale à la valeur maxI(Fn)+minI(Fn)

2 sur l'intervalle du milieu (voir
la courbe de F2 sur la Figure 3.2). Plus formellement, on a pour x ∈ [0, 1] et n ∈ N :

Fn+1(x) =
1

2
Fn(3x)1[0,

1

3
](x) +

1

2
Fn(3x)1] 1

3
, 2
3

](x) +

(
1

2
+

1

2
Fn(3− 2x)

)
1[ 2

3
,1](x),

ce qui permet d'obtenir la borne

sup
x∈[0,1]

|Fn+1(x)− Fn(x)| ≤ 1

2n
.

On peut alors montrer que la suite de fonctions (Fn)n converge uniformément sur [0, 1] vers
une fonction F qui sera ainsi croissante et continue sur [0, 1]. Par contre, il n'existe aucun
sous-intervalle de [0, 1] sur lequel F est strictement croissante. On peut voir sur la Figure 3.3
la courbe de l'approximation F10 de F . En prolongeant F par 0 sur les réels négatifs et par
1 sur [1,+∞[, on obtient une fonction de répartition sur R. Le complémentaire de la réunion
des intervalles où F est constante est appelé l'ensemble de Cantor C(3). On peut montrer que
C(3) est non dénombrable. De plus, C(3) est un borélien de mesure de Lebesgue nulle (voir
ci-après), ce qui fournit un exemple d'ensemble non dénombrable mais de longueur nulle (un
ensemble dénombrable étant forcément de mesure de Lebesgue nulle par σ−additivité). Aussi la
mesure de probabilité µF associée à F n'admet pas d'atome (µF ({x}) = 0 pour tout x car F est
continue) mais n'admet pas de densité non plus (voir un peu plus loin, on peut déjà constater
que F ′(x) = 0 si x ∈ C(3)c) !
En modi�ant l'ensemble de Cantor, on peut aussi construire un borélien de longueur non nulle
mais d'intérieur vide (c'est à dire pour lequel il est impossible d'y inclure un intervalle ouvert,
aussi petit soit-il). Voici un exemple de construction. Soit k un entier plus grand que 3. On part
de l'intervalle [0, 1] et on pose E1 = E1,1 =]1

2 −
1
2k ,

1
2 + 1

2k [ (intervalle de longueur 1
k centré en

1
2). L'ensemble [0, 1] \E1 est composé de deux intervalles disjoints I1 et I2. On enlève alors deux
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Figure 3.1: Graphe de F0 Figure 3.2: Graphe de F1 Figure 3.3: Graphe de F10

intervalles ouverts E21 et E22 centré sur I1 et I2 et de longueur 1
k2
. On pose alors E2 = E21∪E22.

[0, 1] \ (E1 ∪ E2) est composé de 4 intervalles disjoints sur lesquels on enlève des intervalles de
longueur 1

k3
. Ainsi par récurrence, on peut dé�nit pour tout n ≥ 1 une suite d'intervalles ouverts

disjoints deux à deux (Eni)1≤i≤2n−1 et tous de longueur 1
kn et on pose En = ∪2n−1

i=1 Eni. Pour
k = 3, En représente la réunion de tous les intervalles sur lesquels Fn devient constante sans que
Fn−1 le soit. Notons alors

C(k) = [0, 1] \ ∪∞n=1En.

Cette notation est bien compatible avec le cas k = 3 car on retrouve bien l'ensemble de Cantor.
Calculons la longueur de C(k). Tout d'abord par additivité, on a

λ(En) =

2n−1∑
i=1

λ(Eni) =
2n−1

kn
.

Par σ−additivité, on trouve

λ (C(k)) = 1−
+∞∑
n=1

2n−1

kn
=
k − 3

k − 2
.

Ainsi si k = 3, C(k) est donc bien de longueur nulle, alors que pour k > 3, C(k) a une longueur
strictement positive. De plus C(k) est d'intérieur vide (car la longueur des intervalles conservés
d'une étape à la suivante est divisée par 2).

3.2 Intégrale d'une fonction mesurable par rapport à une mesure

Soit (E, E , µ) un espace mesuré (c'est à dire un triplet composé d'un ensemble, d'une tribu
sur cet ensemble et d'une mesure dé�nie sur cette tribu). On considérera des fonctions f : E →
R ∪ {−∞,+∞} dites mesurables, c'est à dire telles que

1. Pour tout couple (a, b) de nombres réels, {x ∈ E : a ≤ f(x) ≤ b} ∈ E .
2. {x ∈ E : f(x) = −∞} ∈ E .

Une fonction mesurable est donc l'analogue d'une variable aléatoire dans le cadre la théorie des
probabilités (on rajoute la possibilité pour ce type de fonctions de prendre des valeurs +∞ ou
−∞, ce qui peut parfois s'avérer utile). Comme pour les variables aléatoires on peut montrer
que pour tout borélien B ∈ B(R), l'ensemble {x ∈ E : f(x) ∈ B} appartient à E .
Dans la suite, on dira qu'une fonction f : E → R est étagée si elle est mesurable et ne prend
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qu'un nombre �ni de valeurs. Si, on note y1, . . . , yN les valeurs distinctes d'une fonction étagée
f , on convient d'écrire dans la suite

f =
N∑
i=1

yi1Ai ,

où on a posé pour 1 ≤ i ≤ N , Ai = {f = yi} = {x ∈ E : f(x) = yi} qui est un élément de E .
On peut toujours approcher une fonction mesurable f à valeurs dans R̄+ = R ∪ {+∞} par une
suite croissante de fonctions positives étagées. Il su�t de modi�er la suite dé�nie au Chapitre 1
(cf Proposition 6) en posant pour n ∈ N :

fn(x) =
22n−1∑
k=0

k

2n
1 k

2n
≤f< k+1

2n
+ 2n1f≥2n , x ∈ E. (3.1)

La preuve est alors quasiment identique à celle de la Proposition 6.
Pour pouvoir additionner ou multiplier des fonctions mesurables, il est nécessaire de prolonger
l'addition et la multiplication à R̄ = R ∪ {−∞,+∞} en adoptant les conventions suivantes.

+∞+ a = a+ (+∞) = +∞, a ∈ R ∪ {+∞},

−∞+ a = a+ (−∞) = −∞, a ∈ R ∪ {−∞},

a× (+∞) = (+∞)× a = +∞, a > 0,

a× (+∞) = (+∞)× a = −∞, a < 0,

a× (−∞) = (−∞)× a = −∞, a > 0,

a× (−∞) = (−∞)× a = +∞, a < 0,

0× (+∞) = (+∞)× 0 = 0× (−∞) = (−∞)× 0 = 0.

Seule la somme +∞+ (−∞) n'est pas dé�nie.

Lorsque E = R et E = B(R), la plupart des fonctions sont mesurables (les fonctions continues,
continues par morceaux et des fonctions bien plus irrégulières encore). La notion de mesurabilité
est stable par tout un tas d'opérations, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 13 1. Soient f, g : E → R̄ deux fonctions mesurables. Alors la fonction fg est

encore mesurable. Si de plus f + g est dé�nie (c'est à dire lorsque la somme +∞+ (−∞)
n'intervient pas) alors f + g est mesurable.

2. Si f : E → Rd est une fonction mesurable et g : Rd → R est une fonction mesurable

lorsque Rd est muni de la tribu des boréliens alors g ◦ f : E → R est mesurable.

3. Soit fn : E → R̄ une suite de fonctions mesurables. Alors les applications infn∈N fn et

supn∈N fn sont mesurables. Si de plus la suite est convergente point par point vers une

fonction f , alors f est également mesurable.

Remarquons que le point 2. permet d'a�rmer que g(X) est une variable aléatoire dès que X
est une variable aléatoire et g est une fonction mesurable. La preuve de ce point est d'ailleurs
triviale : si A ∈ B(R), alors

{g(X) ∈ A} =
{
X ∈ g−1(A)

}
qui est bien un élément de A vu que la mesurabilité de g entraîne que g−1(A) ∈ B(Rd).
Cette stabilité de la notion de mesurabilité est remarquable. Dans l'intégrale de Riemann, les
suites de fonctions Riemann-intégrables peuvent avoir une limite non Riemann-intégrable.
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Nous allons intégrer les fonctions mesurables à partir des fonctions étagées (comme pour les
variables aléatoires).
Pour une fonction étagée f =

∑N
i=1 yi1f=yi , on pose∫

fdµ =
N∑
i=1

yiµ(f = yi).

On retiendra en particulier que
∫
1Adµ = µ(A) et que lorsque f est constante égale à m, on

a
∫
fdµ = m × µ(E). La dé�nition de l'intégrale pour une fonction mesurable générale se fait

alors comme pour l'espérance des variables aléatoires.

Proposition 14 1. Soit f : E → R+ ∪ {+∞} une fonction mesurable. L'intégrale de f par

rapport à la mesure µ est notée
∫
fdµ ou aussi

∫
f(x)dµ(x) et est dé�nie par∫

fdµ = lim
n→+∞

∫
fndµ,

où (fn)n est une suite croissante de fonctions étagées positives, convergente point par point

vers f .

2. Soit f : E → R̄ une fonction mesurable. Soient f+ et f− les parties positives et négatives

de f (voir Chapitre 1). On dit que f est intégrable lorsque
∫
f+dµ < +∞ et

∫
f−dµ < +∞

sont intégrables. Dans ce cas, on pose∫
fdµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ.

Ainsi si (Ω,A,P) est un espace probabilisé et X : Ω→ R est une variable aléatoire intégrable, on
a E(X) =

∫
XdP : l'espérance mathématique est donc un cas particulier d'intégrale par rapport

à une mesure. On dispose alors des propriétés suivantes qui se démontrent de la même façon que
les propriétés de l'espérance des variables aléatoires (voir Chapitre 1).

Proposition 15 Soient f, g : E → R̄ deux fonctions mesurables ou bien toutes deux à valeurs

dans R+ ∪ {+∞} ou bien toutes deux intégrables.

1. On a
∫

(f + g)dµ =
∫
fdµ +

∫
gdµ lorsque la fonction somme f + g est bien dé�nie. En

particulier, f + g est intégrable lorsque f et g sont intégrables.

2. Si a ∈ R, alors
∫
afdµ = a

∫
fdµ.

3. Si f ≤ g alors
∫
fdµ ≤

∫
gdµ.

4. La fonction f est intégrable si et seulement si la fonction |f | est intégrable (ce qui s'écrit∫
|f |dµ < +∞). On a alors

|
∫
fdµ| ≤

∫
|f |dµ.

Si A ∈ E et f : E → R̄, on dé�nit ∫
A
fdµ =

∫
1Afdµ.

Autrement dit, on dé�nit l'intégrale de f sur A comme l'intégrale sur E de la fonction qui
est égale à f sur A et qui vaut 0 sur Ac. Remarquons que lorsque f est intégrable, f1A l'est
également car sa valeur absolue est intégrable : en e�et

|f1A| = 1A|f | ≤ |f |
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et la proposition précédente assure que
∫
|f1A|dµ ≤

∫
|f |dµ < +∞.

Une autre conséquence de la linéarité de l'intégrale est la suivante : si A et B sont deux éléments
de E disjoints et f une fonction mesurable positive ou intégrable alors∫

A∪B
fdµ =

∫
A
fdµ+

∫
B
fdµ.

En e�et, en utilisant l'égalité 1A∪B = 1A + 1B, il est facile de véri�er que ces deux quantités
valent

∫
(1A + 1B)fdµ.

3.2.1 Intégration par rapport à une mesure discrète.

Soit µ =
∑+∞

n=0 pnδxn où (pn)n est suite de réels positifs et (xn)n une suite de points distincts
de E = Rd que l'on munit de l'ensemble de ses parties. Alors dans ce cas nous obtenons le
résultat suivant.

Proposition 16 Toute fonction f : E → R est mesurable. Lorsque f prend ses valeurs dans

R+ ou que f est intégrable, alors ∫
fdµ =

+∞∑
n=0

pnf(xn).

En particulier f est intégrable si et seulement si
∑+∞

n=0 pn|f(xn)| < +∞.

Preuve Le fait que toute fonction soit mesurable résulte du choix de la tribu P(Rd).
� Commençons par le cas d'une fonction étagée positive prenant les valeurs y1, . . . yN et
posons Ai = {f = yi} pour i = 1, . . . , N . Remarquons alors que xn ∈ Ai ⇔ f(xn) = yi.
Alors on a∫

fdµ =
N∑
i=1

yiµ(Ai)

=
N∑
i=1

yi

+∞∑
n=0

pn1Ai(xn)

=

+∞∑
n=0

pn

N∑
i=1

yi1Ai(xn)

=
+∞∑
n=0

pn

N∑
i=1

f(xn)1Ai(xn)

=
+∞∑
n=0

pnf(xn).

La dernière égalité est due au fait que xn ne peut appartenir qu'à un seul ensemble Ai.
� Passons maintenant au cas d'une fonction positive. Si fk est une fonction étagée plus petite
que f , alors on a ∫

fkdµ =
+∞∑
n=0

pnfk(xn) ≤
+∞∑
n=0

pnf(xn).

Ainsi, par dé�nition de l'intégrale, on a nécessairement
∫
fdµ ≤

∑+∞
n=0 pnf(xn). Pour mon-

trer l'inégalité dans l'autre sens, on peut observer que f ≥ f1{x0,...,xn} = g. La fonction g
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ne prend qu'un nombre �ni de valeurs et il est facile de prouver que
∫
gdµ =

∑N
n=0 pnf(xn)

en utilisant le premier point. En utilisant le point 3. de la propriété 15, on a∫
fdµ ≥

∫
gdµ =

N∑
i=1

pif(xi).

En passant à la limite sur N , on voit que∫
fdµ ≥

+∞∑
n=0

pnf(xn).

On a donc bien la formule annoncée.
� Considérons en�n le cas d'une fonction f de signe quelconque. f est intégrable si et seule-
ment si |f | l'est, ce qui signi�e d'après le point précédent que

∑+∞
n=0 |f(xn)|pn < +∞. Dans

ce cas, on a, en appliquant la dé�nition de l'intégrale et le point précédent∫
fdµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ =

+∞∑
n=0

pn
(
f+(xn)− f−(xn)

)
=

+∞∑
n=0

pnf(xn),

ce qui achève la preuve.�
En�n, mentionnons le théorème fondamental suivant.

Théorème 6 (convergence monotone) Pour tout suite croissante fn : E → R+ ∪ {+∞} de
fonctions mesurables, on a ∫

lim
n→+∞

fndµ = lim
n→+∞

∫
fndµ.

Évidemment lorsque une suite de fonctions positives est croissante, sa limite est bien dé�nie.
Cette limite f est de plus une fonction mesurable positive et l'intégrale est donc bien dé�nie.
Mentionnons une conséquence en probabilité. Supposons que (Xn)n∈N soit une suite de variables
aléatoires toutes positives. Alors on a

E

(
+∞∑
n=0

Xn

)
=

+∞∑
n=0

E (Xn) .

Pour le voir, il su�t de considérer fN =
∑N

n=0Xn et d'appliquer le théorème de la convergence
monotone.

3.2.2 L'intégrale de Lebesgue et l'intégrale de Riemann

Lorsque µ = λ (mesure de Lebesgue sur R), on obtient une intégrale appelée intégrale
de Lebesgue. Nous allons voir que cette intégrale coïncide le plus souvent avec l'intégrale de
Riemann lorsque cette dernière a bien un sens. De plus il existe des fonctions intégrables au sens
de Lebesgue mais pas au sens de Riemann. Rappelons la dé�nition de l'intégrale de Riemann
sur un intervalle fermé borné [a, b] de R. Une partie �nie ∆ de [a, b] contenant les points a et b
est appelée une subdivision de [a, b] et sera notée

∆ := a = x1 < x2 < . . . < xn = b.

La �nesse d'une subdivision est dé�nie par |∆| = max
1≤i≤n

|xi+1 − xi|.

Soit f : [a, b] → R une fonction bornée. Pour toute subdivision ∆ : a = x1 < x2 . . . < xn, on
pose

mi = inf
xi≤x≤xi+1

f(x), Mi = sup
xi≤x≤xi+1

f(x).
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On dé�nit alors

s∆ =
n∑
i=1

mi (xi+1 − xi) , S∆ =
n∑
i=1

Mi (xi+1 − xi) .

L'idée est alors d'encadrer l'aire sous la courbe de f entre celle de g∆ =
∑n

i=1mi1]xi,xi+1] et
h∆ =

∑n
i=1Mi1]xi,xi+1]. On peut remarquer que

∆ ⊂ ∆′ ⇒ s∆ ≤ s∆′ ≤ S∆′ ≤ S∆.

On dit alors que f est Riemann-intégrable si sup∆ s∆ = inf∆ S∆, valeur appelée intégrale de f
sur [a, b]. On peut montrer que f est Riemann-intégrable si et seulement si il existe une suite
croissante (∆k)k de subdivisions dont la �nesse tend vers 0 telle que

lim
k→∞

s∆k
= lim

k→∞
S∆k

.

Il existe des fonctions Lebesgue-intégrables qui ne sont pas Riemann-intégrables. C'est par
exemple le cas pour f = 1Q sur l'intervalle [0, 1]. En e�et, pour toute subdivision ∆ de [0, 1],
on a Mi = 1 et mi = 0 pour tout i, ce qui entraîne s∆ = 0 et S∆ = 1 et f ne peut être
Riemann-intégrable sur [0, 1]. En revanche f est Lebesgue-intégrable et∫ 1

0
f(x)dλ(x) = λ (Q ∩ [0, 1]) = 0,

car Q∩[0, 1] est dénombrable. Ainsi, le théorème de convergence monotone n'est pas vrai pour les
fonctions Riemann-intégrables : si (rn)n est une énumération des nombres rationnels de [0, 1],
la suite de fonctions fn = 1{r0,...,rn} est croissante vers f = 1Q∩[0,1] qui n'est pas Riemann-

intégrable alors que fn l'est et véri�e
∫ 1

0 fn(x)dx = 0.
Nous avons en fait le résultat suivant.

Proposition 17 Soit f : [a, b]→ R une fonction bornée.

1. Si f est Riemann-intégrable, f est Lebesgue-intégrable et les valeurs des deux intégrales

sont les mêmes.

2. La fonction f est Riemann-intégrable si et seulement si l'ensemble D des points de discon-

tinuité de f véri�e λ(D) = 0.

On peut véri�er que la fonction 1Q n'est continue en aucun point, le point 2. de la proposition
con�rme la non-intégrabilité de cette fonction au sens de Riemann.
Au niveau des intégrales impropres, toute fonction positive admettant une intégrale impropre
au sens de Riemann est intégrable au sens de Lebesgue et les intégrales sont égales. Prouvons-le
pour une fonction f : [0,+∞[→ [0,+∞[. On a∫ +∞

0
f(x)dx = lim

n→+∞

∫ n

0
f(x)dx = lim

n→+∞

∫ n

0
f(x)dλ(x) =

∫ +∞

0
f(x)dλ(x),

où la deuxième égalité résulte de la proposition précédente et la troisième du théorème de la
convergence monotone (car fn = f1[0,n] est une suite croissante de fonctions positives).
Il existe néanmoins un cas où une fonction peut admettre une intégrale impropre au sens de Rie-
mann sans être intégrable au sens de Lebesgue. C'est le cas des fonctions oscillantes. Un exemple
simple est donnée par la fonction f =

∑+∞
n=0 an1[n,n+1[ qui admet une intégrale impropre au sens

de Riemann lorsque la série
∑+∞

n=0 an est convergente mais qui n'est pas Lebesgue-intégrable sur
[0,+∞[ lorsque cette série n'est pas absolument convergente (l'intégrale de Lebesgue demande
à ce que la valeur absolue de f ait une intégrale �nie).
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Notation. Au vu des résultats précédents, nous noterons souvent
∫
f(x)dx (au lieu de

∫
f(x)dλ(x))

l'intégrale de la fonction f au sens de Lebesgue. De plus les résultats utilisés pour les intégrales
de Riemann (intégration par parties, formule du changement de variable) peuvent aussi être uti-
lisés pour l'intégrale de Lebesgue (nous énoncerons la formule du changement de variables dans
Rn un peu plus loin). On pourra noter la di�érence fondamentale concernant la construction
de ces deux intégrales : l'intégration au sens de Riemann se base sur l'approximation par des
fonctions dites en escalier construites à l'aide de subdivisions sur l'axe des abscisses alors que
l'intégrale de Lebesgue utilise des fonctions étagées construites à l'aide de subdivisions de l'axe
des ordonnées (voir la suite de fonctions 3.1).

3.2.3 Le presque partout

Soit (E, E , µ) un espace mesuré. On dira que deux fonctions mesurables f, g : E → R̄ sont
égales presque partout et on note f = g p.p, lorsque µ (f 6= g) = 0. Lorsque µ est une mesure
de probabilité, on dit plutôt que f et g sont égales presque sûrement (et on note f = g p.s), ce
qui revient aussi à avoir µ(f = g) = 1.

Proposition 18 Soit f, g : E → R̄ deux fonctions mesurables.

1. Supposons f = g p.p. Alors f est intégrable si et seulement si g est intégrable. Dans ce cas

on a
∫
fdµ =

∫
gdµ. En particulier, pour A ∈ E, on a

∫
A f(x)dµ(x) = 0 lorsque µ(A) = 0.

2. Supposons que f soit à valeurs dans R+∪{+∞}. Alors
∫
fdµ = 0 si et seulement si f = 0

p.p.

3. Supposons que f soit à valeurs dans R+ ∪ {+∞}. De plus si
∫
fdµ < +∞ alors µ(f =

∞) = 0. Dans ce cas on dit que f < +∞ p.p.

Remarques.

� Considérons le cas où (E, E , µ) = (R,B(R), λ). Si f : R → R est une fonction intégrable
et g : R→ R telle que g(x) = f(x) pour x ∈ Dc. Si λ(D) = 0 (c'est par exemple le cas si
D est dénombrable), alors le premier point de cette proposition assure que l'intégrale de
g est égale à l'intégrale de f .

� Le deuxième point a déjà été utilisé au Chapitre 1 pour montrer qu'une variable aléa-
toire positive d'espérance nulle est une variable aléatoire nulle p.s et donc qu'une variable
aléatoire de carré intégrable et de variance nulle était presque sûrement égale à sa moyenne.

� Illustrons le troisième point dans le cadre des probabilités. Considérons une suite (Xn)n∈N
de variables aléatoires telle que pour tout n ∈ N,Xn suive une loi de Bernoulli de paramètre
pn. Alors si

∑+∞
n=0 pn < +∞, la variable aléatoire X =

∑+∞
n=0Xn (qui existe en tant que

limite d'une suite croissante de variables aléatoires) est �nie presque sûrement. En e�et,
on a par convergence monotone

E

(
+∞∑
n=0

Xn

)
=

+∞∑
n=0

E(Xn) =
+∞∑
n=0

pn < +∞,

et la variable aléatoire X est �nie presque sûrement d'après le troisième point de la propo-
sition précédente. La variable aléatoire X ne peut évidemment être �nie en tout point ω :
elle vaut +∞ lorsque qu'une in�nité de 1 apparaisse dans la suite ; par contre la probabilité
que cela se produise est nulle.
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3.3 Mesure produit et théorème de Fubini

Les produits de mesure généralisent ceux déjà vues pour les mesures de probabilité (cf Cha-
pitre 1). Cette notion permet également de dé�nir l'aire ou le volume d'un borélien de R2 ou
de R3, en e�ectuant un produit de mesure à l'aide de la mesure de Lebesgue. Rappelons (voir
Chapitre 1) que si E et F sont deux ensembles, chacun muni d'une tribu notée respectivement
E et F alors la tribu produit sur E × F est notée E ⊗ F et est dé�nie par

E ⊗ F = σ ({B × C : (B,C) ∈ E × F}) .

On dé�nit le produit de deux mesures µ et ν sur E × F lorsque les deux mesures sont σ−�nies.
On dit qu'une mesure µ est σ−�nie lorsqu'on peut écrire E = ∪n∈NEn avec (En)n∈N une suite
d'éléments de E , croissante pour l'inclusion, et telle que µ(En) < +∞ pour tout n ∈ N. Toute
mesure de probabilité est σ−�nie (en prenant En = E pour tout n). La mesure de Lebesgue est
aussi σ−�nie car R = ∪n∈N[−n, n] et λ([−n, n]) = 2n < +∞. Plus généralement, toute mesure
de Lebesgue-Stieljes est σ−�nie.

Théorème 7 Si (E, E , µ) et (F,F , ν) sont deux espaces mesurés avec des mesures µ et ν toutes

deux σ−�nies, alors il existe une unique mesure, notée µ⊗ ν, dé�nie sur E ⊗ F et telle que

µ⊗ ν (B × C) = µ(B)× ν(C), (B,C) ∈ E × F . (3.2)

On dit que µ⊗ ν est la mesure produit de µ et de ν.

Par récurrence, on peut aussi dé�nir la mesure produit de n mesures σ−�nies (comme cela a été
directement énoncé au Chapitre 1).

Cas particulier fondamental. Supposons que E = F = R est muni de la tribu des boréliens
et que µ = ν = λ la mesure de Lebesgue. Dans ce cas λ⊗ λ est notée λ2 et est appelée mesure
de Lebesgue sur R2. Ainsi pour deux boréliens B et C de R, on a

λ2(B × C) = λ(B)λ(C).

On dit alors que λ2 est la mesure d'aire (pour A ∈ B(R2), on dit que λ2(A) est le volume
du borélien A). Il est également possible de dé�nir par récurrence le produit λ ⊗ . . . ⊗ λ de n
mesures de Lebesgue, mesure notée λn et qui est appelée la mesure de Lebesgue sur Rn. Pour
n = 3, 4, . . ., on parle de mesure de volume.

Revenons au cas général d'un produit µ ⊗ ν. Évidemment un élément A de la tribu E ⊗ F
ne peut pas toujours s'écrire B × C avec (B,C) ∈ E × F (par exemple si A est un disque de
R2). Il est alors possible de calculer la mesure de A à partir de la mesure de ces �sections". Plus
précisément, si (x, y) ∈ E × F , on dé�nit les sections A(x) et A(y) de A par

A(x) =
{
y′ ∈ F : (x, y′) ∈ A

}
, A(y) =

{
x′ ∈ E : (x′, y) ∈ A

}
.

Il est possible de véri�er que A(x) ∈ F et A(y) ∈ E . De plus on peut montrer que

(µ⊗ ν) (A) =

∫
µ (A(y)) dν(y) =

∫
ν (A(x)) dµ(y). (3.3)

On peut donc calculer la mesure de A en intégrant la mesure de ses sections. Lorsque µ = ν =
λ, les longueurs de deux sections d'un borélien de R2 sont représentées sur la Figure 3.4. La
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Figure 3.4: Un borélien et les longueurs de deux de ses sections

possibilité d'intégrer les sections en commençant par une ou l'autre des variables x ou y peut
être justi�ée : les deux applications κ1 : E ⊗ F → R+ ∪ {+∞} et κ2 : E ⊗ F → R+ ∪ {+∞}
dé�nies par

κ1(A) =

∫
µ (A(y)) dν(y), κ2(A) =

∫
ν (A(x)) dµ(y),

sont en fait deux mesures σ−�nies qui satisfont (3.2) et ces mesures sont donc égales par unicité.

On a alors le théorème fondamental dit théorème de Fubini qui permet de calculer l'intégrale
d'une fonction par rapport à la mesure produit en utilisant uniquement le calcul intégral sur les
mesures µ et ν.

Théorème 8 Soit f : E × F → R̄ une application mesurable (par rapport à la tribu produit).

1. Si f prend des valeurs positives ou éventuellement +∞ alors∫
f(x, y)dµ⊗ν(x, y) =

∫ (∫
f(x, y)dµ(x)

)
dν(y) =

∫ (∫
f(x, y)dν(y)

)
dµ(x). (3.4)

2. Supposons que f prenne des valeurs quelconques. Alors, f est intégrable si et seulement si

l'une ou l'autre des intégrales∫ (∫
|f(x, y)|dν(y)

)
dµ(x),

∫ (∫
|f(x, y)|dµ(x)

)
dν(y) est �nie (remarquer que ces deux in-

tégrales sont forcément égales d'après le point 1.). Dans ce cas on a encore (3.4).

On pourra remarquer que lorsque f = 1A, alors on retrouve bien les égalités (3.3).
Ce théorème est extrêmement utile. Voyons deux cas particuliers rencontrés couramment.

� Lorsque E = F = R et µ = ν = λ, on a sous les hypothèses du théorème∫
f(x, y)dλ2(x, y) =

∫ (∫
f(x, y)dx

)
dy =

∫ (∫
f(x, y)dy

)
dx.

L'intégrale sur R2 fournit un calcul du volume situé sous le graphe de la fonction f . Ce
volume peut être calculé, en commençant d'abord par calculer l'aire située sous le graphe
des applications partielles x 7→ f(x, y) ou y 7→ f(x, y) (voir Figure 3.5). Mentionnons deux
cas particuliers fondamentaux. Lorsque f(x, y) = g(x)h(y) pour deux fonctions mesurables
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Figure 3.5: Illustration du calcul d'aire

g et h, alors f est intégrable (pour λ2) si et seulement si g et h sont intégrables (pour λ).
De plus, on a dans ce cas∫

f(x, y)dλ2(x, y) =

∫
g(x)dx×

∫
h(y)dy,

égalité qui est en fait toujours véri�ée si h et g sont à valeurs dans R+ ∪ {+∞}.
Le deuxième cas concerne l'intégration sur un sous-ensemble de R2. Rappelons que par
dé�nition ∫

A
f(x, y)dλ2(x, y) =

∫
1A(x, y)f(x, y)dλ2(x, y).

Lorsque A = B × C et sous les conditions du théorème de Fubini, on a∫
A
f(x, y)dλ2(x, y) =

∫
B

(∫
C
f(x, y)dy

)
dx =

∫
C

(∫
B
f(x, y)dx

)
dy.

� Toujours lorsque E = F = R mais que ν = λ et µ est la mesure de comptage sur N, on a

+∞∑
n=0

∫
f(n, y)dy =

∫ (+∞∑
n=0

f(n, y)

)
dy,

lorsque f est positive ou intégrable (ce qui signi�e que
+∞∑
n=0

∫
|f(n, y)|dy < +∞).

� Lorsque µ et ν sont toutes deux égales à la mesure de comptage sur N, on retrouve le
théorème de Fubini énoncé au Chapitre 2.

3.4 Mesure à densité et théorème de transfert

Maintenant que l'intégrale d'une fonction par rapport à une mesure a été dé�nie, on peut
construire d'autres mesures appelées mesures à densité.

Proposition-Dé�nition 2 Soit (E, E , µ) un espace mesuré et soit f : E → R+ une fonction

mesurable. Alors l'application ν : E → R+ ∪ {+∞} dé�nie par

ν(A) =

∫
A
fdµ, A ∈ E ,

est une mesure appelée mesure de densité f par rapport à µ. On note ν = f · µ.
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Remarque. Il est important de remarquer que la densité f de la mesure ν n'est pas unique.
Supposons qu'une fonction mesurable g soit telle que µ ({x ∈ E : g(x) 6= f(x)}) = 0 (c'est à dire
f = g p.p). Alors g est encore une densité car

ν(A) =

∫
A
f(x)dν(x)

=

∫
A
1f(x)=g(x)f(x)dµ(x) +

∫
A
1f(x)6=g(x)f(x)dµ(x)

=

∫
A
1f(x)=g(x)g(x)dµ(x) + 0

=

∫
A
1f(x)=g(x)g(x)dµ(x)

=

∫
A
g(x)dµ(x).

Nous avons utilisé le premier point de la Proposition 18. On peut donc modi�er une densité
sur un ensemble de mesure nulle. Ainsi, si µ = λ la mesure de Lebesgue sur R, toute fonction
obtenue en modi�ant la densité de départ en un nombre �ni ou in�ni dénombrable de points est
encore une densité. Lorsque µ = λ2 est la mesure de Lebesgue sur R2, alors on peut modi�er
une densité le long d'un segment ou d'une droite de R2 : par exemple si D = {(x, y) : x = 0},
on a par le théorème de Fubini

λ2(D) =

∫
λ(Dy)dy =

∫
λ({0})dy = 0.

Preuve. Véri�ons que ν est bien une mesure.
On a ν(∅) = 0 car la fonction 1∅f est nulle. De plus si (An)n∈N est une suite d'éléments de E
disjoints deux à deux, alors en utilisant le fait que

1∪+∞n=0An
=

+∞∑
n=0

1An

et le théorème de la convergence monotone, on a

ν
(
∪+∞
n=0An

)
=

∫
1∪+∞n=0An

fdµ

=

∫ +∞∑
n=0

1Anfdµ

=

+∞∑
n=0

∫
1Anfdµ

=
+∞∑
n=0

ν(An).

Ainsi ν est bien une mesure.�

Exemples

� Lorsque (E, E , µ) =
(
Rd,B(Rd), λd

)
et f : Rd → R+ est une fonction intégrable et d'in-

tégrale 1, on dit que ν est une mesure de probabilité à densité par rapport à la mesure
de Lebesgue (lorsque il n'y aura pas d'ambiguïté, on parlera simplement de mesure de
probabilité à densité).
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� Supposons (E, E , µ) = (R,B(R), λ) et soit f : R→ R+ une fonction intégrable par rapport
à λ. Alors la mesure ν = f · λ coïncide avec la mesure de Lebesgue-Stieltjes µF associée à
la fonction F : R→ R+ dé�nie par F (x) =

∫ x
−∞ f(z)dz pour tout x ∈ R. Pour véri�er ceci,

on véri�e que ν et µF sont égales sur les intervalles. Il est ensuite possible de montrer que
l'ensemble des boréliens A pour lesquels ν et µF coïncident est une tribu. Comme cette
tribu contient les intervalles, elle est forcément égale à B(R), ce qui montre l'égalité des
deux mesures sur B(R).

� Lorsque E = R, E = P(R) et µ désigne la mesure de dénombrement sur N, toute mesure
discrète ν =

∑+∞
n=0 pnδn possède une densité f par rapport à µ. Il su�t de dé�nir f : R→

R+ par f(n) = pn pour n ∈ N et f(x) = 0 si x /∈ N. En e�et, en utilisant l'expression de
intégrales pour les mesures discrètes, on a alors pour A ∈ P(R) :

∫
1Afdµ =

+∞∑
n=0

1A(n)f(n) =
+∞∑
n=0

1A(n)pn = ν(A).

Proposition 19 Soient (E, E , µ) un espace mesuré et f : E → R+ une fonction mesurable.

Posons ν = f · µ. Soit en�n g : E→ R̄ une fonction mesurable.

1. Si g prend ses valeurs dans R+ ∪ {+∞}, alors∫
gdν =

∫
fgdµ.

2. La fonction g est intégrable par rapport à ν si et seulement si fg est intégrable par rapport

à µ. Dans ce cas, on a encore ∫
gdν =

∫
fgdµ.

Preuve.

1. L'égalité est véri�ée pour une fonction étagée g =
∑N

i=1 yi1Ai positive. En e�et, on a

∫
gdν =

N∑
i=1

yiν(Ai) =
N∑
i=1

yi

∫
1Aifdµ =

∫
gfdµ,

en utilisant la linéarité de l'intégrale.
Soit maintenant g une fonction mesurable à valeurs dans R+ ∪ {+∞} et (gn)n une suite
croissante de fonctions étagées positives convergente point par point vers g. Alors (gnf)n
est une suite croissante de fonctions mesurables positives convergente point par point vers
la fonction gf . Le théorème de la convergence monotone et la dé�nition de l'intégrale
entraîne alors ∫

gdν = lim
n→+∞

∫
gndν = lim

n→+∞

∫
gnfdµ =

∫
gfdµ.

2. Si maintenant g prend des valeurs quelconques, on sait que g est intégrable par rapport à
ν si et seulement si

∫
|g|dν < +∞. Or d'après le premier point

∫
|g|dν =

∫
|gf |dµ. On a

donc bien la condition nécessaire et su�sante annoncée pour l'intégrabilité. En appliquant
les formules du point 1. à g+ et g−, on a bien la formule annoncée pour l'intégrale.�

50



Exemple. Sur l'espace probabilisé (R,B(R),P) avec P = f · λ (f : R → R+ étant une fonc-
tion mesurable telle que

∫
f(x)dx = 1), toute variable aléatoire X positive véri�e E(X) =∫

X(x)f(x)dx.

Passons maintenant au théorème de transfert dans un cadre général. Considérons un espace
probabilisé (Ω,A,P) et une variable aléatoire X : Ω→ Rd. Si on considère l'univers des valeurs
possibles pour X, on a un autre espace probabilisé :

(
Rd,B(Rd),PX

)
. Le théorème de transfert

permet de calculer l'espérance d'une variable aléatoire fonction de X uniquement à partir de la
loi de X.

Théorème 9 (théorème de transfert) Soit g : Rd → R̄ une fonction mesurable.

1. Si g prend ses valeurs dans R+ ∪ {+∞}, alors on a la formule

E (g(x)) =

∫
g(x)dPX(x). (3.5)

2. Dans le cas général, la variable aléatoire Y = g(X) est intégrable si et seulement si g est

PX intégrable. Dans ce cas, on a encore la formule (3.5).

Cas particuliers

� Lorsque PX = f · λd (on dit que la loi de X est à densité), on a pour toute fonction
mesurable positive g :

E (g(X)) =

∫
g(x)f(x)dx.

Cette égalité est due au théorème de transfert et à la Proposition 19. La même égalité
vaut aussi lorsque

∫
|g(x)|f(x)dx < +∞.

� Lorsque PX =
∑+∞

n=0 pnδxn est une mesure de probabilité discrète (et donc que X est
une variable aléatoire discrète) on retrouve le théorème de transfert déjà énoncé lors du
Chapitre 2.

Preuve du théorème. Comme auparavant, on prouve ce résultat en suivant les étapes de la
construction de l'intégrale.

1. Si g =
∑N

i=1 yi1Ai est une fonction étagée, on a

g(X) =

N∑
i=1

yi1X∈Ai .

Par dé�nition, on a

E (g(X)) =

N∑
i=1

yiP (X ∈ Ai) =

N∑
i=1

yi

∫
1Ai(x)dPX(x).

En utilisant la linéarité de l'intégrale, on a bien E (g(X)) =
∫
g(x)dPX(x).

Si maintenant (gn)n est une suite croissante de fonctions étagées positives convergente
point par point vers g alors (gn(X))n est aussi une suite croissante de fonctions étagées
positives convergente point par point vers g(X). On a alors

E (g(X)) = lim
n→+∞

E (gn(X)) = lim
n→+∞

∫
gn(x)dPX(x) =

∫
g(x)dPX(x).

2. Comme d'après le premier point E (|g(X)|) =
∫
|g(x)|dPX(x), la variable aléatoire Y =

g(X) est intégrable si et seulement si g est PX−intégrable. En décomposant g = g+ − g−,
on obtient le résultat en utilisant le point précédent et la linéarité de l'intégrale.�
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3.5 La formule du changement de variables

Théorème 10 Soient A et B sont deux ensembles ouverts de Rn et φ : A → B une applica-

tion continûment di�érentiable ainsi que sa réciproque et f : Rn → R une fonction mesurable.

Pour u ∈ A, soit Jφ(u) le Jacobien de φ au point u, c'est à dire le déterminant de la matrice(
∂φi
∂xj

(u)
)

1≤i,j≤n
. Alors

f intégrable sur B ⇔ u 7→ f (φ(u)) |Jφ(u)| intégrable sur A.

Dans ce cas, on a ∫
B
f(x)dx =

∫
A
f (φ(u)) |Jφ(u)| du.

Remarques

� Lorsque n = 1, A = [a, b] et B = [c, d], le théorème précédent entraîne∫ d

c
f(x)dx =

∫ b

a
f (φ(u)) |φ′(u)|du.

Cette formule est bien compatible avec la formule∫ d

c
f(x)dx =

∫ φ−1(d)

φ−1(c)
f (φ(u))φ′(u)du.

En e�et si l'application φ est croissante, il en va de même de φ−1 et φ′ est positive ce qui
entraîne φ−1(c) = a, φ−1(d) = b et |φ′(u)| = φ′(u) pour tout u ∈ A.
Si maintenant l'application φ est décroissante, il en va de même de φ−1 et φ′ est négative
ce qui entraîne φ−1(c) = b, φ−1(d) = a et |φ′(u)| = −φ′(u) pour tout u ∈ A. Ainsi d'après
la convention utilisée sur les bornes de l'intervalle d'intégration, on a∫ b

a
f (φ(u)) |φ′(u)|du = −

∫ b

a
f (φ(u))φ′(u)du =

∫ a

b
f (φ(u))φ′(u)du =

∫ φ−1(d)

φ−1(c)
f (φ(u))φ′(u)du.

� Remarquons aussi que sous réserve des conditions d'intégrabilité, on peut aussi écrire la
formule : ∫

A
f (φ(u)) du =

∫
B
f(x)|Jφ−1(x)|dx.

On gardera à l'esprit que lorsqu'on change la variable u par la variable x = φ(u), on a
u = φ−1(x) et il faut remplacer du par |Jφ−1(x)|dx dans l'intégrale de départ. On peut
voir en dérivant l'égalité φ ◦ φ−1(x) = x que Jφ−1(x) = 1

Jφ(u) .

L'exemple des coordonnées polaires. Posons

B = R2 \ {(x, 0) : x ≤ 0} , A =]0,+∞[×]− π, π[,

et soit φ : A→ B dé�ni par

φ(ρ, θ) = (ρ cos(θ), ρ sin(θ)) , (ρ, θ) ∈ A.

On peut montrer que φ véri�e les hypothèses du changement de variables et que

φ−1(x, y) =

(√
x2 + y2, 2 arctan

(
y

x+
√
x2 + y2

))
, (x, y) ∈ B.
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De plus on peut véri�er que |Jφ(ρ, θ)| = ρ.

Appliquons ce changement de variables pour le calcul de I =
∫
e−

x2

2 dx. Pour cela, nous consi-
dérons l'intégrale double ∫

exp

(
−x

2 + y2

2

)
dλ2(x, y) = I2,

où l'égalité précédente est justi�ée par le théorème de Fubini. On voit facilement que∫
exp

(
−x

2 + y2

2

)
dλ2(x, y) =

∫
1B(x, y) exp

(
−x

2 + y2

2

)
dλ2(x, y)

+

∫
1Bc(x, y) exp

(
−x

2 + y2

2

)
dλ2(x, y)

=

∫
1B(x, y) exp

(
−x

2 + y2

2

)
dλ2(x, y)

en remarquant la nullité de la deuxième intégrale (appliquer le théorème de Fubini). En e�ectuant
le changement de variables avec les coordonnées polaires, on obtient∫

1B(x, y) exp

(
−x

2 + y2

2

)
dλ2(x, y) =

∫
A
ρ exp

(
−ρ

2

2

)
dρdθ = 2π,

en appliquant de nouveau le théorème de Fubini. On trouve donc I =
√

2π ce qui justi�e la
dé�nition de la loi gaussienne centrée réduite.
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Chapitre 4

Les variables aléatoires à densité

Dans ce chapitre, nous nous replaçons dans le cadre de la théorie des probabilités. Soit
(Ω,A,P) un espace probabilisé. En utilisant les résultats du chapitre précédent, on conviendra
qu'une variable aléatoire X : Ω → Rd est à densité (sous-entendu par rapport à la mesure de
Lebesgue sur Rd notée λd) lorsque sa loi PX est une mesure à densité par rapport à λd. Ceci
signi�e qu'il existe une fonction mesurable f : Rd → R+ telle que

∫
f(x)dλd(x) =

∫
f(x)dx = 1

et

P (X ∈ A) =

∫
A
f(x)dx, A ∈ B

(
Rd
)
.

4.1 Exemples de lois à densité

Voici quelques lois à densité classiques rencontrées en probabilités et en statistique.

Les lois Gaussiennes sur R. On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi gaussienne de
paramètres m ∈ R et σ > 0 (on parle aussi de loi normale ou encore de loi de Laplace-Gauss) et
on note X ∼ N

(
m,σ2

)
lorsque X est à densité par rapport à la mesure de Lebesgue et que la

densité est données par :

f(x) =
1

σ
√

2π
exp

(
−(x−m)2

2σ2

)
, x ∈ R.

On peut remarquer que si U ∼ N (0, 1) (on parle de loi gaussienne centrée réduite) alors la va-
riable aléatoire m+ σU suit la loi N

(
m,σ2

)
(pour le montrer, on peut soit utiliser le théorème

de transfert et e�ectuer un changement de variable ou calculer la fonction de répartition, voir
la section sur le calcul de lois). Il est facile de véri�er que E(X) = m (en utilisant les propriétés
de symétrie de la densité) et que Var (X) = σ2 (on peut le démontrer d'abord pour la loi
gaussienne centré réduite en e�ectuant une intégration par parties).
Les propriétés de symétrie de cette loi permettent de modéliser les variations de certaines gran-
deurs autour d'une valeur donnée (par exemple les erreurs de mesure). Cette loi est importante
en statistique du fait de son rôle de loi limite (nous en reparlerons lorsque nous énoncerons le
théorème central-limite).

Les lois uniformes. Lorsque [c, d] est un intervalle de R, la loi uniforme sur [c, d] (déjà
rencontrée au Chapitre 1) est la loi dont la densité f est dé�nie par

f(x) =
1

d− c
1[c,d](x), x ∈ R.
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On peut en fait dé�nir une loi uniforme sur n'importe quel borélien de mesure de Lebesgue non
nulle. Par exemple sur R2, la loi uniforme sur le disque unité possède une densité f : R2 → R+

dé�nie par

f(x, y) =
1

π
1x2+y2≤1, (x, y) ∈ R2.

Lois gamma. On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi gamma de paramètres k > 0 et
θ > 0 (notation X ∼ γ(k, θ)), si la densité de X est donnée par

f(x) =
xk−1 exp

(
−x
θ

)
Γ(k)θk

1x>0,

où on a

Γ(k) =

∫ +∞

0
xk−1 exp(−x)dx.

On a alors E(X) = kθ et Var (X) = kθ2. On peut remarquer que pour k = 1 on a une loi
exponentielle de paramètre 1

θ . Lorsque k est entier, on peut montrer que la loi γ(k, θ) correspond
également à la loi de la somme de k variables aléatoires indépendantes toutes de loi exponentielle
de paramètre 1

θ (voir plus loin lorsque nous étudierons la convolution). La loi du χ2, très utilisée
en statistique est un cas particulier de la loi gamma (nous reparlerons de la loi du χ2 lors du
chapitre sur les vecteurs gaussiens).

Lois de Weibull. On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi de Weibull de paramètres
α, β, γ si la densité de X est donnée par

f(x) =
β

α

(
x− γ
α

)β−1

exp

(
−
(
x− γ
α

)β)
1x>γ .

Cette loi est fréquemment utilisée en �abilité pour modéliser le taux de défaillance d'un matériel
(voir le TD pour des précisions). Lorsque γ = 0 et β = 1, on retrouve la loi exponentielle de

paramètre 1. Plus généralement, on peut montrer que Y =
(
X−γ
α

)β
suit une loi exponentielle

de paramètre 1.

Loi de Cauchy. La densité f est dé�nie par

f(x) =
1

π(1 + x2)
, x ∈ R.

Cette loi a la particularité de ne pas avoir de moyenne, car
∫
|x|f(x)dx = +∞. On peut montrer

que la loi de Cauchy est la loi du quotient de deux variables aléatoires gaussiennes, centrées
réduites et indépendantes.

4.2 Densités marginales. Indépendance

Dé�nition 17 Soit Z = (X,Y ) une variable aléatoire à valeurs dans R2 et dont la loi possède

une densité f par rapport à la mesure de Lebesgue sur R2. Soient f1 : R→ R+ et f2 : R→ R+

les fonctions dé�nies par

f1(x) =

∫
f(x, y)dy, x ∈ R,

f2(y) =

∫
f(x, y)dx, y ∈ R.
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Alors les fonctions f1 et f2 sont des densités de probabilité appelées les densités marginales de

Z et correspondent aux densités des mesures PX et PY respectivement.

La dé�nition précédente se généralisent au cas d'une variable aléatoire Z à valeurs dans Rd. Dans
ce cas, la i−ième densité marginale est simplement la fonction obtenue en intégrant la densité
de Z par rapport aux d − 1 variables d'indices j 6= i. On notera que deux variables aléatoires
réelles peuvent avoir une densité sans que ce soit le cas pour le couple : par exemple si Y = X
alors le couple Z = (X,X) ne peut avoir de densité car la diagonale de R2, D = {(x, y) : x = y},
est de mesure nulle (pour λ2).

Proposition 20 Soient des variables aléatoires X1, . . . , Xn à valeurs respectives dans Rd1 , . . . ,Rdn
et admettant des densités notées respectivement f1, . . . , fd. Alors X1, . . . , Xd sont indépendantes

si et seulement si la variable aléatoire Z = (X1, . . . , Xn) (à valeurs dans Rd, d = d1 + . . .+ dn)
admet une loi à densité f par rapport λd, donnée par

f(x1, . . . , xn) = f1(x1) · · · fn(xn), (x1, . . . , xn) ∈ Rd.

Preuve. Supposons d'abord les variables aléatoires X1, . . . , Xn indépendantes. Alors si Ai ∈
B
(
Rdi
)
pour 1 ≤ i ≤ n, on a

P (X1 ∈ A1, . . . , Xn ∈ An) = P (X1 ∈ A1) · · ·P (Xn ∈ An)

=

∫
A1

f(x1)dx1 · · ·
∫
An

f(xn)dxn

=

∫
A1×···×An

f1(x1) · · · fn(xn)dx1 · · · dxn,

la dernière égalité résultant du théorème de Fubini. D'après l'unicité de la mesure produit, on
en déduit que la loi de Z véri�e

P (Z ∈ A) =

∫
A

n∏
i=1

fi(xi)dλd(x1, . . . , xn), A ∈ B
(
Rd
)
.

Inversement, supposons que la densité de Z soit donnée par le produit des densités f1, . . . , fn.
Alors l'application du théorème de Fubini entraîne automatiquement l'indépendance des va-
riables X1, . . . , Xn (reprendre l'enchaînement des égalités ci-dessus mais en sens inverse).�

Remarque. Supposons que la densité f d'un couple (X,Y ) s'écrivent sous la forme d'un
produit, c'est à dire

f(x, y) = g(x)h(y), (x, y) ∈ R2,

pour deux fonctions g et h à valeurs positives (mais sans savoir à priori qu'il s'agit de densités
de probabilité). Alors le théorème de Fubini permet d'a�rmer que les fonctions g et h sont, à
une constante près, les densités de X et de Y respectivement. Par exemple, la densité de X
est x →

∫
h(y)dy × g(x). De plus les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. Cette

remarque se généralise à un nombre n ≥ 2 de variables aléatoires. On retiendra qu'il su�t
d'arriver à séparer les variables dans la densité jointe pour conclure à l'indépendance.

Proposition 21 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans Rd et

dont les lois admettent des densités fX et fY respectivement. Alors la variable aléatoire Z =
X + Y admet une densité fZ : Rd → R+ donnée par

fZ(z) =

∫
fX(z − y)fY (y)dy =

∫
fY (z − x)fX(x)dx, z ∈ Rd.

On dit que fZ est le produit de convolution de fX et de fY .
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Preuve. Soit h = 1A, A ∈ B(Rd)). Nous avons

P ((Z ∈ A) = E (h(X + Y ))

=

∫
h(x+ y)fX(x)fY (y)dλ2d(x, y)

=

∫ (∫
h(x+ y)fX(x)dλd(x)

)
fY (y)dλd(y)

=

∫ (∫
h(z)fX(z − y)dλd(z)

)
fY (y)dλd(y)

=

∫
h(z)

(∫
fX(z − y)fY (y)dλd(y)

)
dλd(z).

La deuxième égalité résulte du théorème de transfert et la troisième du théorème de Fubini. La
quatrième égalité est obtenue en e�ectuant le changement de variables z = x + y (de Jacobien
1). La dernière égalité est obtenue en utilisant le théorème de Fubini.�

Remarque. Si on ne suppose pas l'indépendance de X et de Y , alors la somme Z n'a pas
nécessairement une densité (c'est le cas si Y = −X par exemple).

Exemple de calcul. Il est utile de savoir refaire la démonstration précédente car celle-ci
permet également de trouver des densités de variables du type Z = X − Y ou encore Z = XY
lorsque les variables X et Y sont indépendantes. Appliquons directement la formule obtenue
lorsque les variables aléatoires X et Y suivent toutes les deux la loi exponentielle de paramètre
λ > 0. Dans ce cas

fZ(z) =

∫
1R+(z − y)1R+(y)λ2 exp(−λz)dy

=

{ ∫ z
0 λ

2 exp(−λz)dy = λ2z exp(−λz), si z ≥ 0
0 sinon

Ainsi on trouve fZ(z) = 1R+(z)λ2z exp(−λz) pour z ∈ R. Z suit donc une loi γ
(
2, λ−1

)
. On

peut aussi montrer la somme de deux variables aléatoires indépendantes et de lois respectives
γ(a, θ) et γ(b, θ) suit une loi γ(a+ b, θ). On voit alors immédiatement par récurrence que la loi
d'une somme de n variables aléatoires indépendantes toutes de loi exponentielle de paramètre λ
est une loi γ

(
n, λ−1

)
.

Exemple de calcul : la densité des statistiques d'ordre. Soient X1, . . . , Xn des variables
aléatoires i.i.d toutes de loi à densité f sur R. Alors on peut montrer que pour i 6= j (1 ≤ i, j ≤ n),
P (Xi = Xj) = 0. Pour montrer ceci, on commence par remarquer que le couple (Xi, Xj) est
une variable aléatoire à densité qui est donnée par (x, y) 7→ f(x)f(y). De plus on a l'égalité
P(Xi = Xj) = E (1D(Xi, Xj)) où D = {(x, y) ∈ R2 : x = y}. Avec l'abus de notation déjà
utilisé auparavant, on pourrait aussi écrire 1D = 1x=y. Appliquons maintenant le théorème de
transfert. On a

E (1D(Xi, Xj)) =

∫
1D(x, y)f(x)f(y)dxdy =

∫
f(y)

(∫ y

y
f(x)dx

)
dy,

la deuxième égalité résultant du thérorème de Fubini. Comme pour tout y,
∫ y
y f(x)dx = 0, on

obtient bien P (Xi = Xj) = 0. On peut même a�rmer que

P (∪i 6=j{Xi = Xj}) ≤
∑
i 6=j

P(Xi = Xj) = 0.
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Posons B = ∪i 6=j{Xi = Xj}. Pour ω ∈ Bc, les valeurs X1(ω), . . . , Xn(ω) sont toutes distinctes.
Pour tout ω ∈ B, soit alors σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} une permutation telle que Xσ(1)(ω) <
. . . < Xσ(n)(ω) (σ dépend de ω) et posons

X(i)(ω) = Xσ(i)(ω), 1 ≤ i ≤ n.

Si ω ∈ B, on pose X(i)(ω) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n. Nous allons déterminer la densité du vec-
teur aléatoire

(
X(1), . . . , X(n)

)
. Remarquons au passage que pour ω ∈ Bc, on a X(1)(ω) =

min1≤i≤nXi(ω) et X(n)(ω) = max1≤i≤nXi(ω). Soit A ∈ B(Rn). Posons X(o) =
(
X(1), . . . , X(n)

)
et X = (X1, . . . , Xn). On a alors

P
(
X(o) ∈ A

)
= P

(
{X(o) ∈ A} ∩Bc

)
=

∑
σ∈Sn

P
(
{Xσ(1) < . . . < Xσ(n)} ∩ {(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) ∈ A

)
= n!

∫
A
1x1<...<xnf(x1) · · · f(xn)dλn(x1, . . . , xn).

Commentons ces égalités. La première égalité est due au fait que P(C) = P(C ∩ Bc) pour tout
C ∈ A car P(Bc) = 1. La deuxième égalité est due au fait que

Bc = ∪σ∈Sn
{
Xσ(1) < . . . < Xσ(n)

}
,

où on a noté Sn comme étant l'ensemble de toutes les permutations de {1, . . . , n}. De plus cette
réunion est disjointe. La dernière égalité est due au théorème de transfert et au fait que pour
tout σ ∈ Sn donné, le n−uplet

(
Xσ(1), . . . , Xσ(n)

)
a la même loi que X.

Finalement, on voit que X(o) est à densité. Cette densité est donnée par

(x1, . . . , xn) 7→ n!1x1<...<xnf(x1) · · · f(xn).

4.3 Les calculs de lois en pratique.

Dans cette section, nous donnons quelques exemples de calculs de lois dans diverses situations.
� Variable discrète. Pour connaître la loi, on calcule la probabilité de chaque valeur pos-
sible. Prenons l'exemple de Y = [X] (partie entière de X) lorsque X suit une loi expo-
nentielle de paramètre λ. L'ensemble des valeurs possibles pour Y est N. Si n ∈ N, on
a

P (Y = n) = P (n ≤ X < n+ 1) =

∫ n+1

n
λ exp(−λx)dx = exp(−λn)− exp(−λ(n+ 1)).

Ainsi Y suit une loi géométrique de paramètre p = 1− exp(−λ).
� Variable réelle à densité. Si X est une variable aléatoire réelle à densité et que g est
une fonction bijective su�samment régulière, la loi de Y = g(X) sera une loi à densité
que l'on peut déterminer en utilisant un changement de variables dans l'intégrale. Prenons
un exemple. On a mentionné sans le prouver qu'une variable aléatoire Y suit une loi de
Weibull de paramètres α, β, γ si Y = αX1/β +γ = g(X) où X suit une loi exponentielle de
paramètre 1. Calculons alors la densité de Y . Pour cela, on pose h = 1A pour un borélien
A ∈ B(R). Le théorème de transfert donne

E (h(Y )) = E (h ◦ g(X)) =

∫
h (g(x))1x>0 exp(−x)dx.
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E�ectuons ensuite le changement de variables y = g(x) (g est continûment dérivable ainsi

que sa réciproque de ]0,∞[ sur ]γ,+∞[) ce qui donne x = g−1(y) =
(y−γ

α

)β
. On obtient

alors

E (h(Y )) =

∫
h(y)1y>γ exp

(
−
(
y − γ
α

)β) β

α

(
y − γ
α

)β−1

dy.

On retrouve l'expression de la densité d'une loi de Weibull.
Il également possible de retrouver ce résultat en calculer la fonction de répartition FY :
R → [0, 1] dé�nie par FY (y) = P (Y ≤ y) à partir de la fonction de répartition de X. Ici,
nous avons pour y > γ,

FY (y) = P
(
αX1/β + γ ≤ y

)
= P

(
X ≤

(
y − γ
α

)β)
= 1− exp

(
−
(
y − γ
α

)β)
.

Ainsi, si y > γ, FY est dérivable en y et on a

F ′Y (y) = exp

(
−
(
y − γ
α

)β) β

α

(
y − γ
α

)β−1

.

De plus si y < γ, on a FY (y) = 0 donc F ′Y (y) = 0. Lorsque une fonction de répartition F
est continue, continûment dérivable sur un intervalle I ouvert et nulle à gauche de I (si
la borne inférieure de I est > −∞) et valant 1 à droite de I (si la borne supérieure de I
est < +∞), on a automatiquement F (z) =

∫ z
−∞ F

′(u)du et F ′ est une densité de la loi.
On retrouve donc bien le résultat précédent.

� Calcul d'espérance. On utilise le théorème de transfert et le théorème de Fubini (lorsque
plusieurs variables sont en jeu). Par exemple, si X est une variable aléatoire admettant
une densité fX et h une fonction mesurable à valeurs réelles, on a (sous les hypothèses du
théorème de transfert)

E (h(X)) =

∫
h(x)fX(x)dx.

� Image d'un couple de variables aléatoires à densité par une application. Lorsque
l'application est bijective, on peut utiliser la formule du changement de variables. Voici
un exemple de calcul. Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires suivant la loi uniforme
sur le disque unité de R2, c'est à dire de densité dé�nie par

fX,Y (x, y) =
1

π
1x2+y2<1.

Soit R et Θ le rayon et l'angle associés au point (X,Y ) (coordonnées polaires du point
(X,Y )). On a

(X,Y ) = (R cos(Θ), R sin(Θ)) = φ(R,Θ).

Cherchons la loi du couple (R,Θ). Pour une fonction h : R2 → R mesurable bornée, on a
en utilisant le théorème de transfert

E (h(R,Θ)) = E
(
h ◦ φ−1(X,Y )

)
=

∫
h ◦ φ−1(x, y)

1

π
1x2+y2<1dxdy

=

∫
B
h ◦ φ−1(x, y)

1

π
1x2+y2<1dxdy

où B = R2 \ (R− × {0}). On pose (r, θ) = φ−1(x, y) ce qui donne (x, y) = φ(r, θ). On a
déjà évoqué au chapitre précédent que φ : A→ B était continûment di�érentiable que sa
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réciproque avec A = R∗+×]− π, π[ et Jφ(r, θ) = r. On remplace alors (x, y) par (r, θ) dans
l'intégrale, le domaine d'intégration B par A et dxdy par |Jφ(r, θ)|drdθ. On obtient

E (h(R,Θ)) =

∫
A
h(r, θ)1r2<1rdrdθ =

∫
h(r, θ)r10<r<11−π<θ<πdrdθ.

On voit alors que R et Θ sont des variables aléatoires indépendantes et en renormalisant, on
voit que fΘ = 1

2π1]−π,π[ ce qui signi�e que Θ suit la loi uniforme sur l'intervalle [−π, π]. De
plus la densité de R est donnée par fR(r) = 2r10<r<1. Ces densités marginales pouvaient
être retrouver directement en utilisant la dé�nition intuitive de la loi uniforme. En e�et
la probabilité d'un borélien A inclus dans le disque est λ2(A)

π . Ainsi pour 0 < r < 1, la
probabilité P(R ≤ r) = r2 (aire du disque de centre 0 et de rayon r) correspond bien
à la fonction de répartition au point r de la loi trouvée. De plus si θ ∈] − π, π[, on a
P (Θ ≤ θ) = θ+π

2π (aire du secteur angulaire entre −π et θ) ce qui correspond bien à la
fonction de répartition de la loi uniforme sur l'intervalle [−π, π].

� Loi d'une fonction d'une variable à densité et d'une variable discrète. Pour
calculer la loi d'une variable aléatoire Z = F (X,Y ) à valeurs dans Rd où X est discrète
et Y est une variable à densité indépendante de X, on se donne une fonction h mesurable
bornée arbitraire (par exemple une indicatrice) et on peut évaluer l'espérance de h(Z) de
la façon suivante.

E (h(Z)) = E

 ∑
x∈val(X)

h (F (x, Y ))1X=x)


=

∑
x∈val(X)

E (h (F (x, Y ))1X=x)

=
∑

x∈val(X)

E (h (F (x, Y )))P (X = x) .

La deuxième égalité se justi�e à l'aide du théorème de Fubini car h est bornée et la
troisième égalité est due à l'indépendance de X et de Y . On poursuit alors le calcul de la
loi de F (x, Y ) en utilisant éventuellement un changement de variable.
Supposons par exemple que Z = (1−X)Y1+XY2 où Y = (Y1, Y2) est un couple de variables
aléatoires réelles indépendant de X ∼ B(p) et tel que Y1 ∼ N

(
µ1, σ

2
1

)
, Y2 ∼ N

(
µ2, σ

2
2

)
.

En notant f1 (resp. f2) la densité de Y1 (resp. Y2), on a alors
E (h(Z)) = (1− p)E (h(Y1)) + pE (h(Y2))

= (1− p)
∫
h(z)f1(z)dz + p

∫
h(z)f2(z)dz

=

∫
h(z) ((1− p)f1(z) + pf2(z)) dz.

La loi de Z est donc une loi à densité fZ donnée par un mélange des deux densités f1 et
f2 (voir Figure 4.1). Remarquons que si f1 = f2 alors on a fZ = f1 et Z ∼ N

(
m1, σ

2
1

)
.

On peut aussi obtenir des lois mixtes : par exemple la variable aléatoire X = εY où Y est une
variable aléatoire de densité f sur R, indépendante de ε ∼ B(p), véri�e pour une fonction h
mesurable bornée,

E (h(X)) = E (h(0)1ε=0) + E (h(Y )1ε=1)

= h(0)(1− p) + p

∫
h(y)f(y)dy

=

∫
h(y) ((1− p)dδ0(y) + pf(y)dy) .

On a donc PX = (1− p)dδ0 + pf · λ.
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Figure 4.1: Densité mélange de deux densités gaussienne de moyennes respectives −3 et 3 et
de variance 1

4.4 Densités conditionnelles.

Dé�nition 18 Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires à valeurs dans Rd × Rk et dont la

loi admet la densité fX,Y . Soit y ∈ Rk tel que fY (y) 6= 0. On appelle loi conditionnelle de X
sachant Y = y (et on note loi de X|Y = y) la loi de probabilité qui possède la densité notée

fX|Y (·|y) et qui est dé�nie par

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
, x ∈ Rd.

On dit que fX|Y (·|y) est la densité conditionnelle de X sachant Y . Lorsque y ∈ Rk véri�e

fY (y) = 0, on convient de dé�nir la loi de X|Y = y par une mesure de probabilité de densité

arbitraire g sur Rd et on pose fX|Y (·|y) = g.

On dé�nit de façon analogue la loi de Y |X = x pour x ∈ Rd. On peut motiver la dé�nition
précédente à partir des probabilités conditionnelles entre événements. Pour simpli�er, supposons
d = k = 1. On ne peut pas dé�nir P (X ∈ A|Y = y) à partir du quotient P(X∈A,Y=y)

P(Y=y) , le numé-
rateur et le dénominateur étant tous deux nuls. Un bon moyen pour mesurer l'in�uence d'une
valeur y de Y sur celles de X consiste à regarder la limite des probabilités conditionnelles

P (X ∈ A|y − ε < Y < y + ε) =
P (X ∈ A, y − ε < Y < y + ε)

P (y − ε < Y < y + ε)
, (4.1)

lorsque ε → 0. Si la densité est non nulle dans un voisinage arbitrairement petit de y, ces
quotients sont bien dé�nis. On a alors

P (X ∈ A|y − ε < Y < y + ε) =

∫ y+ε
y−ε

(∫
A fX,Y (x, v)dx

)
dv∫ y+ε

y−ε fY (v)dv

=
G(y + ε)−G(y − ε)
F (x+ ε)− F (x− ε)

,
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où on a posé G(z) =
∫ z
−∞

(∫
A fX,Y (x, v)dx

)
dv et où F désigne la fonction de répartition de X.

En divisant par 2ε, on a sous réserve de dérivabilité

lim
ε→0

P (X ∈ A|y − ε < Y < y + ε) =
G′(y)

F ′(y)
=

∫
A fX,Y (x, y)dx

fY (y)
.

On obtient donc l'intégrale sur A de la densité conditionnelle dé�nie précédemment.

Notations. Vu la remarque précédente, on notera P (X ∈ A|Y = y) =
∫
A fX|Y (x|y)dx. La

fonction x 7→ P (X ≤ x|Y = y) est appelée fonction de répartition conditionnelle de X|Y = y.
De plus, lorsque elle est bien dé�nie, on notera E (X|Y = y) =

∫
xfX|Y (x|y)dx la moyenne de

la loi conditionnelle de X|Y = y.

Proposition 22 Si X une variable aléatoire intégrable et à valeurs réelles alors la moyenne

conditionnelle de la loi de X|Y = y est bien dé�nie, et on a

E(X) =

∫
E (X|Y = y) fY (y)dy.

Preuve. Si X est intégrable, on a en utilisant le théorème de Fubini

E(X) =

∫
xfX(x)dx

=

∫
xfX,Y (x, y)dxdy

=

∫
xfX|Y (x|y)fY (y)dxdy

=

∫
E (X|Y = y) fY (y)dy.�

Relation avec l'indépendance. Lorsque X et indépendant de Y , en prenant fX,Y (x, y) =
fX(x)fY (y), on voit que la densité conditionnelle de la loi de X|Y = y ne dépend pas de y.

Exemple de calcul. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes toutes deux de
loi exponentielle de paramètre λ > 0. Posons Z = X + Y et calculons une densité de la loi
conditionnelles de X|S = s. Cherchons d'abord une densité pour le couple (X,S). Pour cela, on
se donne une fonction h : R2 → R mesurable bornée (du type h = 1A pour A ∈ B(R2)). On a
alors

E (h(X,S)) = E (h(X,X + Y ))

=

∫
h(x, x+ y)λ2 exp (−λ(x+ y))1R+(x)1R+(y)dxdy

=

∫ (∫
h(x, x+ y)λ2 exp (−λ(x+ y))1R+(y)dy

)
1R+(x)dx

=

∫ (∫
h(x, s)λ2 exp (−λs)1s>xds

)
1R+(x)dx.

La troisième égalité est due à un changement de variables (y ↔ s = x+y pour x �xé) ; on aurait
aussi e�ectuer directement un changement de deux variables (x, y)↔ (u, s) = φ(x, y) = (x, x+y)
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qui donnerait Jφ−1(u, s) = 1.
On voit que la densité fX,S du couple (X,S) est donnée par

fX,S(x, s) = λ2 exp (−λs)1s≥x≥0.

Calculons maintenant la densité conditionnelle fX|S(·|s). On a déjà vu dans ce chapitre que

fS(s) = λ2 exp (−λs) s1R+(s).

Ainsi pour s > 0 donné, on a fX,S(x, s) = λ2 exp(−λs)1[0,s](x) et fS(s) = λ2 exp(−λs)s, ce qui
donne

fX|S(x|s) =
1

s
1[0,s](x).

On reconnaît la loi uniforme sur l'intervalle [0, s]. En particulier E (X|S = s) = s
2 .
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Chapitre 5

Les outils analytiques classiques en

probabilité

5.1 La fonction de répartition

Pour une variable aléatoire X prenant des valeurs réelles, la fonction FX : R→ [0, 1] dé�nie
par FX(x) = P (X ≤ x) est appelée la fonction de répartition de X. Donnons deux exemples de
fonction de répartition.

� Lorsque X suit une loi exponentielle de paramètre λ, alors FX(x) = (1− exp(−λx))1x>0.
� Lorsque X suit une loi de Bernoulli de paramètre p, alors FX(x) = (1− p)10≤x<1 + 1x≥1.

Le dernier exemple montre qu'une fonction de répartition n'est pas toujours une fonction conti-
nue. Quelques-unes des propriétés des fonctions de répartition avaient été mentionnées sans
démonstration lors du chapitre Mesure et Intégration.

5.1.1 Propriétés générales des fonctions de répartition

Proposition 23 Soit F la fonction de répartition d'une variable aléatoire X. On a les propriétés

suivantes.

1. F est une fonction croissante qui véri�e 0 ≤ F (x) ≤ 1, limx→+∞ F (x) = 1 et limx→−∞ F (x) =
0.

2. F est continue à droite. De plus lim
y
<→x
F (y) = P (X < x). Par conséquent F est continue

lorsque pour tout x ∈ R, le saut de F au point x, s(x) = P (X = x), est nul.

Preuve.

1. Si x < y, on a {X ≤ x} ⊂ {X ≤ y}, ce qui entraîne F (x) = P(X ≤ x) ≤ P(X ≤ y) = F (y).
F est donc bien croissante. Soit ensuite (xn)n une suite croissante de nombres réels positifs
et de limite +∞. Posons pour n ∈ N, An =]−∞, xn]. Alors (An)n est une suite croissante
d'intervalles dont la réunion est R. D'après la propriété de continuité supérieure de la
mesure PX , on a

lim
n→+∞

F (xn) = lim
n→+∞

PX(An) = PX(R) = 1.

On aurait pu tout aussi bien utiliser la continuité supérieure de P en posant An = {X ≤
xn}. En posant Bn =]−∞,−xn] et en utilisant la continuité inférieure de PX , on obtient

lim
n→+∞

F (−xn) = lim
n→+∞

PX(Bn) = PX(∅) = 0.

Ceci prouve bien que les limites annoncées pour F .
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2. La continuité à droite est une conséquence de la continuité inférieure, car si (xn)n est une
suite décroissante de limite x, alors

lim
n→+∞

F (xn) = lim
n→+∞

PX (]−∞, xn]) = PX (]−∞, x]) = F (x).

On a utilisé le fait que ]−∞, x] = ∩+∞
n=0]−∞, xn].

Si maintenant (xn)n est une suite strictement croissante de nombres réels convergente vers
x, alors

∪+∞
n=0]−∞, xn] =]−∞, x[.

La continuité supérieure de PX entraîne que

lim
n→+∞

F (xn) = PX (]−∞, x[) = P (X < x) .

Ainsi le saut s(x) = P(X = x) de F au point x vaut aussi

s(x) = P(X ≤ x)− P(X < x) = F (x)− lim
y
<→x
F (y).

Ainsi F est continue si et seulement si s(x) = 0 pour tout x ∈ R.�
On voit donc que la fonction de répartition d'une variable aléatoire à densité est toujours

continue. En revanche, la fonction de répartition d'une variable aléatoire X discrète, telle que
PX =

∑+∞
n=0 pnδxn et où (xn)n est une suite strictement croissante de nombres réels, est dé�nie

par FX(x) =
∑

n:xn≤x pn : FX est donc constante entre les xn et le saut au point x est nul sauf
si x = xn auquel cas s(xn) = pn.
On a déjà évoqué que la fonction de répartition permettait d'obtenir la densité en calculant sa
dérivée. Il faut cependant que la variable aléatoire ait une densité (en particulier F doit être
continue) : dériver la fonction de répartition d'une variable aléatoire discrète donne une fonction
nulle entre les valeurs xn telles que P(X = xn) > 0, ce qui ne correspond évidemment pas à
une densité de probabilité par rapport à la mesure de Lebesgue. En revanche cette approche
peut être utilisée pour toute fonction de répartition F continue, continûment dérivable sur un
intervalle I =]a, b[ et égale à 1 (resp. 0) sur [b,+∞[ (resp. ]−∞, a[). Par exemple, si X suit une
loi N (0, 1), quelle est la loi de X2 ? En notant Φ la fonction de répartition de X, on a FX2(x) = 0
si x ≤ 0 et si x > 0 :

FX2(x) = P
(
X2 ≤ x

)
= P

(
−
√
x ≤ X ≤

√
x
)

= Φ(
√
x)− Φ(−

√
x) = 2Φ(

√
x)− 1.

En utilisant que Φ′(t) = 1√
2π

exp(−t2/2), on obtient alors

F ′X2(x) =
1√
2πx

exp(−x/2).

Ainsi X2 suit une loi γ(1/2, 2).

5.1.2 Fonction de répartition inverse et simulation

Soit F : R → [0, 1] une fonction de répartition. On dé�nit alors une fonction G :]0, 1[→ R
par

G(t) = inf{x ∈ R : F (x) ≥ t}, t ∈]0, 1[.

G est appelée la fonction de répartition inverse de F . Voici les propriétés de base de G.

Proposition 24 1. G est une fonction croissante. Lorsque F est strictement croissante et

continue alors G = F−1.
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2. Si F est continue alors on a toujours F (G(t)) = t pour t ∈]0, 1[.

3. Si F est strictement croissante, alors G (F (x)) = x pour tout x ∈ R.
4. Dans le cas général, on a toujours l'équivalence

F (x) ≥ t⇔ x ≥ G(t).

Pour voir que G n'est pas toujours l'inverse de F , on peut observer le comportement de la
fonction de répartition dans deux cas pathologiques : lorsque F est constante juste après G(t)
(voir Figure 5.1) ou lorsque F est discontinue en x (Figure 5.2).

Figure 5.1: F constante au voisinage de x Figure 5.2: F discontinue en x

Preuve.

1. Le fait que G soit une fonction croissante est immédiat car si 0 < t1 < t2 < 1,

{x ∈ R : F (x) ≥ t2} ⊂ {x ∈ R : F (x) ≥ t1}.

La deuxième assertion résulte des points 2. et 3..

2. Remarquons que l'on a toujours F (G(t)) ≥ t que F soit continue ou pas car si (xn)n est
une suite de points strictement décroissante vers G(t), alors F (xn) ≥ t par croissance de
F et en utilisant la dé�nition de G, ce qui donne

lim
n→∞

F (xn) = F (G(t)) ≥ t,

par continuité à droite de F .
Ensuite, si x < G(t) alors F (x) ≤ t. Si F est continue en G(t), on en déduit que F (G(t)) ≤
t en faisant tendre x vers G(t). On a donc bien F (G(t)) = t.

3. Remarquons que l'on a toujours G (F (x)) ≤ x pour tout x tel que 0 < F (x) < 1. Ceci
est du à la dé�nition de la borne inférieure car x appartient à {u ∈ R : F (u) ≥ F (x)}.
Supposons de plus F strictement croissante. Alors si x ∈ R, F (x) ∈]0, 1[. Si x0 < x
alors F (x0) < F (x) et donc x0 ≤ G (F (x)). En faisant tendre x0 vers x, nous obtenons
x ≤ G (F (x)). On a donc bien G (F (x)) = x.
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4. Si F (x) ≥ t alors par dé�nition de la borne inférieure, on a G(t) ≤ x. Si maintenant
G(t) ≤ x, la croissance de F assure que

F (x) ≥ F (G(t)) ≥ t,

où la deuxième inégalité a été prouvé lors de la preuve du point 2. �

La fonction de répartition inverse permet de simuler une variable aléatoire réelle X de loi
donnée à partir d'une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

Proposition 25 Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] et F une fonction de

répartition donnée. Alors la variable aléatoire G(U) a pour fonction de répartition F .

Preuve. D'après la proposition précédente, on a pour x ∈ R

P (G(U) ≤ x) = P (U ≤ F (x)) = F (x),

ce qui prouve le résultat.�

Exemple. Pour simuler une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre λ à partir
d'une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0, 1], on peut remarquer que si F (x) = 1 −
exp(−λx) alors pour t ∈]0, 1[, on a

G(t) = inf{x : F (x) = t} = − ln(1− t)
λ

.

La variable aléatoire G(U) suit alors la loi exponentielle de paramètre λ. Remarquons que 1−U
suit aussi une loi uniforme sur [0, 1] et on peut tout aussi bien considérer la variable aléatoire
− ln(U)/λ.
La fonction de répartition inverse n'est pas toujours facile à calculer et parfois d'autres méthodes
de simulation sont préférables.

Réciproque partielle de la Proposition 25. Soit X une variable aléatoire de fonction de
répartition F continue sur R. Alors la variable aléatoire F (X) suit une loi uniforme sur [0, 1].
En e�et, on a pour 0 < t < 1 :

P (F (X) ≥ t) = P (X ≥ G(t)) = 1− F (G(t)) = 1− t.

En notant H la fonction de répartition de F (X), on voit alors que

1−H(t) = P (F (X) > t) = lim
n→∞

P
(
F (X) ≥ t+

1

n

)
= 1− t,

en utilisant la continuité supérieure de la mesure. Ainsi H(t) = t pour 0 < t < 1, ce qui prouve
que F (X) a la même loi qu'une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

5.2 Covariance et moments

5.2.1 Moments d'une variable aléatoires réelle

Soit X une variable aléatoire à valeurs réelles. Les moments de X sont les nombres mk =
E
(
Xk
)
pour k ∈ N∗. Le nombre mk est bien dé�ni si E

(
|X|k

)
< +∞. Il est possible qu'aucun

moment n'existe (c'est par exemple le cas si X suit une loi de Cauchy). D'autres variables
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aléatoires peuvent au contraire admettre des moments à tout ordre k ; c'est le cas si X est une
variable aléatoire bornée par M > 0 car dans ce cas E

(
|X|k

)
≤Mk.

Si XN (0, 1), alors X admet également des moments à tout ordre car si k ∈ N et on peut même
les calculer : les moments d'ordre k impair sont nuls car la fonction à intégrer est impaire, tandis
que si k = 2p pour p ≥ 1, une intégration par parties montre que m2p = (2p − 1)m2p−2 ce qui

donne au �nal m2p = (2p)!
2pp! pour p ∈ N∗ (en particulier on a m4 = 3).

Voici quelques propriétés importantes concernant les moments.

Proposition 26 Soient X et Y deux variables aléatoires toutes deux à valeurs réelles.

1. Si X admet un moment d'ordre k alors X admet un moment à tout ordre j ≤ k.
2. Si X et Y admettent un moment d'ordre k, alors Z = X+Y admet également un moment

d'ordre k.

3. Si X et Y admettent un moment d'ordre 2, alors XY admet un moment d'ordre 1 et on a

l'inégalité suivante appelée inégalité de Cauchy-Schwarz :

E (|XY |) ≤
√
E (X2)

√
E (Y 2).

4. Si X et Y sont indépendantes et admettent toutes deux un moment d'ordre k, alors le

produit XY aussi et on a

E
(
XkY k

)
= E

(
Xk
)
E
(
Y k
)
.

5. Si X est une variable aléatoire intégrable et φ : R→ R une fonction convexe telle que φ(X)
soit intégrable, alors on a l'inégalité dite de Jensen :

φ (E(X)) ≤ E (φ(X)) .

Voici en�n deux inégalités classiques faisant intervenir les moments.

Proposition 27 Soit X une variable aléatoire à valeurs réelles et k ∈ N∗. Alors pour tout t > 0,

P (|X| ≥ t) ≤
E
(
|X|k

)
tk

.

Lorsque p = 1 on parle d'inégalité de Markov. Lorsque p = 2 et X est de carré intégrable, on en

déduit l'inégalité dite de Tchebychev :

P (|X − E(X)| ≥ t) ≤ Var (X)

t2
.

Preuve. On a l'inégalité |X|p ≥ tp1|X|≥t et l'inégalité est obtenue en prenant l'espérance
de part et d'autre de cette inégalité. L'inégalité de Tchebychev est une conséquence de cette
inégalité appliquée à X − E(X) au lieu de X et pour p = 2.�

5.2.2 Covariance et corrélation

La covariance entre deux variables aléatoires X et Y à valeurs réelles et toutes deux de carré
intégrable est dé�ni par

Cov (X,Y ) = E ((X − E(X))(Y − E(Y ))) = E(XY )− E(X)E(Y ).
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Cette expression a bien un sens en vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Remarquons que
Cov (X,Y ) = Cov (Y,X). On a également les propriétés de bilinéarité

Cov (X1 +X2, Y ) = Cov (X1, Y )+ Cov (X2, Y ), Cov (X,Y1+Y2) = Cov (X,Y1)+ Cov (X,Y2),

valable pour des variables aléatoires X1, X2, Y1, Y2 également de carré intégrable. De plus pour
tous réels a, b, c, d, on a

Cov (aX + b, cY + d) = ac Cov (X,Y ).

En particulier, les translations laissent invariante la covariance. La covariance permet de quan-
ti�er la liaison entre deux variables aléatoires avec le coe�cient de corrélation.

Proposition-Dé�nition 3 Le coe�cient de corrélation linéaire de deux variables aléatoires X
et Y de carré intégrable est dé�ni par

r(X,Y ) =
Cov (X,Y )

σ(X)σ(Y )
,

où σ(X) =
√

Var (X) désigne l'écart-type de X. De plus, |r(X,Y )| ≤ 1 et r(X,Y ) = ±1 si et

seulement si X−E(X)
σ(X) = ±Y−E(Y )

σ(Y ) presque sûrement.

Preuve. On pose T = X−E(X)
σ(X) et S = Y−E(Y )

σ(Y ) . Alors T et S sont des variables aléatoire de
moyenne nulle et de variance 1. De plus Cov (X,Y ) = E(ST ). L'inégalité de Cauchy-Schwarz
garantit que

|r(X,Y )| ≤ E(|ST |) ≤ 1.

Supposons que r(X,Y ) = 1. Alors E(ST ) = 1 et donc

E
(
(S − T )2

)
= E(S2) + E(T 2)− 2E(ST ) = 0.

On en déduit alors que P(S = T ) = 1 en utilisant les résultats du premier chapitre. Si r(X,Y ) =
−1, on a de même E

(
(S + T )2

)
= 0 ce qui donne P(S = −T ) = 1. Le sens réciproque de

l'équivalence est évident. �

Remarque. Lorsque r(X,Y ) = 0, on parle de variables aléatoires décorrélées. L'indépendance
entraîne bien sûr la décorrélation mais le contraire est faux : les variables aléatoires X et Y = εX
où X ∼ N (0, 1) et P(ε = 1) = 1 − P(ε = −1) = 1

2 sont décorrélées mais pas indépendantes vu
que X2 = Y 2.
Le coe�cient de corrélation sera plutôt positif si les deux variables ont tendance à s'écarter de
leur moyenne dans le même sens et négatif si elles ont tendance à s'écarter de leur moyenne en
sens contraire. En revanche, un coe�cient de corrélation nul dénote une absence claire de liaison
linéaire : avec les notations de la preuve précédente l'écart quadratique minimal E

(
(T − aS)2

)
est atteint pour a = r(X,Y ) et vaut E(T 2) − r(X,Y )2 qui est clairement maximale lorsque
r(X,Y ) = Cov (X,Y ) = 0. Cependant il peut exister une liaison non linéaire comme dans le
contre-exemple ci dessus.

5.3 Fonction caractéristique d'une variable aléatoire

Pour deux vecteurs u et v dans Rd représentés à l'aide de matrices colonnes, nous noterons

uT la transposée de u (qui est donc une matrice ligne) et le produit uT v =
d∑
i=1

uivi désignera le

produit scalaire canonique de u et de v.
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Dé�nition 19 Si X est une variable aléatoire à valeurs dans Rd, sa fonction caractéristique

φX : Rd → C est dé�nie par

φX(t) = E
(
exp(itTX)

)
, t ∈ Rd.

L'espérance d'une variable aléatoire Z pouvant prendre des valeurs complexes est dé�nie par

E ( Re (Z)) + iE ( Im (Z)) .

Ainsi
φX(t) = E

(
cos
(
tTX

))
+ iE

(
sin
(
tTX

))
est toujours bien dé�nie car les fonctions cosinus et sinus sont bornées.

Exemples

� Si X suit une loi de Poisson de paramètre λ > 0. Alors

φX(t) =
+∞∑
k=0

exp(itk) exp(−λ)
λk

k!
= exp (λ(exp(it)− 1)) .

On rappelle que pour un nombre complexe z, on a exp(z) =

+∞∑
k=0

zk

k!
.

� Supposons maintenant que X suive une loi gaussienne centrée réduite. Le calcul direct de
la fonction caractéristique est plus délicat. On peut faire le calcul en dérivant φX . Nous
admettrons la possibilité de dériver sous le signe espérance, ce qui donne

φ′X(t) = E (iX exp(itX)) .

On calcule alors cette dernière expression à l'aide d'une intégration par parties (les calculs
pour des fonctions à valeurs complexes sont les mêmes que pour des fonctions à valeurs
réelles). On a alors

φ′X(t) =

∫
ix√
2π

exp(itx) exp(−x2/2)dx

=

[
− exp(itx) exp(−x2/2)

i√
2π

]+∞

−∞
−
∫
t exp(itx) exp(−x2/2)dx.

On trouve donc φ′X(t) = −tφX(t) ce qui donne φX(t) = exp
(
−t2/2

)
.

On peut en déduire la fonction caractéristique de la variable Y = m+ σX ∼ N (m,σ2) :

φY (t) = exp(itm)φX(σt) = exp(itm) exp

(
−σ

2t2

2

)
.

La fonction caractéristique et les moments. Il est possible de montrer (mais nous l'ad-
mettrons) que si une variable aléatoire à valeurs réelles X admet un moment d'ordre n ∈ N∗,
alors la fonction caractéristique est n fois dérivable et les dérivées peuvent être obtenues en
dérivant sous le signe E. Ainsi pour k = 1, . . . , n, on a

φ
(k)
X (t) = ikE

(
Xk exp(itX)

)
,

ce qui donne mk = φ
(k)
X (0). On pourra véri�er à titre d'exercice qu'on retrouve par exemple la

moyenne et la variance d'une loi de Poisson en dérivant deux fois la fonction caractéristique.
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Proposition 28 La fonction caractéristique d'une variable aléatoire à valeurs dans Rd est une

fonction continue telle que φX(0) = 1. De plus si Y : Ω→ Rd est une autre variable aléatoire telle
que φY (t) = φX(t) pour tout t ∈ Rd, alors X et Y ont la même loi. La fonction caractéristique

caractérise donc complètement la loi.

Évidemment deux variables aléatoires ayant même loi ont même fonction caractéristique d'après
le théorème de transfert. La preuve de l'implication inverse donnée dans cette proposition est
un peu technique et sera admise. On retiendra que si les intégrales des fonctions x 7→ cos

(
tTx
)

et x 7→ sin
(
tTx
)
coïncident pour deux lois alors ces lois sont égales. Aussi on peut en déduire

la propriété suivante : si E (h(X)) = E (h(Y )) pour toute fonction h : Rd → R continue bornée,
alors PX = PY (les variables X et Y ont la même loi).

La fonction génératrice des moments. Pour une variable aléatoire X discrète à valeurs
dans N, on utilise plutôt la fonction génératrice GX dé�nie par

GX(s) = E
(
sX
)

=
+∞∑
k=0

skP (X = k) , 0 < s < 1.

Une généralisation de cette notion est aux variables aléatoires à valeurs dans Rd est donnée par

LX(t) = E
(
exp

(
tTX

))
, t ∈ Rd.

Ces deux notions évitent le recours aux nombres complexes et les moments peuvent être aussi
obtenus par dérivation. Le problème est que contrairement à la fonction caractéristique qui est
toujours dé�nie, la fonction génératrice des moments ne l'est pas toujours si la variable aléatoire
prend des valeurs négatives et/ou n'est pas bornée.

Proposition 29 Deux variables aléatoires X et Y à valeurs respectives dans Rd et Rp sont

indépendantes si et seulement si

φ(X,Y )(u, v) = E

exp(
d∑
i=1

uiXi +

p∑
j=1

vjYj)

 = φX(u)φY (v), (u, v) ∈ Rp × Rd.

Évidemment la condition nécessaire est évidente car si X et Y sont indépendantes alors il en va
de même des variables exp

(
iuTX

)
et exp

(
ivTY

)
et l'espérance de leur produit coïncide avec le

produit de leur espérance. La preuve de la condition su�sante est un peu technique et ne sera
pas abordée.
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Chapitre 6

Loi et espérance conditionnelle

6.1 Généralisation des lois conditionnelles

Dans cette section, nous généralisons la notion de loi conditionnelle pour un couple de va-
riables aléatoires dont la loi admet une densité par rapport à une mesure produit. Soient (X,Y )
un couple de variables aléatoires à valeurs dans Rd × Rp et µ et ν deux mesures σ−�nies sur
Rd et Rp respectivement. On suppose que la loi de (X,Y ) admet une densité notée fX,Y par
rapport à la mesure produit µ⊗ ν, autrement dit

P (X ∈ A, Y ∈ B) =

∫
A×B

fX,Y (x, y)d (µ⊗ ν) (x, y), A×B ∈ B
(
Rd
)
× B(Rp). (6.1)

Rappelons que le théorème de Fubini garantit que

P (X ∈ A, Y ∈ B) =

∫
A

(∫
B
fX,Y (x, y)dν(y)

)
dµ(x) =

∫
B

(∫
A
fX,Y (x, y)dµ(x)

)
dµ(y)

et nous remplacerons souvent la notation d (µ⊗ ν) (x, y) par dµ(x)dν(y). Dans ce cas, les lois
de X et de Y sont données par

P (X ∈ A) =

∫
A

(∫
fX,Y (x, y)dν(y)

)
dµ(x), A ∈ B(Rd).

P (Y ∈ B) =

∫
B

(∫
fX,Y (x, y)dµ(x)

)
dν(y), B ∈ B(Rp).

Ainsi la loi de X admet une densité fX par rapport à µ qui est donnée par

fX(x) =

∫
fX,Y (x, y)dν(y), x ∈ Rd.

De même, la loi de Y admet une densité fY par rapport à ν qui est donnée par

fY (y) =

∫
fX,Y (x, y)dµ(x), y ∈ Rd.

Lorsque µ et ν sont les mesures de Lebesgue, on retrouve les lois à densité précédemment
étudiées. Lorsque µ et ν sont les mesures de comptage sur N, on retrouve les couples de variables
aléatoires discrètes : la densité fX,Y peut alors être dé�nie par fX,Y (x, y) = P (X = x, Y = y)
pour (x, y) ∈ R2. Un exemple de cas non étudié précédemment est celui ou µ désigne la mesure
de Lebesgue sur R et ν désigne la mesure de comptage sur N. Pour ce dernier cas, on pourra
remarquer que

P (X ∈ A, Y = y) =

∫
A
fX,Y (x, y)dx, A ∈ B(R)

et que fY (y) = P(Y = y) pour tout y ∈ N.
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Dé�nition 20 Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires dont la loi véri�e (6.1). Soit égale-

ment g une densité de probabilité quelconque pour la mesure µ. On dé�nit alors la loi condition-

nelle de X|Y = y comme étant la mesure de probabilité de densité notée fX|Y (·|y) par rapport à

la mesure µ, densité qui est dé�nie par

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
, x ∈ Rd,

lorsque fY (y) est di�érent de 0. Si y ∈ Rp véri�e fY (y) = 0, on dé�nit fX|Y (·|y) = g.

Lorsque µ et ν sont ou bien toutes deux des mesures de Lebesgue ou bien toutes deux
la mesure de comptage sur N, on retrouve la dé�nition des lois conditionnelles donnée pour
un couple de variables aléatoires à densité ou pour un couple de variables discrètes. Donnons
un exemple de situation où on est amené à considérer des lois conditionnelles pour un couple
(X,Y ) à densité par rapport au produit de la mesure de Lebesgue et de la mesure de comptage.
Supposons que l'on dispose de n machines pour e�ectuer un tâche donnée, les machines ont
des durées de vie X1, . . . , Xn de lois de densités respectives f1, . . . , fn. La probabilité que la
machine i soit choisie pour e�ectuer cette tâche est pi. On observe uniquement une durée de vie
X sans savoir quelle machine a été choisie. Quelle est alors la probabilité que la machine i ait
été choisie ? On peut remarquer qu'il est possible de représenter X sous la forme

X =

n∑
i=1

Xi1Y=i,

où Y une variable aléatoire indépendante de (X1, . . . , Xn) et telle que P (Y = i) = pi pour
i = 1, . . . , n. Si A ∈ B(R) et i ∈ {1, . . . , n}, on a

P (X ∈ A, Y = i) = P (Xi ∈ A, Y = i) = P(Xi ∈ A)pi =

∫
A
pifi(x)dx.

En posant fX,Y (x, y) = fy(x)py1{1,...,n}(y), on voit que (X,Y ) a une densité par rapport à λ⊗ν,
où λ désigne la mesure de Lebesgue sur R et ν la mesure de comptage sur N. De plus la loi de
X|Y = i a la densité fi. On cherche ici la loi de Y |X = x. Nous avons

fX(x) =

∫
pyfy(x)dν(y) =

n∑
j=1

pjfj(x)

(la densité de X est donc donnée par un mélange) et d'après la dé�nition de la loi conditionnelle,
on a si i = 1, . . . , n :

P (Y = i|X = x) =
pifi(x)
n∑
j=1

pjfj(x)

.

Moyenne conditionnelle En gardant les notations précédentes, pour un couple de variable
aléatoire (X,Y ) admettant une densité fX,Y par rapport à une mesure produit µ⊗ ν et lorsque
X est une variable aléatoire intégrable et à valeurs réelles, la moyenne conditionnelle est dé�nie
par

E (X|Y = y) =

∫
xfX|Y (x|y)dx.

Lorsque ν est la mesure de comptage sur N, on pourra remarquer que si P(Y = y) > 0 alors

E (X|Y = y) =
E (X1Y=y)

P(Y = y)
.
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6.2 Espérance conditionnelle

L'objectif de la notion d'espérance conditionnelle peut être résumé grossièrement ainsi.
Lorsque une partie de l'information est disponible (des événements ou encore une variable aléa-
toire, ce qui bien souvent revient au même), on souhaite attribuer une valeur moyenne à une
variable aléatoire X non observée mais qui tienne compte de cette information (par exemple,
lors du lancer de deux dés, on sait juste que la somme est paire ou pas mais on ne connaît pas
les numéros sur les dés). L'espérance conditionnelle à une sous-tribu est une variable aléatoire
qui pourra être construite à partir de l'information disponible et qui sous certaines hypothèses
sera la meilleure approximation de X au sens de la perte quadratique. Lorsque l'information dis-
ponible se résumera à une variable aléatoire Y , la moyenne de la loi conditionnelle de X|Y = y
sera directement à l'origine de cette variable aléatoire.

6.2.1 Variable aléatoire mesurable par rapport à une sous-tribu

Soit B une sous-tribu de A. On dira qu'une variable aléatoire Z : Ω → R est B−mesurable
si pour tous a ≤ b, l'événement {a ≤ Z ≤ b} appartient à B. Ainsi la variable aléatoire Z peut
être construite uniquement à l'aide des événements de B, en utilisant l'approximation par une
variable aléatoire discrète (on renvoit au Chapitre 1 pour cette approximation).
De fa çon imagée, B peut être vue comme une quantité d'information disponible et les variables
aléatoires B−mesurables comme toutes les fonctions qu'il est possible de construire à partir de
cette information.
Donnons un premier exemple. Si B est la tribu engendrée par un événement A de A, alors

B = {∅, A,Ac,Ω} .

Si Z est une variable aléatoire B−mesurable alors il existe deux nombres réels α et β tels que

Z = α1A + β1Ac .

En e�et, si Z est constante et égale à c, on peut prendre α = β = c. Si Z prend deux valeurs
distinctes a et b, on a la décomposition

Z = a1Z=a + b1Z=b

et comme {Z = a}, {Z = b} ∈ B sont deux événements non vides et de réunion Ω, l'un vaut
A l'autre Ac et on pose α, β = a, b. Ensuite il n'est pas possible que Z prenne trois valeurs
distinctes car il n'y a pas trois éléments distincts non vides et di�érents de l'univers dans B.
Remarquons que lorsque A = ∅ ou A = Ω, alors les variables aléatoires B−mesurables sont
simplement les constantes.
Cet exemple se généralise au cas d'une tribu B = σ ({A1, A2, . . . , An}) engendrée par un nombre
�ni d'événements A1, . . . , An disjoints deux à deux et de réunion Ω. Dans ce cas B est la tribu
constituée de toutes les réunions formées à partir des Ai et on peut montrer que qu'une variable
aléatoire B−mesurable est de la forme

Z =

n∑
i=1

αi1Ai .

Passons maintenant au cas d'une tribu engendrée par une variable aléatoire.

Dé�nition 21 Si Y : Ω → Rd est une variable aléatoire, la tribu engendrée par Y est la tribu

notée σ(Y ) et qui est dé�nie par

σ(Y ) =
{
{Y ∈ A} : A ∈ B(Rd)

}
.
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On pourra véri�er à titre d'exercice que la famille d'événements entre accolades donnée dans
la dé�nition ci-dessus véri�e bien la dé�nition d'une tribu. La tribu B = σ ({A1, A2, . . . , An})
engendrée par un nombre �ni d'événements A1, . . . , An disjoints deux à deux et de réunion Ω,
est un exemple de ce type de tribu si on pose par exemple

Y =
n∑
i=1

(i− 1)1Ai .

En particulier la tribu engendrée par l'événement A coïncide avec la tribu engendrée par la
variable aléatoire 1A.

Remarque. En fait, on peut toujours voir une tribu comme engendrée par une variable aléa-
toire mais ceci demande une dé�nition plus générale de la notion de variable aléatoire qu'il n'est
pas question d'aborder dans ce cours. Par exemple en mathématiques �nancières, il existe la
notion d'une tribu engendrée par des variables aléatoires Zs, 0 ≤ s ≤ t qui représente l'ensemble
des prix de l'instant initial jusqu'au temps t > 0 : dans ce cas la variable aléatoire sous-jacente
est à valeurs dans un espace de fonction et pas dans Rd.

Lorsque une tribu B est générée par une variable aléatoire, on a une description plus parlante
des variables aléatoires à valeurs réelles et B−mesurables.

Lemme 3 (lemme de Doob) Soit Z : Ω → R une variable aléatoire mesurable par rapport

à la tribu B = σ(Y ) où Y : Ω → Rd est une variable aléatoire. Alors, il existe une fonction

g : Rd → R mesurable et telle que Z = g(Y ).

En d'autres termes, les variables aléatoires σ(Y )−mesurables coïncident avec les fonctionnelles
(mesurables) de Y .

6.2.2 Espérance conditionnelle par rapport à une sous-tribu

Le théorème suivant est à la base de la dé�nition de l'espérance conditionnelle. Pour simpli�er
les énoncés nous introduisons l'ensemble L1

B (resp. L2
B) constitué des variables aléatoires U : Ω→

R, B−mesurables et intégrables (resp. dont le carré est intégrable, i.e E(U2) < +∞).

Théorème 11 Soit X une variable aléatoire à valeurs réelles et intégrable. Soit également B
une sous-tribu de A. Alors il existe une variable aléatoire Z ∈ L1

B telle que pour tout A ∈ B, on
ait

E (1AX) = E (1AZ) . (6.2)

Cette variable aléatoire est unique à l'égalité presque sûre près : si Z ′ ∈ L1
B qui véri�e (6.2) alors

P (Z = Z ′) = 1.
En outre, si E(X2) < +∞ alors Z ∈ L2

B et dans ce cas on a pour toute variable aléatoire U ∈ L2
B

E (UX) = E (UZ) , (6.3)

ainsi que l'inégalité

E
(
(X − Z)2

)
≤ E

(
(X − U)2

)
. (6.4)

Réciproquement, si E
(
X2
)
< +∞ et Z ∈ L2

B véri�e (6.4) pour tout U ∈ L2
B alors Z véri�e (6.3)

(et donc également (6.2).
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Dé�nition 22 Conservons les hypothèses du théorème précédent. Alors toute variable aléatoire

Z ∈ L1
B satisfaisant (6.2) est appelée une version de l'espérance conditionnelle de X sachant B.

Nous noterons alors abusivement E (X|B) toute version de l'espérance conditionnelle.

Lorsque la variable aléatoireX est de carré intégrable, l'espérance conditionnelle minimise l'écart
quadratique E

(
(X − U)2

)
sur U ∈ L2

B et de plus, d'après le théorème précédent, ce minimum est
unique à l'égalité presque sûre près. C'est pour cela que cette notion est souvent utilisée pour
faire de la prévision en modélisation lorsqu'on souhaite prévoir une variable aléatoire X non
observée à partir de certains événements (ou variables aléatoires) connus. Lorsque la variable
aléatoire est simplement intégrable, cette propriété de minimisation n'est plus forcément valable :
l'espérance conditionnelle apparaît alors comme une variable aléatoire de L1

B qui a la même valeur
moyenne que X sur les événements de B (voir (6.2)). Reste à savoir comment calculer l'espérance
conditionnelle en pratique. C'est ce que nous verrons un peu plus loin.

Quelques éléments de preuve pour le Théorème 11.

� L'existence de la variable aléatoire Z est di�cile à justi�er et est admise. Montrons
l'unicité. Si Z et Z ′ sont deux éléments de L1

B satisfaisant (6.2), alors en posant A =
{Z > Z ′} qui est bien un événement de B, on a E (1A(Z − Z ′)) = 0 et la variable aléatoire
V = 1A(Z − Z ′) prend des valeurs positives. D'après les propriétés de l'espérance, on a
P(V = 0) = 1. Mais {V = 0} = {Z ≤ Z ′} et donc P(Z ≤ Z ′) = 1. En échangeant le rôle
de Z et Z ′, on a aussi P(Z ′ ≤ Z) = 1. L'intersection de deux événements de probabilité 1
étant de probabilité 1, on conclut que P(Z = Z ′) = 1.

� Montrons ensuite que la variable aléatoire Z du théorème véri�e (6.3) lorsque X est de
carré intégrable. Il faut auparavant montrer que Z est de carré intégrable. Remarquons
qu'il est clair que par linéarité, les égalités (6.2) entraîne que E(XU) = E(ZU) pour toute
variable aléatoire U , B−mesurable et ne prenant qu'un nombre �ni de valeurs. Considérons
alors une suite croissante (Vn)n d'éléments de D+ (voir le Chapitre 1), B−mesurables et
convergente point par point vers |Z|. Posons Un = (1Z≥0 − 1Z<0)Vn. Alors on a

E(Vn|Z|) = E(UnZ) = E(UnX) ≤
√

E(V 2
n )
√
E(X2),

où on a utilisé l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Comme Vn|Z| ≥ V 2
n , on en déduit E(V 2

n ) ≤
E(X2) et comme (V 2

n ) est une suite croissante de D+ convergente point par point vers Z2,
il résulte de la dé�nition de l'espérance que :

E(Z2) = lim
n→∞

E
(
V 2
n

)
≤ E

(
X2
)
, (6.5)

ce qui prouve bien que E(Z2) < +∞. Remarquons ensuite que si les égalités (6.3) sont
valables pour U ne prenant qu'un nombre �ni de valeurs alors, elles sont aussi valables
pour U bornée : en e�et, il est facile d'approcher U bornée par une suite (Un) de variables
aléatoires ne prenant qu'un nombre �ni de valeurs de sorte que

lim
n→+∞

sup
ω∈Ω
|Un(ω)− U(ω)| = 0.

Ceci entraîne que
|E(UX)− E(UZ)| ≤ |E(UX)− E(UnX)|+ |E(UnZ)− E(UZ)|

≤ 2 sup
ω∈Ω
|Un(ω)− U(ω)| × (E(|X|) + E(|Z|)) .

En faisant tendre n vers +∞ on obtient les égalités 6.3 pour des variables aléatoires U
bornées. Ces égalités s'étendent à toutes les variables aléatoires U ∈ L2

B. En e�et si U ∈ L2
B

et n ∈ N∗, la variable aléatoire Un = U1|U |≤n est bornée et on a E(UnX) = E(UnZ).
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Montrons alors que limn→∞ E(UnX) = E(UX) (le même raisonnement vaudra pour Z).
Les propriétés de l'espérance et l'inégalité de Cauchy-Schwarz assure que

|E(UnX)− E(UX)| ≤ E (|X| · |Un − U |) ≤
√
E(X2)

√
E ((U − Un)2).

Montrons pour conclure que limn→∞ E
(
(U − Un)2

)
= 0. On a Sn = (U−Un)2 = U21|U |>n

et en posant Tn = U21|U |≤n, on a

E(U2) = E(Tn) + E(Sn).

Par convergence monotone (voir le chapitre Mesure et intégration), on a limn→∞ E(Tn) =
E(U2). On conclut alors que limn→∞ E(Sn) = 0. On a de même limn→∞ E(UnZ) = E(UZ)
et on prouve alors facilement (6.3).

� Pour �nir montrons qu'une variable aléatoire Z ∈ L2
B satisfait (6.3) pour tout U ∈ L2

B si
et seulement si elle satisfait à 6.4 pour tout U ∈ L2

B.
Supposons d'abord que Z satisfait à 6.3 pour tout U ∈ L2

B (donc en particulier pour
U = Z). Alors pour U donné dans L2

B, nous avons
E
(
(X − U)2

)
− E

(
(X − Z)2

)
= E

(
U2
)
− 2E (XU) + 2E(XZ)− E

(
Z2
)

= E
(
U2
)
− 2E (ZU) + 2E

(
Z2
)
− E

(
Z2
)

= E
(
(U − Z)2

)
≥ 0,

ce qui prouve (6.4).
Supposons maintenant que Z satisfait à 6.4 pour tout U ∈ L2

B. Soit alors t > 0. On a
U + tZ ∈ L2

B et (6.4) entraîne que

E
(
(X − Z − tU)2

)
≥ E

(
(X − Z)2

)
.

En développant les carré, on voit alors que

t2E
(
U2
)
− 2tE ((X − Z)U) ≥ 0.

En divisant l'inégalité précédente par t et en faisant tendre t vers 0, on obtient E ((X − Z)U) ≤
0. En remplaçant U par−U dans cette dernière inégalité, on obtient également E ((X − Z)U) ≥
0. Finalement on conclut que E ((X − Z)U) = 0 ce qui prouve (6.3). �

Deux exemples simples. Lorsque B = {∅,Ω}, les variables aléatoires B−mesurables sont les
constantes. Ce n'est pas surprenant, cette sous-tribu n'apporte pas d'information réelle. Dans
ce cas la constante qui véri�e (6.2) est E (X|B) = E(X) (on a le choix uniquement entre A = ∅
et A = Ω). Du point de vue de la minimisation de l'écart quadratique, ce n'est pas surprenant :
on sait sans utiliser ce qui précède que la constante a qui minimise E

(
(X − a)2

)
est a = E(X)

et la valeur minimale est la variance (pour le prouver directement, développer le carré et étudier
le polynôme du second degré en a).
Supposons maintenant que la sous-tribu B soit engendrée par un seul événement A non vide et
di�érent de Ω. Alors l'espérance conditionnelle est de la forme

Z = α1A + β1Ac ,

pour des nombres réels α et β à déterminer. On utilise les égalités (6.2). On a

E (X1A) = E (Z1A) = αP(A) + β × 0,
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ce qui donne α = E(X1A)
P(A) . De même,

E (X1Ac) = E (Z1Ac) = βP (Ac) ,

et donc β = E(X1Ac )
P(Ac) . On en déduit

E (X|B) =
E (X1A)

P(A)
1A +

E (X1Ac)

P (Ac)
1Ac .

Par exemple si on lance deux dés équilibrés, on peut considérer A l'événement �la somme est un
nombre pair� et X le numéro du premier dé. Si on observe qu'e�ectivement la somme est paire,
on prévoira X par la valeurs E(X1A)

P(A) . Si en revanche la somme est impaire, on utilisera la valeur
E(X1Ac )
P(Ac) .

Tribu engendrée par une variable aléatoire discrète Il s'agit de généraliser l'exemple
précédent (qui concernait en fait le cas d'une tribu engendrée par une variable aléatoire de loi
de Bernoulli). Supposons maintenant que B = σ(Y ) où Y : Ω → Rd est une variable aléatoire
discrète. Dans ce cas, on peut chercher l'espérance conditionnelle sous la forme Z = g(Y ) pour
une fonction g : Rd → R mesurable et telle que

E (|g(Y )|) =
∑

y∈ val(Y )

|g(y)| × P (Y = y) < +∞.

Si y ∈ val(Y ), on pose A = {Y = y}. On a alors en utilisant (6.2)

E (X1A) = E (Z1A) =
∑

w∈ val(Y )

g(w)E (1Y=w1Y=y) = g(y)P(Y = y).

On obtient alors g(y) =
E(X1Y =y)
P(Y=y) pour tout y ∈ val(Y ). On a

∑
y∈ val(Y )

|g(y)| × P (Y = y) ≤ E (|X|) < +∞

et on peut poser

E (X|B) = g(Y ) =
∑

y∈ val(Y )

E (X1Y=y)

P(Y = y)
1Y=y.

Espérance conditionnelle et moyenne conditionnelle. Voici le lien fondamental entre la
moyenne de la loi conditionnelle et l'espérance conditionnelle lorsque B est une tribu engendrée
par une variable aléatoire Y : Ω→ Rd et lorsque le couple (X,Y ) possède une densité fX,Y par
rapport une mesure produit µ⊗ ν.

Proposition 30 On suppose X intégrable. Soit g(y) = E (X|Y = y). Alors E (X|σ(Y )) = g(Y ).
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Preuve. On véri�e l'égalité (6.2). Tout événement de B = σ(Y ) est de la forme {Y ∈ A} pour
A ∈ B

(
Rd
)
. On a alors

E
(
X1{Y ∈A}

)
=

∫
x1A(y)fX,Y (x, y)dµ(x)dν(y)

=

∫
x1A(y)fX|Y (x|y)fY (y)dµ(x)dν(y)

=

∫
1A(y)

(∫
fX|Y (x|y)dµ(x)

)
fY (y)dν(y)

=

∫
A
g(y)fY (y)dν(y)

= E (1A(Y )g(Y ))

D'après la caractérisation (6.2) de l'espérance conditionnelle, la proposition est prouvée.�

Notation. On utilisera plutôt la notation E (X|Y ) au lieu de E (X|σ(Y )).

Remarque. Reprenons l'exemple de la tribu engendrée par une variable aléatoire discrète Y
à valeurs dans N = val(Y ) et examinons la cas où le couple (X,Y ) admet une densité fX,Y par
rapport à une mesure produit µ⊗ν avec ν la mesure de comptage sur N. Alors, on a prouvé que

E (X|Y ) =

+∞∑
n=0

E (X1Y=n)

P(Y = n)
1Y=n.

On a vu aussi (voir le début de ce chapitre) que

E (X|Y = n) =
E (X1Y=n)

P(Y = n)
.

Cet exemple con�rme donc bien le résultat de la Proposition 30.

6.2.3 Propriétés générales de l'espérance conditionnelle

Voici les propriétés générales de l'espérance conditionnelle.

Proposition 31 Soient X et X ′ deux variables aléatoires intégrables, B une sous-tribu de A et

U ∈ L1
B.

1. On a E (E (X|B)) = E(X).

2. On a E (U |B) = U .

3. On a les propriétés de linéarité suivantes (les égalités étant valables presque sûrement)

E
(
X +X ′|B

)
= E (X|B) + E

(
X ′|B

)
,

E (UX|B) = UE (X|B) ,

lorsque U est bornée. Si de plus, E
(
X2
)
< +∞, alors la deuxième égalité est aussi valable

pour U ∈ L2
B.

4. Si X est à valeurs positives, alors E (X|B) est aussi à valeurs positives. De plus si X ≤ X ′,
alors E (X|B) ≤ E (X ′|B).

5. Si X est indépendante de B, alors E (X|B) = E(X).
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6. Si C est une tribu telle que C ⊂ B alors

E (E (X|B) |C) = E (X|C) .

On retiendra aussi les deux cas particuliers suivants du point 2. : E (λX|B) = λE (X|B) et
E (λ|B) = λ pour tout réel λ. On peut remarquer que les trois premiers points montrent que
l'espérance conditionnelle se comporte en gros comme une espérance mais pour laquelle les
variables aléatoires B−mesurables jouent le rôle de constantes.
Le point 6. est souvent utilisé dans le cas suivant : C = σ(Y1) et B = σ ((Y1, Y2)) où Y1 et Y2 sont
deux variables aléatoires, l'inclusion résultant du fait que toute fonction de Y1 est une fonction
de (Y1, Y2) (voir l'exemple du modèle autorégressif).

Preuve. Pour la plupart de ces propriétés, il su�t de montrer que la variable aléatoire annoncée
véri�e la caractérisation (6.2) : pour montrer une égalité du type E (S|B) = Z, on montre que
Z ∈ L1

B puis que pour tout A ∈ B, on a

E (1AS) = E (1AZ) . (6.6)

1. Le premier point se déduit de la relation (6.2) en prenant A = Ω.

2. Si A ∈ B, alors en posant S = U , on voit que la variable aléatoire Z = U , qui appartient à
L1
B, véri�e trivialement (6.6). Par unicité de l'espérance conditionnelle (à l'égalité presque

sûre près), on a E (U |B) = U .

3. La variable aléatoire S = X+X ′ est intégrable ainsi que la variable aléatoire B−mesurable

Z = V1 + V2 = E (X|B) + E
(
X ′|B

)
.

De plus Z véri�e (6.6) car si A ∈ B,

E (1AZ) = E (1AV1) + E (1AV2)

= E (1AX) + E
(
1AX

′)
= E (1AS) .

Toujours par unicité, on conclut

E
(
X +X ′|B

)
= E (X|B) + E

(
X ′|B

)
.

Pour prouver que E (UX|B) = UE (X|B) lorsque X est de carré intégrable et U ∈ L2
B, on

commence par remarquer que la variable aléatoire candidate est bien intégrable en tant
que produit de variable aléatoire de carré intégrable et qu'elle est de plus B−mesurable. Il
su�t ensuite de voir que si A ∈ B, on a (en posant Z = E (X|B))

E (1AUZ) = E (1AUX) ,

en utilisant (6.3) que l'on a appliqué à la variable aléatoire 1AU ∈ L2
B au lieu de U et à

S = UX au lieu de X. Ainsi (6.6) est véri�ée pour tout A ∈ B. Lorsque X est seulement
intégrable, il faut d'abord que la caractérisation (6.2) s'étend en remplçant les indicatrices
1A par des variables aléatoires B−mesurables bornées (ceci a en fait été déjà montré dans
la preuve du Théorème 11) et on procède comme pour le cas X de carré intégrable (cas
précédent) pour �nir la preuve.
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4. Posons Z = E (X|B). En choisissant A = {Z < 0}, on a Z1A ≤ 0 et vu que 0 ≤ E (X1A) =
E (Z1A), on en déduit que E (Z1A) = 0 et donc également que l'espérance de la variable
aléatoire positive −Z1A est nulle. Les propriétés de l'espérance assure que P(A) = 0. On
en déduit P(Z ≥ 0) = 1.
La deuxième assertion est une conséquence directe de la première car X ′−X ≥ 0 entraîne
E (X ′ −X|B) ≥ 0. La linéarité de l'espérance conditionnelle (point 3.) permet alors de
conclure.

5. Lorsque X est indépendante de B, alors Z = E(X) appartient à L1
B (comme toute

constante). De plus pour A ∈ B, (6.6) est véri�ée car les deux membres sont tous les
deux égaux à E(X)P(A).

6. Posons S = E (X|B). La variable aléatoire Z = E (S|C) appartient bien à L1
C (car S est

intégrable). De plus si A ∈ C, on a

E (1AZ) = E (1AS) = E (1AX) .

La première égalité utilise la dé�nition de l'espérance conditionnelle et la deuxième égale-
ment car A ∈ B. On a conclut alors à l'égalité annoncée.�

Exemple d'application pour un modèle autorégressif. On considère une suite i.i.d U
de variables aléatoires à valeurs réelles, intégrables et de toutes de moyenne nulle. Posons alors
X0 = x (variable aléatoire constante réelle) et dé�nissons X1, x2, . . . de façon récursive par

Xn+1 = aXn + b+ Un+1, n ∈ N.

Ce type de dynamique est fréquemment utilisé pour modéliser l'évolution temporelle de certains
phénomènes (évolution d'actifs d'un jour au suivant, évolution du niveau d'eau dans un lac...).
On pourra remarquer en itérant l'équation que Xn peut s'écrire comme une combinaison linéaire
des variables U1, . . . , Un. La variable aléatoire Un+1 est donc indépendante de Xn et plus géné-
ralement de Fn = σ (X1, . . . , Xn). Calculons alors l'espérance conditionnelle E (Xn+1|Fn). On a
la série d'égalités

E (Xn+1|Fn) = E (aXn + b+ Un+1|Fn)

= aE (Xn|Fn) + b+ E (Un+1|Fn)

= aXn + b+ E(Un+1)

= aXn + b.

Pour la première égalité, on a utilisé la linéarité de l'espérance conditionnelle et le fait qu'une
constante est Fn−mesurable. Pour la deuxième, on a utilisé que Xn était Fn−mesurable (et
donc le point 2. de la Proposition 31) et le fait que Un+1 était indépendante de Fn (et donc le
point 5. de la Proposition 31). On peut alors faire des prévisions à horizon h ≥ 2. Par exemple,
on a en utilisant ce qui précède et le point 6. de la Proposition 31

E (Xn+2|Fn) = E (E (Xn+2|Fn+1) |Fn)

= E (aXn+1 + b|Fn)

= aE (Xn+1|Fn) + b

= a2Xn + ab+ b.
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On voit alors par récurrence que pour h ≥ 1,

E (Xn+h|Fn) = ahXn + ah−1b+ . . .+ ab+ b.

Au passage on pourra remarquer l'égalité Fn = σ (U1, . . . , Un) : en e�et, pour i = 1, . . . , n, Xi

est une fonction de Ui, . . . , U1 et inversement on a Ui = Xi − aXi−1 − b.
Mentionnons en�n deux dernières propriétés utiles en pratique aussi bien pour le calcul de

l'espérance conditionnelle que pour celui des lois conditionnelles.

Proposition 32 On considère un couple (X,Y ) de variables aléatoires pour lequel nous avons

dé�ni la notion de loi conditionnelle.

1. On suppose que X = F (U, Y ) où F est mesurable et U est une variable aléatoire indépen-

dante de Y . Posons g(y) = E (F (U, y)). Alors g(Y ) = E (X|Y ). On a même plus : la loi

conditionnelle de X|Y = y est aussi la loi de F (U, y).

2. Si φ est une fonction mesurable et telle que φ(X) soit intégrable alors

E (φ(X)|Y = y) =

∫
φ(x)fX|Y (x|y)dµ(x).

Le point 2. est une sorte de théorème de transfert conditionnel : si on connaît la loi conditionnelle
de X|Y = y il n'est pas nécessaire de connaître celle de φ(X)|Y = y pour calculer l'espérance
conditionnelle correspondante, il su�t d'intégrer φ par rapport à la loi conditionnelle de X|Y =
y.

Exemples de calculs

� Considérons un modèle autorégressif de la forme

Xn+1 = f (Xn, Un+1) , n ∈ N

avec U une suite i.i.d, f une fonction connue et X0 = x0 est une constante. On voit que Xn

s'écrit comme une fonction des variables aléatoires Un, Un−1, . . . , U1. Un+1 est donc une
variable aléatoire indépendante de Xn et même indépendante de Fn = σ (X1, X2, . . . , Xn).
D'après la proposition précédente la loi deXn+1|Xn = x coïncident avec la loi de f (x, Un+1)
(remarquer qu'il s'agit aussi de la loi de Xn+1|Xn, . . . , X1). Prenons le cas où f(x, y) =
y
√

1 + ax2 et la suite U est une suite de gaussiennes N (0, 1) : il s'agit d'un exemple de
modèle ARCH (autorégressif et conditionnellement hétéroscedastique). Dans ce cas, la loi
de Xn+1|Xn = x est la loi N

(
0, 1 + ax2

)
. On remarquera également que E (Xn+1|Fn) = 0

ici. En revanche, on peut regarder E
(
X2
n+1|Fn

)
: un calcul à l'aide des propriétés de la loi

conditionnelle montre que

E
(
X2
n+1|Fn

)
=
(
1 + aX2

n

)
E
(
U2
n+1|Fn

)
=
(
1 + aX2

n

)
E (Un+1) = 1 + aX2

n.

On aurait aussi pu obtenir directement ce résultat en utilisant le point 2. de la proposition
précédente avec φ(z) = z2 et en utilisant la loi conditionnelle N (0, 1 + ax2).

� Supposons par exemple qu'une variable aléatoire X s'écrit sous la forme X = exp(Y U)
avec Y et U deux variables aléatoires indépendantes et à valeurs réelles et à densité avec
par exemple U de loi uniforme sur [0, 1]. Calculons E (X|Y ). La proposition précédente
assure que E(X|Y ) = g(Y ) où g est la fonction dé�nie par

g(y) = E (exp(yU)) =

∫ 1

0
exp(yu)du =

exp(y)− 1

y
,

en convenant que le quotient vaille 1 si y = 0. On obtient alors la formule

E (X|Y ) =
exp(Y )− 1

Y
.
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� Retrouvons par le conditionnement un résultat déjà obtenu. Si X = Y X1 + (1 − Y )X2

avec X1, X2 et Y indépendantes, Y ∼ B(p) et Xi à densité fi sur R pour i = 1, 2, alors
on voit que d'après la proposition précédente, la loi de X|Y = 1 est la loi de X1 et que la
loi de X|Y = 0 est la loi de X2.

Preuve partielle du point 1 de la Proposition 32. Prouvons l'assertion sur l'espérance
conditionnelle. Encore une fois, il su�t de véri�er que la variable aléatoire g(Y ) satisfait (6.2).
Remarquons déjà que g(Y ) est intégrable : en e�et le théorème de transfert et le théorème de
Fubini assure que

E (|X|) =

∫
|F (u, y)|dPY (y)dPU (u) =

∫
E (|F (U, y)|) dPY (y)

et est un nombre �ni par hypothèse sur X. Ceci montre que g(Y ) est intégrable. Aussi pour un
événement {Y ∈ A} ∈ σ(Y ), nous avons

E (X1A(Y )) =

∫
F (u, y)1A(y)dPU (u)dPY (y)

=

∫
A
g(y)dPY (y)

= E (1A(Y )g(Y )) .

L'égalité (6.2) est bien véri�ée.�
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Chapitre 7

Les lois gaussiennes

7.1 Lois gaussiennes sur R

Nous avons déjà dé�ni les lois gaussiennes sur R lors du chapitre sur les variables aléatoires
à densité. On rappelle qu'une variable aléatoire X à valeurs réelles suit une loi gaussienne de
moyenne m ∈ R et de variance σ2 > 0 si la densité de X est donnée par

fX(x) =
1√
2πσ

exp

(
−(x−m)2

2σ2

)
, x ∈ R.

On inclut aussi dans la dé�nition le cas dégénérée où σ = 0 : dans ce cas on convient que la
variable aléatoire X est presque sûrement égale à sa moyenne m (i.e la loi de X est la masse de
Dirac δm).
Dans tous les cas, on notera X ∼ N

(
m,σ2

)
. On rappelle que lorsque m = 0 et σ = 1, on parle

de loi gaussienne centrée réduite.
Une propriété importante de ces lois est leur stabilité vis à vis des transformations a�nes. La
proposition suivante se prouve aisément en e�ectuant un changement de variable.

Proposition 33 Soient m ∈ R et σ un réel positif.

Si X ∼ N (0, 1) alors Y = m+ σX ∼ N
(
m,σ2

)
.

Inversement, si σ > 0 et Y ∼ N
(
m,σ2

)
, alors Y−m

σ ∼ N (0, 1).

Lorsque nous avons introduit les fonctions caractéristiques, nous avons calculé celle de la loi
N
(
m,σ2

)
. Si X ∼ N

(
m,σ2

)
, alors

φX(t) = exp(itm) exp

(
−σ

2t2

2

)
, t ∈ R,

cette expression étant aussi valable lorsque σ = 0. L'utilisation des fonctions caractéristiques et
de leurs propriétés permet de prouver facilement la proposition suivante (cf TD).

Proposition 34 Une somme de variables aléatoires indépendantes et toutes de loi gaussienne

sur R suit encore une loi gaussienne sur R.

Ainsi si X = X1 + . . . Xn est une somme de variables aléatoires indépendantes telle que Xi ∼
N
(
mi, σ

2
i

)
pour 1 ≤ i ≤ n alors X ∼ N

(
m,σ2

)
avec nécessairement m = m1 + . . . + mn et

σ2 = σ2
1 + . . .+ σ2

n.
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7.2 Les matrices de variance-covariance

7.2.1 Quelques rappels sur les matrices

Soit A une matrice carrée de taille d× d dont les entrées sont des nombres réels. On notera
det(A) son déterminant. Le noyau de A est le sous-espace vectoriel de Rd

Ker (A) =
{
x ∈ Rd : Ax = 0

}
(on conviendra de noter les vecteurs de Rd par des matrices colonnes). Alors on les équivalences
fondamentales suivantes :
A inversible ⇔ det(A) 6= 0 ⇔ Ker (A) = {0}.
Ainsi dire que A n'est pas inversible signi�e qu'il existe x ∈ Rd \ {0} tel que Ax = 0.
On dit que A est matrice symétrique lorsque Aij = Aji pour 1 ≤ i, j ≤ d.
Dans la suite nous noterons S+

d l'ensemble des matrices carrées A de taille d× d qui sont semi-
dé�nies positives c'est à dire telles que xTAx ≥ 0 pour tout x ∈ Rd. On notera également S++

d

l'ensemble des matrices carrées A de taille d×d qui sont symétriques et dé�nies positives (c'est-à-
dire telles que xTAx > 0 pour x ∈ Rd \ {0}).
On rappelle que toute matrice symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée. Ceci
signi�e qu'il existe une matrice P de taille d×d telle que P TP = PP T = Id (matrice identité) et
A = PDP T où D est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont des nombres réels
appelés les valeurs propres de A. Dans ce cas, on a A ∈ S+

d (resp. A ∈ S++
d ) si et seulement si

les valeurs propres notées λ1, . . . , λd (avec éventuellement des répétitions) sont toutes positives
(resp. strictement positives). Ainsi on a A ∈ S++

d si et seulement si A ∈ S+
d et det(A) 6= 0.

Toute matrice A de S+
d admet une unique racine carrée dans S+

d (c'est-à-dire une matrice B
telle que B2 = A) : cette racine carrée sera notée A1/2. Lorsqu'on parlera de la racine carrée
de A, il s'agira de A1/2. Lorsque A ∈ S++

d , A1/2 appartient aussi à S++
d . Si A = PDP T on a

A1/2 = PD1/2P T et D1/2 est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont donnés par
les racines carrées des valeurs propres

√
λ1, . . . ,

√
λd. En�n lorsque A ∈ S++

d alors A−1 ∈ S++
d

et de plus la racine carrée de A−1 est l'inverse de la racine carrée de A et sera notée A−1/2 : on

a A−1/2 = P


1√
λ1

0 · · ·

0
. . . 0

0 . . . 1√
λd

 lorsque A = PDP T .

7.2.2 Vecteurs aléatoires, variance et covariance

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Rd (on parle aussi de vecteur aléatoire) pour
d ∈ N∗. Si X = (X1, . . . , Xd)

T est tel que E
(
X2
i

)
< +∞ pour i = 1, . . . , d, alors on dé�nit la

matrice de covariance de X par

Var (X) = [ Cov (Xi, Xj)]1≤i,j≤n .

Remarquer que si les coordonnées de X sont indépendantes (ou même décorrélées deux à deux
ce qui est plus faible) alors Var (X) est une matrice diagonale. Dans la suite, nous conviendrons
que si K est une matrice p × n dont les entrées dé�nissent des variables aléatoires Ki,j alors
l'espérance E(K) est la matrice p × n telle que E(K)ij = E (Kij) (on prend l'espérance de
chacune des entrées de la matrice). Nous avons alors les propriétés fondamentales suivantes.

Proposition 35 1. On a les expressions

Var (X) = E ((X − E(X))(Y − E(Y ))) = E
(
XXT

)
− E(X)E(X)T .
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2. Si A est une matrice de nombres réels de taille n × d, alors le vecteur aléatoire Y = AX
véri�e

E(Y ) = AE(X), Var (Y ) = A Var (X)AT .

3. si le déterminant de Var (X) véri�e det ( Var (X)) = 0 si et seulement si il existe x ∈
Rd \ {0} et un réel λ tel que

∑d
i=1 xiXi = λ presque sûrement.

4. Toute de matrice de covariance est symétrique et semi-dé�nie positive (i.e xT Var (X)x ≥
0 pour tout x ∈ Rd). Inversement pour toute matrice Γ symétrique et semi-dé�nie positive

de taille d, il existe un vecteur aléatoire X tel que Var (X) = Γ.

Preuve.

1. Il s'agit d'une simple réécriture matricielle.

2. Soit i ∈ {1, . . . , n}. Alors, on a

Yi =
d∑
j=1

AijXj .

Par linéarité de l'espérance on obtient

E(Yi) =
d∑
j=1

AijE(Xj).

On a donc bien E(Y ) = AE(X). De plus, le calcul de la variance montre que

Var (Yi) =
d∑

j,j′=1

AijAij′ Cov (Xj , Xj′) =
d∑

j,j′=1

Aij Var (X)jj′A
T
j′i.

Var (Yi) coïncide bien avec la i−ième coordonnée de A Var (X)AT .

3. Supposons d'abord que det ( Var (X)) = 0. Dans ce cas, il existe x ∈ Rd \ {0} tel que
Var (X)x = 0 (le noyau de la matrice n'est pas réduit à 0) donc tel que xT Var (X)x = 0.
Mais comme xT Var (X)x = Var

(
xTX

)
d'après la point précédent, on en déduit que la

variable aléatoire xTX =
∑d

i=1 xiXi est presque sûrement égale à sa moyenne notée λ.
Inversement, supposons qu'il existe x ∈ Rd\{0} et un réel λ tel que

∑d
i=1 xiXi = λ presque

sûrement. Alors si 1 ≤ j ≤ d,

d∑
i=1

xi Var (X)ij = Cov

(
d∑
i=1

xiXi, Xj

)
= Cov (λ,Xj) = 0.

Comme Var (X)ij = Var (X)ji, on obtient ( Var (X)x)j = 0. Ainsi x 6= 0 appartient au
noyau de Var (X) ce qui entraîne que det (v(X)) = 0.

4. Le fait que Var (X) soit symétrique résulte de sa dé�nition. De plus cette matrice est
semi-dé�nie positive car xT Var (X)x = Var

(
xTX

)
d'après ce qui précède. Inversement

toute matrice symétrique étant diagonalisable dans une base orthonormée, on a

Γ = P

λ1

. . .
λd

P T = PDP T ,

où P TP = PP T = Id (matrice identité de taille d). De plus les valeurs propres sont
positives (car la matrice est semi-dé�nie positive) et en posant Q = PD1/2 (où D1/2 est
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la matrice diagonale formée par
√
λ1, . . . ,

√
λd), on obtient Γ = QQT . Ainsi si Z est un

vecteur aléatoire de taille d et dont les entrées sont indépendantes et de variance 1 (en
particulier Var (Z) = Id), alors X = QZ véri�e Var (X) = Γ.�

On dé�nit également la covariance entre deux vecteurs aléatoires X et Y à valeurs respectives
dans Rd et Rn : il s'agit de la matrice notée (�X,Y ) de taille (p, n) et dont le terme (i, j) est
donnée par Cov (Xi, Yj). On a alors les expressions matricielles :

Cov (X,Y ) = E
(
(X − E(X))(Y − E(Y ))T

)
= E

(
XY T

)
− E(X)E(Y )T .

Les propriétés suivantes sont immédiates.

Cov (Y,X) = Cov (X,Y )T , Cov (AX,Y ) = A Cov (X,Y ), Cov (X,BY ) = Cov (X,Y )BT ,

si A et B sont deux matrices à d colonnes et n colonnes respectivement. En�n, si Z =

(
X
Y

)
(vecteur aléatoire de dimension d + n), on remarquera que la matrice de covariance de Z peut
être dé�nie par blocs :

Var (Z) =

(
Var (X) Cov (X,Y )

Cov (Y,X) Var (Y )

)
.

7.3 Les vecteurs gaussiens

Dé�nition 23 Un vecteur aléatoire X de Rd est appelé un vecteur gaussien si pour tout u ∈ Rd,
la variable aléatoire uTX suit une loi gaussienne sur R.

En d'autres termes, un vecteur aléatoire X est gaussien si et seulement si toute combinaison
linéaire de ses coordonnées est une variable aléatoire gaussienne dans R. En particulier les
variables aléatoires coordonnées X1, . . . , Xd suivent des loi gaussiennes sur R. Comme pour les
lois gaussiennes sur R, les transformations a�nes préserve le caractère gaussien.

Proposition 36 Si X est un vecteur gaussien à valeurs dans Rd, A une matrice de taille n× d
à entrées réelles et b ∈ Rn alors Y = AX + b est un vecteur gaussien de Rn.

Preuve. Si u ∈ Rn, on a uTY = vTX + λ où on a posé v = ATu et λ = uT b. Par hypothèse
vTX suit une loi gaussienne sur R et donc uTY aussi d'après les propriétés d'invariance des lois
gaussiennes sur R.�

Proposition 37 Soit X un vecteur gaussien de Rd. Notons E(X) = m et Var (X) = Γ. Alors
la fonction caractéristique de X a l'expression suivante :

φX(t) = exp
(
imT t

)
exp

(
−1

2
tTΓt

)
, t ∈ Rd.

Étant donné que la fonction caractéristique caractérise complètement la loi, on voit que la loi
d'un vecteur gaussien dépend uniquement de sa moyenne et de sa matrice de covariance. Ainsi
la loi d'un vecteur gaussien de Rd de moyenne m et de variance Γ sera notée Nd (m,Γ).
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Preuve. Il su�t d'observer que pour t ∈ Rd, on a φX(t) = φtTX(1). Comme la variable
aléatoire tTX suit une loi gaussienne sur R, dont la moyenne est donnée par tTm et dont la
matrice de covariance vaut Var (X) = tTΓt, le résultat est obtenu en utilisant l'expression de
la fonction caractéristique des lois gaussiennes sur R.�

Proposition 38 Soit X un vecteur gaussien de Rd, de moyenne m et de variance Γ inversible

(on dit alors que le vecteur est non dégénéré). Alors X admet une densité par rapport à la mesure

de Lebesgue sur Rd et qui est donnée par

fX(x) =
exp

(
−1

2(x−m)TΓ−1(x−m)
)

(2π)
d
2

√
det(Γ)

, x ∈ Rd.

Preuve. Commençons pour le casm = 0 et Γ = Id. Dans ce cas la fonction caractéristique deX

est donnée par φX(t) = exp
(
− tT t

2

)
, pour t ∈ Rd, ce qui correspond à la fonction caractéristique

de d variables aléatoires indépendantes toutes de loi N (0, 1). On en déduit que X admet une
densité sur Rd qui est dé�nie par

fX(x) =
exp

(
−1

2x
Tx
)

(2π)
d
2

, x ∈ Rd.

ce qui est bien l'expression annoncée.
Passons maintenant au cas général. La matrice symétrique Γ est inversible, elle est alors dé�nie
positive et admet une unique racine carrée notée Γ1/2 symétrique et dé�nie positive. Ainsi si
X ∼ Nd (m,Γ) alors X a la même loi que le vecteur Y = m + Γ1/2Z où Z ∼ Nd(0, Id) (car ce
sont deux vecteurs gaussiens qui ont même moyenne et même variance). Il su�t donc de calculer
la densité du vecteur Y . Si h : Rd → R est une fonction mesurable bornée, on a

E (h(Y )) =

∫
h
(
m+ Γ1/2x

) exp
(
−1

2x
Tx
)

(2π)
d
2

dx,

en utilisant le théorème de transfert et la première partie de la preuve. Pour montrer que l'on
obtient bien la densité annoncée, il su�t d'e�ectuer le changement de variable y = m + Γ1/2x.
On a alors x = Γ−1/2(y −m) = φ(y) et le jacobien est donné par

Jφ(y) = det
(

Γ−1/2
)

=
1√

det(Γ)

. Des calculs élémentaires conduisent alors à l'expression de la densité.�

Remarque sur les vecteurs gaussiens dégénérés. Reprenons les notations de la propo-
sition précédente. Lorsque Γ n'est pas inversible, on a vu que le vecteur X appartenait à un
hyperplan a�ne de Rd avec probabilité 1 (on parle de vecteur gaussien dégénéré). Dans ce cas,
le vecteur X ne peut pas avoir de densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd car un
hyperplan a�ne est de mesure nulle (pour λd).

Indépendance et décorrélation. Supposons que les entrées d'un vecteur gaussien X soient
décorrélées (i.e Cov (Xi, Xj) = 0 pour i 6= j) et que Var (Xi) = σ2

i ≥ 0 pour i = 1, . . . , d. Dans
ce cas, la fonction caractéristique est donnée par

φX(t) =
d∏
j=1

exp(itjmj) exp

(
−
σ2
j t

2
j

2

)
=

d∏
j=1

φXj (tj).
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D'après les propriétés des fonctions caractéristiques, on voit que les variables aléatoiresX1, . . . , Xd

sont indépendantes. Cette équivalence entre décorrélation et indépendance est une propriété ty-
pique des vecteurs gaussiens et sera généralisée un peu plus loin dans ce chapitre.

De la loi Nd(0, Id) à la loi Nd(m,Γ). Soit m ∈ Rd et Γ une matrice symétrique semi-dé�nie
positive. Alors on peut voir qu'un vecteur Y ∼ Nd (m,Γ) a la même loi que le vecteur Z =
m+Γ1/2X où X ∼ Nd (0, Id). Cette propriété a déjà été évoquée dans la preuve de la proposition
précédente. Lorsque Γ est inversible, on peut aussi voir que le vecteur X = Γ−1/2(Y −m) suit
la loi Nd(0, Id).

Des entrées gaussiennes ne forment pas toujours un vecteur gaussien. On a vu
que si X était un vecteur gaussien alors les variables aléatoires coordonnées X1, . . . , Xd étaient
gaussiennes. En revanche, un vecteur aléatoire dont toutes les entrées suivent des lois gaussiennes
sur R n'est pas forcément un vecteur gaussien (sauf si X1, . . . , Xd sont indépendantes auquel
cas la fonction caractéristique permet de conclure). Par exemple, si X1 ∼ N (0, 1) et V est une
variable aléatoire indépendante de X et telle que P(V = 1) = P(V = −1) = 1

2 alors en posant
X2 = V X1, on peut véri�er que X2 ∼ N (0, 1). Mais X = (X1, X2)T ne peut être un vecteur
gaussien car la somme X1 +X2 = (1 + V )X1 peut valoir 0 avec probabilité 1

2 (la somme ne suit
donc pas une loi gaussienne).

Proposition 39 Soit Z =

(
X
Y

)
un vecteur gaussien avec X et Y deux vecteurs aléatoires

(forcément gaussiens) à valeurs respectives dans Rd et Rn. Alors les vecteurs aléatoires X et

Y sont indépendants si et seulement si Cov (X,Y ) = 0. En d'autres termes, pour un vecteur

gaussien, l'indépendance de deux sous-vecteurs équivaut à leur décorrélation.

Preuve. Posons m = d+ n.
Supposons d'abord que X et Y véri�e Cov (X,Y ) = 0. Pour montrer leur indépendance, il
su�t d'utiliser le critère d'indépendance basé sur les fonctions caractéristiques. Remarquons que

la variance Γ de Z est donnée par blocs par Var (Z) =

(
Var (X) 0dn

0nd Var (Y )

)
. Soit t =

(
u
v

)
∈

Rm. Alors
tT Var (Z)t = uT Var (X)u+ vT v(Y )v.

La fonction caractéristique de Z est alors donnée par

φZ(t) = exp
(
i(uTE(X) + vTE(Y ))

)
exp

(
−1

2

(
uT Var (X)u+ vT v(Y )v

))
= φX(u)φY (v).

Les vecteurs aléatoires X et Y sont donc bien indépendants.
Inversement si X et Y sont indépendants, alors les variables aléatoires Xi et Yj sont indépen-
dantes pour 1 ≤ i ≤ d et 1 ≤ j ≤ n et donc (�Xi, Yj) = 0. On a donc (�X,Y ) = 0.�

Une propriété fondamentale des lois gaussiennes sur Rd est leur stabilité vis à vis du condi-
tionnement. La proposition suivante est fondamentale pour le calcul des lois conditionnelles
dans un vecteur gaussien. On retiendra surtout l'idée de la preuve car elle permet de retrouver
facilement des formules un peu complexes.

Proposition 40 Soit Z =

(
X
Y

)
un vecteur gaussien avec X un vecteur aléatoire à valeurs

dans Rd et Y un vecteur aléatoire à valeurs dans Rn. On suppose que Y est non dégénérée (i.e
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Var (Y ) est inversible). Alors la loi conditionnelle de X|Y = y est une loi gaussienne Nd (m,Γ)
dont les paramètres sont donnés par{

m = E(X) + Cov (X,Y ) Var (Y )−1 (y − E(Y ))
Γ = Var (X)− Cov (X,Y ) Var (Y )−1 Cov (Y,X)

Preuve. La preuve peut se décomposer en trois étapes.
� On commence par chercher un matrice C de taille d× n telle que le vecteur U = X −CY
soit décorrélé avec Y (et donc indépendant car le vecteur formé à l'aide de U et de Y est
un vecteur gaussien en tant qu'image du vecteur Z par une application linéaire). On a

0 = Cov (U, Y ) = Cov (X,Y )− Cov (CY, Y ) = Cov (X,Y )− C Var (Y ).

On trouve alors C = Cov (X,Y ) Var (Y )−1.
� Comme X = U + CY est une fonction de deux variables aléatoires indépendantes, les
propriétés sur les loi conditionnelles vues au chapitre précédent montre que la loi de X|Y =
y coïncide avec la loi de la variable aléatoire U +Cy = X +C(y − Y ). Il s'agit donc bien
d'une loi gaussienne.

� On détermine la moyenne et la variance de la loi gaussienne obtenue. On a

E(U + Cy) = E(X) + C (y − E(Y )) = E(X) + Cov (X,Y ) Var (Y )−1 (y − E(Y )) ,

ce qui est bien l'expression attendue.
Pour la variance, on a

Var (U + Cy)

= Var (U)

= Var (X − CY )

= Var (X) + Var (CY )− Cov (X,CY )− Cov (CY,X)

= Var (X) + C Var (Y )CT − Cov (X,Y )CT − C Cov (Y,X)

= Var (X) + Cov (X,Y ) Var (Y )−1 Cov (Y,X)− 2 Cov (X,Y ) Var (Y )−1 Cov (Y,X)

= Var (X)− Cov (X,Y ) Var (Y )−1 Cov (Y,X).

La proposition est prouvée.�

Remarque fondamentale. Sous les hypothèses de la proposition précédente avec d = 1, on

voit que l'espérance conditionnelle E(X|Y ) est une combinaison linéaire du type
n∑
i=1

αiYi + β

pour des nombres réels α1, . . . , αn, β.

Un exemple. Supposons que Z =

(
X
Y

)
soit un vecteur gaussien de moyenne m =

(
1
−1

)
et de matrice de covariance Γ =

(
1 −0.5
−0.5 1

)
. Le vecteur gaussien est non dégénérée. A

priori, on peut aussi calculer la loi conditionnelle de X|Y = y en utilisant le quotient des
densités. Cependant, il faut déjà inverser la matrice Γ pour récupérer la densité de Z et e�ectuer
ensuite quelques calculs. Appliquons la méthode de la preuve de la proposition précédente.
L'égalité Cov (U, Y ) = Cov (X − cY, Y ) = 0 est réalisée pour c = C(X,Y )

Var (Y )
= −0.5. Comme
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X = U − 0.5Y , la loi de X|Y = y est aussi la loi de U − 0.5y = X − 0.5(y− Y ). La moyenne de
cette loi est donc E(U − 0.5y) = −1− 0.5(y + 1) = −1.5− 0.5y. La variance est donnée par

Var (U−0.5y) = Var (X+0.5Y ) = Var (X)+0.25 Var (Y )+ Cov (X,Y ) = 1.25−0.5 = 0.75.

On obtient donc la loi N (−1.5− 0.5y, 0.75). Ainsi E(X|Y ) = −1.5− 0.5Y . On pourra retrouver
à titre d'exercice ces résultats en utilisant la formule de la densité conditionnelle.

7.4 Quelques lois fondamentales pour la statistique

Nous donnons ici trois exemples de loi qui interviennent assez fréquemment en statistique
et qui sont construites à partir de variables aléatoires X1, X2, . . . indépendantes et toutes de loi
N (0, 1).

La loi du χ2. La loi de X2
1 est une loi γ

(
1
2 , 2
)
(voir TD). Ainsi la somme X2

1 +X2
2 + . . .+X2

n

est la convolée de n variables aléatoires toutes de loi γ et elle suit donc une loi γ
(
n
2 , 2
)
. Cette

loi est aussi appelée loi du χ2 (prononcer khi-deux) à n degrés de liberté.

La loi de Student. Il s'agit de la loi de la variable aléatoire

T =
Xn+1√

(X2
1 + . . .+X2

n)/n
.

La loi de T correspond donc à la loi de Z√
Y/n

où les variables aléatoires Z et Y sont indépendantes

et de lois respectives N (0, 1) et χ2 à n degrés de liberté. On peut montrer que la loi de T a pour
densité

t 7→
Γ
(
n+1

2

)
√
nπΓ

(
n
2

) (
1 + t2

n

)n+1
2

.

La loi de Fisher. La loi de
X2

n+1+...+X2
n+m

m
X2

1+...+X2
n

n

est appelée loi de Fisher à m et n degrés de liberté.

A une renormalisation près, cette loi est aussi celle du quotient de deux variables aléatoires
indépendantes suivant toutes les deux une loi du χ2, à m et n degrés de liberté respectivement.
On peut alors montrer que la densité est donnée par

z 7→ 1R+(z)
Γ
(
n+m

2

)
Γ
(
m
2

)
Γ
(
n
2

) mm
2 n

n
2 z

m
2
−1

(n+mz)
m+n

2

.
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Chapitre 8

Convergence des suites de variables

aléatoires

On se �xe donc un espace probabilisé (Ω,A,P). De plus nous utiliserons la notation |·| aussi
bien pour la valeur absolue sur R que pour la norme euclidienne sur Rd, d ≥ 2.

8.1 Comportement asymptotique d'une suite d'événements

8.1.1 Limite inférieure et supérieure

Pour étudier les problèmes asymptotiques liés à des suites d'événements, la notion de limite
inférieure et de limite supérieure intervient fréquemment. Si (An) est suite d'éléments de A,
la limite inférieure est l'événement noté limAn qui est constitué de l'ensemble des épreuves ω
qui appartiennent à tous les An à partir d'un certain indice p (qui peut dépendre de ω). Par
exemple, lorsque Ω = R, en posant An = [ 1

n , 1] si n ≥ 1, on voit que limAn =]0, 1]. Il existe une
écriture ensembliste : on a

lim inf
n

An = ∪p∈N
(
∩+∞
n=pAn

)
.

En e�et dire que ω ∈ limAn signi�e qu'il existe un entier p tel que pour tout n ≥ p, on ait
ω ∈ An.
La limite supérieure de la suite (An) est l'événement noté lim supnAn qui est composé des
épreuves ω qui appartiennent à une in�nité d'événements An. Par exemple, si

A1 = [0, 1], A2 = [1, 2], A3 = [0, 1], A4 = [1, 2], . . . ,

on voit que lim supnAn = [0, 2] alors que lim infnAn = {1}. On a l'écriture ensembliste

lim sup
n

An = ∩p∈N
(
∪+∞
n=pAn

)
.

En e�et dire que ω ∈ ∩p∈N
(
∪+∞
n=pAn

)
signi�e que pour tout entier p, il existe un entier n ≥ p tel

que ω ∈ An.
De par la dé�nition de ces ensembles, on voit aisément que lim infnAn ⊂ lim supnAn. De plus,
on a les relations (

lim inf
n

An

)c
= lim sup

n
Acn,

(
lim sup

n
An

)c
= lim inf

n
Acn,

qui peuvent se démontrer en utilisant les dé�nitions ensemblistes de la limite inférieure ou
supérieure (ou par le bon sens, par exemple ne pas être dans tous les An à partir d'un certain
rang revient à être une in�nité de fois dans leur complémentaire).
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8.1.2 Lemme de Borel-Cantelli

Ce lemme est d'un usage courant lorsque on s'intéresse au comportement asymptotique d'une
suite d'événements. Pour la suite, on rappelle qu'une suite d'événements indépendants est une
suite (An)n∈N telle que pour tout k ∈ N∗ et tout k-uplet (n1, . . . , nk) ∈ Nk, les événements
An1 , . . . , Ank

sont indépendants.

Lemme 4 Soit (An)n∈N une suite d'événements.

1. On a l'implication :

+∞∑
n=0

P(An) < +∞⇒ P
(

lim sup
n

An

)
= 0.

2. Si on suppose que les événements An sont indépendants :

+∞∑
n=0

P(An) = +∞⇒ P
(

lim sup
n

An

)
= 1.

Remarque. Ainsi pour des événements indépendants, on a

+∞∑
n=0

P(An) < +∞⇔ P
(

lim sup
n

An

)
= 0.

Exemples. Donnons deux illustrations de ce lemme.
� Considérons une suite in�nie de pile ou face, c'est-à-dire une suite i.i.d (Xn) de va-
riables aléatoires toutes de loi de Bernoulli de paramètre 1

2 ainsi qu'un entier N ≥ 1.
En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrons qu'avec probabilité 1, on obtiendra
une in�nité de fois N piles consécutifs (on pourrait même montrer que l'on obtiendrait
une in�nité de fois toute séquence �nie donnée). Pour cela posons pour n ∈ N, An ={
XnN = 1, . . . , X(n+1)N−1 = 1

}
. La suite (An) est une suite d'événements indépendants

chacun étant de probabilité 1
2N

. Donc
+∞∑
n=0

P (An) = +∞. Le deuxième point du lemme de

Borel-Cantelli assure qu'avec probabilité 1, toute réalisation appartiendra à une in�nité
d'événements An. Il y aura donc une in�nité de fois N piles consécutifs.

� Maintenant supposons que (Xn)n soit une suite de variables aléatoires telles que pour tout
n ∈ N, Xn suive la loi de Bernoulli de paramètre 2−n, alors les réalisations de cette suite
ne comportent qu'un nombre �ni de 1 presque sûrement. En e�et posons An = {Xn = 1}.
Alors

+∞∑
n=0

P (An) =
+∞∑
n=0

1

2n
< +∞.

Le premier point du lemme de Borel-Cantelli assure qu'avec probabilité 1, une réalisation
appartient au complémentaire de lim supnAn donc à lim infnA

c
n. Il n'y a donc que des 0

au bout d'un moment.

Preuve. Posons A = lim supnAn.

1. Pour le premier point, remarquons que pour tout n ∈ N, A ⊂ ∪p≥nAp, ce qui donne les
majorations :

P (A) ≤ P (∪p≥nAp) ≤
∑
p≥n

P (Ap) ,
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ce qui donne le résultat car le membre de droite est le reste d'une série convergente et tend
donc vers 0 lorsque n tend vers +∞.

2. Pour le deuxième point, on peut se rappeler que P(A) = 1− P(Ac) = 1− P (lim infnA
c
n).

Il su�t donc de prouver que P (lim infnA
c
n) = 0. En posant Bn = ∩p≥nAcp, on a

Ac =
{

lim inf
n

Acn

}
= ∪n≥0Bn.

Les événements Bn forment une suite croissante d'événements pour l'inclusion, on a donc
P(Ac) = limn→+∞ P(Bn). Nous allons montrer que P(Bn) = 0 ce qui permettra de conclure.
Remarquons que en posant pour q ≥ n, Cq = ∩qp=nAcp, on a P(Bn) = limq→+∞ P (Cq),
car les événements Cq forment une suite décroissante d'événements pour l'inclusion. En
utilisant l'indépendance des événements Acn ainsi que l'inégalité e−x ≥ 1− x, on obtient

P(Cq) =

q∑
p=n

(1− P(Ap)) ≤ e−
∑q

p=n P(Ap).

Ainsi limq→+∞ P(Cq) = 0 et donc P(Bn) = 0.�

8.2 Les modes de convergence

8.2.1 Convergence presque sûre et en probabilité

Dé�nition 24 On dit qu'une suite (Xn)n∈N de variables aléatoires converge presque sûrement

vers une variable aléatoire X si il existe Ω̃ ∈ A véri�ant P
(

Ω̃
)

= 1 et ∀ω ∈ Ω̃, limn→+∞Xn(ω) =

X(ω). Autrement dît, la convergence a lieu point par point en dehors d'un ensemble de mesure

nulle.

En abrégé nous noterons Xn → X p.s. Il existe un mode de convergence qui est plus faible,
la convergence en probabilité.

Dé�nition 25 On dit qu'une suite (Xn)n∈N de variables aléatoires à valeurs dans Rd converge

en probabilité vers une variable aléatoire X si pour tout ε > 0,

lim
n→+∞

P (|Xn −X| > ε) = 0.

Remarques

1. La convergence presque sûre entraîne la convergence en probabilité. En e�et la convergence
presque sûre entraîne que pour ε > 0, P (lim supnAn) = 0 avec An = {|Xn −X| > ε}.
Comme

P (An) ≤ P (∪p≥nAp)

et le membre de droite converge vers P
(
lim supq Aq

)
= 0 lorsque n tend vers +∞, on en

déduit que lim
n→+∞

P(An) = 0.

2. La convergence en probabilité n'entraîne pas la convergence presque sûre comme le montre
l'exemple suivant. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes telles
que P (Xn = 1) = 1

n = 1 − P (Xn = 0). Cette suite converge en probabilité vers 0 car si
0 < ε < 1,

P (|Xn| > ε) = P (Xn = 1) =
1

n
→n→+∞ 0.
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Remarquons au passage que pour montrer la convergence en probabilité, on peut se res-
treindre à des valeurs de ε plus petite qu'un certain seuil dans la dé�nition (car si ε < ε′,
P (|Xn| > ε′) ≤ P (|Xn| > ε)). Remarquons ensuite que

+∞∑
n=1

P(Xn = 1) =

+∞∑
n=1

1

n
= +∞

et donc que P (lim supn {Xn = 1}) = 1 en utilisant le deuxième point du lemme de Borel-
Cantelli. Ainsi p.s, la suite (Xn)n prend une in�nité de fois la valeur 1, elle ne peut donc
converger vers 0 presque sûrement.

La convergence presque sûre ou en probabilité est stable par composition par une fonction
continue.

Proposition 41 Si Xn → X p.s (resp. en probabilité) et f une fonction continue, f : Rd → Rk,
alors f(Xn)→ f(X) p.s (resp. en probabilité).

Preuve. C'est clair pour la convergence presque sûre. Pour la convergence en probabilité, soit
ε > 0 et δ > 0. On va montrer qu'il existe n0 ∈ N tel que ∀n ≥ n0, P (|f(Xn)− f(X)| > ε) < δ.
Choisissons d'abord r > 0 tel que P (|X| > r) ≤ δ/2, ce qui est toujours possible. Sur {|x| ≤ 2r},
f est uniformément continue. Choisissons alors η > 0 tel que

|x| , |y| ≤ 2r, |x− y| < η ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε.

Remarquons alors que |x| ≤ r et |x− y| ≤ min(r, η) entraîne |f(x)− f(y)| ≤ ε. Donc |f(x)− f(y)| ≤
ε entraîne ou bien |x| > r ou bien |x− y| > min(r, η). En notant An = {|f(Xn)− f(X)| > ε},
nous obtenons

P (An) ≤ P (|X| > r) + P (|Xn −X| > min(r, η)) .

Le premier terme de droite est < δ/2 et la convergence en probabilité de la suite (Xn) permet
de trouver n0 ∈ N tel que le deuxième terme soit < δ/2 si n ≥ n0. Ainsi P(An) ≤ δ si n ≥ n0.
Comme δ est arbitraire, on en déduit limn→∞ P(An) = 0. La convergence en probabilité de la
suite (f(Xn))n vers f(X) en découle.�

Une condition su�sante pour la convergence presque sûre est donnée par la proposition
suivante.

Proposition 42 (Critère de convergence p.s)

Si pour tout ε > 0,
∑

n≥0 P (|Xn −X| > ε) < +∞ alors Xn → X p.s.

En particulier, si il existe p > 0 tel que
∑
n≥0

E (|Xn −X|p) < +∞, alors Xn → X p.s.

Exemple. Un exemple simple de suite qui converge p.s vers 0 est par exemple Xn = Y
n , n ≥ 1

avec Y une variable aléatoire donnée. Ce critère permet de dire un peu plus en considérant la
suite dé�nie par Xn = Yn

n avec (Yn)n une suite de variables aléatoires toutes de même loi. En
e�et si E

(
Y 2

1

)
< +∞, on a

+∞∑
n=1

P (|Yn| > nε) =

+∞∑
n=1

P (|Y1| > nε) ≤
+∞∑
n=1

E
(
Y 2

1

)
ε2n2

< +∞,
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en utilisant l'inégalité de Markov, ce qui permet de conclure Xn → 0 p.s. En fait ce résultat est
valable si E (|Y1|) < +∞ seulement en utilisant des majorations plus précises. On peut d'ailleurs
prouver que dans le cas de variables aléatoires indépendantes :

Xn → 0 p.s ⇔ E (|Y1|) < +∞.

On trouvera une démonstration de ces résultats dans [1] (Exercice 9.12, p. 85).

Remarque. La proposition précédente fournit une condition su�sante de convergence presque
sûre mais non nécessaire. Prenons Ω = [0, 1] muni de la tribu des boréliens et P la probabilité
uniforme sur Ω. Si on pose pour n ∈ N \ {0}, Xn = 1[0, 1

n
] alors on voit que pour ε > 0,

P (|Xn| > ε) = P
(

[0,
1

n
]

)
=

1

n
.

Ainsi
∑∞

n=1 P (|Xn| > ε) = +∞ alors que (Xn)n≥1 converge presque sûrement vers 0 (prendre
Ω̃ =]0, 1] dans la dé�nition de la convergence presque sûre).

Preuve de la proposition 42. Pour tout ε > 0, posons An,ε = {|Xn −X| > ε} et Aε =

lim supnAn,ε. D'après le premier point du lemme de Borel-Cantelli, l'hypothèse
∑
n≥0

P (|Xn −X| > ε) <

+∞ entraîne que P (Aε) = 0. Ainsi P
(
∪k∈N∗A1/k

)
= 0 par σ−sous-additivité. Par passage au

complémentaire, on a

P
(
∩k∈N∗Ac1/k

)
= P

(
∩k∈N∗ lim inf

n
Acn,1/k

)
= 1,

ce qui se lit
(∀k ∈ N∗,∃p tel que ∀n ≥ p, |Xn −X| ≤ 1/k) , p.s.

La convergence presque sûre de la suite (Xn) en découle.

Remarquons de plus que la condition
∑
n≥0

E (|Xn −X|p) < +∞ entraîne que pour tout ε > 0,

∑
n≥0

P (|Xn −X| > ε) =
∑
n≥0

P (|Xn −X|p > εp) ≤
∑
n≥0

ε−pE (|Xn −X|p) <∞,

par application de l'inégalité de Markov. Ceci justi�e le deuxième point.�

Finissons ce paragraphe en donnant un dernier lien entre la convergence en probabilité et la
convergence presque sûre.

Proposition 43 Si Xn → X en probabilité, alors il existe une sous-suite
(
Xnj

)
j
qui converge

presque sûrement vers X.

Preuve. Remarquons tout d'abord que pour ε > 0 et δ > 0, la convergence en probabilité
entraîne l'existence d'un entier n0 tel que ∀n ≥ n0, P (|Xn −X| > ε/2) ≤ δ/2. Remarquons
également que si deux réels y, z véri�ent |y − z| > ε alors si x est un réel, on a ou bien |y − x| >
ε/2 ou bien |z − x| > ε/2. Ainsi si p, q ≥ n0, on a l'inclusion

{|Xp −Xq| > ε} ⊂ {|Xp −X| > ε/2} ∪ {|Xq −X| > ε/2} .
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On en déduit

P (|Xp −Xq| > ε) ≥ P (|Xp −X| > ε/2) + P (|Xq −X| > ε/2) ≤ δ.

Ainsi pour tout ε, δ > 0, il existe un entier n0 tel que

∀p, q ≥ n0, P (|Xp −Xq| > ε) ≤ δ.

Ainsi, il est possible de construire une suite de nombre entiers (nj)j avec n0 = 0 et pour j ∈ N∗,

nj = inf

{
n > nj−1/∀p, q ≥ n, P

(
|Xp −Xq| >

1

2j

)
<

1

2j

}
.

De plus cette suite tend en croissant vers +∞. Ainsi

+∞∑
j=0

P
(∣∣Xnj+1 −Xnj

∣∣ > 1

2j

)
≤

+∞∑
j=0

1

2j
< +∞.

Le lemme de Borel-Cantelli assure alors que l'événement lim sup
j

{∣∣Xnj+1 −Xnj

∣∣ > 1

2j

}
est de

probabilité 0 et donc que son complémentaire B = lim inf
j

{∣∣Xnj+1 −Xnj

∣∣ ≤ 1

2j

}
est de pro-

babilité 1. Mais si ω ∈ B, la série de terme général
∣∣Xnj+1(ω)−Xnj (ω)

∣∣ est convergente donc
la suite (Xnj (ω))j converge. La suite de variables aléatoires (Xnj )j converge p.s et la limite est
forcément X car (Xnj )j converge en probabilité vers X.�

8.2.2 La convergence en loi

Dé�nition 26 On dit qu'une suite de variables aléatoires (Xn)n converge en loi vers une va-

riable aléatoire X si pour toute fonction continue bornée h : Rd → R,

lim
n→+∞

E (h(Xn)) = E (h(X)) .

Remarques.

1. Ce type de convergence ne concerne que la suite des lois des variables aléatoires et pas le
comportement des trajectoires n→ Xn(ω). Par exemple toute suite de variables aléatoires
de même loi converge en loi puisque la loi des variables est constante.

2. Contrairement à la convergence p.s ou en probabilité, la convergence en loi de (Xn)n vers
X n'est pas équivalente à la convergence en loi de (Xn − X)n vers 0, comme le montre
l'exemple Xn = −X = Y où Y ∼ N (0, 1).

3. Cette dé�nition entraîne automatiquement que si (Xn)n converge en loi vers X et f : Rd →
Rk est une application continue, alors la suite (f(Xn))n converge en loi vers f(X).

Dans la suite on notera Xn
L→ X pour exprimer la convergence en loi. On peut alors montrer

que la convergence en loi est la plus faible des trois convergences introduites jusqu'ici.

Proposition 44 La convergence en probabilité entraîne la convergence en loi.
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Preuve. Soit une suite (Xn)n telle que Xn
L→ X. Soit h : Rd → R une fonction continue

bornée. Soit ε > 0. Remarquons que pour x, y ∈ Rd :

|h(x)− h(y)| ≤ ε+ 2 ‖h‖∞ 1|h(x)−h(y)|>ε.

Ainsi

|E(h(Xn))− E(h(X))| ≤ E (|h(Xn)− h(X)|) ≤ ε+ 2 ‖h‖∞ P (|h(Xn)− h(X)| > ε) .

La suite (h(Xn))n convergeant vers h(X) en probabilité (d'après la proposition 41), on en déduit
que pour n su�samment grand

|E(h(Xn))− E(h(X))| ≤ ε (1 + 2 ‖h‖∞) .

Ainsi lim
n→+∞

E (h(Xn)) = E (h(X)). D'où la convergence en loi.�

Remarque : La réciproque de cette propriété est fausse, comme le montre l'exemple suivant.
Soit X une variable aléatoire de loi N (0, 1) et Xn = −X alors (Xn)n converge en loi vers X
(toutes les variable suivent la loi N (0, 1)) mais pas en probabilité vers X.

Pour les variables aléatoires à valeurs dans Z, on a la caractérisation suivante :

Proposition 45 Si (Xn)n est une suite de variables aléatoires discrètes alors

Xn
L→ X ⇔ ∀k ∈ Z, lim

n→+∞
P (Xn = k) = P (X = k) .

Preuve. La démonstration de la condition nécessaire est laissée à titre d'exercice (on pourra
considérer des fonctions continues hk telles que hk(k) = 1 et hk(x) = 0 si |x− k| > 1

2).
Démontrons la condition su�sante. On suppose que pour tout k ∈ Z, limn→+∞ P(Xn = k) =
P(X = k). Soit h : R→ R une fonction continue et bornée. Il faut montrer que

lim
n→+∞

∑
k∈Z

h(k)P(Xn = k) =
∑
k∈Z

h(k)P(X = k). (8.1)

Cette convergence est immédiate si on suppose l'existence de N ∈ N tel que P(Xn = k) =
P(X = k) = 0 pour |k| > N (convergence d'une somme �nie de suites). Pour le cas général, on
commence par choisir N ∈ N tel que ‖h‖∞

∑
|k|>N P(X = k) < ε (ce qui toujours possible car

on considère le reste d'une série convergente). On a alors

|
∑
k∈Z

h(k)P(Xn = k)−
∑
k∈Z

h(k)P(X = k)| ≤ An +Bn,

avec
An = |

∑
|k|≤N

h(k)P(Xn = k)−
∑
|k|≤N

h(k)P(X = k)|.

et
Bn = ‖h‖∞

∑
|k|>N

P(Xn = k) + ‖h‖∞
∑
|k|>N

P(X = k).

Il est évident que limn→∞An = 0. De plus en écrivant∑
|k|>N

P(Xn = k) = 1−
∑
|k|≤N

h(k)P(Xn = k),
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on voit que
lim
n→∞

∑
|k|>N

P(Xn = k) =
∑
|k|>N

P(X = k),

et donc que
lim

n→+∞
Bn = 2 ‖h‖∞

∑
|k|>N

P(X = k) < 2ε.

On en déduit l'existence d'un entier n0 tel que si n ≥ n0, An + Bn < 3ε. Comme ε peut être
arbitrairement petit, on voit que

lim
n→∞

(An +Bn) = 0.

On a bien limn→∞ E (h(Xn)) = E (h(X)), ce qui montre la convergence en loi annoncée.�

Remarque. Concernant les variables aléatoires Xn à densité fXn (par rapport à la mesure de
Lebesgue sur Rd), on peut montrer que si limn→+∞ fXn(x) = f(x) en tout point x ∈ Rd avec
f densité de probabilité sur Rd, alors la suite (Xn)n converge en loi vers la loi de densité f . Ce
résultat constitue le Lemme de Sche�é. Cependant la réciproque de ce lemme est fausse : (Xn)n
peut converger en loi sans que la suite des densités converge point par point (un exemple de ce
cas de �gure est donnée dans [1], p. 319).

La convergence en loi peut s'exprimer à l'aide de la convergence des fonctions caractéristiques
seulement. Nous admettrons le théorème suivant.

Théorème 12 Xn
L→ X si et seulement si ∀ t ∈ Rd,

lim
n→+∞

φXn(t) = φX(t).

Remarque. Il est facile de montrer que dans le cas de vecteurs aléatoires la convergence en
loi entraîne la convergence en loi des marginales. Cependant la réciproque est fausse en général
(sauf dans le cas où les marginales sont indépendantes). En fait, le théorème précédent permet
de montrer l'équivalence

Xn
L→ X ⇔ ∀t ∈ Rd, tTXn

L→ tTX.

Mentionnons un dernier critère de convergence en loi très utile pour le cas des variables
aléatoires à valeurs réelles. Nous admettrons le résultat suivant.

Proposition 46 Pour une suite de variables aléatoires réelles, on a Xn
L→ X si et seulement si

la suite de leur fonctions de répartition FXn satisfait lim
n→+∞

FXn(t) = FX(t) en tout point t de

continuité de FX .

Remarque. La convergence des fonctions de répartition a lieu en tout point si la loi limite
est à densité. D'ailleurs si la fonction de répartition limite est continue, il est même possible de
prouver que supt∈R |FXn(t)− FX(t)| tend vers 0 (c'est-à-dire que la convergence est uniforme).
Cependant en général, on ne peut espérer avoir la convergence en tout point comme le montre

l'exemple suivant. Si Xn = 1
n , alors Xn → 0 p.s. donc Xn

L→ 0, alors que FXn(0) = 0, pour tout
n et FX(0) = 1.
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8.3 Deux théorèmes fondamentaux

8.3.1 La loi des grands nombres

Théorème 13 Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et identi-

quement distribuées telle que E (|X1|) < +∞. Alors

lim
n→+∞

X1 +X2 + . . .+Xn

n
= E(X1), p.s.

Remarques

1. En considérant par exemple le jeu de pile ou face avec des lancers indépendants, on com-
prend pourquoi la convergence ne peut avoir lieu en tout point ω ∈ Ω = {0, 1}n, puisque
pour toute suite constante à partir d'un certain rang, la limite ci dessus vaut 0 ou 1 alors
que la moyenne d'un lancer est 1/2.

2. On peut aussi obtenir ce type de convergence pour certaines suites de variables aléatoires
dépendantes (e.g certains processus de type autorégressifs vus dans ce cours).

Preuve. On va démontrer le résultat seulement lorsque E
(
X4

1

)
< +∞. Pour cela posons

Sn = (X1 + . . . Xn)− nE(X1) =

n∑
i=1

(Xi − E(X1)) .

Les variables Yi = Xi−E(X1) possèdent aussi un moment d'ordre 4 et elles sont indépendantes

et centrées. Pour montrer que lim
n→+∞

Sn
n

= 0 p.s. (qui est le résultat attendu), on va montrer que

+∞∑
n=1

n−4E
(
S4
n

)
< +∞, ce qui conduira au résultat, d'après le critère donné par la proposition

42. Nous avons si n ≥ 1 (en convenant que S0 = 0),

S4
n = S4

n−1 + Y 4
n + 4S3

n−1Yn + 6S2
n−1Y

2
n + 4Sn−1Yn.

En prenant l'espérance dans cette dernière égalité, on obtient, vu que les variables aléatoires Yn
et Zn−1 sont indépendantes et centrées :

E
(
S4
n

)
= E

(
S4
n−1

)
+ E

(
Y 4

1

)
+ 6E

(
Y 2

1

)
E
(
S2
n−1

)
.

Remarquons que par indépendance des variables Yi, E
(
S2
n−1

)
= (n− 1)E

(
Y 2

1

)
. Ainsi en posant

a = 6
(
E(Y 2

1 )
)2

et b = E
(
Y 4

1

)
− a, nous avons :

E
(
S4
n

)
= E

(
S4
n−1

)
+ an+ b.

En itérant cette égalité, on obtient E
(
S4
n

)
= n2

2 a+ n
(
b+ a

2

)
. Il est alors immédiat que

+∞∑
n=1

n−4E
(
S4
n

)
< +∞,

ce qui termine la preuve.�
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Figure 8.1: Convergence de
1

n

n∑
j=1

Xj pour une suite i.i.d de loi de Bernoulli (p = 1
2).

8.3.2 Le théorème central limite

Théorème 14 Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans Rd,
de même loi et de carré intégrable. Soit Γ = Var(X1). Alors

√
n

(
X1 + . . .+Xn

n
− E (X1)

)
L→ Nd(0,Γ).

Remarque. Ce type de convergence vers une loi Gaussienne peut avoir lieu dans certains cas
pour des variables non identiquement distribuées voire dépendantes. Ce théorème exprime qu'une
somme importante de phénomènes indépendants et de faible amplitude suit approximativement
une loi gaussienne, ce qui justi�e et rend pertinent l'utilisation de cette loi en pratique.

Preuve. Comme pour la loi des grands nombres, quitte à poser Yj = Xj − E (Xj), on peut
supposer les variables centrées, ce que nous ferons. Notons qu'il su�t de montrer le résultat pour

des variables aléatoires à valeurs dans R. En e�et pour le cas vectoriel, en posant Tn =
1√
n
Xi, il

su�t de montrer que pour tout u, uTTn converge en loi vers uTX avec X ∼ Nd(0,Γ) (d'après la
remarque juste après le théorème 12). Mais ceci résulte du cas réel appliqué aux variables uTXi,
i ∈ N∗.
Considérons donc le cas réel. Nous allons utiliser le théorème 12. Pour cela, en notant pour
une variable aléatoire Y , φY sa fonction caractéristique, nous avons pour t ∈ R �xé l'égalité
suivante :

φTn(t) = Πn
j=1φXj

(
t√
n

)
=

(
φX1

(
t√
n

))n
.

Les deux égalités précédentes résultent respectivement de l'indépendance et de l'équidistribution
des variables Xj , j ∈ N∗. Remarquons ensuite que l'existence du moment d'ordre 2 pour X1

justi�e le développement limité à l'ordre 2 et en 0 de sa fonction caractéristique

φX1

(
t√
n

)
= 1 + i

t√
n
E (X1)− t2

2n
E
(
X2

1

)
+ o

(
1

n

)
.
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Ainsi nous avons
φTn(t) =

(
1 +

zn
n

)n
,

où la suite de nombres complexes (zn)n converge vers−
t2E(X2

1)
2 . Pour montrer que lim

n→+∞
φTn(t) =

e−
1
2
t2E(X2

1 ) (qui est bien la fonction caractéristique au point t de la loi N (0,Var(X1))), nous ad-
mettrons l'inégalité∣∣∣ez − (1 +

z

n

)n∣∣∣ ≤ e|z| − (1 +
|z|
n

)n
, ∀(z, n) ∈ Cov × N.

Cette inégalité qui se prouve en développant l'exponentielle en série entière évite l'utilisation du
logarithme complexe. Elle permet d'obtenir les majorations :∣∣∣e− 1

2
t2E(X2

1 ) − φTn(t)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣e− 1

2
t2E(X2

1 ) − ezn
∣∣∣+
∣∣∣ezn − (1 +

zn
n

)n∣∣∣
≤

∣∣∣e− 1
2
t2E(X2

1 ) − ezn
∣∣∣+

∣∣∣∣e|zn| − (1 +
|zn|
n

)n∣∣∣∣ ,
ce qui montre la convergence désirée en utilisant la continuité de la fonction exponentielle ainsi
que les égalités (

1 +
|zn|
n

)n
= exp

(
n ln

(
1 +
|zn|
n

))
= exp (|zn|+ o(1)) .

Ainsi le théorème 12 permet de conclure que Tn
L→ N (0,Var(X1)).�

Exemple d'utilisation de l'approximation Gaussienne. Une graine a une probabilité
p = 0.75 de donner naissance à une plante. Combien doit-on semer de graines pour être sûr à
99% d'obtenir au moins 50 plantes (on utilisera la valeur approchée 0.01 pour P (N (0, 1) > 2.3)) ?
Pour répondre, on doit chercher n tel que

P

(
n∑
i=1

Xi > 49

)
≥ 0.99,

où (Xi) est une suite i.i.d de variables aléatoires toutes de loi de Bernoulli de paramètre p. On
pourrait alors chercher la valeur minimale de n pour laquelle une binomiale de paramètres n et
p véri�e cette inégalité. A�n de limiter les calculs, on peut aussi se servir de l'approximation
gaussienne car

P

(
n∑
i=1

Xi > 49

)
= P

(∑n
i=1(Xi − p)√
np(1− p)

>
49− np√
np(1− p)

)
.

Comme la fonction de répartition de Tn =
∑n

i=1(Xi−p)√
np(1−p)

converge uniformément vers celle de la loi

N (0, 1), on peut alors résoudre le problème de façon approchée en cherchant n tel que

P

(
N (0, 1) ≤ 49− np√

np(1− p)

)
≤ 0.01.

Comme P (N (0, 1) ≤ −2.3) ≈ 0.01, on peut chercher le plus petit entier n tel que

49− np√
np(1− p)

≤ −2.3,

ce qui donne n ≥ 77.
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