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Avant-propos

L’organisation en crédits d’enseignement entraine des variations entre les Universités.

Les deux premieres années de licence (L1 et L2) ont cependant suffisamment de points
communs pour proposer des livres utiles a tous.

Avec la collection Express, vous allez vite a I’essentiel.
Pour aller vite, il faut la taille mince et le prix 1éger.

11 faut aussi une organisation en fiches courtes et nombreuses pour vous permettre de
ne retenir que les sujets du moment, semestre apres semestre.

Il faut avoir fait des choix cohérents et organisés de ce qui est le plus couramment
enseigné lors des deux premieres années des licences de mathématiques, informatique,
mais aussi de sciences physiques et dans les cycles préparatoires intégrés.

Il faut un index détaillé pour effacer rapidement un malencontreux trou de mémoire.

Dans Ia collection Express, il y a donc I’essentiel, sauf votre propre travail. Bon cou-
rage !

Toutes vos remarques, vos commentaires, vos critiques, et mémes vos encouragements
seront accueillis avec plaisir.

daniel.fredon@laposte.net
mmaumy @math.u-strasbg.fr
fbertran @math.u-strasbg.fr

Avant-propos
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Le langage
des ensembles

Opérations sur les ensembles

— Réunion. La réunion des deux ensembles A et B est notée A U B et est définie
par :

x€AUB & (x € Aoux € B).

— Intersection. L'intersection des deux ensembles A et B est notée A N B et est
définie par :
xeANB & (xeAetx € B).
Deux ensembles A et B sont disjoints si AN B = (.

— Partition. Une famille (A;);c; de parties d'un ensemble €2 est une partition de
Q si

UA =Q

iel
Vi, j) e %G # j= AiNA =0).

— Complémentaire. Soit A une partie d'un ensemble E, le complémentaire de A
dans E est noté A¢ et est défini par :

xX€EA°ES (xeEetx ¢ A).

— Différence. Soit A et B deux parties de E, nous notons A \ B 1'ensemble défi-
ni par :

x€A\B& (xeAetx ¢ B).

Par conséquent, nous avons 1'égalit¢é A\ B = A N B°.

— Différence symétrique. Soit A et B deux parties de E, nous notons AAB 1'en-
semble défini par :

x € AAB & [x € (Aou B)] et [x ¢ (Aet B)].

Par conséquent, nous avons 1'égalit¢ AAB=(AUB)\(ANB).

Mathématiques L1/L2 : statistiques et probabilités en 30 fiches



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

— Produit cartésien. Le produit cartésien des deux ensembles E et F est noté

E x F. 1l est défini par :

ExF={x,y)/xe Eetye F}.

Ensemble des parties. L'ensemble des parties d'un ensemble E, noté P(E), est
I'ensemble de tous les sous-ensembles de E.

P(E) = {F|F C E}.

Reégles de calcul. Soit A, B et C trois parties de E.

L(AUB)NC=(ANC)U(BNC).
2.(ANB)UC=(AUC)N(BUC).
3. (A9)° = A.

4. (AU B)" = A°N BC.

5.(AN B)" = A° U B¢,

Ensembles et fonctions

* Images et images réciproques

L'ensemble des applications d'un ensemble E vers un ensemble F est noté F(E, F)
ou FE. Soit fde FE, A une partie de E et B une partie de F.

L’image de A par f est I'ensemble :
fA)y={yeF/ax e Atelquey = f(x)}.
L’image réciproque de B par f est 'ensemble :
[ (B)={x € E/f(x) € B}.

Regles de calcul. Soit f une application de E dans F et A et B deux parties de
F.

L&) =0, f~' @) = 0.

2.f7"(AUB) = (AU f1(B).

3.7 ANB) = AN fI(B).

4. f1(A) = (f‘l(A))c oll A¢ est le complémentaire de A dans F et
(f~'(A))‘ est le complémentaire de f~!(A) dans E.

FICHE 1 — Le langage des ensembles
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Fonction caractéristique d'une partie

Soit A une partie d'un ensemble E. La fonction caractéristique de A, ou fonction
indicatrice de A, notée 1,4, est une fonction définie sur E et a valeurs dans {0,1}
par :

lax)=1sixe A et 1u(x)=0six¢A.
Soit A et B deux parties d'un ensemble E et A€ le complémentaire de Adans E.

— Inclusion.

ACB & VxeE, la(x) <lp).
— Complémentaire.

Vx e E, lsp(x)=1-=1x(x).

— Différence A \ B.

Vx e E, lapx)=140)—1,x)15(x).
— Intersection.

Vx € E, lanp(x) =min(14(x),15(x)) = 1a(x) - Ip(x).
En particulier
Vi e B, 1400 = lana(®) = 14(0) - 1a () = 14(0)%,

— Réunion.

Vx € E, laup(x) max(14(x),15(x))

Ta(x) +1p(x) — 14(x) - 1p(x).

— Différence symétrique.
Vx € E, Taap(x) =1a(x) +1p(x) —2-14(x) - 1p(x).

Proposition : L'ensemble des parties de E, P(E) est en bijection avec I'ensemble
des fonctions de E dans {0,1}, F(E,{0,1}).

Mathématiques L1/L2 : statistiques et probabilités en 30 fiches
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Différence symétrique

Soit X et Y deux sous-ensembles d’un ensemble E. Montrez que 1’égalité suivante est
vraie :

AAB = (AN B U (A°N B).

Solution

Soit x € AAB. x appartient 2 A ou B mais pas a A et B. Ainsi si x € A, x n’appar-
tient pas a B et de ce faitx € AN B°.

De méme, si x € B, x n’appartient pas a A et de ce fait x € A°N B.

Par conséquent x appartient a (A N B°) U (AN B) et AAB C (AN B)U(A°N B).

Soitx € (AN B)U (AN B). Six € AN B¢ alors x appartient 2 A et pas a B et si
x € BN A€ alors x appartient a B et pas a A. Dans ces deux cas, x € AUB et
x ¢ AN B et par conséquentx € AABet(ANB)U(A°NB) C AAB.

Les deux ensembles étudiés sont donc égaux.

Utilisation des fonctions caractéristiques

Soit X, Y et Z trois sous-ensembles d’un ensemble E. A I’aide des fonctions carac-
téristiques de ces ensembles, montrez que :

X\\Z=X\(YUZ)etXNX\Z)=XNY)\(XN2Z).
Solution

Ixwnz = Ixywy—1Ixvrlz

Ix —Ixly — Ixlz + 1xlylz
lx = 1x(y +1z — 1y1z)

Ix — Ixlyuz = Ix\(ruz)-

Les ensembles (X \ Y) \ Z et X \ (Y U Z) sont égaux puisque leurs fonctions carac-
téristiques coincident.

Lixnvnaxnzy = lxny — Ixarlxnz = 1xly — Ixlylxly
= Ixly —Ixlylz; =1x(y — 1yly)
= lxnr\o-

Les ensembles X N (Y \ Z) et (X NY) \ (X N Z) sont égaux puisque leurs fonctions
caractéristiques coincident.

FICHE 1 — Le langage des ensembles



Analyse
combinatoire

Ensembles au plus dénombrables
Définitions

— Un ensemble E est dénombrable s’il existe une application bijective de E dans
N.
Un ensemble dénombrable est donc infini.

— Un ensemble E est au plus dénombrable s’il existe une application bijective de
E dans une partie de N.

Un ensemble au plus dénombrable est donc un ensemble fini ou un ensemble

dénombrable au sens de la définition précédente.

Caractérisations : Soit £ un ensemble.

— S’il existe une injection de E dans N, alors E est au plus dénombrable.
— S’il existe une surjection de N sur E, alors E est au plus dénombrable.

Propriétés

— Toute partie infinie A de N est en bijection avec N.

— N est en bijection avec N2

— Le produit cartésien d’une famille finie d’ensembles dénombrables (resp. au plus
dénombrables) est dénombrable (resp. au plus dénombrables).

— La réunion d’une famille finie d’ensembles au plus dénombrables est au plus
dénombrable. Si I'un des ensembles de la famille finie est dénombrable, la
réunion est dénombrable.

— La réunion d’une famille dénombrable d’ensembles dénombrables (resp. au plus
dénombrables) est dénombrable (resp. au plus dénombrables).

-N,Z,Q,N*, N", n > 1, Q[X] sont dénombrables.

-R,C, P(N), {0,1}N, NN ne sont pas au plus dénombrables.

Mathématiques L1/L2 : statistiques et probabilités en 30 fiches
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e Théoréme de Cantor-Bernstein : S’il existe une injection de E dans F et une injec-
tion de F dans E, alors il existe une bijection de E dans F.

Il Ensembles finis

e Définition : Un ensemble E est fini s’il est vide ou s’il existe un entier naturel n et
une bijection de [1, n]] dans E. Si E #+ (, n est appelé cardinal de E, noté indif-
féremment Card (E) ou |E|. Par convention Card (4) = 0.

* Propriétés des cardinaux

— Soit E un ensemble fini. Si F est un ensemble tel qu’il existe une bijection de E
dans F, alors F est un ensemble fini et Card (F) = Card (E).

— Soit E un ensemble fini. Toute partic A de E est finie et Card (A) < Card (E).
Une partie A de E est égale a E si et seulement si le cardinal de A est égal a celui
de E.

—Soit A et B deux parties d’un ensemble fini E et A le complémentaire de A
dans E.

1. Si A et B sont disjointes, Card (A U B) = Card (A) + Card (B).
2.Card (A \ B) =Card (A) — Card (AN B).

3. Card (A°) = Card (E) — Card (A).

4. Card (AU B) = Card (A) + Card (B) — Card (AN B).

5. Card (AAB) = Card (A) + Card (B) — 2Card (AN B) .

— Formule du crible ou de Poincaré. Si (A;)|<;<, est une famille de parties de
I’ensemble fini E, alors

Card (OA,-) - Xn:(—l)”l 3 Cad (Ai] NN A,»r) .
i=1 r=1 1<y <..<i,<n
— Soit E et F deux ensembles finis. Nous avons :
Card (E x F) = Card (F)-Card (F)
Card (F(E,F)) = Card (FF) = Card (F)Cd (&),

— Soit E un ensemble fini. Nous avons :

Card (P(E)) = Card (F(E,{0,1})) = Card ({0,1}F) = 2Card (&),

FICHE 2 — Analyse combinatoire
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Il Dénombrement

Nombre de permutations de » objets

— Nous appelons factorielle la fonction, notée !, de N dans N définie par
n!=1x2 x--- x n.Par convention 0! est égal a 1.

— Le nombre des bijections d’un ensemble E a n éléments sur lui-méme, c’est-a-
dire le nombre de permutations de n objets, vaut n!.

Nombre d’arrangements de n objets m a m

— Soit E et F deux ensembles finis tels que Card (E) = m < n = Card (F). Alors
le nombre des applications injectives de E dans F  est
Al = (nf’!n)! =nn—1)---n—m+1).

Nous appelons A!) nombre d’arrangements de n objets m a m.

— A}! est le nombre de suites distinctes a m éléments sans répétition qu’il est pos-

sible de former avec un ensemble de n éléments.

Nombre de combinaisons de n objets p a p

— Soit E un ensemble fini de cardinal n et p € N tel que p < n. Le nombre des par-

n@=1)-(n—p+1)
p(p—1)-1

), est le nombre des combinaisons de 7 objets p a p.

. Ce nombre,

ties A de E comportant p éléments est égal élp! (:ip)! =

n
p

- (Z) est le nombre de choix possibles de p éléments différents pris dans une col-

lection de n objets, indépendamment de I’ordre dans lequel les éléments sont
choisis.

~Nousavons (B) = (, 7). () = () = 1. () =, " ) =n.

— Le triangle de Pascal, basé sur la relation (Z) = (Z — }) + (n ;

noté (

1) , permet un

calcul récursif des (Z)

— Formule du binéme de Newton.
Soit x et y deux éléments d’un anneau tels que x y = y x et n € N*, alors :

(x+y"'= Z (Z)xky”k.

k=0

n n
— Nous avons les deux égalités Z (n) =2" et Z(—l)p (n) =0.
p po p

p=0

Mathématiques L1/L2 : statistiques et probabilités en 30 fiches
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Formule du crible

Soit Ej,...,E, n sous-ensembles d’un ensemble fini E. Pour toute partie H de
[[1, ], nous notons Ey = ﬂieH E;. P([1, n]) est I’ensemble des parties de I’en-
semble [1, n]. Il s’agit de démontrer la formule du crible :

Card (U Ei) - Xn:(—l)’—l 3 cad (E NN E) :
i=1 r=1 1<iy<...<i,<n

1. Soit ay,...,a, n réels. En développant le produit (X —a;) --- (X — a,), démon-
trez que I’égalité suivante est vraie :

I-a)--(A-a)= Y D™D []a.

HeP([1, n]) ieH

2. Déduisez-en I’expression de la fonction caractéristique 1 »  a I’aide des diffé-
Ue
i=1

rentes fonctions 1g,, pour H € P([[1, n]) \ .

3. Etablissez alors la formule recherchée.

Solution

1. Considérons le polynome P(X) = (X —a;)---(X —a,). Les relations coeffi-

cients-racines, voir la fiche 11 du tome d’algebre et géométrie, permettent de relier les
n

coefficients «; de P, P(X) = Z a; X', et les a;. Notons 0, la somme des produits p
i=0
ap des a;. Le coefficient o, est égal a (—1)”o), et la somme o, des produits p a p des
a; peut s’écrire :
[To-
HeP(|[1, n]l) et Card (H)=picH

Au final nous obtenons :

[[a=a) = > (=10,
p=1 p=0
=Yy Y e
p=0

HeP([[1, n]) et Card (H)=picH
n

_ Z Z (_1)Card (H) l—[ai

p=0 HeP([[1, n])) et Card (H)=p ieH
— Z (_l)Card (H) 1_[ a;.
HeP([1, n]) ieH

FICHE 2 — Analyse combinatoire

Q
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n
2. Nous remarquons que (

C n
E,-) =) Ef
i=1
'une = huney =t nLe
= 1—]—[1Ef=1—]_[(1—15.).
i=1

i=1

i=1

Utilisons la question 1. pour développer le membre de droite.

e = - X e

HeP([1.al) icH
— 1— Z (_1)Card (H)lm
HeP([L,nl) en

Z (_I)Cal‘d (H)—IIEH

HeP([1,n])\?

3. 11 suffit d’utiliser la relation entre cardinal et fonction indicatrice.

Card(LnJE,) = 2y, e®

i=1 xeE

— Z Z (_I)Card (H)—llEH(x)

xeE HeP([1, nh\¥

- Xn:(_n“‘ Y cCad (EﬂﬂE)
r=1

1<iy<...<i,<n

Nombre de surjections de [[1, n]] sur [[1, p]]

1. Soit B’ , 'ensemble des applications f'de [[1, n]| dans [[1, pll telles qu’un élément
donné i n’ a.lt pas d’antécédent par f. Quel est le cardinal de B’

2. Calculez le cardinal de Ak np I’ensemble des applications f de [[1 n]l dans [1, p]
telles qu’exactement k éléments donnés de [[1, p] n’aient pas d’antécédent par f.

3. Soit S, , I’ensemble des surjections de [1, n] sur [1, p].

Démontrez la relation :

Card (S, p) = p" — (p)(p )4+ (—1)P—1< = )
1 1

12 Mathématiques L1/L2 : statistiques et probabilités en 30 fiches
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Q

Solution

1. Fixons un élément i de [1, p]l. Une application f de [1, n] dans [1, p] telle que
I’élément i n’ait pas d’antécédent par f est également une application de [[1, n]] dans
[1, pT\ {i}. Réciproquement, une application de [1, n] dans [1, p] \ {i} définit éga-
lement une seule application f de [1, n]] dans [1, p] telle que I’élément i n’ait pas
d’antécédent par f. Le nombre d’applications recherchées est €gal au nombre d’appli-
cations de [1, n]] dans [1, p] \ {i}, c’est-a-dire a (p — 1)".

2. Soit k un entier compris entre O et p — 1 et B un ensemble de k éléments distincts
de [[1, pll. Une application fde [1, n] dans [1, p] telle que les éléments de B n’aient
pas d’antécédent par f est également une application de [[1, n]] dans [1, p] \ B.
Réciproquement, une application de [[1, n]] dans [1, p]l \ B définit également une
seule application fde [1, n]] dans [[1, p] telle que les éléments de B n’aient pas d’an-
técédent par f. Lorsque 1’ensemble B est fixé a I’avance le nombre d’applications f
telles que les éléments de B n’aient pas d’antécédent par f est égal au nombre d’appli-
cations de [1, n]] dans [1, p] \ B, c’est-a-dire a (p — k)".

Card (A} )= (p— k)"

3. Soit f une application de [[1, n] dans [1, p]] qui n’est pas surjective. Il existe au
moins un élément de [1, p]] qui n’a pas d’antécédent par f. Réciproquement, une
application fde [[1, n]] dans [1, p] qui appartient a I’un des B,"W n’est pas surjective.
Posons S, , le complémentaire de S, , dans I’ensemble des applications de [1, n]]

dans [[1, p]l. Nous avons Card (S, ,) = p" — Card (S; ,) et S; , = U~ Bfl’p.

P
Card (S,,) = p"—Card(S;,) = p" — Card (U B;;,,,>

i=1

— pn_i(—l)’*l Z Card (B,’;{pﬂ...ﬂB,’;',p)
r=1

1<i) <e<iy <p

)4
= pr=) (=" > Cad(4]))
r=1

1<iy<...<ir<p
P

— pn _ Z(_l)r71 <5>Card (A,rl’p)

r=1

;
— pn_ (_l)r—]<p>(p_r)n
1 r

r=

= p—pp-+GB)p-2— -+ (=D

FICHE 2 — Analyse combinatoire
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Equations en nombres entiers

Soitn € N* et p € N fixés. Soit E(n, p) (resp. E'(n, p)) I’ensemble des applications
fde[[1, n]] dans [0, p]l qui a k associe f (k) = x; et telles que

Z Xr < p(resp. Z P— p).
1<k<n 1<k<n

1. Soit A I’ensemble des applications strictement croissantes de [1, n]] dans
[1,n 4+ p]l. Quel est le cardinal de A ?

2. A chaque fonction f de E(n,p) nous associons la fonction g de [1, n]] dans
[1,n + pll qui a un entier k associe yy =k + x; + - - - + X;.

Montrez que g est strictement croissante, puis que 1’application ® de E(n,p) dans
A qui a une fonction f associe ®(f) = g est bijective.

Déduisez-en Card (E (n, p)).

3. Calculez Card (E'(n,p)).

4. Nous supposons p > n. Quel est le nombre de n-uplets (ay,...,a,) de nombres
entiers strictement positifs tels que a; +---+a, = p ?

Solution

1. Soit X = {xj,...,x,} une partic a n éléments de [1,n+ p]l. Posons
Y ={y1,...,y.} le n-uple dont les coordonnées sont les é&léments de X ordonnés dans
I’ordre croissant. Soit f I’application de [1, n]] dans [1,n 4+ p]| définie par f (i) = y;.
Sii < jalors f(i) =y; <y; = f(j) carles y; sont ordonnés dans I’ordre croissant et
sont tous distincts sinon n > Card (Y) = Card (X) = n. Ainsi f est strictement crois-
sante et f € A. Réciproquement soit f de A. Comme f est strictement croissante, les
f(@), pour 1 <i < n, sont distincts et f([[1, n]]) est un sous-ensemble de [1,n + p]|
de cardinal n. En conclusion, A est en bijection avec les parties a n éléments de

[1,n 4+ p]l, un ensemble a n 4+ p éléments, et ainsi Card (A) = (n —; p)_

2. Soit f € E(n,p). Pour tout k € [1,n — 1], gtk + 1) — g(k) = 1 + x341 > 0 car
tous les x; sont positifs. Ainsi g est strictement croissante. De plus g(1) =1+ x; > 1
etg(n)=n+x +---+x, <n+p,donc g([1, nl) C [1,n+ pll, par conséquent
geA.

Soit f; et f, deux éléments de E(n,p) tels que ®(f;) = ®(f2). Nous avons
1L+ fi(l) = 2(f)(1) = D(f2)(1) = 1 + fo(1), c’est-a-dire fi(1) = f>(1). En éva-
luant ®(f) et ©(f2) en 2, puis 3, ..., et enfin n nous obtenons successivement
fi(2) = £2(2), puis f1(3) = /2(3), ..., et enfin f1(n) = fo(n). Ainsi fi = f> et O est
injective.
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Soit g € A. Définissons une application f de [1, n] dans N en posant, pour tout
kelO,n—11, ftk+1)=x41 =gk +1) —g(k) —12>0 car g est a valeurs
entieres et strictement croissante. Enfin g(n) < n + p car g([1, n]) C [1, n + p] et
decefaitn +x;+---+x, <n+p doux;+---+x, < p. Les x; étant positifs, ils
sont tous inférieurs a p. Ainsi f € E(n,p) et (f) = g :  est surjective de E(n,p)
dans A.

® est une bijection de E(n,p) dans A. Ces deux ensembles finis ont donc le méme
cardinal. Card (E(n, p)) = Card (A) = (” : ”) - <” JJ; p) .

3. Pour tous xj,...,x, de [0, p] tels que x;+---+x, =p, nous avons
X1+ -+ x,-1 < p. Réciproquement, pour tous xi,..., x,—; de [0, p]l tels que
xi+---+x,-1 < p, posons x, =p— (x;+---+x,-1) >0, nous avons alors
X1+ -+ x, = p.Ainsi, sin > 2, les solutions de x; + - - - + x,,—; < p sont en bijec-
n+p-—1 )

tion avec celles de x;+---+x,=p : E'(n,p) =E(n—1,p) = ( »

_(n+p-—1
o n—1 ’

4. Commencons par associer aux entiers strictement positifs «;, les entiers positifs ou
nuls x; =a; — 1. L’équation a; +---+a, = p devient x; +1+---+x,+1=p,
c’est-a-dire x;+---+x,=p—n>0. Cette équation admet E’'(n,p—n)

= (p—1> = <p—l> solutions.
p—n n—1

FICHE 2 — Analyse combinatoire
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Fonctions
géneératrices

e Définition : Nous appelons fonction génératrice d’une suite d’entiers naturels,
(a)ren € NV, la série formelle notée f(x) et définie par

fx) = Zakxk = Zakxk.
keN

* Propriétés : Soit f (x) la fonction génératrice de (ap,a;,az,as,. . .,d,,...) € NN et
g(x) la fonction génératrice de (bo,b;,bs,bs,. .. ,b,,...) € NN,

— fet g sont égales si et seulement si pour entier naturel n, a, = b,,.
— Décalage vers la droite. (0,a9,a;,a;,...,a,-1,...).

xf(x)= Z ak,lxk.

keN*

— Décalage vers la gauche. (a;,a3,a3,4a4,. .. ,a511,...).

EETIN S

X

— Mise a Iéchelle. \ € R, (ag,\ai,Nax, Nas,... N'a,,...).
FOX) =D (Naxt.

— Addition. (ay + bo,a; + bi,ar +by,az + bs,....a, + b,,...).
FO) +g(x) =) (ax + bix".

— Multiplication par 'indice. (a,2a,,3a3,4a4,...,(n + Da,41,...).
fl(x) = Zkakxkfl.

— Division par ’indice. (0,a¢/1,a1/2,a,/3,...,a,_1/n,...).

! _ Ak gyl
fof(u)du_zk+1x )
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- Différence. (ay,a, — ag,ar — ay,a3 — as,...,a, —d,_1,...).

A=) f(x) =ap+ Y (ar — a1)x".

— Convolution. (ayby,a1by + aob,. .. ,Zfzo aby_y,...).

k
fg) =Y (Zazbk_1>x".
keN \ =0
— Somme partielle. (ay,ao + ay,a9 + a1 + as,. .. ,ZLO ap,...).

=T ()

keN N\ [=0

* Fonctions génératrices usuelles : consultez la fiche sur les séries entiéres du tome
d’analyse.

Jeu de dés

Nous langons un dé rouge et un dé bleu a six faces.

1. Combien y a-t-il de combinaisons possibles ?

2. Développez P(x) = (x + x> + x> + x* + x5 + x%)2.

3. Considérons la somme des valeurs des dés, quel est le nombre obtenu le plus
souvent ?

Solution

1. Les dés étant de deux couleurs différentes, il est possible de les distinguer. Nous
obtenons ainsi un couple de résultats, chacune des coordonnées pouvant varier entre 1
et 6. Il y adonc 6 x 6 = 36 combinaisons possibles.

2. P(x) = x% 4 2x3 4+ 3x% + 4x7 + 5x° 4+ 6x7 + 5x% + 4x° + 3x10 4 2x 11 4 x12,

3. Chaque coefficient d’'un mondme de degré n du polynéme précédent vaut le nombre
de manieres différentes qu’il est possible que la valeur de la somme des dés soit égale
a n. Ainsi 7 est la somme la plus fréquente qu’il est possible d’obtenir avec deux dés
a six faces.

Bonbons

1. Trouvez le coefficient de x® dans (x + x2)*.
2. Déterminez le nombre de facons de distribuer six bonbons a quatre enfants de telle

maniere que chacun en ait un ou deux.

FICHE 3 - Fonctions génératrices
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Solution

1. (x + x2)* = x* 4+ 4x° + 6x° + 4x7 + x8.

2. Chaque enfant recevant un ou deux bonbons, nous lui associons le polyndme
+00

x + x2. La fonction génératrice associée au probleme, notée Q(x) = Z quk, est de
k=0

ce fait égale a (x + x2)*. Un coefficient g; de cette fonction est égal au nombre de

facons de distribuer k bonbons a quatre enfants de telle maniere que chacun en ait un

ou deux. Ainsi le probleme n’a de solution que si 4 < k < 8 et alors :

Nombre de bonbons <38 4 5 6 7 8 >9

Nombre de solutions 0 1 4 6 4 1 0

En particulier pour k = 6 bonbons il y 6 manicres différentes de les répartir.

Beignets

Soit n un entier naturel inférieur ou égal a 12. Combien y a-t-il de facons de choisir
n beignets de trois saveurs différentes (fraise, vanille et chocolat) s’il doit y avoir au
moins deux beignets de chaque saveur et pas plus de quatre beignets au chocolat.

Solution

Utilisons une fonction génératrice pour résoudre ce probleme. Cette fonction généra-
trice, notée G (x) est le produit de trois facteurs, chacun d’entre eux correspondant aux
contraintes sur le nombre de beignets d’un parfum donné.

Le facteur de la fonction génératrice correspondant au choix du nombre de beignets a
la fraise est la série formelle x> + x3 + x* + x> + - - ..

Celui pour le choix du nombre de beignets a la vanille est la série formelle
x40+

Enfin celui correspondant au choix du nombre de beignets au chocolat est le polynd-
me x? + x> 4+ x* car le nombre de beignets au chocolat doit étre compris entre 2 et 4.
Multiplions ces trois facteurs pour obtenir G (x) qui est la fonction génératrice asso-
ciée a notre probleme :

Gx) = (x2+x3;rx4+~-)(x2+x3+x4+~~)(x2+x3+x4)
= x6 ka (1—|—x—|—x2)=x6 ! 1_x3=x6 1—)C3
=0 (I1—-x)?1—x (1 —x)3

6(1—x3)2(3+k )xk— 3)Z(k+2)(k+l) k
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Pour un nombre total de beignets égal a n, le nombre de choix possibles respectant les
contraintes de I’énoncé est le coefficient g, de x" dans G(x). Calculons ces coeffi-

cients g, pour 0 < n < 12.

G(x) =

x0(1 — x3) (1 + 3x + 6x? + 10x3 + 15x* 4+ 21x° +28x6 + - - )

= X0+ 3x7 +6x3 4+9x7 + 12x10 + 15x1 4 18x12 4. ...

Nous en déduisons le tableau suivant :

N

Nombre de beignets <5

Nombre de solutions 0

FICHE 3 - Fonctions génératrices
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4 Compléments
sur les séries
et les intégrales

| Quelques sommes finies classiques

— Sommes des n premiers entiers, de leurs carrés, de leurs cubes et de leurs puis-
sances quatriemes.
1 nn+1) ", nn+1)2n+1)
k= ——7—, kK= —m—m—m—,
2 X ;

“ 3 nn+1) 4 n(n+1)(2n+1)(3n2+3n—1).
>k _<7> tZk )

k=1

— Somme des premiers termes d’une suite géométrique. Soit g € Cetn € N :
1—gmtt

1+q+q2+...+q”={ 1—¢q si g #1

n+1 si g=1.

Il Séries indexées par une partie de Z

Soit / une partie de N ou de Z et (x;);c; une famille de nombres réels. Pour définir la

convergence absolue de la somme E X; quatre cas sont a distinguer : la famille /
iel
peut étre finie, minorée, majorée ou n’étre ni minorée, ni majorée.

1. Si I est une partie finie de Z de cardinal k, I = {ij,...,ix}, alors la somme
n
in = ink converge absolument.
iel k=1
2.Si [ est une partie minorée de Z, alors il existe ng tel que I C [ng,+oo[ et
+00
1 = {iy, k € N}, la somme in converge absolument si la série ink converge
iel k=0
absolument.
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3. Si I est une partie majorée de Z, alors J = —I = {—i, i € I} est une partic mino-
rée de Z. La somme Z X; converge absolument si Z x_j converge absolument.
iel jelJ
4. Si I est une partie de Z ni majorée ni minorée, alors soit I~ = {i,i € I et I < 0} et
I™ ={i,i eletl >0}.Lasomme Zx,- converge absolument si Z x; et Z X;

iel iel~ ielt
convergent absolument, ce qui a un sens puisque I~ est une partie de Z majorée et
I est une partie de Z minorée.

Ill Séries doubles

Définition : Soit (u; j), jjerxs une famille de nombres réels positifs. Si pour tout
iel, E u; j converge et est égale a a; et si E a; converge et a pour somme U, nous
jelJ iel
appelons E u; j série double convergente de somme U.
G, j)elx]

Proposition : Si Z u; j est une série double convergente de somme U, alors pour
G, j)elxJ
toutj € J, Z u; j converge et est égale a b; et Z bj converge et a pour somme U. Nous
iel jeJ

avons ainsi en cas de convergence E ujj = E ( E u,-,j> = E (E Mi,j>-

(i,))elxJ iel jeJ jeJ iel

Définition : Soit (u; ;)¢ jjerxs une famille de nombres réels. Nous appelons

u; j série double absolument convergente lorsque la série double
(i j)elxJ

E |u; ;| est convergente.
(i, j)elx]

Théoreme de Fubini

Si E u; ; est une série double absolument convergente alors :
G.))elx]

1. pourtout i € I, u; i converge et u; j converge ;
p J 4 JJ g

jeJ iel jelJ

2. pour tout j € J, Z u; j converge et Z Z u; j converge ;

iel jedJ iel

FICHE 4 — Compléments sur les séries et les intégrales
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3. les égalités suivantes sont vérifiées :
E Ui j = E (E “z:j) = E (z ui,j>~
(i,j)elxJ iel jeJ jeJ iel
Théoreme

Si Z u; j est une série double absolument convergente alors pour toute parti-
(i, ))elx]
tion (Ap)kex de I x J :

1. pour tout k € K, la série double Z u; j converge absolument ;
(i, J)€AL

2. la série Z ( Z u;, j> converge absolument ;

kek \ (i, j)eA

3. I’égalité suivante est vérifiée :

> w2 )

(i.j)elxJ kek \ (i.j)eA

IV Intégrales doubles et plus

e Intégrale sur un pavé de R”

Soit P un pavé compact de R", P = [ay, b;] X - -+ X [a,, b,] C R", avec a; < by,
n
, dp < b,. Le volume de P, noté vol(P), est égal a 1_[ |bj — aj].
j=1
Définitions : Soit A; des pavés fermés et bornés contenus dans P, nous appelons
fonction en escalier sur P, une fonction f de la forme

k
f@) =Y Nla@), VreP.

Nous appelons intégrale sur P de la fonction f en escalier sur P, notée

f f(x) dx, le nombre
P

k
dx = A;iVol(A;).
/Pf(x)x Z vol(A;)

Deéfinition : Nous appelons f fonction intégrable sur P une fonction bornée sur P
et telle que, pour tout € > 0, il existe des fonctions en escaliers ¢ et 1) définies sur
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P telles que

o< f<tet /})<w<x>—<z><x>> dx <.

Si f'est intégrable sur P, alors sup / ¢(x) dx = inf / (x)dx.
o<fJP f<vJp
Cette valeur est appelée intégrale de fsur P et est notée

/f(x)dxou/f(xl,...,x,,)dxl...dxn.
P P

Théoreme de Fubini

Soit f une fonction définie et continue sur [a, b] X [c, d] C R2. Les fonctions

d b
x'—>/ fl,y)dy et y'—>f Sfx,y)dx

sont continues respectivement sur [a, b] et [c, d] et nous avons

b d d b
/[b] | d}f(x,wdxdy:/ (/ f(x,y)dy)dx=/ (/ f(x,y)dx>dy.

Intégrale généralisée sur R”

Définition : Soit f une fonction positive définie sur R” et intégrable sur tout pavé
compact de R”. f'est appelée fonction intégrable sur R” si la borne supérieure des
intégrales de f sur tout pavé compact de R” est finie.

F@de=  sup /P £ dr.

R~ Ppavé compact C R”
Une fonction f définie sur R” est intégrable sur R” si | | 1’est.

Théoreme de Fubini

Soit f une fonction définie et intégrable sur R?. Si pour tout x réel la fonction
y = f(x,y) estintégrable sur R et si la fonction

+00
e [ ireldy
—0oQ
est intégrable sur R, alors nous avons

FICHE 4 — Compléments sur les séries et les intégrales
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+00 +00
[ remaray=[ ([ remay)ar

Proposition : Interversion des intégrales

Soit f une fonction définie et intégrable sur R2. Si pour tout x réel la fonction
y = f(x,y) estintégrable sur R et pour tout y réel la fonction x — f(x,y) est
intégrable sur R et si les fonctions

+00 +00
x'—>/ [f(x,y)dy et yr—>/ [ f(x,y)|dx

sont intégrables sur R, alors nous avons

+00 +00

/Rz f(x,y)dxdy = / ( JFxy) dy) dx
boo [ paoc

=/ < f(x,y)dx>d

Sommabilité

n+m

Soit A € R. La famille de nombre réels (

' ‘) est-elle sommable ?
T/ (n,m) N2

Solution

+00 ym

Pour tout réel A, la série Z — converge et sa somme vaut exp(A).
— m!
) +00 yn ym N +00 ™M exp()\))\"
Smta,,: —'—':—‘ —‘:7' .
~n!m! n! = m! n!
+00
La série Z a, converge et sa somme est égale a exp (2)).
n=0

n+m

Ainsi la famille ( ) est sommable. Nous en déduisons que
(n,m)eN?

n!lm!
An-&-m +00 400 )\n+m +00 400 n

Z _Zznlmv _ZZ n\m _exp(2)\).
m=0 n=

(n,m)eN2 n=0 m=l
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Séries de nombres premiers

Pout tout n € N, n > 2, soit g, le plus grand facteur premier de n. Si k € N*, soit
={neN'n=>2|q,= pr}, ou (pr)r>1 désigne la suite strictement croissante

k

1
des nombres premiers qui commence pour p; = 2. Soit enfin M = ]_[ (1 1 )
i=1 T

1
1. Montrez que, pour tout k € N*, la famille (

> est sommable et que sa
nqn neﬁk

My
somme est —-

Pk
1
2. Montrez que la série Z converge.
5 NG
Solution
1. Si n €&, alors g, = pr. Comme D’application (ni,...,n;) € NF-1 x N* >

n

1
Pyt pit € & est une bijection, la famille (

) est sommable si et seulement
neEk

L S SR 1”_1@” (25

Pk n1=0 =1 Py P Pk =0 P P P
SLEREE
= — S
1—=/pel— m Dk
My 302
2. Posons u; = . Nous avons Pict 1M1 _ pk+lpkpk+l _ PrPr+1

pi piut P — DPply (pr — 1)?

Si k>2, alors py < pra1 —2 et prpirt < (it — 2)Prst < Piyy — 2Pkt + 1
= (pr41 — 1)%. La suite (pk uk)k>1 est donc bornée.

Comme p; > k, nous en déduisons que k*3u; tend vers 0 lorsque & tend vers +o00. Le
—+o00
critere de Riemann permet d’affirmer que la série E uy converge. Ainsi la série

+oo ];OZZM](
; —— converge et Z < 14, ; <,; nqn> ; p—,f
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Des égalités remarquables

1
1. Montrez que pour tout x € [0,1], In(1 + x) = / dy.
o 1+xy
"In(1
2. Déduisez-en la valeur de I’intégrale I = / Inl +x)
o 1+x?

Solution

1
1.Soﬂx:e[0,l]ﬁxé,/n dy = [In(1 + xy)]y = In(1 + x).
0

14+ xy

1 In(1 1 1 1
2. Nous remarquons que / = / M dx = / / * dy dx.
o 1+x2 o \Jo 1+uxy 14 x2

1 1
Ainsi [ = / (/ _ dy) dx.
o \Jo (I+xy)(1+x?)

pour tout (x,y) € [0,1] x [0,1]. fest continue sur

X
POSOHSf(X s y) = m

[0, 1] x [0, 1] et par conséquent le théoréme de Fubini permet d’affirmer que

1 1 X 1 1 X
/0 (/0 <1+xy>(1+x2)dx)dy=/o (/o (I +xy) (1 +2) dy>dx
1 1
y
— - < dx )dy.
/o (/o (T +x0)(1+y2) x) g

La derniere égalité ne résulte que de 1’échange des variables muettes d’intégration x
ety.

1 1 X 1 1 y
21 = — _dx)d — < _dx)d
/o (/0 I+ )1+ ) x) y+/o </0 T+ 47 ) Y
_/1</1 (1 +xy)(x + y)dy )dx
“Jo o (T4+x)d +x2)(1+y?)

_ 1 1 Xdy 1 1 ydy
_/o (./o (1+x2><1+y2>)dx+/o </0 (1+x2><1+y2>>dx

_ /1 In(1 4+ 1) —In(1 +0) dy + fl y(arctan 1 — arctan 0) d

—Jo 2(1 + y?) 0 1+ y?
,_lan@ _ 17h@) _ 7@

2 8 2 8 8
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Introduction
aux probabilités

| Expérience aléatoire

Certaines expériences entrainent des résultats aléatoires, c’est-a-dire qui dépendent
directement du hasard. Nous les appelons des expériences aléatoires. Dans la suite, £
désignera une expérience aléatoire.

Il Modéliser une expérience aléatoire

N

En théorie des probabilités, le terme modéliser désigne 1’opération qui consiste a
associer a & trois objets mathématiques, notés et appelés généralement €2, I’univers, F,
I’ensemble des événements et P, la probabilité.

e Univers

Nous appelons univers associé a £ I’ensemble de tous les résultats possibles de €.
Généralement, 1’univers est noté 2.

¢ Evénement

Pour représenter les événements, il est d’usage d’utiliser la théorie des ensembles.
Un événement est donc associé a un sous-ensemble de I’univers, I’ensemble des
résultats pour lesquels 1’événement est réalisé.

Ecriture logique Ecriture ensembliste
le contraire de A s’est réalisé Ac
A et B se sont réalisés ANB
A ou Bs'est réalisé AUB
B s’est réalisé mais pas A B\ A

FICHE 5 — Introduction aux probabilités
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Terminologie des événements :

— ) est appelé événement impossible.

— Q est appelé événement certain.

— Tout singleton {w}, ol w € €, est appelé événement élémentaire.

Ensemble des événements

Nous appelons ensemble des événements associés a £ tout sous-ensemble F de

P(£2) vérifiant les trois propriétés suivantes :

1.O0etQ e F;

2.s1 A € F,alors A€ € F;

3. soit / une partie finie ou infinie de N ou de Z. Si (A;);<; est une suite d’événe-
ments de F, alors U A; € Fet m A; e F.

iel iel
Un ensemble d’événements vérifiant les trois propriétés ci-dessous est appelé une
o-algébre ou une tribu.

Espace probabilisable

Nous appelons espace probabilisable li¢ a £ le couple (€2, F), ou Q2 est ’en-
semble des résultats possibles de £ et F un ensemble des événements liés a £.

Evénements incompatibles

Nous appelons événements incompatibles ou disjoints deux événements A et B
tels que A N B = @, c’est-a-dire qu’il est impossible que A et B se réalisent simul-
tanément.

Probabilité

Nous appelons probabilité sur (€2, F) une application P de F dans [0, 1] vérifiant
les deux propriétés suivantes (axiomes de Kolmogorov)

1.P(Q)=1;
2. pour tout suite (A;);c; finie ou infinie dénombrable d’événements de F deux a
deux incompatibles, nous avons

P(Q{&) = ;P(A»,

c’est-a-dire que la probabilité d’un événement qui est la réunion disjointe d’évé-
nements est égale a la somme des probabilités de ces événements (o-additivité).

Mathématiques L1/L2 : statistiques et probabilités en 30 fiches



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Les incontournables

1. Nous langons une piece de monnaie.

a) Décrivez les résultats possibles.

b) Décrivez 1’univers €2 associé au lancer d’une piece de monnaie.
¢) Donnez deux événements associés a cette expérience aléatoire.

2. Nous langons un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
a) Décrivez les résultats possibles.

b) Décrivez 1'univers €2 associé au lancer d’un dé cubique.

¢) Donnez trois événements associés a cette expérience aléatoire.

3. Nous jetons trois fois un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
Décrivez I’univers €2 associé a cette expérience aléatoire.

Solution

1. a) Dans le cas du lancer d’une piece de monnaie, les résultats possibles sont
« face » OU « pile ».

b) Dans le cas du lancer d’une piece de monnaie, I’univers 2 est égal a {« face »,
« pile »}.

¢) « Nous avons obtenu face » et « nous avons obtenu pile » sont deux événements
associés a cette expérience aléatoire.

2. a) Un résultat possible est I’'un des chiffres inscrit sur la face supérieure du dé, ou
encore 1 OU2 OU 30U 4 OU 5 OU 6.

b) Dans le cas du lancer d’un dé cubique, 1’univers €2 est égal a {1,2,3,4,5,6}.

¢) « Le résultat du lancer est divisible par 2 », « le résultat du lancer est divisible
par 3 », « le résultat du lancer est un nombre impair » sont trois événements associés
a cette expérience.

3. Lunivers €2 est égal a {1,2,3,4,5,6)3.

Pratique du langage des événements

Nous jetons simultanément deux dés cubiques de couleur différente dont les faces
sont numérotées de 1 a 6. Nous notons par £ 1’événement « la somme des deux dés
cubiques est un nombre impair », par F I’événement « au moins I’un des deux dés
cubiques a une face égale a 1 », et par G « la somme des deux dés cubiques est égale
aS» Décrivez ENF,EUF, FNG,ENF‘etENFNG.

Solution
L’univers €2 associé a cette expérience expérience aléatoire est défini par :

Q=1{1,2,3,4,5,6) x {1,2,3,4,5,6} = {1,2,3,4,5,6)".
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Pour obtenir un nombre impair en faisant la somme de deux nombres, il faut faire la
somme d’un nombre pair et d’un nombre impair. Décrivons alors les éléments de E, F

etG:
E =1[{1,3,5} x {2,4,6}]U [{2,4,6} x {1, 3,5}],
F=[{1} x{1,2,3,4,5,6}]JU[{1,2,3,4,5,6} x {1}]
et
G={(1,4),4,1),(2,3),3,2)}.
Décrivons maintenant ENF, EUF, FNG, ENF‘etENFNG :

ENF=[{1} x{2,4,6}]]U[{2,4, 6} x {1}]
EUF =[{1} x {1,2,3,4,5,6}]JU[{1,2,3,4,5,6} x {1}]
U[{3,5} x {2,4,6}]U[{2,4, 6} x {3,5}]
FNG={(,4),4, 1)}
ENF°=1[{3,5} x {2,4,6}]U[{2,4, 6} x {3, 5}]
ENFNG={(1,4), 4, 1)}

D’aprés une idée du livre de D. Foata
et A. Fuchs, Calcul des probabilités,
Dunod, 2éme édition, 1998

Soit 2 I’ensemble des couples mariés d’une ville donnée. Nous considérons les évé-
nements :

— A «lafemme a plus de trente ans » ;

— B «le mari a plus de trente ans » ;

— C « le mari est plus jeune que la femme ».
1. Interprétez en fonction de A, B, C 1’événement « la femme a plus de trente ans
mais non son mari ».
2. Décrivez en langage ordinaire les événements AN B NC, A\ (ANC),
ANBNCS, AUC.

3. Vérifiez que AN B C C.
Solution
1. L’événement recherché est la réalisation simultanée de 1’événement A « la femme

a plus de trente ans » et du complémentaire de 1I’événement B « ’homme a plus de
trente ans ». Nous avons donc : « la femme a plus de trente ans mais non son mari »

= AN B°.
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2. AN B°N C = «lafemme a plus de trente ans mais non son mari (qui est donc plus
jeune qu’elle) ».

A\ (AN C) =«lafemme a plus de trente ans et son mari est plus agé qu’elle ».

AN BN C° = «lafemme et son mari ont plus de trente ans et la femme est plus jeune
que son mari ».

AU C = «lafemme a plus de trente ans ou son mari est plus jeune qu’elle ».

3. Nous avons remarqué que A N B¢ N C = « la femme a plus de trente ans mais non
son mari » = A N B°. Par conséquent, AN B¢ C C.

Encore et toujours le dé cubique

L’expérience aléatoire consiste a lancer un dé cubique dont les faces sont numérotées
de 1 a 6. Si le résultat obtenu est un 6, I’expérimentateur inscrit sur sa fiche 6 et I’ex-
périence s’arréte. Si le résultat obtenu est un nombre entre 1 et 5, I’expérimentateur
I’inscrit sur sa fiche et relance le dé.

1. Soit n un entier strictement positif. Décrivez 1’événement E,, traduisant le fait que
« ’expérience s’arréte au n-eme lancer ».

2. Décrivez I'univers 2 associé a cette expérience aléatoire.

Solution
1. Soit 7 un entier strictement positif. Décrivons E,, :
E,={J, ..., Ju_1,6) ou J; € {1,2,3,4, 5} pour 1 <i <n—1}
2. Dunivers €2 est égal a
n>1

ou F ={(J1, Jr,...) ou J; € {1,2,3,4,5} pouri > 1}.

Les trois joueurs

Trois joueurs «, (3 et v jettent une piece a tour de rdle. Le premier qui obtient pile a
gagné. Nous admettrons que « joue d’abord, puis [ et enfin . L’univers Q2 associé
a cette expérience aléatoire peut étre décrit comme suit :

Q = {1,01,001,0001,...} U {0000. . ..

1. Donnez une interprétation des points de 2.
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2. Décrivez les événements suivants en terme de ces points :
a) premier événement : A = « & gagne » ;

b) deuxieme événement : B = « [3 gagne » ;

¢) troisieme événement : (A U B)°.

Solution

1. {0000...} représente I’événement « personne ne gagne », les autres configurations
correspondent a des événements ol «, 3 ou 7y gagne.

2. a) Les configurations ol le numéro 1 se situe a la place 3n 4 1, pour un entier n,
forment I’événement oll « o gagne ».

b) Les configurations ou le numéro 1 se situe a la place 3n + 2, pour un entier n, for-
ment I’événement ol « 3 gagne ».

¢) (AU B)¢ est I’événement: « ¥ gagne » ou « personne ne gagne ». Les configura-
tions ou le numéro 1 se situe a la place 3n, pour un entier #» non nul, forment I’événe-
ment oll « y gagne ».
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Espaces

probabilisés

Espace probabilisé fini

Espace probabilisé fini

Nous appelons espace probabilisé fini associé a une expérience aléatoire £ le tri-
plet (2, P(R2), P), lorsque I'univers 2 est fini.

Propriétés

Pour tous événements A et B de P(£2), nous avons

PAY=1-P(A),dou P@) =0

.P(B\A)=P(B)—-P(ANB);

.81 A C B, alors P(A) < P(B) ;

.P(AUB)=PA)+P(B)-P(ANB) ;

.s1 A et B sont incompatibles, alors P (A U B) = P(A) 4+ P(B). Plus générale-

ment : si Aj,...,A, sont n événements deux a deux incompatibles,

P(L;JIA,) = ;]P’(A,-).

. Formule du crible ou de Poincaré : Pour toute suite d’événements (A;)<i<n,

nous avons

IP(UA,-) = P(A)+ -
i=1 i=1
+ (=DM Y P4, N AL NN A
I<iy<...<ig<n

++ (=D"TPAINAN...NA,.
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Equiprobabilité et probabilité uniforme

Nous disons qu’il y a équiprobabilité lorsque les probabilités de tous les événe-
ments élémentaires sont égales.
Dans ce cas, P est la probabilité uniforme sur (2,P(2)).

Conséquence : S’il y a équiprobabilité, pour tout événement A, nous avons alors

Card(A) nombre de cas favorables
P(A) = =

Card(Q)  nombre de cas possibles .

Il Espace probabilisé quelconque

Espace probabilisé

Nous appelons espace probabilisé associé a une expérience aléatoire £ le triplet
(2, F, P), ou Q, FetP ont été définis dans la fiche 5.

Propriétés

Pour tous événements A et B de F, nous avons encore les propriétés 1., 2., 3., 4.
précédentes, et

5.si A et B sont incompatibles, alors P (A U B) = P(A) 4+ P(B). Si I est une par-
tie finie ou infinie de N ou de Z et si (A;);¢; est une suite d’événements deux a

deux incompatibles, alors nous avons ]P’(UA,-) = Z P(A)).

iel iel

6. La formule du crible est encore valable.
Propriété de la limite monotone de la probabilité P

Soit (2, F, P) un espace probabilisé.
1. Si (A;);en est une suite croissante (au sens de I’inclusion) d’événements de F,
la suite (P(A;));en converge et

400
lim P(A,) =P(| ]a; ).
Jim P(4,) (g l>

2. Si (A;);en est une suite décroissante (au sens de 1’inclusion) d’événements de F,
la suite (P(A;));en converge et

+00
lim PA4,) =P( (A4, ).
Jim P(A,) (DO l)
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Application directe du cours

Calculez la probabilité de I'union de trois événements A, B et C de deux manieres
différentes :

1. en utilisant la formule P (A U B) = P(A) + P(B) —P(ANB) ;
2. en appliquant directement la formule du crible.

Solution

1. Calculons la probabilité de 1’union de trois événements A, B et C. Pour cela, com-
mencons par écrire que

P(AU(BUC) =P(A)+P(BUC)—P(AN(BUCQ)).

Comme I’événement A N (B U C) est I'union des deux événements AN Bet ANC,
nous avons alors

PAANBUC)=PANB)+PANC)—-P(ANB)N(ANC))
=PANB)+P(ANC)-—PANBNC).
De méme, nous avons
PBUC)=PB)+P(C)-PBNC).
En regroupant toutes ces identités, nous obtenons finalement :
P(AUBUC)=PA)+PB)+P(C)-P(BNC)—-P(ANB)
—P(ANC)+PANBNC).

2. Calculons la probabilité de I’'union de trois événements A, B et C en appliquant la
formule du crible, avecn =3 et A = A;, B = A,, C = A;.

3
IP(AUBUC):]P’(UA,)
i=1

=P(A)) + P(Ay) + P(A3)
+ (=D*'P (A N Ay) + (—1)*T'P (A N A3)
+ (=D)*M'P (A, N A3)
+ (=1)’P (A1 N Ay N Az)
=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)
—P(ANC)—PBNC)+PANBNC).
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Le dé cubique non truqué

Soit 7 un entier naturel non nul. Nous effectuons n lancers d’un dé cubique bien équi-
libré dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

1. Définissez 1’espace probabilisé associé aux n lancers ainsi que la probabilité asso-
ciée.

2. Calculez la probabilité des deux événements A, et B, définis par

— A, : « Nous obtenons 1 pour la premiere fois au n-ieme lancer. »

— B, : « Nous n’obtenons aucun 1 lors des n lancers. »

Solution

1. L’espace probabilisé associé aux n lancers du dé est (2, P(€2), P) avec :

-Q={1,2,3,4,5,6}";

— le dé est bien équilibré : chaque événement élémentaire a la méme probabilité de se
réaliser. La probabilité associée P est donc la probabilité uniforme sur (€2, P(£2)).

2. Calculons la probabilité des deux événements A, et B,,. Nous avons

P(A,) = WD) o pp,y = S0
Card(2) Card(£2)

ou Card(Q2) = Card({1, 2, 3,4, 5,6})" =6". 1l reste maintenant a déterminer
Card(A,,) et Card(B,). Nous avons

Ay ={(x1, x2,...,x)/YNk e [[l,n— 1], x, € {1, 2, 3, 4, 5} et x,, = 6}.

Donc nous en déduisons que

5n71
Card(A,) =5"""x1 et P(A, = o
D’autre part, nous avons
Bn - {15 23 37 47 5}”'
Donc nous en déduisons que
5}1

Card(B,) =5" et P(B,) = &
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Probabilité

conditionnelle
et indépendance
en probabilité

Probabilité conditionnelle
Définition

Soit (€2, F, IP) un espace probabilisé associé a £. Soit A un événement de proba-
bilité non nulle. Pour tout événement B, nous posons

P(B N A)

P(B|A) = A

L’application qui a un événement B € F associe P(B|A) est une probabilité
sur (2, F), appelée probabilité conditionnelle relative a A ou probabilité
sachant A.

Propriétés

1.P(B°|A) =1 —-P(B|A) ;

2.P(B\ C|A) =P(B|A) —P(BNCJ|A) ;

3.P(B1U By|A) = P(Bi1]A) + P(B,|A) — P (B1 N By|A)

4.si B et C sont incompatibles, alors P (B U C|A) = P(B|A) + P(C|A).
Plus généralement, si I est une partie finie ou infinie de N ou de Z
et si (B;)jes est une suite d’événements deux a deux incompatibles,

p(UB,-)A> = Y BBIA) ;

iel iel

5. la formule du crible ou de Poincaré se généralise en remplagant P par P(-|A) ;
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6. si (B;);en est une suite d’événements, alors nous avons
n +o00

nLlIE@P(%B,- A) = P(% B; A),
n +00

lim P(ﬂB,- A) = P(ﬂ B; A).
T Niso i=0

Formule des probabilités composées
Soit (A;)1<i<, une suite finie d’événements de F telle que

P(A;NA N ...N Apy) # 0.

Nous avons 1’égalité suivante :

P(ﬂA,) = P(ADP(A2|A)) ... P(AuAi N A O .. N Apei)
i=1

Systeme complet d’événements

Soit (€2, F) un espace probabilisable. Soit (A;);c; une suite d’événements de F.
Nous appelons la famille (A;);c; un systeme complet d’événements lorsque :

1.V(@i,j) e’ telque i #+ j,AiNA; =0 ;

2.UA,-=Q.

iel
Formule des probabilités totales

Soit (A;);es un systeme complet d’événements de probabilités toutes non nulles.
Pour tout événement B, nous avons :

P(B) =) P(BNA)=) P(BIA)P(A).
iel iel
Formule de Bayes

Pour tout systeme complet d’événements (A;);<; de probabilités non nulles et pour
tout événement B de probabilité non nulle, nous avons :

P(A)P(B|A;)
Z P(A;)P(B|A))

jel

P(A;|B) =
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Indépendance en probabilité

Evénements indépendants

Soit (2, F, P) un espace probabilisé. Nous appelons événements indépendants
pour la probabilité P des événements A et B qui vérifient :

P(AN B) = P(A) x P(B).

Pour généraliser la notion d’indépendance a plus de deux événements, nous utilisons
la notion de o-algebre introduite a la fiche 5.

o-algebre engendrée par une famille d’événements

Soit S une famille de parties de 2. L’intersection de toutes les o-algebres sur €2 qui
contiennent S est une o-algebre sur 2 qui contient S. Nous la notons F(S) et nous
I’appelons la o-algebre engendrée par S.

o-algebres indépendantes

Soit (2, F, IP) un espace probabilisé. Soit (F;)i<i<, une famille de n o-algebres
contenues dans F. Les o-algebres F; sont indépendantes pour la probabilité P
lorsque pour toute famille (A;);<i<, d’événements telle A; € F; pour tout

i € [1,n]], nous avons
P(ﬂA,) = H]P’(Ai).
i=1 i=1

Indépendance mutuelle de n événements

Soit n événements Ay,...,A, d’un espace probabilisé (2, F, P). Les événements
Ay,...,A, sont mutuellement indépendants pour la probabilité P lorsque les o-
algebres Fi,...,F, engendrées par les familles (A;),...,(A,) sont indépendantes.
Théoreme

Aj,..., A, sont mutuellement indépendants si et seulement si pour tout partie
I C [1,n]] I’égalité suivante est vérifiée

P(ﬁ A,-) = ﬁIP’(A,-).

iel iel
Propriété : Soit n événements Aj,...,A, mutuellement indépendants. Alors les
événements Bi,...,B, ou pour tout i € {1,...,n}, B; = A; ou B; = A, sont

mutuellement indépendants.
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¢ Indépendance mutuelle d’une suite infinie d’événements

Soit (A;)ien une suite infinie d’événements. Les événements A; sont mutuelle-
ment indépendants pour la probabilité P lorsque pour toutn € N, Ay,...,A, sont
des événements mutuellement indépendants pour la probabilité P.

Théoréme
(A})ien est une famille d’événements mutuellement indépendants si et seulement
si pour tout partie finie / C N 1’égalité suivante est vérifiée

P(ﬂ Ai> = HIP(A,-).

iel iel
* Indépendance deux a deux de n événements
Soit n événements Ay,...,A, d’un espace probabilisé (2, F, P). Les événements

Ay,...,A, sont deux a deux indépendants pour la probabilité P lorsque pour tout
(i,j) € [1,n]?, les événements A; et A ;j sont indépendants pour la probabilité P.

Remarque : Trois événements A, B et C peuvent étre deux a deux
indépendants sans que A, B et C soient mutuellement indépendants.

Le paradoxe des prisonniers,
proposé par J. Pearl

Trois prisonniers sont dans une cellule. Ils savent que deux vont étre condamnés a
mort et un gracié, mais ils ne savent pas qui. L'un d’entre eux va voir le gardien et
lui demande :

— « Je sais bien que tu ne peux rien me dire, mais tu peux au moins me montrer un
de mes compagnons qui sera exécuté. »

Le gardien réfléchit, se dit que de toutes manieres au moins I’un des deux autres pri-
sonniers sera condamné, et s’exécute.

Le prisonnier lui déclare alors :

— « Merci, avant, j’avais une chance sur trois d’étre gracié, et maintenant, j’ai une
chance sur deux. »

A-t-il raison de croire que sa probabilité d’étre exécuté a varié ?

Solution

Nous supposerons équiprobables les chances des prisonniers. Nous excluons égale-
ment le mensonge ou une forme de préférence dans la réponse du gardien. Désignons
par A le prisonnier qui a conversé avec le gardien et par B et C les deux autres. Le pri-
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sonnier A a demandé un nom de condamné, mais nous ne savons pas quel nom le gar-
dien va choisir si les deux autres prisonniers, B et C sont condamnés. Si nous voulons
décrire completement la situation en termes probabilistes, il faut dire comment s’ef-
fectue le choix du nom. En I’absence de toute autre information le prisonnier doit faire
une hypothese, la plus plausible étant celle qui tient compte de son ignorance totale :
si B et C sont condamnés, le gardien choisira de nommer B avec la probabilité de 1/2
et par conséquent il nommera C avec la probabilité de 1/2. La formalisation du pro-
bléme est maintenant possible. L’ensemble fondamental est Q2 = {(X, Y)} ou X prend
ses valeurs dans I’ensemble {AB, AC, BC} (la paire de prisonniers condamnés) et ¥
prend ses valeurs dans {B, C} (le prisonnier nommé par le gardien).

L’événement « A est condamné » s’écrit

{(X,Y): X = AB ou X = AC).

Nous voulons obtenir la probabilité pour que A ait ét€ condamné sachant que B a été
nommé par le gardien

P({X = AB}U{X = AC}|Y = B).

Ne sachant rien a priori sur la décision du tribunal, I’hypothese suivante est raisonnable
1
P(X =AB)=P(X = AC) =P(X = BC) = 3

Si X = AB, le nom du prisonnier nommé par le gardien sera forcément B, donc
P(Y = B|X = AB) = 1.
De méme, nous avons
P(Y=C|X =AC)=1.
Par contre, si X = BC, le gardien tire au sort B ou C, avec la méme probabilité 1/2
pour Bet C,d ou
PW:BM:BO:PW:CM:BO:;

Ensuite, nous pouvons donc écrire que
P({X = AB}U{X = AC}|Y = B)
=P(X = AB|Y = B) + P(X = AC|Y = B).
Le deuxieme terme du deuxieme membre de cette égalité disparait étant donné que

_P(X=AC)N{Y =B)) _

P(X =AC|lY =B) = F(Y = B) 0

puisque {X = AC}N{Y = B} = @ (le gedlier ne ment pas).
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D’autre part, nous avons

P(X = AB|Y = B) = PAX = AB}N{Y = B})

P(Y = B)
Mais si X = AB alors nécessairement ¥ = B. L'égalité précédente se réduit donc a
P(X = AB)
P(Y = B)

Nous savons que P(X = AB) = 1/3. Il reste donc a calculer P(Y = B). Nous appli-
quons la formule des probabilités totales puisque les événements
{X = AB}, {X = AC} et {X = BC} forment une partition de €2,

« P(X = AC) + P(Y = B|X = BC) x P(X = BC)
—Ix1/34+0x1/34+1/2x1/3=1/2.

La probabilité recherchée vaut donc

1/3 2
P{X =AB}U{X =AC}|]Y =B) = — = —-
( FUd } ) =7 273
Ainsi, la probabilité pour que A soit condamné sachant que ¥ = B est la méme que
la probabilité a priori pour que A soit condamné. Le prisonnier a donc tort de croire
que sa probabilité d’étre exécuté a varié.

Monty Hall, inspiré du jeu télévisé
américain Let’s Make a Deal

Une voiture est mise en jeu pendant un divertissement a la télévision. Elle a été
cachée, suite a un tirage au sort aux issues équiprobables, par I’animateur derriere
I’une des trois portes qui sont présentées au candidat. Pour gagner la voiture, le can-
didat doit retrouver 1’'unique porte qui permet d’atteindre la voiture.

Le jeu se déroule de la maniere suivante. Le présentateur invite un candidat a se pré-
senter et a choisir I’'une des trois portes, sans 1’ouvrir. Le présentateur indique, parmi
les deux portes qui n’ont pas été choisies par le candidat, une porte ne permettant pas
d’accéder a la voiture puis 1’ouvre. Il offre alors au concurrent la possibilité de
conserver la porte qu’il a choisie au début du jeu ou de la remplacer par celle qui reste
encore fermée.

Quel est le meilleur choix pour le candidat ?
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Solution

Nous supposerons équiprobables les chances qu’une porte masque la voiture. Nous
excluons également le mensonge ou une forme de préférence dans le choix du présen-
tateur. Désignons par A la porte choisie initialement par le candidat et par B et C les
deux autres.
Nous ne savons pas laquelle des portes le présentateur va choisir si les deux portes B
et C ne masquent pas la voiture. Si nous voulons décrire completement la situation en
termes probabilistes, il faut dire comment s’effectue le choix de la porte.
En I’absence de toute autre information le candidat doit faire une hypothese, la plus
plausible étant celle qui tient compte de son ignorance totale : si B et C ne masquent
pas la voiture, le présentateur choisira de nommer B avec la probabilité de 1/2 et par
conséquent il nommera C avec la probabilité de 1/2.
Maintenant nous pouvons formaliser le probleme. L’ensemble fondamental est
Q ={(X, Y)} ou X prend ses valeurs dans I’ensemble {AB, AC, BC} (la paire de
portes ne masquant pas la voiture) et Y prend ses valeurs dans {B, C} (la porte ouver-
te par le présentateur).
Un calcul identique a celui de I’exercice précédent montre que la probabilité pour que
A soit la porte qui ne masque pas la voiture sachant que ¥ = B est égale a :

/3 2

P{X =AB}U{X =AC}lY =B)= — = —-

1/2 3
Ainsi, la probabilité pour que A soit la porte derriere laquelle la voiture est dissimu-
l1ée sachant que ¥ = B est égale a :

pl=1—P({X:AB}U{X:AC}|Y=B)=%~

D’autre part, comme la porte B a été ouverte, si la porte A ne masque pas la voiture
alors elle est dissimulée derriere la porte C. Par conséquent, la probabilité p, pour que
C soit la porte derriere laquelle la voiture est dissimulée sachant que ¥ = B est égale

N

a:

P =P({X =AB}U{X = AC}|Y = B) = %

Donc la probabilité de gagner en changeant de porte vaut p, = 2/3 tandis que la pro-
babilité de gagner sans changer de porte vaut p; = 1/3. Le meilleur choix pour le can-
didat est donc de changer de porte !

FICHE 7 — Probabilité conditionnelle et indépendance en probabilité
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Variables aléatoires
réelles. Variables
aléatoires discretes

Variables aléatoires réelles
Variable aléatoire réelle

Soit (2, F, P) un espace probabilisé. Nous appelons variable aléatoire réelle
(v.a.r.) toute application de 2 dans R telle que : pour tout intervalle I de R, I’en-

semble X '(I) = {w € Q| X (w) € I} est un événement de F.

Notations

— Les variables aléatoires sont notées avec des lettres majuscules et les quantités
déterministes avec des lettres minuscules.

— Nous notons X (£2) I’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X défi-
nie sur I’espace probabilisé (22, F, P).

- X' (fx}) = {w € QX (w) = x} se note {X = x}.
— X 1'(]—-00,a]) = {we QX w) <a) senote {X < a}.
- X'(Qa,b]) ={we Qla < X(w) < b} senote {a < X <b)}.

Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, F, P).
Nous appelons fonction de répartition de la variable aléatoire X la fonction
numérique réelle Fy définie par

Vx eR, Fx(x)=P(X <x).
Propriétés
1.Vx e R, Fx(x)el0,1];
2. Fx est une fonction croissante sur R ;
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3. lim Fx(x) =0et lim Fyx(x) =1 et Fx est continue a droite et admet une
X——00 x——400

limite a gauche en tout point de R ;
4. pour tous réels aet b, P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a).

Il Variables aléatoires discretes
* Variable aléatoire discreéte

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, F, P).
Nous appelons variable aléatoire discrete (v.a.d.) X si I’ensemble de ses valeurs
X (£2), est au plus dénombrable (voir la fiche 2 pour cette notion).

¢ Loi d’une variable aléatoire discrete

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, F, P).
Nous appelons loi de la variable aléatoire X la donnée d’une suite numérique
(P(X = k) = px(k))kex (o) telle que

1.Vk € X(), px(k)=>0;

2. ) px=1;

keX ()

3. pour tout réel x, P (X < x) = Z px (k) ou Z désigne la sommation sur 1’en-
k<x k<x
semble des k € X (€2) inférieurs ou égaux a x.

Pour commencer

Soit X une variable aléatoire discrete prenant les valeurs 2, 4, 6 et 8. Déterminez la
loi de probabilité de X sachant que :

]P’(X<6)=%, IP’(X>6)=%, P(X =2) =P(X =4).

Solution

Pour déterminer la loi de X, nous allons procéder de 1a maniere suivante :

k 1 2 3 4
X¢ 2 4 6 8
P (X=X a b c d

FICHE 8 —Variables aléatoires réelles. Variables aléatoires discrétes
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Nous savons que :

1 1
-P(X <6) = 3 donc nous en déduisons que a + b = 3

1 1
-P(X >6) = o donc nous en déduisons que d = 3

-P(X =2) =P(X =4), donc nous en déduisons que a = b.
De plus, nous avons la relation suivante :

4
a+b+c+d=1 car Y P(X=x)=1.
k=1

Nous en déduisons a = b =

QN —

1
,d=—-etc=
2

N —

Le dé cubique truqué

Un joueur dispose d’un dé cubique truqué de telle sorte que la probabilité d’appari-
tion d’un numéro est proportionnelle a ce dernier. Nous supposons que les faces sont
numérotées de 1 a 6. Soit X la variable aléatoire réelle associée au lancer de ce dé.

1. Déterminez la loi de X.

1
2. Nous posons Y = ra Déterminez la loi de Y.

Solution

1. X prend les valeurs k € [1, 6]]. Si p = P(X = 1), alors nous avons P(X = k) = kp
pour tout k € [1, 6]]. Nous devons avoir :

ZP(X =k)=1, donc
k=1 k=1

6 6
kp =1,

1
c’est-a-dire p x =1.Doup = Tk La loi de X est donnée par le tableau sui-

vant :
k 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6
P (X=h 2 21 21 21 2 | a2t

1
2. Y prend les valeurs yk:E, avec k €[1, 6] et pour tout k € [l1, 6],

1
P <Y = %> =P (X = k). Donc la loi de Y est donnée par le tableau suivant :
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. PR N 1 [
Yk 4 5 6

1 2 3 4 5 6
P (X=yq 21 21 21 21 21 21

La constante

Soit a € R et X une v.a.r. a valeurs dans N, telle que :

a

VkeN, PX =k = T

Déterminez a.

Solution

Posons px (k) =P(X =k) = ﬁ. (px(k))ren estlaloi d’une v.a.r. X si et seule-
x k!

ment Si :
400
VkeN, pxk) =0 et pr(k) =1.
k=0
VkeN, pxk) = %k' >0 équivautd a > 0.
1\
= (3)
ZPX(k)_aZ2kxk' = X:: = aexp(1/2).
Donc :
+o00 1
pr(k) =1 équivauta aexp(l/2)=1 équivauta a = ——-
= Ve
Par suite, I’énoncé définit la loi d’une v.a.r. X a valeurs dans N si et seulement si
1
a = ﬁ

FICHE 8 —Variables aléatoires réelles. Variables aléatoires discrétes
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Moments et fonctions
géneératrices
d'une v.a. discrete

Ici, (2, F, P) désigne un espace probabilisé et X une variable aléatoire discrete
(v.a.d.) définie sur Q2. X(2) = {x;/i € I} avec I une partie de N ou de Z. Nous
posons P(X = x;) = px(x;).

| Moments d'une variable aléatoire
discrete

* Espérance mathématique

Nous disons que la variable aléatoire X admet une espérance mathématique

lorsque 1 est fini ou lorsque la série Z Xx; px (x;) est absolument convergente.

i
Nous appelons alors espérance mathématique de X, la moyenne pondérée notée
E(X) et définie par

E(X) = Z’“" px(x0).

L1(2, F, P) désigne 'ensemble des variables aléatoires discretes définies sur €2 et
admettant une espérance. C'est un R-espace vectoriel.

Remarque : Si X ¢ £1(R2, F, P), c'est-a-dire si la série inpx(xi)

n'est pas absolument convergente, nous disons que X ne possede pas d'es-
pérance mathématique.

* Espérance d'une fonction d'une variable aléatoire

Théoreme du transfert : Soit g une fonction définie sur X (£2) a valeurs dans R.
Lorsque g(X) admet une espérance mathématique, c'est-a-dire g(X) € £,(R2, F, P),
nous avons
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E(g(X)) = Zg(x,-)px(xn.

Remarque : Pour calculer E(g(X)), il suffit de changer x; en g(x;).

Linéarité de 1'opérateur E(-)

L'espérance est une forme linéaire sur £;($2, F, P) : pour tous réels a et b et pour
toutes variables aléatoires discretes X et Y admettant une espérance mathématique,
nous avons

E(@aX + bY) = aE(X) + DE(Y).
Remarques

1. Pour tous réels a et b et pour toute v.a.d. X admettant une espérance
mathématique, la formule ci-dessus se particularise en
E(aX + b) = aE(X) + b. Car b est constant et donc E(b) = b.
2. Soit g et h deux fonctions définies sur X (€2) a valeurs dans R telles
que g(X), h(X) € L£,(2, F, P). Nous avons

E(ag(X) + bh(X)) = aE(g(X)) + bE(h(X)), V (a,b) € R.
Il faut noter que E(g(X))n'est généralement pas égal a g(E(X)). En
particulier nous avons le plus souvent E(X?) # (E(X))2.

Moment simple et moment centré d'ordre

Soit r € N*. Sous réserve d'existence, nous appelons moment simple d'ordre r
de la variable aléatoire X la valeur p,(X) = E(X").

Remarques

1. Le moment d'ordre 1 de la variable aléatoire X, noté plus simplement
{4 ou encore fiy s'il y a plusieurs variables aléatoires a distinguer, est
I'espérance mathématique de X.

2. Si une variable aléatoire posseéde un moment simple d'ordre r, elle
possede un moment simple pour tout ordre s € [[1, r].

3. Si X (2) est un ensemble fini, alors la variable aléatoire X admet des
moments simples a tous les ordres r € N*.

Soit r € N*, Sous réserve d'existence, nous appelons moment centré d'ordre r de
Xleréel ym,(X) =E((X —EX))=E((X —p’).

FICHE 9 — Moments et fonctions génératrices d’une v.a. discréte
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Remarques

1. Pour r = 1, nous avons ;;m;(X) = E(X — p) =0.

Pour r =2, Mmz(X ) est appelée la variance de X, voir ci-dessous. Les
caractéristiques de forme des distributions sont associées aux moments
centrés d'ordres r =3 et r = 4.

2. Si une variable aléatoire possede un moment centré d'ordre r, elle
possede un moment centré pour tout ordre s € [1, r].

3. Si X (R2) est un ensemble fini, alors la variable aléatoire X admet des
moments centrés a tous les ordres r € N*.

4. Si la variable aléatoire X ne posséde pas d'espérance mathématique,
alors la variable X ne peut admettre de moment centré.

Variance et écart-type

Nous disons que la variable aléatoire discréte X admet une variance lorsque X
admet un moment centré d'ordre 2. Nous appelons alors variance de X la valeur

Var(X) = E ((X — p)*) =pma(X).

Nous la notons également o> ou 0% s'il y a plusieurs variables aléatoires a distin-
guer.
Nous appelons écart-type de X la valeur /Var(X), que nous noterons o ou oy
selon les cas.
Théoreme
X admet une variance si et seulement si X> admet une espérance mathématique. La
formule de Huygens est alors valable :

Var(X) = E (X?) — E*(X).
Propriété
Pour tous réels a et b et pour toute variable aléatoire discréte X admettant une
variance, nous avons

Var(aX + b) = a*Var(X).

Vocabulaire

- SiE(X) = 0, alors X est une variable aléatoire centrée.
— Si Var(X) = 1, alors X est une variable aléatoire réduite.

X
—Si X admet une variance non nulle, la variable X* = 2" kx est appelée
Ox

variable centrée et réduite associée a X.
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e Moments d'ordres 3 et 4

Nous mentionnons les moments d'ordres 3 et 4 car ils sont utilisés en statistique.

1. Le moment centré d'ordre 3, lorsqu'il existe, de la v.a.d. X dont o > O fournit le
coefficient d'asymétrie

E((X —w?)
3

a

2. Le moment centré d'ordre 4, lorsqu'il existe, de la v.a.d. X dont ¢ > 0 fournit le
coefficient d'aplatissement

E(X-w?

p - 3.

Il Fonctions génératrices
de la variable aléatoire discrete X

* Fonction génératrice des moments

Considérons la fonction gx (r) = E (exp(r X)) définie pour I'ensemble des valeurs
de t pour lesquelles [E (exp(t X)) < 4+00. gx(¢) est la fonction génératrice des
moments de la variable aléatoire discrete X lorsqu'elle est définie dans un voisi-
nage de 'origine.

Propriété
Le moment d'ordre r de X est donné par :

W = gg) (0) ou g&r)(O) est la dérivée d'ordre r de gx.

* Fonction génératrice

Nous appelons fonction génératrice de la variable aléatoire discrete X a valeurs
dans N, la série entiére

400
Gx(t) = szﬂm(x =k =E(Y), rel-1+11.
k=0

La fonction génératrice ne dépend que de la loi de X. Elle caractérise la loi de X

FICHE 9 — Moments et fonctions génératrices d’'une v.a. discrete



La constante (reprise de I’exercice fiche 8)

Soit X une v.a.r. a valeurs dans N, telle que :
1
Je x 2k x k!

1. X admet-elle une espérance ? Si oui, la déterminez.

VkeN, P(X =k =

2. X admet-elle une variance ? Si oui, la déterminez.

Solution

1. X admet une espérance si et seulement si Z kIP(X = k) est absolument convergente.
k

k-1
SRSl
Jex2kx k!l 2 /e (k—1)!

Vk e N*, kP(X =k) =

1\k-1
et Z (2) converge, donc E(X) existe. Nous avons donc :
— (k—1)!

k—1 k
T ( 1 ) | i ( 1 ) 1 1
E(X) = 2 = 27— Je= -
Zﬁ;(k—l)! Zﬁ; k! N 2
2. X admet une variance si et seulement si X2 admet une espérance, c’est-a-dire si la
série Z k*P(X = k) est absolument convergente.
k

k2 1 k()
Vk e N*, K*P(X =k) = = 2>
< X =0 = s =2 k-1

Nous pouvons écrire k = (k — 1) 4 1, ainsi nous avons :

1), @) )

Vk > 2, kZIF’(X=k)=NgX <(k—2)! (k —1)!

® (L
2 2 2 .
. zk: (k — 1)! et Xk: k —2)! convergent, donc [E (X?) existe.
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Nous avons donc :

NSO
2y — —
B(X) = 2¢E( Z(k—2)'+z(k—l)!>
1
= 2 (3verve) =5
X possede donc une variance égale a :
3 1 1
Var(X) = E (X?) —E*(X) = ITE=5

Le trousseau de clés

Dans un hotel, une coupure de courant vient de se produire. Le gardien de nuit doit
ouvrir dans le noir une chambre qu’un client vient de louer.

Il possede un trousseau de clés sur lequel se trouvent toutes les clés des n chambres
de I’hdtel. Chaque clé ouvre une et une seule chambre.

1. Le gardien de nuit essaye les clés une a une sans utiliser deux fois la méme.
Donnez la loi de probabilité du nombre X d’essais nécessaires. Calculez I’espé-
rance et la variance de X.

2. Lorsque le gardien de nuit n’est pas bien réveillé et que la coupure de courant per-
siste, il mélange toutes les clés a chaque tentative. Donnez la loi de probabilité de
X. Calculez I’espérance et la variance de X.

Solution

1. La position de la bonne clé est au hasard sur les n positions possibles du trousseau
de clé.
—Loi de X

Introduisons 1’événement R; = « la porte s’ouvre au k-éme essai », k € {1,...,n}.
Avec cette notation, I’événement {X = k} s’écrit Ry N R;_; N...N RY.
Donc,

P(X = k) P(Rc N RS_, N...N RS
= P(R(|RS_,N...NROP(RS_RS_,N...NR)...
.. P(RS|RSP(RY).

Les clés étant essayées au hasard, nous avons
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n—1
P(RS) = ,
n
P(RS|R) = "2
EAR R b
P(RE RS ... Ry ="T1=k
e L
1
P(R¢|RS_,N...NR) = ——.
(k| —1 1) n—k+1

Donc la loi du nombre X d’essais nécessaires est donc égale a

Vk e [1,n], P(X =k) = ﬁn_l_' !
S, = =
k—l—ll n
— Espérance de X
1 & 1 nxm+1) n4+1
E(X kP(X =k — = — = .
(X) = zj( )= - x— 5

— Variance de X

" (n+1)(2n+1)
E(X?) =) K¥P(X =k) = K=
()= >
D’ou
Var(X) = E(X?)-E*X)
(n+1)(2n+1)_<n+1)2_n2—1'

6 2 12

2. Maintenant le gardien de nuit essaye les clés éventuellement plusieurs fois chacune.
Soit Ay I’événement : « le gardien de nuit choisit la bonne clé lors de la k-eme tenta-
tive ». Les événements Ay, pour k > 1, sont indépendants et de probabilité égale
al/n.

—Loi de X

La loi de probabilité de X est donc égale a

1

k—1 1
Vi1, MX:MZO__> L
n n
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— Espérance de X

+00 1 +00 1 k—1
E(X) = ZkIP’(X =k) = - Zk <1 — ;>
k1=1 | k=1

= —72 = }’l,
m=(1=3)
car pour tout réel ¢ tel que |g| < 1, nous avons
+00
1
k=1 (1 - 41)2

— Variance de X
+00 1 +00 1 k—1
E(X?) = Y KFPX=k=-) kK (1 - —)
k=1 = n
1 1Y 5, 5 2
= —|2|1——-)n’+n")=2n"—n,
n n
1\ 1 1\ 2 1\
k2(1——) =(1——>k(k—1)<1——) +k<1——>
n n n n
et pour tout réel g tel que |g| < 1, nous avons

+00
Zk(k —Dg*? =
k=2

car

(1—q)?
D’ou

Var(X) = E(XZ) —E}X)=2n*—n—n*=nmn—1).
Remarque :

Nous avons utilisé 1’astuce classique :

K> =kk—1) +k.

FICHE 9 — Moments et fonctions génératrices d’'une v.a. discrete
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10 Couples de variables
aléatoires discretes.
Indépendance

Lois associées a un couple de v.a.d.
Loi d’un couple (X,Y)

Nous appelons loi d’un couple (X,Y) ou encore loi conjointe de X et Y la famil-

le (pex.y) (X, Y1) (e, vy(@)
ou pix.y)(xi,y;) = P([X = x;]N[Y = y;]) et (X,Y)(Q) = X() x V().

Remarque

Lorsque X (£2) et Y (€2) sont deux ensembles de petit cardinal, alors les
probabilités p(x y)(x;,y;) peuvent étre représentées dans un tableau a
double entrée.

Théoreme

(Px.yv)(Xi5 Y1) (i.ypex.vy@) est la loi d’un couple de v.a.d. (X,Y) si et seulement
si

1. pix.v)(xi,y;) = 0 pourtout(i,j) € I x J.

2. ZZP(X,Y)(xi,y,-) =1.

iel jeJ
Lois marginales

Les v.a. X et Y sont appelées variables marginales du couple (X,Y). La loi de la
v.a. X, respectivement la loi de la v.a. Y du couple (X,Y) est appelée loi margi-
nale de X, respectivement loi marginale de Y.

Notations : P(X = x;) = p;. et P(Y = y;) = p, ;.

Propriétés

1. Pourtout i € I, p; o = Zp(x,y)(x,-,yj) = px,v)(xi,®).
jelJ
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2. Pour tOlltj S J, Pe,j = Zp(x,y)(xi,yj) = p(X,Y)(.,yj) .
iel

Lois conditionnelles

Soit X une v.a.d. sur (2,F,P) et A € F. Nous appelons loi de X conditionnée par
A, ou loi de X sachant A, la suite numérique (P4 ([X = x;]))y,ex (o). Nous appe-
lons loi de X conditionnée par Y, ou sachant Y, la famille
(Pry=y;1([X = xi D) (xiypex.vy@ -

Indépendance de v.a.d.

Indépendance de deux v.a.d. X et Y

Deux v.a.d. X et Y sont dites indépendantes si :
Vi,j)el xJ  PUIX =x]INY =y =P(X =x:DP(Y = y].

Propriétés

1. X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout couple (x;,y;) de
(X,Y)(Q), pix.v)(Xi,Yj) = Pi.eDe.j-

2. Si X et Y sont indépendantes alors la loi de X sachant Y est égale a la loi de X.
3. Si X et Y sont indépendantes et f'et g sont deux fonctions a valeurs réelles défi-
nies respectivement sur X (€2) et sur Y (€2), alors f(X) et g(¥Y) sont deux v.a.d.
indépendantes.

Indépendance mutuelle d’une famille de v.a.d.

1. Si I’ensemble K est fini, les v.a.d. (X;)rex sont dites mutuellement indépen-
dantes, lorsque, pour tout (xg)iex € [ [ex Xk (2),

p( Xk = xk]) = [TPXe = xD).
keK keK

2. La famille (X)rex est une famille infinie de v.a.d. mutuellement indépen-
dantes si, pour tout ensemble fini L C K, les v.a. (X;);cr, sont mutuellement indé-
pendantes.

Théoreme
Si les v.a.d. Xi,...,X, sont mutuellement indépendantes, alors pour toutes les
fonctions ¢ et 1 définies respectivement sur (Xi,...,X,)(2) et

(Xpt15-- -, X)(Q), les vad. o(Xq,...,X,) et P(X,q1,...,X,) sont indépen-
dantes.
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¢ Indépendance deux a deux d’une famille de v.a.d.

Les v.a.d. (X;)icx sont dites deux a deux indépendantes si, pour tout (i, j) € K,
X; et X; sont indépendantes.

Remarque : L’indépendance mutuelle implique 1’indépendance deux a
deux. La réciproque n’est pas vraie (voir le premier exercice de cette
fiche).

Il Somme et covariance de deux v.a.d.

Soit (X,Y) un couple de v.a.d. et g une fonction de (X,Y)(£2) dans R.

P(g(X.Y) =2) = > P(X = x]N[Y = y.
(xi,y))€(X,Y) ()
tels que g(xi,yj) =z

Nous en déduisons en particulier la loi de la somme de X et de Y

P(X+Y =2) = > P(X = x]N[Y = y)).
(xi,y))E(X,Y) ()
tels que X; + y; = 2

Théoreme

Si la série double > g y)PAX =x]1N[Y = y]) est absolument
(xi, ) €(X,Y)(2)
convergente, alors g(X,Y) admet une espérance et

EX. )= Y  gyPIX =x10[Y = y).
(x;, ) E(X,Y)(Q)

Propriétés
1. Si deux v.a.d. X et Y ont une variance alors XY admet une espérance et

E(XY) = Z xyiP(X =x]1NY =y D) =EYX).
(xi,y))€(X,Y)(R)

2. Si deux v.a.d. X et Y ont une espérance et sont indépendantes alors XY admet
une espérance et E(XY) = E(X)E(Y).
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Covariance de v.a.d.

Soit X et Y deux v.a.d. ayant une variance. La covariance de X et de Y est le
nombre réel défini par

Cov(X,Y) =E[(X — E[X]D(Y — E[Y]].
Proposition : Soit X et Y deux v.a.d. ayant une variance.

Cov(X,X) =Var(X) et Cov(X,Y) = Cov(Y,X).

Définition : Deux v.a.d. X et Y ayant une variance ne sont pas corrélées si
Cov(X,Y) =0.
Propriétés : Soit X et Y deux v.a.d. ayant une variance.

1. Formule de Huygens : Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
Si X et Y sont indépendantes, elles ne sont pas corrélées. La réciproque n’est pas
vraie (voir le second exercice de cette fiche).

2. X + Y admet une variance et

Var(X 4+ Y) = Var(X) + 2Cov(X,Y) + Var(Y).
3. De plus, si X et Y sont indépendantes,
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).
4. Généralisation : Si (X;)icx est une famille finie de variables aléatoires deux a

deux indépendantes et qui admettent une variance, alors E X admet une
variance et keK

Var(Z Xk) = ZVar(Xk).

keK keK

Propriétés : Soit X, Y et Z trois v.a.d. ayant une variance et a, b, ¢ et d quatre
nombres réels.

1. Cov(aX +bY,Z) =aCov(X,Z) + bCov(Y,Z).
2. Cov(aX + b,cY +d) = acCov(X,Y).

2 a 2 indépendantes =4 mutuellement
indépendantes

Soit X et Y deux v.a.d. indépendantes telles que P([X =0]) =P([X =1]) =

P(Y =0)=P(Y=1)=1/2 et P(X=x])=P(Y =x])=0 pour tout
x € R\ {0,1}. Posons Z la variable aléatoire qui prend pour valeur 1 si X =Y et
pour valeur 0 si X # Y.
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Montrez que les variables aléatoires X, Y et Z sont deux a deux indépendantes mais
pas mutuellement indépendantes.

Solution

Z est une v.a.d. qui peut prendre les valeurs O et 1.

P(z=1) = PIX.Y)=(0,0] +P(X.Y)=(1,D])

= P(X =0DP(Y =0D +P(X = 1DP(Y =1]) = %
P(Z=0D) = PIX.Y)=10D+P{X.Y)=(0,D])

= P(X =1DP(Y =0) + P(X =0DP([Y = 1] = %

Nous avons les égalités suivantes

[(X,Z2) = (0,0)] = [(X,Y) = (0,D], [(X,Z2) = (1,0)] = [(X,Y) = (1,0)],
[(X,Z2) = (0.D] =[(X,Y) =(0,0)], [(X,Z2) = (1,1)] = [(X,Y) = (1,D].
X et Z sont indépendantes puisque pour tout (a,b) € {0, 1)2,

1
P((X,2) = (a,b)]) = 1= P(X = aDP([Z = b)).

Nous montrons de la maniere que Y et Z sont indépendantes.
Ainsi X, Y et Z sont deux a deux indépendantes.
Enfin si X, Y et Z étaient mutuellement indépendantes nous aurions

P((X,Y,2) = (1,0,D]) =P(X = IDP(Y = 0DP(Z = 1]),

ce qui n’est pas le cas.
En effet [(X,Y,Z) = (1,0,1)] =0 et donc P([(X,Y,Z) = (1,0,1)]) =0 alors que
P(X =1DP(Y =0DP((Z =1]) = 1/8.

Corrélation et indépendance

Soit X une v.ad. telle que P([X = —1]) =P(X =0])) =P([X =1]) =1/3 et
P([X = x]) = 0 pour tout x € R\ {—1,0,1}.

Soit ¥ = X2

Montrez que les variables aléatoires X et Y ne sont pas corrélées. Sont-elles indé-
pendantes ?
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Solution

La loi de variable aléatoire X est :

X -1 0 1

P(x = x)

W=
W=

La loi de la variable aléatoire Y = X? est :

Yk 0 1
P(Y = yi)) 3 2

La loi du couple de variables aléatoires (X,Y) est donnée par le tableau suivant :

Xk =1l 0 1
PX.Y) = (00| 0 3 0
PUX, V) = D) 3 0 !

Calculons Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

1 1 1
EX) = —-1x=-4+0x=-4+1x-=-=0.
(X) ><3+ x3+ x 3
E(Y) 0 1+1 2_2
= X — X — = —-
3 13 3 1 1
E(XXY) = (—lx1)X§+(OXO)X§+(IX1)X§:0.

Par conséquent, nous obtenons Cov(X,Y) =0 —0 x 3 =0.

Les variables aléatoires X et Y ne sont donc pas corrélées. Si les variables aléatoires X
et Y étaient indépendantes, nous aurions

PI(X,Y) =(1,0)] =P(X = 1)P(Y =0).

OrP[(X,Y)=(1,00]=0#1/9=P(X = HPY =0).
Les variables aléatoires X et ¥ = X? ne sont donc pas indépendantes.
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11 Lois discrétes

usuelles finies

| Loi de Bernouilli de parameétre p

Loi de Bernoulli

Soit p € [0,1].Une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parametre p,
notée B(1, p), si la variable aléatoire X prend la valeur 1 avec la probabilité p et la

valeur 0 avec la probabilit¢ 1 — p = q.

Propriétés

L'espérance et la variance d'une variable aléatoire X suivant une loi de Bernoulli de

parametre p sont égales respectivement a

E(X)=p et Var(X)=p(l—p)=pg ot g=1-p.

Il Loi uniforme discrete

Loi uniforme discrete

Soit n € N*. Une variable aléatoire X suit une loi uniforme discréte si la variable
aléatoire X prend n valeurs possibles ky,k,. . .,k, avec la probabilité égale a 1/n

pour n'importe quelle valeur k;.

Propriétés

Si X suit une loi uniforme discrete sur [a,b]], alors nous avons
a+b b-—a)b-—a+2)

et Var(X) =

EX)=— 12

Remarque

La loi uniforme discrete sur [1,n#]] peut s'appliquer a toute situation aléa-
toire a n issues équiprobables des que celles-ci peuvent étre associées aux
nombres 1,2,...,n. Nous avons alors

1 2
IE(X):% et Var()():"l2 :
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Il Loi binomiale de paramétres n et p

Loi binomiale
Soit n un entier naturel et p € [0,1]. Une variable aléatoire X suit une loi binomia-
le de parametres n et p, notée B(n, p), si la variable aléatoire X prend la valeur k

avec la probabilité égale a (n) p(1 — p)"~*. Nous notons ¢ le nombre 1 — p.
k
Cette loi caractérise le nombre de boules blanches obtenues dans un tirage avec
remise de n boules dans une urne.
Stabilité pour la somme
Si Xi,...,X,, sont m variables aléatoires mutuellement indépendantes et si, pour

m
tout entier k € [1,m]], X suit la loi B(ny,p) alors la variable aléatoire Z X, suit
k=1

laloi B (n,p) oin =Y n.
k=1

Propriétés
L’espérance et la variance d’une variable aléatoire X suivant une loi binomiale de

parametres n et p sont égales respectivement a :

E(X)=np et Var(X)=np( — p) =npq.

IV Loi hypergéométrique

de parametres N, n et p

Loi hypergéométrique

Soit N et n deux entiers naturels tels que n < N et p € [0,1] tel que Np soit entier.
Une variable aléatoire X suit une loi hypergéométrique de parametres N, n et p,
notée H(N,n,p), si la variable aléatoire X prend la valeur k£ avec la probabilité

(D2
()
Remarques

1. La loi hypergéométrique modélise toutes les situations qui s'apparen-
tent a un tirage sans remise.

égale a - Nous notons ¢ le nombre 1 — p.
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2. La loi hypergéométrique prend les valeurs entieres comprises entre
max(0,n — N + Np) et min(Np,n).
e Propriétés
L'espérance et la variance d'une variable aléatoire X suivant une loi hypergéomé-
trique de parametres N,n, p sont égales respectivement a
N —n
N—1

N —
E[X]=np et Var[X]=np( — p)N _n — g

1

. Remarques
1. L'espérance d'une loi hypergéométrique H(N,n,p) est égale a I'espé-
rance d'une loi binomiale B(n, p).

2. La variance d'une loi hypergéométrique H(N,n, p) est égale a la varian-

N —n
ce d'une loi binomiale B(n, p) au facteur multiplicatif N1 pres. Dans un

contexte statistique, ce facteur s'appelle le facteur d'exhaustivité. Il est tou-
jours inférieur ou égal a 1.

L'oral d'un concours

Le candidat se présente a un oral de concours. Le jury qui I'a convoqué lui pose 20
questions. Pour chaque question, le méme nombre k > 2 de réponses lui sont propo-
sées dont une et une seule est la bonne. Le candidat qui n'a pas travaillé son oral,
choisit au hasard une des réponses proposées.

1. Le jury attribue un point par bonne réponse. Soit X le nombre de points obtenus a
l'issue de I'oral. Quelle est la loi de la variable aléatoire X ?

2. Lorsque le candidat donne une mauvaise réponse, il peut choisir a nouveau une des
autres réponses proposées. Le jury lui attribue alors % point par bonne réponse. Soit
Y le nombre de % points obtenus lors de ces secondes tentatives. Quelle est la loi de
la variable aléatoire Y ?

3. Soit T le nombre total de points obtenus. Déterminez k pour que le candidat
obtienne en moyenne une note supérieure ou égale a 10 sur 20 afin qu'il soit admis.

Solution

1. Notons X; le résultat du candidat a la question i. X1,. .., X2 sont des variables aléa-
toires discretes de Bernoulli mutuellement indépendantes et de méme parametre

p=1/k.
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7

20
Comme X = X;, la loi de la variable aléatoire X est la loi binomiale 5(20,1/k).
i=1

2. Si X; =0, alors introduisons Y; le résultat du candidat a la question i lors de la

seconde tentative. Si X; = 1, alors ¥; = 0. Ainsi Y qui représente le nombre de %
20

points obtenus lors de ces secondes tentatives est égal a Z Y;, nombre de bonnes
i=l

réponses aux secondes tentatives. Yi,...,Y>o sont des variables aléatoires discretes

mutuellement indépendantes et de méme loi. Comme les variables aléatoires Y; sont

a valeurs dans [0, 1], il s'agit de variables aléatoires de Bernoulli. Il reste a détermi-

ner le parametre p = P(Y; = 1) :

PY;=1) = P, =1NX;=0)0=P, =11X;=0PX; =0)
1 k=1 1

k—1 k  k

Donc la loi de la variable aléatoire Y est la loi binomiale B(20,1/k).

3. Le nombre total de points obtenus par le candidat est égal a

1
T=X+-Y.
+2
11 vient alors que
1 1 20 1 20 30
ET)=E[X+ =Y )=EX —E¥Y)=—4+-x — = —.
(T) (+2> 0+ BN =245 x D=

Pour que le candidat obtienne en moyenne une note supérieure ou égale a 10 sur 20,
le parametre k doit étre inférieur ou égal a 3.

Capture-recapture

Un lac contient un nombre N inconnu de poissons. Nous souhaitons faire une esti-
mation de N sans compter tous les poissons. Une méthode qui permet de le faire est
appelée « capture-recapture ». Cette méthode a été introduite par Laplace en 1768
pour estimer la population de la France.

Elle se déroule en deux étapes :

— Premiéere étape : Nous capturons M d'entre eux, nous les marquons et nous les
relachons.

— Deuxieme étape : Nous capturons de nouveau n poissons et nous en trouvons X
qui portent la marque, parmi ces n poissons.
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Nous supposons que la population du lac est fermée, c'est-a-dire que le nombre N de
poissons n'a pas varié.
1. Quelle est la loi de la variable aléatoire X ?

2. Nous constatons que X = k. Faire une estimation de N par la méthode du maxi-
mum de vraisemblance (méthode que nous développerons dans la fiche 26), c'est-

a-dire prendre comme estimation de la taille de la population, la valeur N, si elle
existe, qui rende maximale la probabilité P(X = k), ou k est la valeur observée de X.

3. Montrez que l'espérance de N est infinie.
4. Application numérique : M = n = 10 000, k = 100.
Solution

1. 1 faut avoir pris k poissons marqués parmi M et n — k non marqués parmi N — M.
Ainsi la loi de la variable aléatoire X est égale a

(D)
G)

Nous reconnaissons une loi hypergéométrique de parametres N, n,

P(X = k) = 0<k<n

ﬁ.
2. Nous fixons k et nous cherchons le maximum sur N de P(X = k) quantité que nous
notons Fy. Fy est strictement croissante tant que
Fyy1 > Fy,
ou encore
(N+1-—M)(N+1-—n)
(N+1-—M-—-—n+k)(N+1)

Ainsi, nous avons
Fyig > Fy si k(N+1) < Mn.

De la méme maniere, nous montrons que Fy est strictement décroissante
Fyii < Fy si k(N+1)> Mn.

Supposons k # 0. Il faut alors prendre comme estimation de N,

~ Mn . Mn .
N = — si — estentier
k k
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M M
et choisir entre la partie entiere de Tn et la partie entiere de Tn + 1, suivant la valeur
de F5 en ces points.
Si k =0, alors pour tout N € N Fy,| > Fy puisque pour tout N € N :
Fyv (N—n—-M+DN+1

> 1.

Pour k = 0, nous trouvons une estimation de N infinie.
3. De plus, nous avons
()
PX=k=0)=—5~>0
()
et les autres termes de 1’espérance sont finis. Nous avons donc que I'espérance de N
est infinie.

4. Application numérique : N= Mn/k = (10 000)>/100 = 10.
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Lois discretes
usuelles infinies

| Loi géométrique de parametre p

* Loi géométrique

Soit p €]0, 1[. Une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre p,
notée G(p), si la variable aléatoire X prend la valeur k > 1 avec la probabilité

égale a (1 — p)k=1p.
. Remarques

1. Cette loi sert généralement lorsque nous nous intéressons au temps
d’attente du premier succes, c’est-a-dire au nombre d’essais néces-
saires pour obtenir un succes, lors d’une succession d’expériences aléa-
toires indépendantes n’ayant que deux issues possibles : le succes avec
une probabilité p et I’échec avec une probabilité 1 — p.

2. La loi géométrique est parfois utilisée pour modéliser des durées de
vie. Par exemple, la loi géométrique est le modele discret de la mort
d’une particule radioactive. La loi géométrique est la version discrete
d’une loi absolument continue : la loi exponentielle (voir fiche 16).

e Propriétés

L’espérance et la variance d’une variable aléatoire X suivant une loi géométrique
de parametre p sont égales respectivement a

E(X) =

—_S | -

Var(X) = —2p .
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Il Loi de Poisson de parameétre A

* Loi de Poisson

Soit A > 0. Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parametre ),
notée P()), si la variable aléatoire X prend la valeur k, k € N avec la probabilité

)\k
égale a exp(—)\)ﬁ.

. Remarques

1. La loi de Poisson est utilisée pour décrire plusieurs types de phéno-
menes comme le nombre d’appels recus par un standard téléphonique
pendant une période donnée, etc.

2. La loi de Poisson est encore utilisée lorsque nous étudions le nombre
d’apparitions de certains phénomenes rares.

* Propriétés
L’espérance et la variance d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de
parametre A sont égales respectivement a

E(X)=X et Var(X) =\

e Stabilité pour I’addition

Si X suit une loi P(\;) et Y une loi P(\;), et si X et Y sont indépendantes alors
X + Y suitlaloi P(A\; + \p).

Plus généralement, si X;,...,X, sont n variables aléatoires mutuellement indé-
pendantes et si, pour tout entier k € [1, n]], Xj suit une loi P(\;) alors la variable
n n

X} suit une loi P(\) avec \ = Z Ak
k=1 k=1

aléatoire

Mistral gagnant
d’aprés une idée du livre de G. Frugier

En sortant du lycée, Guy achete chaque jour un « mistral » dans une confiserie proche
du lycée. La probabilité pour un « mistral » d’€tre un « mistral gagnant » est égale a
p- Soit X le nombre de « mistral » que Guy doit acheter pour tomber sur un « mis-
tral gagnant ».

1. Etablissez la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
2. Calculez I’espérance mathématique et la variance de la variable aléatoire X.
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Solution

1. Les « mistral » peuvent &tre considérés comme indépendants. Si le « mistral
gagnant » arrive au bout de k achats, alors la variable aléatoire X prend la valeur k. La
probabilité de 1’événement correspondant est donc :

P(X =k) = (1—p)*'p, aveck e N*.

Donc la loi de probabilité de la variable aléatoire X est la loi géométrique de parametre
p.

2. Nous allons maintenant procéder au calcul de I’espérance mathématique de X. Nous
avons :

+00 too
E(X) =) kp(l—p)~'=p) k(- py.
k=1 k=1

Posons S(x) la série de terme général kx*=1. La série S(x) est la dérivée de la série
géométrique de terme général x* et elle converge pour |x| < 1. La somme est donc

. 1 .
égale a la dérivée de T , par conséquent a 17)2 Nous en déduisons la valeur

de I’espérance mathématique :

1 1
EX)=px — = —,
R e i

qui est bien le résultat annoncé dans la fiche de cours.
Pour calculer la variance, il nous reste a calculer E (X?).

+00 +oo +00
E(X?) =) Kp—py~t =3 kk=Dp—=py~"+3 kp(l—p)".
k=1 k=1 k=1
La premiere somme est égale a
+00
pl=p)=Y k(k—1){1 - p)2.
k=1
En dérivant S(x) pour tout |x| < 1, nous obtenons
2 +00 o
Sx)=———5=) k(k—D(U-p)" "
(1—x)? ;

Ainsi, nous obtenons

2—-p

E(X?) = =
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Nous en déduisons

Var(X) = E (X?) - E*(X) = 2;2 L ,

qui est bien le résultat annoncé dans la fiche de cours.
Les accidents mortels de la route

Dans le département du Bas-Rhin, en 2001, nous enregistrons, d’apres les données
du ministere de I’intérieur et 'INSEE, 89 personnes tuées sur la route. Calculer la
probabilité d’avoir 1’année suivante un nombre de personnes tuées sur la route stric-
tement plus grand que 88.

Nous considérons que le déces d’un individu suite a un accident de la route est un
phénomene rare qui peut se modéliser par une variable aléatoire X dont la loi de pro-
babilité est une loi de Poisson de parametre A\. Compte tenu du peu d’information
disponible, nous prenons A\ = E(X) = §9.

Solution

La probabilité recherchée est la suivante :

88 ook
89

P(X > 88) =1 —exp(—89) E o= 1 —0,485903 ~ 0,514097.
k=0 "

A méditer...
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Variables aléatoires
continues

| Définitions
e Variable aléatoire continue

Soit X une variable aléatoire réelle (v.a.r.) définie sur un espace probabilisé
(2, F, P). Nous disons que la variable aléatoire X est continue s’il existe une
fonction fx définie sur R telle que

1.fx(t) > 0 pourtoutr € R ;

2. I’ensemble des points de discontinuités de fy est fini et ces discontinuités sont
de premiere espece (i.e. la limite a gauche et a droite en chaque point existe) ;

3. pour tout x réel la fonction de répartition Fx de la variable X est donnée par

Fx(x) = / Fet)dr.

La fonction fx est une densité de probabilité de X.

. Remarque
+o00
11 faut en particulier que I’intégrale [fx(¢) dt soit convergente et que
+00 -
fx(@®)dr =1.
—00

e Propriétés

Soit X une v.a.r. admettant une densité de probabilité fx.
1.Pourtout a e R, P([X =a]) =0 ;

2. Pour tout (a, b) avec —00 < a < b < 400, nous avons :

b
IP’(a<X<b)=IP’(a<X<b)=/ fx (@) de.
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Fonction d’une variable aléatoire continue

Soit X une v.a.r. admettant une densité de probabilité fx et I un intervalle d’extré-
mités a et b, (—oo < a < b < 400), contenant X (). Soit ¢ de classe C' sur 7,
telle que pour tout x de 7, ¢'(x) > 0 ou ¢'(x) < 0.

1. ¢(X) est une variable aléatoire continue ;

2. une densité de probabilité g, x) de ¢(X) est donnée par :

@ ()

m six € ¢(1), g(/)()()(x) =0 six ¢ (b(])

gox)(x) =

Moments d’une variable aléatoire
continue

Dans tout ce paragraphe, (2, F, P) désigne un espace probabilisé et X une variable
aléatoire continue définie sur €2 et de densité de probabilité f.

Espérance mathématique

Nous disons que la variable aléatoire X admet une espérance mathématique si
+00
Iintégrale / tfx(t) dt converge absolument.
—00
Nous appelons alors espérance mathématique de X, la valeur notée E(X) et défi-
nie par

+00
IE(X):/ tfx(t)de.

o0

Si deux variables aléatoires réelles X et ¥ admettent une espérance alors, pour tout
(a,b) e R2,E(aX +bY) =a E(X)+bEY).

Espérance d’une fonction d’une variable aléatoire

Théoréeme du transfert : Soit I un intervalle d’extrémités a et b,
(—oo < a < b < +00), contenant X (£2). Soit g une fonction a valeurs dans R
définie et continue sur / sauf en un nombre fini de valeurs.

g(X) admet une espérance mathématique [E (g(X)) si et seulement si

b
f g(1) fx(t) dr est absolument convergente et nous avons
a

b
]E(g(X))Z/ g(@) fx(t)dt.

FICHE 13 - Variables aléatoires continues
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Remarque : Pour calculer E (g(X)), il suffit de changer ¢ en g(¢).

*  Moment simple et moment centré d’ordre

Soit r € N*. Sous réserve d’existence, nous appelons moment simple d’ordre r
de la variable aléatoire X la valeur

+00

1y (X) = E(X) = [ () dt.

—00

Remarques

1. Le moment d’ordre 1 de la variable aléatoire X, noté plus simplement
W ou encore py 8’il y a plusieurs variables aléatoires a distinguer, est
I’espérance mathématique de X.

2. Si une variable aléatoire possede un moment simple d’ordre r, elle pos-
sede un moment simple pour tout ordre s € [1, r].

Soit r € N*. Sous réserve d’existence, nous appelons moment centré d’ordre r de X
le réel

pm(X) =E ((X = p)').

Remarques

L. Pour r = 1, nous avons ;m;(X) = E(X — p) = 0.
Pour r =2, ;,m»(X) est appelée la variance de X, voir ci-dessous. Les
caractéristiques de forme des distributions sont associées aux moments
centrés d’ordres r =3 et r = 4.

2. Si une variable aléatoire possede un moment centré d’ordre r, elle pos-
seéde un moment centré pour tout ordre s € [1, r].

3. Si la variable aléatoire X ne possede pas d’espérance mathématique,
alors la variable X ne peut admettre de moment centré.

* Variance et écart-type

Nous disons que X admet une variance lorsque X admet un moment centré
d’ordre 2. Nous appelons alors variance de X la valeur

Var(X) = E (X — p)*) =pma(X).
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7

Nous la notons également o> ou 0%( s’il y a plusieurs variables aléatoires a distin-
guer.

Nous appelons écart-type de X la valeur «/Var(X), que nous noterons ¢ ou ox
selon les cas.

Théoreme : X admet une variance si et seulement si X> admet une espérance
mathématique. La formule de Huygens est alors valable :

Var(X) = E (X?) — E*(X).

Propriété : Pour tous réels a et b et pour toute variable aléatoire X admettant une
variance, nous avons

Var(aX + b) = a*Var(X).

Vocabulaire

- SiE(X) = 0, alors X est une variable aléatoire centrée.
— Si Var(X) = 1, alors X est une variable aléatoire réduite.

X —
—Si X admet une variance non nulle, la variable X* = 2" #x est appelée
Ox

variable centrée et réduite associée a X.

Fonction génératrice des moments

Considérons la fonction gx () = E (exp(#X)) définie pour I’ensemble des valeurs
de t pour lesquelles [E (exp(t X)) < 4+00. gx(¢) est la fonction génératrice des
moments de la variable aléatoire continue X lorsqu’elle est définie dans un voi-
sinage de 1’origine.

Ill Indépendance de v.a., cas général

Indépendance de deux v.a. X et Y

Deux variables aléatoires X et Y, discrétes ou continues, sont dites indépen-
dantes lorsque pour tout (x,y) € R?

PAX <x]IN[Y <yD) =P(X <xDP(Y < yD.

Propriété : Si X et Y sont indépendantes et g et & sont deux fonctions a valeurs
réelles définies et continues sauf en un nombre fini de points respectivement de
X (2) etde Y (£2), alors g(X) et h(Y) sont deux v.a. indépendantes.

FICHE 13 - Variables aléatoires continues
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Indépendance mutuelle d’une famille de v.a.

1. Si I’ensemble K est fini, les v.a. (Xi)rek, sont dites mutuellement indépen-
dantes, lorsque, pour tout (x;)ex € RX,

]P’( ﬂ[Xk < Xk]) = 1_[ P([ X < x¢]).

keK keK

2. La famille (Xy)iex est une famille infinie de v.a. mutuellement indépen-
dantes si, pour tout ensemble fini L C K, les v.a. (X;);cz, sont mutuellement
indépendantes.

Théoreme : Si les variables aléatoires X|,...,X, sont mutuellement indépen-
dantes, alors pour toutes les fonctions ¢ et ¢ définies et continues sauf en un
nombre fini de points respectivement de (X1,...,X,)(2) etde (X,11,...,X,)(R2),
les v.a. ¢(X1q,...,X,) et (X p41,...,X,) sont indépendantes.

Indépendance deux a deux d’une famille de v.a.
Les v.a. (X)rek sont dites deux a deux indépendantes si, pour tout (i, ) € K, X;

et X; sont indépendantes.

Remarque : L’indépendance mutuelle implique I’indépendance deux a
deux. La réciproque n’est pas vraie.

IV Somme et covariance de deux v.a.

Soit X et Y deux v.a. indépendantes et de densité fx et gy. Si la fonction /# définie par

hix) = / Fx(®gy(x — 1) dr.

est définie et continue sauf peut-étre en un nombre fini de valeurs de R, alors / est une
densité de X + Y.

Propositions

1. Si deux v.a. X et Y ont une variance alors XY admet une espérance.

2. Si deux v.a. X et Y ont une espérance et sont indépendantes alors XY admet une

espérance E(XY) = E(X)E(Y).

Deéfinition : Soit X et Y deux v.a. ayant une variance. La covariance de X et de Y est
le nombre réel défini par

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y]].
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Proposition : Soit X et Y deux v.a. ayant une variance.
Cov(X,X) =Var(X) et Cov(X,Y)=Cov(Y,X).

Définition : Nous disons que deux v.a. X et Y ayant une variance ne sont pas corrélées
si Cov(X,Y) =0.
Proposition : Soit X et Y deux v.a. ayant une variance.
1. Formule de Huygens.

Cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y).
Si X et Y sont indépendantes, elles ne sont pas corrélées. La réciproque n’est pas vraie.
2. X + Y admet une variance et

Var(X + Y) = Var(X) + 2 Cov(X,Y) + Var(Y).

3. De plus, si X et Y sont indépendantes,

Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).
4. Si (Xi)rek est une famille finie de variables aléatoires deux a deux indépendantes

et qui admettent une variance, alors E X admet une variance et
keK

Var( Z xk> = Z Var(Xy).

keK keK

Soit X, Y et Z trois v.a. ayant une variance et a, b, ¢ et d quatre nombres réels.
1. Cov(aX +bY, Z) =aCov(X,Z) + bCov(Y,Z).
2. Cov(@X + b, cY +d) = acCov(X,Y).

Une application directe du cours

Soit f'la fonction définie par

[0 sirg[o,1]
f(t)_{zz site[0,1]

1. a) Démontrez que la fonction f est une densité de probabilité.

b) Démontrez que la loi de probabilité définie par f admet une espérance mathéma-
tique et une variance que vous préciserez.

¢) Déterminez la fonction de répartition associée a f.

2. Soit X une variable aléatoire de densité de probabilité f définie ci-dessus. Nous
définissons ¥ = 1 + X2. Déterminez la fonction de répartition de Y.

FICHE 13 - Variables aléatoires continues i
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Solution

1. a) Pour démontrer que la fonction fest une densité de probabilité, nous devons véri-
fier les trois points suivants :

1. f(t) 20 pourtoutsr e R;

2. I’ensemble des points de discontinuité de f est fini et ces discontinuités sont de

premiere espece ;

3. [ f@)dr=1.
Le point 1 est vérifié par définition de la fonction f. Le point 2 est vérifié. En effet, f
admet deux points de discontinuité : t =0 et t+ =1. En r =0, nous avons
lim;_ o+ f(t) =lim;_o- f(#) =0. En ¢t =1, nous avons lim,_;+ f(#) =0 et
lim,_,1- f(z) = 2. Ces deux limites sont effectivement différentes mais elles existent.

Le point 3 est vérifié car [, f(r)dr = fol 2t dt = [*]} = 1. Donc la fonction fest une
densité de probabilité.

b) Démontrons que la loi de probabilité définie par f admet une espérance mathéma-
tique. Pour cela, calculons E(X) :

E(X) = [,tf()dt = [} 22 dr = 2], = 2 < +c0.

Donc la loi de probabilité définie par f admet une espérance mathématique. I nous

reste 2 montrer que la loi de probabilité définie par f admet une variance. Pour cela,
calculons Var(X). Comme Var(X) = E (X?) — E*(X), il suffit de calculer E (X?) :

E(X?) = [ 2 f(0)dt = [} 263 dr = [%t“]é =1
Par conséquent, nous avons : Var(X) = 1/2 — 4/9. Donc la loi de probabilité définie

par f admet une variance.
¢) La fonction de répartition associée a f, notée F est égale a :

0 sixe]—00,0]
Fx) = {xz six €[0,1]

1 six e[l,4o00[
2. Déterminons Fy. Par définition, nous avons, pour tout réel y,
Fr(»)=PY<y)=P(X2+1<y)=P(X2<y-1).
Deux cas se distinguent.
Siy < 1, alors Fy(y) = 0.
Siy> l,alorsFy(y)z}P’(—«/y—ngg y—l):P(O<X< y—l).
A nouveau deux cas se présentent.

Siy—1<1ouencorel <y<2,alors Fy(y) =y — 1.
Si/y—1> 1 ouencorey > 2, alors Fy(y) = 1.

0 siy €] —o00,1]
En conclusion, nous avons Fy(y) =43 y—1 siye][l,2]
1 siy € [2,+00[
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14

Loi normale
ou de Laplace-Gauss

La loi normale centrée-réduite
Définition
Une variable aléatoire X a valeurs dans R suit une loi normale centrée-réduite,

notée N(0,1), si X est une variable continue et admet pour densité de probabilité
la fonction fx suivante

1 12
fx(@) = \/Texp <_E> , pourtouts € R.
7r

Propriétés de la loi normale centrée-réduite

1. Le graphe de fx a l'allure d'une courbe en cloche assez aplatie. Voir la courbe
noire de la figure 14.1.

2. La fonction de répartition de la loi normale A (0,1), notée généralement P, est
égale a
2

1 X
d(x) = —[ ex <——) dr, pourtoutx € R.
\/27‘( —00 P 2 p

Le graphe de @ a l'allure d'une courbe en S assez étalée et est symétrique par
rapport au point (0,1/2) et la pente de la tangente en ce point est 1/ V27, Voir
la courbe noire de la figure 14.2.

3. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale A/(0,1). Nous avons :
E(X) = 0etVar(X) = 1. Cest la raison pour laquelle la loi est appelée centrée-
réduite et est notée N (0,1).

4. La fonction génératrice des moments de la loi normale A/(0,1) est égale, pour
toutz € Ra

2
gx() = E(exp(tX)) = exp (%) .

FICHE 14 — Loi normale ou de Laplace-Gauss
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Remarques

1. gx est une fonction paire, ce qui a pour conséquence que les coeffi-
cients d'ordre impair dans un développement en série entiere sont nuls.

2. gx est utilisée pour calculer les moments d'ordre n. En effet, gx est
développable en série entiere pour tout réel 7. Ainsi le coefficient de
t"/n! dans le développement de gy autour de 0 donne le moment
d'ordre n.

2n)!

2" n!

6. En particulier, le coefficient d'asymétrie de la loi normale N'(0,1) est nul et le
coefficient d'aplatissement de la loi normale N'(0,1) est égal a 3.

5. Nous avons, pour tout n € N : E(X?") = et E(X>"+1) = 0.

Il La loi normale de parameétres . et o
e Définition
Une variable aléatoire X a valeurs dans R suit une loi normale de parametres

1€ R eto >0, notée N (u,0), si X est une variable continue et admet pour den-
sit€ de probabilité la fonction f), , suivante

1 1/t —p\*
ﬁl,g(t)=J2_zexp(—§(Tu) ), pour tout 7 € R.
o

o SN
o -
@
@ | <N
o
©
@
9V}
§
<
3
S o |
o
o 4
ol Sl | | : ; | ‘
5 -4 - 0 2 4 6 6 4 2 0 2 4 86
Figure 14.1 Densités de lois normales Figure 14.2 Fonctions de répartition de
pour o fixé lois normales pour o fixé
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2 4
] : Q |
u=0 N -
--— 0=05 '
—_— =1 [ g 4
1= -0=2 ;o
P ©
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/ \ ~
o
N
o
o
6 4 2 0 2 4 6
Figure 14.3 Densités de lois normales Figure 14.4 Fonctions de répartition de
pour 1 fixé lois normales pour 1 fixé

Remarque : 1l est & noter que nous notons ici la loi normale N (1,0) et

non N (11,0%). En effet, en statistique, nous aimons avoir des quantités
comparables et par conséquent nous utilisons l'écart-type o et non la

variance 0. Ainsi les deux paramétres sont exprimés dans la méme unité.

1l faudra donc faire attention a la notation utilisée dans les livres et dans
les logiciels.

Propriétés de la loi normale N (j1,0)

1. Le graphe de fy;, o a l'allure d'une courbe en cloche symétrique par rapport a

X = j, trés pointue pour o petit, tres aplatie pour o grand. Voir la figure 14.1 pour
o =1 et différentes valeurs de p et 14.3 pour ;o = O et différentes valeurs de o.

2. La fonction de densité d'une loi normale N (u,0) vérifie
f,u,a(,u +u)= f,u,(r(,u —u).
3. La fonction de répartition d'une loi normale N (u,0) est égale a
Frot) =P(X <x) = (%) .
Son graphe a I'allure d'une courbe en S, trés pentue pour o petit, trés étirée pour

o grand. Voir la figure 14.2 pour o0 = 1 et différentes valeurs de i et 14.4 pour
= 0 et différentes valeurs de o.
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4. La fonction de répartition d'une loi normale N (u,0) vérifie

F/L,U(,u' —X) =1- F/L,(I(,u' +)C)

Remarque : Cette propriété est mise a profit dans les tables de la loi-
normale centrée-réduite ou elle permet de ne mentionner que les valeurs-
de Fy correspondant aux valeurs positives de x.

5. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N (y,0). Nous avons :
E(X) = p et Var(X) = o?.

6. La fonction génératrice des moments d'une loi normale N (1,0) est égale, pour
toutr € R a

o2
guot) =exp|pt+ E

7. 1l en résulte de la forme de la fonction génératrice des moments que si (X, X7)
est un couple de variables aléatoires indépendantes de lois respectives N (u,01) et
N(u,,02), avec g, u, des réels et oy > 0,07 > 0, alors la somme X = X; + X,

suit une loi normale N (u,0) ol = py + py et 0 = o2 + 03.

Pour commencer avec la loi normale

Une variable aléatoire X suit la loi normale N (5,2;0,8).
1. Calculez P (X > 4|X < 5,2).
2. Une variable aléatoire Y indépendante de la variable X suit la loi normale
N(;0,8).
a. Quelle est la loi de la variable aléatoire ¥ — 2X ?
b. Déterminez p sachant que P (Y > 2X) = 0,516.

Solution

1. Calculons P (X > 4|X < 5,2). Remarquons que cette probabilité est égale a
P@<X<5,2)/P(X <5,2). Or, dapres 1'énoncé, la variable X suit une loi norma-
le N(5,2;0,8).

Il ne reste donc plus qu'a centrer et réduire X pour se ramener a une loi normale centrée-
réduite. Ainsi, nous avons
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-1,2 X—-52
IP’(X24|X<5,2)=IP’<O’8 < >/IP’< \0>
= (®(0) —cb(—l,s))/@(O).

Il ne reste plus qu'a lire ces deux valeurs dans une table de la loi normale centrée-
réduite. Le seul probleme est le calcul de la valeur ®(—1,5). En effet, les valeurs qui
se trouvent dans la table sont toutes positives. Il faut donc utiliser 1'égalité suivante :
pour tout x > 0, ®(—x) + (x) = 1.

Ainsi il nous reste plus qu'a calculer : ®(0) + ®(1,5) — 1.

En utilisant la table de la fonction de répartition de la loi normale centrée-réduite, nous
trouvons que ®(0) = 0,5 et ®(1,5) = 0,9332.

Ainsi, nous en déduisons que P (X > 4|X < 5,2) =0,4332 x 2 =0,8664.

2. a. Comme les variables Y et X sont indépendantes et suivent toutes les deux une loi
normale, la variable ¥ — 2X suit aussi une loi normale. Il ne reste plus qu'a déter-
miner la moyenne et 1'écart-type de cette loi. Pour cela, calculons E(Y — 2X). Nous
avons EY —2X)=EX)-2EX)=p—2x5,2=p—10,4. Calculons
maintenant Var(Y —2X). Nous avons Var(Y —2X)=Var(Y)+4Var(X)
=0,8+4x0,8=4,0. En conclusion, Y —2X suit une loi normale
N(u—10,4;2).

b. Déterminons p tel que P (Y > 2X) =0,516. Remarquons que P (Y > 2X)
=P —2X > 0). Nous sommes ramenés a étudier la variable aléatoire précé-
dente Y — 2X qui suit une loi normale non centrée et non réduite. Nous allons
donc centrer et réduire. Ainsi, nous avons

P(Y > 2X)

P Y —-2X —2(,u— 10,4) > —(M—210,4)>

—(u—10.4
1-@(%) —0.516.

w—10,4
2

la table de la fonction de répartition de la loi normale centrée-réduite, nous en

déduisons que p = 10,48.

Par conséquent, nous cherchons p tel que ® ( ) = 0,516. En lisant dans

Un systéme a résoudre

Deux variables aléatoires X et Y suivent respectivement les lois N(150; o) et
N (100; o). Il existe un réel a tel que P (X < a) = 0,017 et P(Y > a) = 0,005.
Déterminez o.
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Solution

Tout au long de cette correction, nous supposerons que o est non nul. En utilisant la
premiere égalité et en centrant et réduisant X, nous obtenons que & (%) = 0,017

__a—150
o

ouencore 1 — @ ( ) = 0,017. Ainsi, en utilisant la table de la fonction de répar-

tition de la loi normale centrée-réduite, nous en déduisons que 1597_” =2,12.

En utilisant la seconde égalité, en remarquant que P(Y >a) =1—-P (Y < a) eten
centrant et réduisant Y, nous obtenons que & (@) = 0,996. Ainsi, en utilisant la
table de la fonction de répartition de la loi normale centrée-réduite, nous en déduisons
que # =2,65.

Par conséquent, nous sommes ramenés a résoudre un systeme de deux équations a
deux inconnues, ou seul o nous intéresse.

150 — a

—_— = 212
o

— 100

a7 265
o

En le résolvant, nous trouvons que o = 5000/477 ~ 10,48.
Ce qui confirme bien 1'hypotheése que nous avions fait au début de cette correction a
savoir o # 0.

Mathématiques L1/L2 : statistiques et probabilités en 30 fiches



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Lois dérivées 15
de la loi normale

| Loi du Khi-deux ()

e Définition

Soit p un entier positif. Une variable aléatoire X suit une loi de Pearson ou loi du
Khi-deux 2 p degrés de liberté, notée x*(p), si X est une variable continue et
admet pour densité de probabilité la fonction fx suivante

L4 ( [) t>0
_— exp| —= pour t >
P )4 2
1) = 2 -
fxy=12 F(2>

0 pourt < 0

+00
oul'(r) = / t’_lexp(—t) dr est la fonction gamma d’Euler.
0

Remarque : La figure 15.1 montre le graphe de la densité de probabili-
té fx pour différentes valeurs du parametre p.

Q|
Y T - —————T =T
- I P
o | '| -- p=1 @ | 7T
- | --- p=2 [S) // L
@ | O p=3 © o
IS} ll — p=6 S /)
[
© | \ |
o \ = ! ,’
= ° -= p=1
o o | --- p=2
o l= 2 T A p=3
o p=6
o
o g
5 1 o T T T T T
© 0 2 4 )
Figure 15.1. Densités Figure 15.2. Fonctions de répartition
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* Propriétés

1. La fonction de répartition ne s’explicite pas. Cependant, il existe des tables de
la fonction de répartition. La figure 15.2 montre le graphe de la fonction de
répartition pour différentes valeurs du parametre p.

2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi du Khi-deux y*(p). Nous avons :
E(X)=p et Var(X)=2p.
3. Soit X1,...,X, une suite de v.a. indépendantes et identiquement distribuées qui
n
suit la loi normale N'(0,1). Alors la v.a. Z Xl2 suit la loi du Khi-deux y?(n).
i=1
4. Soit une v.a. X; qui suit une loi du Khi-deux Xz(nl) et X, une v.a. qui suit indé-

pendamment de X; une loi du Khi-deux xz(ng) . Alors la v.a. X + X» suit une
loi du Khi-deux x*(n; + n,).

Il Loi de Student ¢(n)

e Définition

Soit n un entier strictement positif. Une variable aléatoire X suit une loi de Student
an degrés de liberté, notée #(n), si X est une variable continue et admet pour den-
sité de probabilité la fonction fx suivante

n+1
()
fx@) ={ V/nm F(E) ( ,2)%

2 14+ —
n

pourt >0

0 pourt < 0

La figure 15.3 montre le graphe de la densité de probabilité fx pour différentes
valeurs du parametre 7.

] < ]
@ |
™ | (=}
S o
o | S
© 4 2 0 P) 4
Figure 15.3. Densités Figure 15.4. Fonctions de répartition
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7
Propriétés

1. La fonction de répartition ne s’explicite pas. Cependant, il existe des tables de
la fonction de répartition. La figure 15.4 montre le graphe de la fonction de
répartition pour différentes valeurs du parametre 7.

2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Student #(n). Nous avons :
si n>2 EX)=0

si n>3 Var(X)= L

n—2
3. Soit une v.a. U qui suit une loi normale A/(0, 1) et X une v.a. qui suit indépen-
damment de U une loi du Khi-deux x%(n). Alors la variable aléatoire

U
T, = ———— suit une loi de Student 7 (n).
JXTn "
4. Pour n = 1, laloi est 1a loi de Cauchy. La loi de Cauchy est en fait la loi du rap-
port de deux variables qui suivent chacune indépendamment la loi normale

N(,1).

Ill Loi de Fisher-Snedecor F(n.p)

Définition

Soit n et p deux entiers positifs. Une variable aléatoire X suit une loi de Fisher-
Snedecor (ou loi de Fisher) a n et p degrés de liberté, notée F(n,p), si X est une
variable continue et admet pour densité de probabilité la fonction fx suivante

F(ﬂ) .
72<2)7L pourt}O
fx() = F(%)F(%) P < n)"ﬁp
0

1+ —t
P
pourt < 0

Les figures 15.5 et 15.7 montrent le graphe de la densité de probabilité fx pour dif-
férentes valeurs des parametres n et p.

Propriétés

1. La fonction de répartition ne s’explicite pas. Cependant, il existe des tables de
la fonction de répartition. Les figures 15.6 et 15.8 montrent le graphe de la fonc-
tion de répartition pour différentes valeurs des parametres n et p.
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2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher F(n, p). Nous avons :

sip>3 EX) = Lz

P
20° (4 p—2)
n(p—2>%p—4

3. Soit X et Y étant deux variables aléatoires suivant indépendamment des lois du

sip>5 Var(X) =

X/n

x> anetp degrés de liberté respectivement. Alors la variable aléatoire # suit
p

une loi de Fisher-Snedecor a n degrés de liberté au numérateur et p degrés de

liberté au dénominateur.
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D’aprés un sujet de concours
de Pharmacie

Soit X la variable aléatoire d’ensemble fondamental R™ et dont une densité de pro-

babilité fy est égale a
t
t"exp (— 5)
—, t2>20.

fx() = —5 5
1. Identifiez la variable aléatoire X.
2. Calculez les moments d’ordre 1 et 2 de X.

3. Nous choisissons n = 5. Déterminez les deux nombres x; et x, tels que :
Px ([0,x1]) = Px ([x2,+00]) = 0,050. Que vaut P(]x;,x2[) ?

Solution

1. Il résulte de la définition que X suit une loi du Khi-deux a 2n + 2 degrés de liberté.

2. — Le moment d’ordre 1 de X n’est rien d’autre que I’espérance mathématique et par
conséquent est égal a 2n + 2.
— Pour calculer le moment d’ordre 2 de X, nous allons nous servir de la relation

Var (X) =E (X?) — E? (X). Par conséquent, nous avons
E(X?)=22n+2)+@2n+2)7=Q2n+2)2n+4) =4(n + DH(n +2).
3.Sin=35,alors p=2x542=12. Nous utiliserons donc la table du x> a 12
degrés de liberté. Déterminons x; et x,. D’apres 1’énoncé, nous savons que :

Px ([0,x1]) = 0,050.

En lisant la table de la loi du X2 régions unilatérales, nous obtenons : x; = 5,2260.
D’autre part, nous savons que :

Px([0,x2]) =1 — Px([x2,+00[) =1 — 0,050 = 0,950.
En lisant une fois de plus la table de la loi du x? régions unilatérales, nous obtenons :

x; = 21,0261.
Calculons P(]xy,x,[). Nous avons :

P(lxy,xo[ = 1 = Px([0,x1]) = Px([x2,+00])
=1-2x0,05=1-0,10=0,90.
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Lois continues

| Loi uniforme continue U/[a,b]
e Définition

Une variable aléatoireX a valeurs dans [a, b], ou a et b sont deux réels tels que
a < b suit une loi uniforme continue sur [a, b], notée U[a, b], si X est une
variable continue et admet pour densité de probabilité la fonction fx suivante

1

fxy=3 b-a
0 sinon

si a<t<b

* Propriétés

1. La fonction de répartition d’une loi uniforme U[a, b] est égale a

0 si x<a
Fyy={2"2 <x<b
b—a
1 si x>b
2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme U[a, b]. Nous avons :
b b —a)?
EX) =2 o van = 829
12
. Remarque

La loi uniforme continue de référence est la loi U[0, 1], correspondant
aux générateurs de nombres au hasard des logiciels. A partir d’un tel
générateur, des nombres au hasard sur [a, b] sont produits par la trans-
formation y = (b — a)x + a. Nous verrons a la fiche 17 comment simu-
ler une loi quelconque a partir de ces « nombres au hasard ».
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Il Loi exponentielle £()\)
e Définition

Une variable aléatoire X a valeurs dans [0,+o0o[ suit une loi exponentielle de
parametre A (A > 0), notée £()\), si X est une variable continue et admet pour
densité de probabilité la fonction fx suivante

_ | Aexp(=At) pour =0
fx@) = {0 pour <0
e Propriétés

1. La fonction de répartition d’une loi exponentielle £(\) est égale a

_J1—exp(=Ax) si x>0
FX(x)_{o i x <0

Remarque : 1l est préférable de travailler avec la fonction de survie qui
est définie par r(x) =1 — Fx(x) =P (X > x).

2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle £()\). Nous avons :

1 1
E(X) = X et Var(X) = F

Il Loi gamma I'(r,)\)

La loi exponentielle est un cas particulier d’une famille de lois appelées lois gamma.
e Définition

Une variable aléatoire X a valeurs dans [0,+00[ suit une loi gamma de parametres
ret A (r >0, A>0),notée I'(r, \), si X est une variable continue et admet pour
densité de probabilité (voir figures 16.1 et 16.3) la fonction fx suivante

r

N
fx(@) = {g(—r)t exp(=Xt) pour t>=0

pour t <0,
+00
oul'(r) = / tr_lexp(—t) dr est la fonction gamma d’Euler.
0

Remarque : Pour r = 1, I'(1, A) coincide avec £()).
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Figure 16.4. Fonctions de répartition

Figure 16.3. Densités

Propriétés

1.

La fonction de répartition d’une loi gamma I'(r, \) n’a pas de forme explicite.
Par exemple, les figures 16.2 et 16.4 montrent le graphe de la fonction de répar-
titions de diverses lois gammas.

. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi gamma I'(r, \). Nous avons :
r r
E(X)=—- et Var(X)= —.
(X) =5 0=
. Si (X1, X») est un couple de variables aléatoires indépendantes de lois respec-

tivement gamma I"(r;, A) et gamma I"(r,, \) alors la somme X + X, suit une
loi gamma ['(ry 4+ rp, A).

4. Laloi gamma I'(n, A) (n entier > 0, A > 0) coincide avec la loi de la somme de

Mathématiques L1/L2 :

n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi exponentielle E(\).

. Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi normale A/(0,1). Alors X = Y2 a pour
loi I'(1/2,1/2).
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6. Soit (Yi,...,Y,) un systeme de n variables aléatoires indépendantes suivant la
loi normale N (0,1). Alors le +...+ Yn2 suit une loi gamma I'(n/2, 1/2) . Cette
loi n’est rien d’autre que la loi du khi-deux a n degrés de liberté (voir fiche 15).

IV Lois béta Beta(n, p)

* Définition

Une variable aléatoire X a valeurs dans [0, 1] suit une loi béta de parametres n et
p (n >0, p>0),notée Beta(n, p), si X est une variable continue et admet pour
densité de probabilité (voir figure 16.5 et 16.7) la fonction fx suivante

1 n—1 p—1
" (1 —1) pour 0<r<1
fx(@) =1 Bn.p)
0 sinon
r@rp) . .
ou B(n,p) = ———— qui est la fonction béta.
I'(n+ p)
o
7 \ (n.p) -
Iy
I — ®
< I -- (55 )
| . \ (10,10)
17 —— (20,20 ©
™+ ‘ \ S
I
N <
o A 1, o
o1 s
ol o N
~ 4 — — 5 (5,5)
S e e - (10,10)
Sy AN 20,20
oA —las Mo == : ‘ ‘( )
0.0 0.5 10 0.0 0.5 1.0

Figure 16.5. Densités Figure 16.6. Fonctions de répartition

e Propriétés

1. La fonction de répartition d’une loi béta Beta(n, p) n’a pas de forme explicite.
Par exemple, les figures 16.6 et 16.8 montre le graphe de la fonction de réparti-
tions de diverses lois bétas.

2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi béta Beta(n, p). Nous avons :

Var(X) = "p .
(n+p+ D@+ p)?

E(X) = ﬁ et
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La loi lognormale LN (y, o)

Soit X une v.a. a valeurs dans R**. X suit une loi lognormale de paramétres y et o,
notée LN (i, ), si In(X) suit une loi normale N (i, 7).

1. Calculez la densité de probabilité fx associée a X.

2. Calculez I’espérance mathématique et la variance de X.

Pour cela, vous utiliserez le fait que E(X*) = E(exp(k InX)) = E(exp(kY))
272

= gy(k) =exp (,uk + %) , ou Y suit une loi normale A (i, o) et pour la derniére

égalité, voir la fiche 14.

3. D’apres Michel Lejeune. Application : Grace a une étude épidémiologique nous
constatons que la distribution des poids des individus dans une population adulte suit
une loi lognormale. Considérant que le poids moyen est de 70 kg et que 1’écart-type
des poids est de 12 kg, résolvez les deux équations permettant de déterminer les
valeurs des parametres p et o de la loi lognormale.

Solution

Nous supposerons dans tout 1’exercice que o est non nul.

1. Calculons fx. Pour cela, calculons la fonction de répartition associée a X. Puis déri-
vons-la et nous obtiendrons ainsi fx.

1 —
Nous avons Fx (x) = P (X < x) = P (InX < Inx) = ® (M) .
g
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En dérivant cette derniere égalité, nous obtenons,
2
1 1 (Inx —p
expl — = et
2702 2 o

2. Calculons E(X). En se servant de I’indication, pour k =1, nous avons
2
E(X) =exp (u—f— %) Calculons maintenant Var(X). Pour cela, nous utilisons

pour tout x > 0 fx(x) = — x
X

pour x < 0, fx(x) =0.

encore une fois le théoreme de Huygens : Var(X) = E (X 2) — E2(X). Il reste donc 2
calculer E (X 2). Nous nous servons a nouveau de I’indication donnée dans 1’énoncé.

Pour k = 2, nous avons E (X?) = exp (21 + 20?). Donc, nous en déduisons que :

2N 2
Var(X) = exp (2u + 20%) — (exp <u + %)) = exp (2 + 0?) (exp(c?) — 1).
3. Comme le poids moyen est de 70 kg, nous en déduisons que E(X) =70 kg.
De plus, comme 1’écart-type des poids est de 12 kg, nous en déduisons que
Var(X) = 144 kg?2. Ainsi le systéme s’écrit :
2

o
exp <u + 7) = 70
exp (2u + 02) (exp(oz) - 1) = 144
ou encore
2
ut+ T =  1n(70)

— N

0.2
2<M+ 7)+ln

Aprés calcul bt 1 (2450) t 1 (1261>
TeS calCuls, nous obtenons =n| — eto = n{—1».
P a J1261 1225

exp(02)—1) = 1In(144)

La loi de Pareto

Soit Y une v.a. exponentielle de loi £(A)(A > 0). La v.a. X = exp(Y) suit une loi de
Pareto de parametres A et 1, notée P.A(A, 1). Habituellement, le deuxieme parametre
de la loi de Pareto n’est pas égal a 1, mais est quelconque. C’est un parametre de
seuil, noté par exemple x,;,.

1. Calculez la densité de probabilité fx associée a X.

2. Calculez I’espérance mathématique et la variance de X.
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Solution

1. Calculons fy. Pour cela, calculons la fonction de répartition associée a X. Puis déri-
vons-la et nous obtiendrons ainsi fy. Nous avons, pour x > 1, Fx(x) =P (X <x) =

P (exp(Y) < x) =P (Y <In(x)) = 1 —x~*, en se souvenant que la v.a. ¥ suit une loi
exponentielle £(\) . En dérivant cette derniére égalité, nous obtenons, pour tout x > 1,

1 A+1
fx(x) = A (;) .Pourx < 1, fx(x) =0.

2. Calculons E(X) . Nous avons, pour tout A > 1 (ce qui assure la convergence de I’in-
tégrale qui va suivre),

400 1 A+1 A
E(X):/ xx)\(—> dx = .
1 X A—1

Calculons maintenant Var(X). Pour cela, nous utilisons encore une fois le théoréme
de Huygens : Var(X) = E (XZ) — E2(X). Il reste donc a calculer E (Xz) . Nous avons,
pour tout A > 2 (ce qui assure la convergence de I’intégrale qui va suivre),

400 1 A1 A
E(X2)=f x2x)\<—> dr = ~—-
1 X -

Donc, nous en déduisons que

A A A
Var(X) = )\—2_<)\—1> T O—20 -1
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17

Simulation
d’une expérience
aléatoire

| Deéfinition de la simulation statistique

Dans son Dictionnaire encyclopédique de la Statistique (Dunod 1997), Yadolah Dodge
donne la définition de la simulation que nous reproduisons ici : La simulation est la
méthode statistique permettant la reconstitution fictive de l'évolution d'un phénomene.
C'est une expérimentation qui suppose la constitution d'un modele théorique présen-
tant une similitude de propriétés ou de relations avec le phénomeéne faisant l'objet de
l'étude.

En effet, il n'est pas toujours possible d'étudier le comportement de modeles, d'esti-
mateurs (voir fiche 25) en raison de leur complexité. Dans ces cas, nous aurons alors
recourt a des simulations d'échantillons pour combler l'absence d'éléments théo-
riques.

Il Les outils informatiques

Actuellement, tous les logiciels de calcul possedent un générateur de nombres aléa-
toires qui en général correspondent a des observations provenant d'une loi uniforme
continue sur l'intervalle [0, 1] (fiche 16). Ce sont ces observations que nous qualifions
de nombres pseudo-aléatoires puisqu'elles sont engendrées par un mécanisme com-
plétement déterministe. Les deux raisons principales pour lesquelles nous nous
contentons d'un rendu pseudo-aléatoire sont :

1.1l est tres difficile d'obtenir de « vrais » nombres aléatoires et que, dans cer-
taines situations, il est possible d'utiliser des nombres pseudo-aléatoires, en
lieu et place de vrais nombres aléatoires ;

2. ce sont des générateurs particulierement adaptés a une implémentation infor-
matique, donc plus facilement et plus efficacement utilisables.

FICHE 17 — Simulation d’une expérience aléatoire
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Ill Le processus de simulation

Nous souhaitons générer des réalisations d'une loi discréte ou continue. Nous com-
mencerons par résoudre le probléme pour une loi continue puis pour une loi discrete.

Cas d'une loi continue

La fonction inverse de la fonction de répartition d'une loi continue de densité
fx > 0, notée Fy, existe d'apres le théoréme de la bijection, puisque la fonction de
répartition Fyx est continue et strictement croissante. Supposons que nous dispo-
sons, au moins de fagon numérique, de la fonction inverse. Les logiciels de calcul
proposent, en général, les fonctions inverses des fonctions de répartition des lois
continues classiques. Le processus de simulation est le suivant :

étant donné une variable aléatoire, notée U, qui suit la loi uniforme sur l'intervalle
[0,1]. Considérons la variable aléatoire X = Fy Y(U) et déterminons sa fonction
de répartition. Nous avons

P(X <x) =P(Fy'(U) < x) = P(U < Fx(x)) = Fx(x),

puisque U suit la loi uniforme. Donc la fonction de répartition de la variable aléa-
toire X est égale a Fyx.
Ainsi, a partir de nombres pseudo-aléatoires u,. .. ,u,, simulés suivant une loi
uniforme sur l'intervalle [0,1], nous obtenons, en posant x; = Fy 1(u,-), des
nombres pseudo-aléatoires x,,. . .,x, simulant les réalisations d'une v.a. de fonc-
tion de répartition Fy.

Cas d'une loi discrete finie

Pour une loi discrete, la méthode ci-dessus n'est plus utilisable car la fonction réci-
proque de Fx n'existe pas puisque que Fy est une fonction en escalier. Dans le cas
ou le nombre de valeurs possibles by < b, < ... < b, est fini, nous pouvons
I'adapter ainsi :

siu; € [0,Fx(by)], alors générer x; = b

siu; € [Fx(bj—1),Fx(bj)], alors générer x; = b;

siu; € [Fx(b,—1),1], alors générer x; = b,.

Remarque : 1l existe des méthodes de génération adaptées et plus effi-
caces pour chaque loi que nous pouvons trouver dans des ouvrages spé-
cialisés.
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Convergences.

Théoremes limites.
Approximations

Convergences

Convergence en loi

Soit (X,),; une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace proba-

bilisé (2,F,P) et F, la suite des fonctions de répartition correspondantes. Soit X
une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé (2, F,P) et Fy sa
fonction de répartition. Nous disons que la suite (X,),-; converge en loi vers X si,

en tout point x de continuité de Fy, nous avons lim F,(x) = Fx(x).
n—+o0o

Remarques

1. Pour des variables discretes a valeurs entiéres, la convergence en loi
vers une variable discrete a valeurs entieres s'exprime par

Vk € N, lim P(X, = k) =P(X = k).
n—-+00

2. La suite (X,),>; converge en loi vers X si et seulement si pour tout
couple de points a et b de continuité de Fy, nous avons

Iim Pla< X, <b)=Pa<X<b).

n——+00

Convergence en probabilité

Soit (X,),>; une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace proba-
bilisé (2,F,P) et X une variable aléatoire définie sur le méme espace.
Nous disons que la suite (X,),-; converge en probabilité vers X si, pour tout

e>0, lim P(X,—X|>¢) =0.
n—-+00

FICHE 18 — Convergences. Théoremes limites. Approximations
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Remarques

1. La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

2. La convergence en loi est la plus utilisée en pratique car elle permet
d'approcher la fonction de répartition de X, par celle de X lorsque 7 est
« grand ».

Il Théoremes limites

e Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (£2,F,P) admettant
un moment d'ordre 1. Alors nous avons, pour tout € > 0,

E (X))

P(X]>¢€) <

e Inégalité de Bienaymé-Tchébychev
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (£2,F,P) admettant
un moment d'ordre 2. Alors nous avons, pour tout € > 0,

Var(X)

P(IX —~EX)| >¢) < —
e

Cas particulier : variables aléatoires de Bernoulli

Soit X1,...,X,, n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
qui suivent une loi de Bernoulli B(p).

_ 1 &

Soit X,, = — Z X;. Alors nous avons, pour tout € > 0,
n &

i=1

p(1—p) < 1

P(X, — >e) < .
(X0 =Pl =€) < ne? o 4ne?

La derniere inégalité provient du fait que la fonction de [0,1] dans R qui a p asso-
cie p(1 — p) est maximale pour p = 1/2 et vaut alors 1/4.

* Loi faible des grands nombres

Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires de méme loi sur un espace probabilisé

(R, F,P), deux a deux indépendantes, ayant une espérance y et une variance o>.
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— 1 <&
Posons X,, = — X;.

ni
Alors la suite (X ")n>1 converge en probabilité vers la variable aléatoire constante

et égale a .
Théoréme de la limite centrée (ou théoréme central-limite)

Soit (X,),~ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées, ayant une espérance p et une variance o°.

Xn—
o/n
Alors la suite (Y,),>1 converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale

N(,1).

Posons Y,, =

Il Approximations

Approximation de la loi hypergéométrique par la loi binomiale

Soit E un ensemble de N éléments, dont une proportion p de type A. Nous effec-
tuons 7 tirages sans remise dans E. Soit Xy le nombre d'éléments de type A obte-
nus. La variable aléatoire Xy suit alors la loi hypergéométrique H(N,n, p).

Alors la suite (Xy)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire de loi binomiale

B(n.p).

Remarque : Ainsi, lorsque N devient trés grand, n et p restant fixes,
effectuer des tirages sans remise revient a effectuer des tirages avec
remise.

En pratique : La loi hypergéométrique H(N,n, p) peut étre approchée par la loi
binomiale B(n, p) lorsque N > 10n.

Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson

Soit A un nombre réel fixé dans [0, 1]. Soit (X,,),> une suite de variables aléatoires
de loi binomiale B(n, p,) telle que lir+n np, = .
n—+0o0

Alors la suite (X,,),>1 converge en loi vers une variable aléatoire de loi de Poisson
PN).
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En pratique : La loi binomiale 5(n, p) peut étre approchée par la loi de Poisson
‘P(np) lorsque :

p < 01
n > 30
np < 15

ou lorsque d'autres conditions données par 1'énoncé sont vérifiées.
Attention, dans certains cas, 1'astuce sera d'approcher la loi binomiale B(n,1 — p)
et non la loi binomiale B(n, p).

* Approximation de la loi binomiale par la loi normale
Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli

B(p), ou p €]0,1[. S, = ZXk suit la loi binomiale B(n,p). Alors la suite
k=1

(S‘_i”‘"> converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale N(0,1).
n=1

A/ np(1=p)

En pratique : La loi binomiale B(n,p) peut étre approchée par la loi normale

N (np,+/np(I = p)) lorsque :

n > 30
np > 15
np(l—p) > 5

ou lorsque d'autres conditions données par 1'énoncé sont vérifiées.

Correction de continuité

Si la variable aléatoire X suit la loi binomiale 5(n, p), alors la variable aléatoire X
prend des valeurs entieres positives entre 0 et n. Remplacer la loi binomiale B(n, p)

par la loi normale V' (np,+/np(1 — p)) revient a considérer la variable aléatoire X
comme une variable qui prend donc toutes les valeurs réelles.

L'intervalle [k — 0,5; k + 0,5[ est 1'ensemble des nombres réels qui s'arrondis-
sent a k, c'est-a-dire pour k € [1,n — 1], nous remplacerons P(X = k) par
Pk—-0,5< X <k+0,5).

Remarque : Pour que la somme des valeurs approchées des

P(X = k), k variant de 0 a n, soit égale a 1, nous remplacerons P(X = 0)
par P(X < 0,5) et P(X = n) par P(n — 0,5 < X).
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Les camping-cars

En France, la proportion des camping-cars par rapport a I'ensemble des véhicules est
égale a 0,07.

1. Soit X le nombre des camping-cars parmi 100 véhicules choisis au hasard sur un
parking contenant 2000 véhicules. Calculez P(X > 5).

2. Soit Y le nombre de camping-cars parmi 1000 véhicules circulant sur le boulevard

périphérique d'une grande ville a une heure d'affluence. Nous supposerons que
N > 20000. Calculez P(65 < Y < 75).

3. Nous choisissons 7 véhicules au hasard. Déterminez pour quelle valeur de n nous
pouvons affirmer que la proportion des camping-cars parmi ces n véhicules est com-
prise entre 0,06 et 0,08 avec un risque d'erreur inférieur a 0,05.

Solution

Soit N le nombre total de véhicules. Soit S, le nombre de camping-cars parmi n véhi-
cules choisis au hasard. La variable S, suit la loi hypergéométrique H(N; n; 0,07).

1. Dans cette question n = 100. Pour calculer P(X > 5), nous allons remplacer la loi
hypergéométrique par une loi dont la probabilité est plus facile a calculer. Comme
N = 2000, I'inégalité¢ N > 10n est vérifiée. Dans ce cas nous pouvons remplacer la loi
hypergéométrique par la loi binomiale de parametres n = 100 et p = 0,07. Il nous
reste donc a calculer P(X; > 5) ou X; suit une loi binomiale B(100; 0,07). Ce calcul
est tres long a réaliser. Nous cherchons a remplacer la loi binomiale B(100; 0,07) par
une autre loi et en particulier par la loi de Poisson. Pour cela, il faut nous assurer que
les conditions sont bien vérifiées. En effet, nous avons p = 0,07 < 0,1, n = 100 > 30
et np =100 x 0,07 =7 < 15. Nous pouvons donc approcher la loi binomiale
B(100;0,07) par la loi de Poisson 7P(7). Ainsi, nous obtenons
4 4 k
PX>5~1- kZ;}P’(XZ =k)=1-— ;exp(—ﬂ% ~ (0,827, ou X, suit la loi de
Poisson P(7).

2. Dans cette question n = 1000. Pour calculer P(65 < Y < 75), nous allons remplacer
la loi hypergéométrique par une loi dont la probabilité est plus facile a calculer. Comme
N > 20 000, I'inégalit¢ N > 10n est vérifiée. Dans ce cas nous pouvons remplacer la loi
hypergéométrique par la loi binomiale de parametres n = 1000 et p = 0,07. Il nous reste
donc a calculer P(65 < Y; < 75) ou Y; suit une loi binomiale B(1000; 0,07). Ce calcul
est trés long a réaliser. Nous cherchons a remplacer la loi binomiale 5(1000; 0,07) par une
autre loi et en particulier par la loi normale. Pour cela, il faut nous assurer que les condi-
tions sont bien vérifiées. En effet, nous avons n=1000>30 et
np =1000 x 0,07=70> 15 et np(l — p)=1000 x 0,07 x 0,93 =65,1>5.

FICHE 18 — Convergences. Théorémes limites. Approximations

103



Nous pouvons donc approcher la loi binomiale B(1000; 0,07) par la loi normale

N (70; /65.T). Ainsi, nous obtenons P(65 < ¥ < 75) ~ P (ﬁjﬁ—si? <Y< 7j6-5_7?) ,

ol Y5 est la variable centrée et réduite calculée a partir de la variable Y, qui suit la loi

nomale N (70; 4/65,1).

Donc, P(65< Y <75)~ ® (7%‘)) @ (632577‘)) 2 x d(0,68) — 1=0,5034.

3. Soit F, = —* la proportion de camping-cars parmi n véhicules choisis au hasard.
n

Nous supposons que N > 10n. En supposant que n > 30, 0,07 xn > 15 et
0,07 x 0,93 x n > 5, c'est-a-dire n > 215, nous pouvons approcher la loi binomiale

B(n;0,07) par la loi normale A(0,07 x n; +/0,0651 x n). Par conséquent F, suit
approximativement la loi normale A (0,07; ,/O’Onﬁ) et Fy = B 007 gyit approxi-

mativement la loi normale A/ (0,1). Donc, nous obtenons

0,06 — 0,07 0,08 — 0,07
———— (Fr <
0,0651 /0,0651

ou encore [PP(0,06 < F, <0,08)=2® < 0.01 ) — 1. Par conséquent,

/20651

P (0,06 < F, <0,08) > 0,95 < @ ( 0.01 ) >0,975=®(1,96) ou encore

\/m
>0,0651 (£ gf) Donc P (0,06 < F, < 0,08) > 0,95 < n > 2501, valeur qui est

bien supérieure a 215.

P(0,06 < F, <0,08) = P
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Vecteurs aléatoires.
Vecteurs gaussiens

| Vecteurs aléatoires

Définition : Un vecteur aléatoire X est une application de (€2, F, IP) dans un espace
vectoriel réel, en général R” muni de sa tribu borélienne. En pratique, R” est muni de
sa base canonique et nous identifierons X au p-uple de variables aléatoires formé par
ses composantes sur cette base X = (X1,X»,...,X,).

Deéfinition : La fonction de répartition F est une application de R? dans R? définie
par F(xy,...,x,) = ]P’[Xl < xp,...,Xp < x,,].

Définition : La densité f'si elle existe est définie, en tout point (xi,...,x,) de R”, par
Pégalité = )
égalité f (xq,...,x,) = ————————(X1,...,Xp).
& ! P 0xy...0x, ! ’

Théoreme de Cramer-Wold : La loi du vecteur aléatoire X est entierement détermi-
née par celles de toutes les combinaisons linéaires de ses composantes.

Définition : Soit X = (X 1 X2, .., X p) un vecteur aléatoire tel que chacune de ses
composantes X;, admette une espérance. L’ espérance de X = (X 1 X2,...,X p) ,estle
vecteur :

EX) = p = (E(X1).E(X2),- - E(X})) .

Définition : Soit X = (X 1, X0, .., X p) un vecteur aléatoire tel que chacun des
couples de ses composantes (X;, X;), admette une covariance. Nous appelons matri-
ce de variance-covariance de X la matrice
Var(Xl) (COV(X],XQ) e (COV(X],XP)
Var(x) = ¥ = | COVX2 X Varlxy) |

Cov(X,,X1) - Var(X,)

FICHE 19 - Vecteurs aléatoires. Vecteurs gaussiens
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Remarques

1.SiA e M,(R) et Be R, E(AX + B) = AE(X) + B.
2. ¥ est une matrice carrée symétrique réelle d’ordre p.
3. =E(XX) —"pp.

4.S1 A e M,(R) et B € R”, Var(AX + B) = AVar(X)'A.

5. Si les variables X; sont réduites, X s’identifie avec la matrice des cor-
rélations linéaires
1 R(X:,X2) ... R(X1.Xp)
. 1 .

Il Vecteurs aléatoires gaussiens

Définition : X est un vecteur gaussien a p dimensions si toute combinaison linéaire
de ses composantes suit une loi normale a une dimension.

Attention, la normalité de chaque composante ne suffit nullement a définir un vecteur
gaussien.

Théoreme : Les composantes d’un vecteur gaussien X sont indépendantes si et seule-
ment si X, est diagonale, c’est-a-dire si les composantes sont non corrélées.

Notation : Nous notons N, (g, X) la loi normale a p > 2 dimensions d’espérance p
et de matrice de variance-covariance X.

Théoreme : Sila matrice X est inversible, alors le vecteur aléatoire X admet pour den-
sité

1
Jf&xx2,...,xp) —5’(X—#)El(x—u)>-

= €x
(2m)P/2(det X)P/? P (
Manipulation de vecteurs gaussiens

Soit (X, Y, Z) un vecteur aléatoire de loi N3(u, X) avec pu= (0,2,1) et

4 2 3
YX=12 4 2
3 2 3

1. Quelles sont les lois de X, de Y, de Z,de — X +2Z ?
2. Le vecteur (X, Y + Z) est-il un vecteur gaussien ? Déterminez sa loi.
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Solution

1. Le vecteur aléatoire (X, Y, Z) est un vecteur gaussien donc, par définition, chacune

des combinaisons linéaires a X + BY + ~Z, pour («, 3, 7) € R3, suit une loi normale.
En choisissant («a, 3, ) = (1, 0, 0), nous obtenons que la variable aléatoire X suit une
loi normale. L’espérance de X est donnée par la premiere composante de pu; = 0 et sa
variance par le coefficient ¥ ; = 1. Ainsi X suit une loi normale N'(0, 4). De la méme
maniere Y et Z suivent une loi normale N (2, 4)et N'(1, 3).

Pour (o, 8, 7) = (—1,0, 2), nous déduisons que —X + 2Z suit une loi normale.
Calculons son espérance : E(—X +2Z) = —E(X) +2E(Z) = 2.

Pour la variance, Var(—X + 2Z) = Var(—X) + 2Cov (—X,2Z) 4+ Var(2Z) = Var(X)
—4Cov(X,Z) +4Var(Z) =4 -4 x3+4x3=4.

2. Le vecteur V= (X, Y 4+ Z) est gaussien si chacune des combinaisons linéaires

aX + B(Y + Z), pour («, ) € R?, suit une loi normale, ce qui est bien le cas puisque
(X, Y, Z) estun vecteur gaussien et que donc, par définition, chacune des combinaisons

linéaires aX + Y + vZ, pour (v, 3, 7) € R3, suit une loi normale.
Calculons I’espérance de V : E(V) = (E(X), E(Y + Z)) = (0, 3) . Puis déterminons sa
matrice de variance-covariance Var(V) :

Var(X) Cov(X,Y + Z)) _ (4 5 )

%MWZ<CWW+ZX) Var(Y + 2) > 1

Vecteur non gaussien
a composantes gaussiennes

Soit X une variable aléatoire de loi N (0, 1) et 7 indépendante de X telle que
P[T =11=P[T =—-1]=1/2.

1. Montrez que ¥ = T'X suit une loi N'(0, 1).

2. Montrez que le vecteur aléatoire (X, Y) n’est pas un vecteur gaussien.

Solution

1. Soit y € R. Calculons P[Y < y].

PlY <y]l=PlY <yetT =1]+P[Y <yetT = —1]
=PX<yetT =1]+P[-X<yetT = —1]
— P[X < yIP[T = 1]+ P[-X < yIP[T = —1].

La derniere égalité provient du fait que les deux variables aléatoires X et T sont indé-
pendantes.
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Comme X suit une loi normale centrée et réduite, —X suit également une loi normale
centrée et réduite par symétrie de cette loi par rapport a 0. Ainsi les probabilités
P[X < y] et P[—X < y] sont égales.

PlY <yl =P[X < yIP[T = 1] +P[-X < y]P[T = —1]
=PX < yIP[T =1]+P[T = —1])
=PIX <yl

/

NN

Par conséquent, la loi de Y est une loi normale centrée et réduite.

2. Si le vecteur aléatoire (X, Y) est un vecteur gaussien alors, par définition, chacune

des combinaisons linéaires X + Y, pour (o, ) € R2, doit suivre une loi normale.
En particulier X 4+ Y doit suivre une loi normale et alors nécessairement
P[X + Y = 0] = 0. Or, si nous calculons cette probabilité :

PX+Y =0]=P[X+ XT =0]
=PX(1+T)=0]
=P[X=00ul+T =0]
=P[X =0]4+P[T =—-1]-P[X =0etT = —1]
=P[X =0]+P[T = —1] — P[X = 0]P[T = —1]
=1/2
+ 0.
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Vocabulaire
de la statistique

Statistique

La statistique désigne a la fois un ensemble de données et I’ensemble des activi-
tés consistant a collecter ces données, a les traiter et a les interpréter.

Statistiques

Les statistiques, I’ensemble des données numériques, interviennent pratiquement
dans tous les domaines d’activité : gestion financiere (états, banques, assurances,
entreprises...), démographie, contrdles de qualité, études de marché, sciences expé-
rimentales (biologie, psychologie...)...

Statistique descriptive

Le traitement des données, pour en dégager un certain nombre de renseignements
qualitatifs ou quantitatifs a des fins de comparaison, s’appelle la statistique des-
criptive (fiches 21, 22 et 23).

Statistique inférentielle

Un autre but de la statistique consiste a extrapoler a partir d’un échantillon de la
population a étudier, le comportement de la population dans son ensemble (son-
dages, controle de qualité comportant un test destructif...) C’est la statistique
inductive ou encore appelée statistique inférentielle (fiches 24, 25, 26, 27, 28, 29
et 30).

Population

L’ensemble sur lequel porte I’activité statistique s’appelle la population. Elle est
généralement notée €2 pour rappeler la notation des probabilités mais par exemple
dans la théorie des sondages elle est notée U, U comme Univers.

Individus

Les éléments qui constituent la population sont appelés les individus ou encore les
unités statistiques.

FICHE 20 - Vocabulaire de la statistique
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Remarque : Ces « individus » peuvent étre de natures treés diverses :
ensemble de personnes, mois d’une année, pieces produites par une usine,
résultats d’expériences répétées un certain nombre de fois.

¢ Caracteéres

Les caractéristiques étudiées sur les individus d’une population sont appelées les
caracteres. Un caractere est une application x d’un ensemble 2 fini de cardinal
N (la population) dans un ensemble C (I’ensemble des valeurs possibles du
caractere), qui associe a chaque individu w de  la valeur y(w) que prend ce
caractere sur I’individu w. Nous considérons plusieurs types de caracteres :

1. Les caracteres qualitatifs.
Exemples : profession, adresse, sexe, numéro de téléphone...

2. Les caracteres quantitatifs : leur détermination produit un nombre ou une suite
de nombres. Nous distinguons
(i) les caracteres simples ou univariés : leur mesure sur un individu produit un
seul nombre. L’ensemble de leurs valeurs est donc R ou une partie de R.
Exemples : taille, poids, salaire, température...
(ii) les caracteres multiples : leur mesure sur un individu produit une suite finie
de nombres. L’ensemble de leurs valeurs est donc R” ou une partie de R”.
Exemples : relevé de notes d’un(e) étudiant(e), fiche de salaire...

Remarques

1. Les caracteres qualitatifs peuvent toujours étre transformés en quanti-
tatifs par codage. C’est ce qui se fait le plus généralement. Mais un tel
codage est purement conventionnel et n’a pas vraiment un sens quanti-
tatif.

Exemple : Nous ne pouvons pas calculer le sexe moyen.

2. Certains caracteres qualitatifs s’expriment a 1’aide de nombres.
Exemple : Un numéro de téléphone.

Mais ils n’ont pas non plus de sens quantitatif.

Exemple : Calculer un numéro de téléphone moyen n’est pas perti-
nent.

¢ Données brutes

La suite des valeurs x(w) prises par x s’appelle les données brutes. C’est une
suite finie (X1,...,Xy) de ’ensemble C.
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Statistique 21

descriptive univariée.
Représentations
graphiques

| Description d’une série statistique

Si X est un caractere quantitatif simple, la suite finie X (2) = (Xy,...,Xn) des
valeurs atteintes par le caractere (ou données brutes) est un ensemble fini {xi,...,x,}.
Nous supposons que ces valeurs sont ordonnées :

Xp < ... < Xp.

Le fait que telle valeur soit relative a tel individu est un renseignement qui n'intéresse
pas le statisticien. Seul I'ensemble des valeurs atteintes et le nombre de fois que cha-
cune d'elle est atteinte sont utiles.

* Distribution statistique discrete

— Définitions

Soit une série statistique (x;,n;);—1,...p. Nous appelons

.....

1. effectif de la valeur x; : le nombre n; de fois que la valeur x; est prise, c'est-a-
dire le cardinal de I'ensemble X ~'(x;) ;

L
2. effectif cumulé en x; : la somme Z nj;
j=1
n; . N .
3. fréquence de la valeur x; : le rapport f; = v de l'effectif de x; a 'effectif total
N de la population, c'est-a-dire le cardinal de 2 ou encore la somme des #; ;

i
4. fréquence cumulée en x; : la somme Z fi-
j=1
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— Distribution statistique discrete

La série statistique (x;,n;);—1,...p Ou (X;, f;)i=1,...,p est appelée distribution statis-
tique discrete.

e Distribution statistique groupée

Lorsque le caractere quantitatif discret ou continu comprend un grand nombre de
valeurs, nous préférons regrouper les valeurs en intervalles appelées classes pour
rendre la statistique plus lisible. Nous partageons alors 1'ensemble C des valeurs du
caractere en classes ]a;,a; 1] avec a; < a@;11.

— Définitions
Soit une série statistique (Ja;,a;+1],n;)i=1

yeees

»- Nous appelons

1. effectif de ]a;,a;11] : le nombre n; de valeurs prises dans ]a;,a;1], c'est-a-dire
X (aj.ai]) ;

2. effectif cumulé en ¢; : le nombre de valeurs prises dans l'intervalle | — 00,a;] ;

n;
3. fréquence de ]a;,a; 1] : le rapport f; = N ;

i
4. fréquence cumulée en ¢; : la somme Z fi-
j=1

— Distribution statistique groupée
La série statistique (Ja;,ai+11,7i)i=1,...,p ou (a;,ai411, fi)i=1,...,p est appelée distri-
bution statistique groupée ou continue.

Il Représentations graphiques

* Représentations graphiques pour une distribution statistique discrete

— Diagramme en batons

Le diagramme en batons des effectifs (resp. des fréquences) d'une distribution
statistique discrete est constitué d'une suite de segments verticaux d'abscisses x;
dont la longueur est proportionnelle a l'effectif (resp. la fréquence) de x;.

— Polygone des effectifs ou des fréquences
Le polygone des effectifs (resp. des fréquences) d'une distribution statistique dis-

N

crete est obtenu a partir du diagramme en batons des effectifs (resp. des fré-
quences) en joignant par un segment les sommets des batons.
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— Polygone des effectifs (resp. fréquences) cumulés

En remplagant dans la définition précédente le mot effectifs (resp. fréquences) par
effectifs cumulés (resp. fréquences cumulées), nous obtenons le polygone des
effectifs cumulés (resp. des fréquences cumulées).

Représentations graphiques pour une distribution statistique groupée

— Histogramme

L'histogramme est la représentation graphique d'une distribution statistique grou-

pée. Deux cas se distinguent :

1. Dans le cas ou les amplitudes des classes sont égales, cet histogramme est
constitué d'un ensemble de rectangles dont la largeur est égale a a, 'amplitude
de la classe, et la hauteur égale a K x n; ou n; est I'effectif de la classe et K est
un coefficient arbitraire (choix d'une échelle), de sorte que l'aire totale sous 1'his-
togramme est égale 8 K x N x a ou N est I'effectif total.

2. Dans le cas de classes d'amplitudes k; x a inégales, multiples entiers de I'une
d'entre elles a, nous convenons, pour conserver le résultat précédent, de prendre
pour hauteur du rectangle de la classe numéro j le quotient (K x n;)/k;.

Remarque : Lorsqu'il est utilisé pour estimer une densité, un histo-
gramme délimite une aire totale égale a 1.

— Polygone des effectifs ou des fréquences

Le polygone des effectifs ou des fréquences d'une distribution statistique groupée
est obtenu en joignant dans l'histogramme de cette distribution les milieux des
cOtés horizontaux supérieurs.

— Polygone des fréquences cumulées

Le polygone des fréquences cumulées d'une distribution statistique groupée
est la représentation graphique de la fonction définie sur chaque intervalle

fi

i—1
. X —a;
laiain], 1 <i<pparf(x)=Y_ f+—"
= i1 — di

Application directe du cours

Représentez la distribution statistique discrete ((1,2), (2,3), (3.4), 4,1), (5,6),
(6,5), (7,2), (8,3), (9,1), (10,1)) :

1. a l'aide du diagramme en batons des effectifs ;
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2. en superposant le diagramme en batons et le polygone des fréquences ;
3. en superposant le diagramme en batons et le polygone des effectifs cumulés.

Solution

1. La figure 21.1 correspond au diagramme en batons des effectifs.

2. La figure 21.2 a été obtenue en superposant le diagramme en batons et le polygone
des fréquences.

3. La figure 21.3 a été obtenue en superposant le diagramme en batons et le polygone
des effectifs cumulés.
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"

Application du cours

Représentez la distribution statistique groupée suivante ((]1,3],4), (13,4].8),
(14,5.5],10), (15.5,6],14), (16,8],20), (18,10],12), (J10,11],9), (111,12.5],3)) :

1. a l'aide d'un histogramme des fréquences ;
2. en superposant 1'histogramme des fréquences et son polygone des fréquences ;
3. a l'aide du polygone des fréquences cumulées.

Solution

1. L'histogramme des fréquences demandé est la figure 21.4.
2. La figure 21.5 superpose l'histogramme des fréquences et le polygone des fré-

quences.

3. Nous obtenons le polygone des fréquences cumulées a la figure 21.6.
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Diverses
caracteristiques

| Caractéristiques de position

*  Mode et classe modale

Un mode, Mo(x), d’une distribution statistique discrete est I'une des valeurs
X1, X2,...,X%, dont la fréquence est maximale. Pour une distribution statistique
groupée, une classe modale, Mo(x), est une classe de densité, c’est-a-dire de rap-
port fréquence/longueur, maximale. La distribution est unimodale si elle a un seul
mode. Si elle en a plusieurs, elle est plurimodale (bimodale, trimodale, ...).

¢ Meédiane

Soit m et d les parties entiere et décimale de (N + 1)/2.

La médiane, Q,(x) ou Qps(x), d’une série statistique est définie par
Q2(x) = xX(m) + d(Xn+1) — X(m)) » OU Xy signifie la m-ieme valeur lorsque la série
statistique est classée par ordre croissant. x(,) est aussi appelée la m-iéme statis-
tique d’ordre.

Remarque : 1l existe beaucoup de définitions pour la médiane. Celle
que nous avons décidé d’adopter ne permet pas de discussion au niveau
du calcul.

*  Quartiles

Soit m et d les parties entiere et décimale de (N + 1)/4.

Le premier quartile, Q;(x) ou Qqs5(x), d’une série statistique est défini par
Q1(x) = x(my +dXgns1) — Xm)) -

Soit m’ et d’ les parties entiere et décimale de 3(N + 1) /4.

Le troisiéme quartile, Q3(x) ou Qg 7s5(x), d’une série statistique est défini par
Q3 (x) = x(my +d' (Xonw41) — X(m)) -
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Moyenne arithmétique

La moyenne, 1 (x) ou parfois notée simplement y, d’une distribution statistique
s 1 A . 1 ¢
discrete est le nombre réel défini par p(x) = Z Xifi = — Z x;n;. Pour une sta-
i=1 N i
P
. . a; +a;
tistique groupée, la moyenne se calcule par p(x) = Z 'TM

i=1

Caractéristiques de dispersion

Etendue

fi.

L’étendue, notée e(x), est la différence entre la plus grande et la plus petite des
valeurs prises, donc e(x) = max(x) — min(x).

Etendue interquartile

L’étendue interquartile, notée EIQ(x), est la différence entre les quartiles
Qo,75(x) et Qo 25(x), donc EIQ(x) = Qp,75(x) — Qo 25(x).
Variance et écart-type

La variance d’une distribution statistique discrete est définie par
J2
Var (x) = 07 (x) = ) _(xi — p(x))* fi.

i=1
L’écart-type est égal a /Var (x).
Formule de Huygens : Var(x) = j(x?) — p?(x), ot (x?) est la moyenne du
carré des valeurs de la distribution.

Moment centré d’ordre r

p

e (X) = (x; = p(x))” fi.
i=1

Coefficient de variation (cas d’une variable positive)

o(x)
CV(x) = —
0 px)

FICHE 22 - Diverses caractéristiques 147



Ill Caractéristiques de forme

e Coefficient d’asymétrie de Fisher

pm3x) - ma(x)
o3(x)  (uma(x))3?

7 (x) =

e Coefficient d’asymétrie de Pearson

Gma@) _ (ma)? _

(@2(x)?  (uma(x))3

Bi(x) =

* Coefficient d’aplatissement de Fisher

pm4(x)
= 3
)= )

e Coefficient d’aplatissement de Pearson

pa(x) ma(x)

o 1

Temps de travail en Europe en 2006

Etablissez, pour le tableau ci-dessous (Nombre d’heures travaillées par semaine des
personnes ayant un emploi a plein temps dans les Etats membres)

Pays Durée (heures) Pays Durée (heures)
Allemagne 41,70 Lettonie 43,00
Autriche 44,10 Lituanie 39,80
Belgique 41,00 Luxembourg 40,90
Chypre 41,80 Malte 41,20
Danemark 40,50 Pays-Bas 40,80
Espagne 42,20 Pologne 42,90
Estonie 41,50 Portugal 41,60
Finlande 40,50 République Tchéque 42,70
France 41,00 Royaume-Uni 43,10
Grece 4410 Slovaquie 41,60
Hongrie 41,00 Slovénie 42,50
Irlande 40,70 Suede 41,10
Italie 41,30

Source : Eurostat.
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1. la moyenne, la médiane, le minimum, le maximum, le premier et troisieéme quartile,
2. I’étendue, 1’étendue interquartile, 1’écart-type,
3. les coefficients d’asymétrie et les coefficients d’aplatissement,

4. et la boite de dispersion, appelée également la boite a moustaches, qui se repré-
sente en suivant les instructions suivantes :

N

(1) Nous tracons un rectangle de largeur fixée a priori et de longueur
EIQ = Qo,75 — Qo,25-
(i1) Nous y situons la médiane par un segment positionné a la valeur Qo s, par rapport
a Q.75 et Qo »5. Parfois nous y ajoutons aussi la moyenne.
(iii) Nous calculons (Q0,75 + 1,5 x EIQ) et nous cherchons la derni¢ére observation
xu en dega de la limite (Qo75 + 1,5 x EIQ),
soit x; = max {x;/x; < Qo5 + 1,5 x EIQ} .
(iv) Nous calculons (Qo,zs — 1,5 x EIQ) et nous cherchons la premiere observation
xp au dela de la limite (Qo 25 — 1,5 x EIQ),
soit x, = min {x;/x; > Q25 — 1,5 x EIQ}.
(v) Nous tracons deux lignes allant des milieux des largeurs du rectangle aux valeurs
Xp et xp,.

44

43
|

Durée (heures)
42
1

41

—_—

Figure 22.1. Boite de dispersion associée a I’exemple du tableau
« Le temps de travail dans les Etats membres », 2006, Eurostat.

Solution

Donnons les valeurs des différentes caractéristiques

1. la moyenne pu(x)=41,70h, la médiane Qus(x) =41,50h, le minimum
min(x) = 39,80k, le maximum max(x)=44,10h, le premier quartile
Qo.25(x) = 40,95 et le troisieme quartile Qg 75(x) = 42,60h,
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2. I’étendue e(x) = 4,30h, I’étendue interquartile EIQ(x) = 1,75h, I’écart-type
Var(x) = 1,09k,

3. les coefficients d’asymétrie de Pearson ﬁﬁ” = 0,44 et de Fisher 7?) = 0,67 et les
coefficients d’aplatissement de Pearson Bg) = 2,72 et de Fisher 7;)‘) = —0,28,

4. et la boite de dispersion représentée a la figure 22.1.
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Statistique

23

descriptive bivariée

Soit (X,Y) une distribution statistique d'un couple de caracteres sur une population
d'effectif N. Notons (x1, x2,... , Xp), €t (y1, ¥2,... , yg) les valeurs distinctes observées
pour X et Y ordonnées dans 1'ordre croissant.

Distribution conjointe

Effectif du couple

L'effectif du couple (x;,y;) est égal au nombre n; ; de couples de valeurs égaux a

(xi,;), c'est-a-dire le cardinal de (X,Y) ™! (x;,y;).

Fréquence du couple

La fréquence du couple (x;,y;) est égal au nombre f; ; = n; j/N.

Distributions des effectifs et des fréquences
((xi ,yj),n,-,j) i—1...p €t ((x,- ,yj),‘f[J) i-1,.., sont la distribution des effectifs et 1a dis-
J=ling j=liung

tribution des fréquences du couple (X,Y).

Distributions marginales

Effectif et fréquences marginaux

q
L'effectif marginal de x; (respectivement de y;) est égal au nombre n; , = Z nj
=1
14
(respectivement n, ; = Z n; ;) et la fréquence marginale de x; (respectivement

i=1

q P
¥j) au nombre f; , = Z fi,j (respectivement f, ; = Z i)
=1 i=1
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* Distributions marginales des effectifs et des fréquences

(xXinie)i=t1,...p €t (¥j.Nej)j=1,..q (respectivement (X, fio)i=1,...p €t
(3j» fe,j)j=1.....q) sont appelées les distributions marginales des effectifs (respec-
tivement des fréquences) de X et de Y.

Ill Indépendance et distributions
conditionnelles

* Indépendance

Y est indépendant de X si la distribution des fréquences de Y dans la sous-
population €2; des individus pour lesquels la valeur de X est x; ne dépend pas de i.

* Fréquence conditionnelle

o nigo fig
La fraction —L = 224

représente la fréquence conditionnelle de la valeur y;
ni,o i,e

sachant x;.

e Distribution conditionnelle des fréquences

La distribution (y,;%) est appelée la distribution conditionnelle des
i,e j=1,..., q

fréquences de Y sachant que X = x;.

. Remarques

1. Nous définissons d'une maniere analogue la distribution condition-
nelle des fréquences de X sachant que ¥ = y;.

2. Pour que Y soit indépendant de X il faut que la distribution condition-
nelle des fréquences de Y sachant que X = x; ne dépende pas de i.

IV Covariance et coefficient
de corrélation linéaire

e Covariance du couple (X,Y)

Cov(X,Y) =) (5 — (XN = n(¥) -
iJ
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Remarques

1. Si X et Y sont indépendants, alors la covariance du couple (X,Y) est
nulle.

2. Cov(X,Y) = u(XY) — p(X)u(Y) ot p(XY) =Y x;y; fi -
ij

¢ Coefficient de corrélation linéaire

2.7 = Cov(X,Y)
r&Y) = e

Remarque : Nous avons |r(X,Y)| < 1.

Les oraux du CAPES de mathématiques

A T'oral du CAPES de mathématiques, chaque candidat est interrogé a I'épreuve d'ex-
posé ou il obtient la note X et a I'épreuve sur dossier ou il obtient la note ¥ (notes sur
20). Les résultats obtenus par 104 candidats, données fictives, sont donnés dans le
tableau ci-dessous :

x ‘ [0,4] [4,8] [8,12] [12,16] [16,20[
[0,4] 1 1
[4,8] 1 3 5 11
[8,12] 2 10 10 28
[12,16] 1 3 g 11
[16,20[ 2 4 2

1. Calculez la moyenne de X, de Y, 'écart-type de X et de Y.

2. Donnez la distribution marginale des effectifs de X et de Y.

3. Calculez la fréquence conditionnelle de X € [12,16[ sachant Y € [4,8].

4. Calculez la covariance de X et de Y puis déduisez-en le coefficient de corrélation.

Solution

Nous travaillons avec une distribution statistique groupée, la valeur associée a chaque
classe sera la valeur égale au point milieu de la classe. Ces valeurs sont notées x; et y;.
Nous allons introduire un tableau qui nous permettra d'obtenir les résultats demandés.
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X Yo 04 | [48 |[812 |[1216[ | [16,200 | xi | mie | xime  Xmie
[0,4] 1 1 2 2 4 8
[4,8] 1 3 5 11 6 20 120 | 720

[8,12] 2 10 | 10 28 10 | 50 | 500 | 5000
[12,16] 1 3 9 11 14 | 24 | 336 | 4704
[16,20] 2 4 2 18 8 144 | 2592

Y 2 6 10 14 18
Ne.j 4 15 | 20 52 13

Yine,; 8 90 | 200 | 728 23

e, | 16 | 540 | 2000 | 10192 | 4212

1. Calculons la moyenne de X. Nous avons
1
wX) = 104 (4 4+ 120 4- 500 + 336 + 144) = 11,04.

En faisant le méme calcul, nous obtenons p(Y) = 12,60. Calculons I'écart-type de X.
Pour cela, calculons la variance de X. Nous avons, en utilisant la formule de Huygens,

1
Var(X) = Toa (8 + 720 4 5000 + 4704 + 2592) — 11,047 = 8,36.
Ainsi, nous avons o(X) =2,89. En faisant le méme calcul, nous obtenons
Var(Y) = 10,84 . Ainsi, nous en déduisons o(Y) = 3,30.

2. La distribution marginale des effectifs est

[0,4] [4,8] [8,12] [12,16] [16,20[
X 2 20 50 24 8
Y 4 15 20 52 13

3. La fréquence conditionnelle de X € [12,16[ sachant que Y € [4,8[ est égale a

N4 _ 1
n.,z o 15
4. La covariance de X et de Y s'exprime, avec la formule de Huygens, de la maniere

suivante :
Cov(X,Y) = u(XY) — p(X)u(Y) = 139,76 — 11,04 x 12,60 = 0,66.
La valeur du coefficient de corrélation linéaire entre X et Y est alors :

Cov(X,Y) B 0,66

rXY) = o) ~ 2.89 x 3.30

=0,07.
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Echantillonnage.
Modeles statistiques

| Introduction

Le probleme de I’estimation est I’impossibilité de connaitre exactement la valeur
d’un parametre inconnu noté . Ce probleme est tres général et a des aspects dis-
tincts. Les observations, par exemple obtenues a partir d’une méthode d’échantillon-
nage, permettent de construire une estimation de 6. Ainsi chaque observation est la
valeur d’une variable aléatoire X dont la loi dépend de 6. Cela revient a doter I’état de
la nature inconnu d’un modele probabiliste. Ce dernier est complété par un modele
d’échantillonnage décrivant la maniére dont les observations sont recueillies.

Il Echantillonnage

 Echantillon aléatoire

Soit X une variable aléatoire réelle. Un échantillon aléatoire d’effectif n > 1 est
un vecteur aléatoire X,, = (X, X»,...,X,) a n composantes qui sont n variables
aléatoires indépendantes suivant la méme loi que X, appelée variable aléatoire
parente.

Remarque : Pour des raisons de commodité, nous avons supposé que
les X; sont mutuellement indépendantes. Dans certains cas, 1’indépen-
dance deux a deux sera suffisante.

e Statistique de I’échantillon

Toute variable aléatoire 7, fonction de [1’échantillon aléatoire
Xn = (X1, Xa,...,X,), est appelée statistique de 1’échantillon.
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Remarques

1. Une statistique peut étre a valeurs dans R ou R”. Dans le dernier cas,
nous parlerons de statistique vectorielle.

2. La difficulté de cette notion est la suivante : nous avons une double
conception, qui est la base de la statistique mathématique. Les valeurs
observées (xi, x2,...,X,) (noter que ce sont des minuscules) consti-
tuent n réalisations indépendantes d’une variable aléatoire X ou enco-
re, une réalisation unique du vecteur aléatoire X,, = (X, X»,...,X,)
a n composantes ol les X; sont n variables aléatoires indépendantes et
de méme loi.

La théorie de I’échantillonnage se propose d’étudier les propriétés du vecteur aléa-
toire a n composantes et des caractéristiques le résumant, encore appelées statis-
tiques, a partir de la distribution supposée connue de la variable parente X, et d’étu-
dier en particulier ce qui se passe lorsque la taille de 1’échantillon est de plus en
plus élevée. C’est généralement ce qui préoccupe les statisticiens bien que depuis
quelques années des théories concernant les petits échantillons se développent éga-
lement.

Il Modéeles

*  Modéele statistique

Un modele statistique est défini par la donnée d’une caractéristique vectorielle X
et d’une famille de lois de probabilité de X notée (Py)gpco. Il est généralement noté
(Dx,Py)oco-

*  Modeles paramétrique et non paramétrique

Lorsque la famille de lois de probabilité (Py)sco peut étre indexée par un parametre
0 dont I’ensemble des valeurs possibles, noté A, est un sous-ensemble de R*, 1e
modele est appelé modele paramétrique. Dans le cas contraire, le modele est
appelé modele non paramétrique.
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Estimateur

et propriéteés
d’un estimateur

Estimateur et estimation

Estimateur

Si (X1,...,X,) estun échantillon aléatoire d’effectif n de loi parente la loi de X,
alors nous appelons estimateur du parametre 6 toute fonction h, de I’échantillon
aléatoire (X1,...,X,), noté 9&5

0, = hy(X1,. ... X0).

Remarques

1.A priori I’estimateur 6, est a valeurs dans un ensemble ®, contenant
I’ensemble des valeurs possibles du parametre 6.

2. 6, estune v.a. de loi de probabilité qui dépend du parametre 6.

3.

)

0, peut étre univarié ou multivarié.

Estimation
Une fois 1’échantillon prélevé, nous disposons de n valeurs observées xi,. . .,x,, ce
qui nous fournit une valeur &, (xy,...,x,) qui est une réalisation de 6, et que nous

appelons estimation.

Remarques
1. Nous distinguons la variable aléatoire @n de sa valeur observée, notée
0,(x1,...,%,).
2. Nous utiliserons les notations suivantes :
(i) (X1,...,X,) désigne I’échantillon aléatoire de taille n et les n
observations ne sont pas encore a disposition.
(i) (xy,...,x,) désigne une réalisation de I’échantillon aléatoire et les
n observations sont a disposition.
3. 11 faut systématiquement se demander : « suis-je entrain de manipuler
une variable aléatoire ou 1’une de ses réalisations ? »
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Il Propriétés d’un estimateur

Le choix d’un estimateur va reposer sur ses qualités. Le premier défaut possible
concerne la possibilité de comporter un biais.
* Biais d’un estimateur

Le biais de 6, se définit par B (’H\n) =FE (ﬁn) —0.

* Estimateur sans biais
5,1 est un estimateur sans biais (ou non biais€) du parametre ¢ si B (5,,) =0,
c’est-a-dire si E (6, ) = 6.

* Estimateur asymptotiquement sans biais

Un estimateur 6, est asymptotiquement sans biais pour 6 si lirJP E (5,1) =40.
n— 400

+ Ecart quadratique moyen

Si 6, est un estimateur de 0, nous mesurons la précision de 6, par I’écart qua-
dratique moyen, not¢ EQM :

-~

EoM (9,) =E((8,—0)7) = Var (8,) + B (8)".

-~

Remarque : Si 6, est un estimateur sans biais, c’est-a-dire si
B (@n) =0, alors : EOM (/9\,1) = Var (/9\,,)

Propriété : Entre deux estimateurs de 6, nous choisissons celui dont 1’écart qua-
dratique moyen ou le risque est le plus faible.
» Estimateur relativement plus efficace

Un estimateur 0! est relativement plus efficace qu’un estimateur 6> s’il est plus
précis que le second, c’est-a-dire si :

EOM (9;) <EOM (95) .
* Estimateur sans biais optimal

Nous appelons estimateur sans biais optimal parmi les estimateurs sans biais, un
estimateur 6, préférable a tout autre au sens de la variance c’est-a-dire 1’estima-
teur le plus efficace parmi tous les estimateurs sans biais.
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)
* Estimateur convergent

Un estimateur 6, est un estimateur convergent s’il converge en probabilité vers
# quand n tend vers I’infini.

Propriété : Si un estimateur est sans biais et que sa variance tend vers zéro quand
n tend vers I'infini, alors cet estimateur est convergent.

Ill Trois exemples

Soit (X1,...,X,) un échantillon aléatoire de loi parente la loi de X.

* Estimateur de la moyenne
L estimateur 71, est égal &
~ 1
My = — Z X;.
L
Propriété : Pour un échantillon aléatoire dont la loi parente admet une espérance
notée y, i, est un estimateur sans biais de la moyenne y, ¢’est-a-dire E(z1,,) = p.
Lorsque la loi parente admet une variance, notée o, la variance de I’estimateur 71,
est égale a Var (71,) = o%/n et [i, est un estimateur convergent de la moyenne /.
* Estimateur de la variance
L’estimateur S? est égal a
1 n
2 ~\2
Si=- Z(Xi — )%
i=1
Propriété : Pour un échantillon aléatoire dont la loi parente admet une espérance
notée p et une variance notée o2, S,% est un estimateur biaisé de la variance o2 et
le biais B (S;) est égal 2 —o?/n.

S? est donc un estimateur asymptotiquement sans biais.

* Estimateur corrigé de la variance

L estimateur corrigé de la variance S2 _ est égal 2

nS,% 1 1 R
S’%.L’ = P = P Z(Xl —/,Iln)z.

i=1

Propriété : Pour un échantillon aléatoire dont la loi parente admet une espérance

notée 1 et une variance notée 0%, S _ est un estimateur sans biais de la variance 0.
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D’aprés un exercice d’examen
de I'Université de Strasbourg

Soit Ty et T, deux estimateurs sans biais et indépendants, d’un parametre 6, de
variances respectives a%, 0%, deux nombres réels strictement positifs. Soit « un réel
appartenant a [0, 1].

1. Montrez que la variable aléatoire 7 = a7} + (1 — «)7, est aussi un estimateur
sans biais de 6.

2. Pour quelle valeur du parametre « la variance de la variable aléatoire T est-elle
minimale ?

Solution

1. T est une variable aléatoire réelle comme combinaison linéaire de deux variables
aléatoires réelles T et T,. Comme T; et T, sont des estimateurs sans biais de 6, T; et
T, admettent une espérance. Nous avons, pour « € [0,1]

E(T) =E(aT; + (1 — a)T>) = oE(T)) + (1 — @)E(T3)
=abl+ (1 —-—a)f=40
Donc T est un estimateur de 6 sans biais.

2. Calculons la variance de 7. Comme T et T, sont indépendants, nous avons

Var (T) = o*Var (T}) + (1 — a)*Var (T)
=ola’ + 031 — )’

2, 2\ 2 2 2
= (0’1 + 02) o — 20,0+ 0;.

Posons, pour a € [0,1], f(a) = (01 + 03) a* — 203+ 03. f est un polyndme du
second degré dont le coefficient du terme de degré 2 est strictement positif.
Pour tout a € [0, 1], nous avons f'(a) = 2 (07 + 03) @ — 203.

2

: N 03 . N
() = 0 équivaut a g = 2 -+ Cette valeur o appartient a I’intervalle ]0, 1[ et
1703
. . o3
par conséquent la variance de T est minimale pour o = ap = ———-
03+0?

(720'2
% : la variance de T est la moyenne har-
o +o

1 2

Nous avons alors 1’égalité Var(7T') =

monique des variances de 7} et T5.
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Méthode 26
du maximum
de vraisemblance

| Vraisemblance d’un échantillon

La vraisemblance des observations x = (xy,...,x,) d’un échantillon aléatoire de loi
parente la loi de X est définie de la facon suivante :

e Si X est une variable aléatoire continue :
n
€O Lixi,....x,10 =[] f(x:.0),
i=1

ou ® est I’ensemble des valeurs possibles du parametre 6.

¢ Si X est une variable aléatoire discrete :

€@ Lixi,... x,|0) = HPQ(X,’ =x;).
i=1

Remarque : Les expressions des vraisemblances ci-dessus ne sont
valables que parce que les variables aléatoires Xi,...,X, sont indépen-
dantes par définition d’un échantillon aléatoire.

Il Estimateur du maximum
de vraisemblance

Définition
Un estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) du parametre 6 est une sta-
tistique de I’échantillon :
6, : Dy — ©
X=(X1,...,%,) b O,(x1,...,%,)

telle que VO € ©, L(x1,...,xy|0,) > L(x1,...,x:0).

FICHE 26 — Méthode du maximum de vraisemblance 131



Remarques

1. L(x|#) n’a aucune raison d’étre différentiable en 6.
2. Il n’y a aucune raison pour qu'un EMV soit sans biais.
3. Un EMV n’a aucune raison d’étre unique.

Remarque : Le principe de vraisemblance, a la base de la procédure
d’estimation du maximum de vraisemblance, revient a rechercher la
valeur de 6, fonction des observations (xi,...,x,), qui assure la plus
grande probabilité d’obtenir ces observations.

La recherche d’un maximum de la vraisemblance n’est pas forcément
réduite a un simple calcul des zéros de la dérivée de L.

Cependant, ce cas étant le plus fréquent, il est logique de poser les deux
hypotheses suivantes :

1. Dx ne dépend pas de 6.
2.Vx € Dg, V0 € ©, L est deux fois continliment dérivable par rapport
af.

Alors 6,, EMV, est solution du systéme d’équations en 6 suivant :

aL

@(XI(?) = 0 (D
e,
E(XIO) < 0
06?

En fait, vu la forme des densités des lois usuelles de probabilité, il est
aussi aisé d’utiliser le logarithme de la vraisemblance,
log L(x1,...,x,|0), si f(x, ) > 0, pour tout x € D%, pour tout § € ®, ce
que nous SuUpposerons :

e ay 2L o

a0

et

2
@ e @) ° ;Zsz(xW) <0.

Remarque : L’équation (1) s’appelle I’équation de vraisemblance.
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Estimation 27

par intervalle
de confiance

| Introduction

Lorsque nous procédons a une estimation, il est plus pertinent de fournir un intervalle
0, < 0 < 6, plutét que simplement une estimation ponctuelle, c'est-a-dire d'écrire

uniquement 9 = c. Un tel intervalle 101,65[ s'appelle une estimation par intervalle
de confiance du parameétre 6 ou estimation ensembliste du parametre 6.

Il Espérance d'une loi hormale

Soit (X1,...,X,) un échantillon aléatoire de loi parente une loi normale d'espérance
w et d'écart-type o.

e L'écart-type o est connu

~ . . g
11, suit une loi N (,u,— .
Jn

— Intervalle de probabilité

L'intervalle de probabilité pour 71, 1 — «v est égal a

o _ o
w—= ul—a/Zﬁ <, < p+ ul—a/Zﬁ,

oll uj_q 2 est le quantile d'ordre 1 — /2 pour la loi normale centrée et réduite.

— Intervalle de confiance

L'intervalle de confiance pour pr a 1 — v est égal a

o o
T (0bs) —uy_oqp— < p < h,(0bs) + uj_qp——:-
i, (obs) la/Zﬁ W < p,(obs) la/Zﬁ
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Remarque : Souvent 1 — o sera fixé a 0,95 et par conséquent u;_,/»
sera égal a 1,96.

e L'écart-type o est inconnu

— Théoréme de Fisher

Soit X1,...,X, n variables aléatoires indépendantes de loi une loi normale
2

- nsS . .. Ty — .
N(u,0). 1, et 2" sont deux variables aléatoires indépendantes et B — B suit
o a//n
: n Sr% . P . 2 ﬁn — K
une loi normale N(0,1) et suit une loi du Khi-deux y“(n — 1).

o? S/ —1

suit une loi de Student r(n — 1).

— Intervalle de probabilité

ﬁn_l’é
Sp/vn—1
11y < ﬁn — M
T sy

———— < Ip-1;1-0a/2,
vn—1

ol #,_1;1—q/2 €st le quantile d'ordre 1 — a/2 pour la loi de Student (n — 1).

L'intervalle de probabilité pour al—aestégala

— Intervalle de confiance

L'intervalle de confiance pour 1 a 1 — «v est égal a

7 (obs) — 1 Sy (obs) 7 (obs) +1 Sy (obs)
2 (0DS) — t,_1.1_app—F—= < |t < [, (0bs N—1:l—a/2 ———"
H ;1 /2«/m < ;1 /2«/m

lIl Variance d'une loi normale
+ La moyenne ;. est connue
o2, = % i(X : — )% estun estimateur de o etm;\z,,/ o2 suit une loi du Khi-deux
p
X2 ().

— Intervalle de probabilité

ki et ky sont les bornes de 1'intervalle de probabilité pour m;\z,, /o? si
)
}P’|:k1 < I’l02,, <k2:| =1-oa.
o
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>
Par exemple nous pouvons prendre k; égal au quantile d'ordre /2 pour une loi
du Khi-deux y?(n) et k, égal au quantile d'ordre 1 — a/2 pour une loi du Khi-
deux Xz(n).
— Intervalle de confiance

L'intervalle de confiance pour 0 & 1 — « est égal a

n ;2,, (obs) , N c;\z,, (obs)

—_— << —

ko ki

La moyenne / est inconnue

n
2 _ 1 ~ \2 . 2 2 2 . . .
Sy =- E (X; —1t,)" estun estimateur de o“ et nS; /o suit une loi du Khi-deux
n
i=l1

x2(n —1).
— Intervalle de probabilité

I, et I, sont les bornes de l'intervalle de probabilité pour nS?/a? si

S2
P[zl<”2" <12]=1—a.
g

Par exemple nous pouvons prendre /; égal au quantile d'ordre «/2 pour une loi
du Khi-deux y?(n — 1) et I, égal au quantile d'ordre 1 — /2 pour une loi du
Khi-deux x*(n — 1).

— Intervalle de confiance
L'intervalle de confiance pour 0> & 1 — « est égal a
nS2(obs) ,  nS2(obs)
—_— <<
b h

Les plantes marines

Un biologiste étudie un type d'algue qui attaque les plantes marines. La toxine conte-
nue dans cette algue est obtenue sous forme d'une solution organique. Il mesure la
quantité de toxine par gramme de solution. Il a obtenu les neuf mesures suivantes,
exprimées en milligrammes : 1,2 ;0,8 ;0,6 ; 1,1 ;1,2;0,9;1,5;0,9; 1,0. Nous sup-
poserons que ces mesures sont les réalisations de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées suivant une loi normale d'espérance p et d'écart-type o.
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1. Donnez une estimation ponctuelle de I'espérance p et de 1'écart-type o de la quan-
tité de toxine par gramme de solution.

2. Déterminez un intervalle de confiance a 95 % pour l'espérance o de la quantité de
toxine par gramme de solution.

3. Le biochimiste trouve que l'intervalle obtenu n'est pas satisfaisant car trop étendu.
Que doit-il faire pour obtenir une estimation plus précise ?

Solution

1. Donnons une estimation ponctuelle de 1'espérance p de la quantité de toxine par
gramme de solution.
Nous avons

1
Tg(obs) = §(1,2+0,8+0,6+ L1+1,24+09+1,5+0,9+1,0)

= 9,200 mg.

Nous donnons une estimation ponctuelle de I'écart-type o de la quantité de toxine par
gramme de solution a l'aide de l'estimateur corrigé S9.. Nous avons

So.c(0bs) = 0,264 mg.

2. L'espérance p et I'écart-type o étant inconnus, l'intervalle de confiance pour p de
niveau 95 % s'obtient avec la formule suivante :

- So(obs) - So(obs)
Lo (0bs) — 13.0,975 9\/§ < p < pg(obs) + tg.0,975 9ﬁ

8,97Tmg < pn <9,403 mg

ou fg.0.975 est le quantile d'ordre 0,975 pour la loi de Student a huit degrés de liberté
t(8).

3. 11 doit augmenter la taille de 1'échantillon.
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Tests d’hypothese

| Probabilités d’erreur et hypotheses

Un test statistique est un mécanisme qui permet de trancher entre deux hypotheses a
partir des résultats d’un échantillon. Soit Hy et H; ces deux hypotheses, dont une et
une seule est vraie. La décision consiste a choisir Hy ou H;. Il y a quatre cas qui sont
reproduits dans le tableau ci-dessous

'H o vraie ‘H 4 vraie

'H , décidée 1-o B

'H 4 décidée o 1-B

oll v et (3 sont les probabilités d’erreur de 1 et 2¢ espece :
— « est la probabilité de décider H; alors que H est vraie ;
— [ est la probabilité de décider H alors que H; est vraie.

Remarque : Ces deux probabilités d’erreur sont antagonistes, plus « est
grande (respectivement petite), plus 3 est petite (respectivement grande).

Définition : La puissance d’un test est égale a 1 — 3.

Dans la pratique des tests statistiques, il est de régle de se fixer . Les valeurs les plus
courantes sont 1 %, 5 % ou 10 %.

Hy est I’hypothese de référence, aussi appelée hypothese nulle. 7, est I’hypothese
alternative.
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Il Vocabulaire pour un test statistique

* En fonction des hypotheses Hy et H; a tester, nous choisissons une variable de
décision. La loi de cette variable doit étre connue dans au moins une hypothese, le
plus souvent Hy, afin de ne pas introduire de nouvelles inconnues dans le proble-
me. Elle est appelée distribution de référence.

e La probabilité d’erreur de 1 espece « est fixée.
e Région critique

Nous appelons région critique 1’ensemble des valeurs de la variable de décision
qui conduisent a écarter I’hypothese nulle Hy au profit de I’hypothese alternative
H;.

La région critique ou la zone de rejet correspond aux intervalles dans lesquels les
différences sont trop grandes pour étre le fruit du hasard d’échantillonnage.

* Région d’acceptation

Nous appelons région d’acceptation la région complémentaire de la région cri-
tique.

La région ou la zone d’acceptation correspond a I’intervalle dans lequel les diffé-
rences observées entre les réalisations et la théorie sont attribuables aux fluctua-
tions d’échantillonnage.

* La construction d’un test est la détermination de la région critique, cette détermi-
nation se fait sans connaitre le résultat de I’expérience, donc a priori.

Il Tests bilatéral et unilatéral

Avant d’appliquer un test statistique, il s’agit de définir le probleme posé. En effet,
selon les hypotheses formulées, nous appliquons soit un test bilatéral, soit un test
unilatéral.

e Un test bilatéral s’ applique quand nous cherchons une différence entre les valeurs
de deux parametres, ou entre la valeur d’un parametre et une valeur donnée sans se
préoccuper du signe de la différence. La zone de rejet de I’hypothese de référen-
ce peut étre I’union de deux zones situées dans chacune des queues de la distribu-
tion.

*  Un test unilatéral s’applique quand nous cherchons a savoir si un parametre est
supérieur (ou inférieur) & un autre parametre ou a une valeur donnée. La zone de
rejet de 1’hypothese principale est située d’un seul c6té de la distribution de pro-
babilité de référence.
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Tests du \? 29

Le test du x? s'applique 2 des variables qualitatives a plusieurs modalités.

| Testd'indépendance

Etude de la liaison entre deux caractéres qualitatifs X et Y.

‘Ho : Les variables X et Y sont indépendantes

contre

‘H; : Les variables X et Y ne sont pas indépendantes

Nous considérons donc le tableau suivant :

Y
X Modalité 1 | ... | Modalité j | ... | Modalité J | Total
Modalité 1 myq myj myy Mie
Modalité i mijq . mij; e miy Mie
Modalité / mp my; my Mmie
Total Me1 Mej Mey Mee = N

ou m;; correspond aux nombre d'individus observés ayant la modalité i pour X et la

modalité j pour Y.
J I
La notation m;, correspond a Z m;;  etlanotation m,; correspond a Z mjj.
j=1 i=1
Le principe du test consiste & comparer les effectifs tels que nous les avons, a la répar-
tition que nous aurions si les variables étaient indépendantes. Dans ce cas, en consi-
dérant que les marges

(ml." .. 7mi.7' . ’mlosmoly- .. 1m.j7' .. 9m0.])
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sont fixées, nous pouvons calculer cette répartition théorique dans chacun des échan-

tillons. Nous avons alors :

miomoj

Cij = ———-
m..

Il s'agit donc des effectifs théoriques sous I'hypothese d'indépendance Hy. Afin d'étu-
dier 1'écart entre ces deux répartitions, observée et théorique, nous adoptons l'indice

suivant, di a Pearson
I 2
 _ (mij — cij)
Xow =) ———
i=1 j=1 ij
Les conditions d'application du test détaillé ci-dessous sont

Cij >5 et n=>=>50.

Sous I'hypothese nulle Hy et lorsque les conditions d'application du test sont remplies,
X2y, €st une réalisation d'une variable aléatoire qui suit approximativement une loi du
x2a(-DJ =1 degrés de liberté.

Pour un seuil fixé «, les tables de la loi du xz a(l —1)(J — 1) degrés de liberté, nous
fournissent une valeur critique ¢ telle que P [x*((/ — D(J = 1)) <c]=1-a. Si
nous utilisons un logiciel de statistique celui-ci nous fournit une p-valeur.

Regles de décision
Alors nous décidons
{HO est vraie si x> < c,

‘H, est vraie si X2 > c.

Dans le cas ot nous ne pouvons pas rejeter 'hypothese nulle H, et par
conséquent nous I'acceptons, nous devrions calculer le risque de seconde
espece du test. Dans le cadre de ce livre, nous ne donnerons pas la for-
mule pour calculer le risque et par conséquent la puissance du test.

1. Lorsque les conditions ne sont pas remplies, il existe des corrections,
par exemple celle de Yates, ou le test exact de Fisher dans le cas de
deux variables qualitatives a deux modalités.

2. S'll y a plus de deux modalités, nous pouvons essayer d'en regrouper si
cela est possible, c'est-a-dire si cela a un sens.

3. Ce test, tel qu'il est exposé, ne peut pas étre appliqué a des échantillons
appariés.
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)
9
Il Test d'adéquation d'une loi a une loi
donnée

Le test suivant est un test adapté pour s'intéresser a la possibilité d'une adéquation
d'une distribution a une loi de probabilité donnée. Il est adapté pour des lois de proba-
bilité discretes et peut étre également utilisé pour une loi continue entierement spéci-
fiée. Nous détaillons son application au cas d'une loi discréte de support fini définie
par (g, )x,ex avec Card X = N.

HO . (ka)xkeX = (qu)xkEX

contre

H, HPxIxex # (Qx)xex

Nous mesurons ensuite la distance entre les effectifs observés m; et les effectifs théo-
riques ¢; de la méme facon que dans le paragraphe précédent

1

(m; — c)?
Q=3 el

i=1 Ci

Les conditions d'application du test détaillé ci-dessous sont
¢, =5 et n>50.

Sous I'hypothese nulle Hj et lorsque les conditions d'application du test sont remplies,
X2, st une réalisation d'une variable aléatoire qui suit approximativement une loi du

x> a (I — 1) degrés de liberté, ol I est le nombre de modalités. La régle de décision
est identique au cas précédent.

Les incontournables boules

Nous sélectionnons 160 boules dans une urne a quatre couleurs dont nous ne connais-
sons pas la répartition. A partir de cet échantillon, nous voulons savoir s'il est pos-
sible que la répartition des couleurs dans I'urne soit de 9/16 de boules noires, 3/16 de
boules rouges, 3/16 de boules jaunes et 1/16 de boules vertes.

Les données ont été reportées dans le tableau suivant :

Couleurs Noir Rouge | Jaune Vert Total
Proportion 9 3 3 1 1
théorique 16 16 16 16

Effectif observé 100 18 24 18 160
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Solution

Nous allons calculer quels seraient les effectifs si la répartition théorique était respec-
tée. Ainsi avec les 160 boules, si la répartition théorique était respectée nous aurions
160 x 9/16 = 90 boules noires.

Nous obtenons les résultats suivants :

Couleurs Noir Rouge | Jaune Vert Total
Effectif
fect 90 30 | 30 10 160
théorique

Les effectifs théoriques sont tous supérieurs a 5 et 'effectif total est supérieur & 50. Les

conditions d'application du test d'adéquation du x? sont donc bien remplies.
Nous mesurons ensuite la distance entre les effectifs observés et les effectifs théo-
riques a l'aide de la statistique du khi-carré :

1

(m; — ci)?
Xops = ———

i=1 Ci

Nous obtenons une valeur x2,. = 13,5111. Pour o = 5%, la valeur critique d'une loi

du x? a 3 degrés de liberté vaut 7,8147 et par conséquent X2, > c. La répartition
observée nous permet d'affirmer que la répartition des couleurs au sein de 1'urne est
significativement différente de la répartition théorique introduite ci-dessus.
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30

Régression linéaire
par MCO

| Ajustement linéaire

Nous voulons ajuster la distribution de (X, Y) a une fonction linéaire ou affine
Y =aX +b. Cet ajustement s’appelle la régression linéaire de Y en X. Soit
(X1, Y1),...,(Xy,YyN) les données brutes.

Nous allons déterminer (ag, by) de maniere a ce que la fonction

N
da,b) =Y @Xi+b—-Y)?
k=1

ait un minimum global sur R? en (ao, by) (c’est pourquoi cette méthode s’appelle
aussi la méthode des moindres carrés). Le minimum de cette fonction positive et dif-
férentiable sur R? est réalisé en un unique point critique. Nous en déduisons les valeurs
de ag et by :

Cov(X,Y) r(X,Y)o(Y)
“T T T T e

by = p(Y) — aop(X).

Remarques

1. Ladroite D de régression par la méthode des moindres carrés, d’équa-
tion D : y = apx + by, passe par le centre de masse (p(X), pu(Y)) du
nuage de points (X1,Y;), ..., (Xn, Yn).

2. En échangeant les roles de X et Y nous obtenons la régression linéai-
re de X en Y. En général les deux droites de régression sont distinctes.

Il Variation expliquée et inexpliquée

Le but d’un modele de régression linéaire est d’expliquer une partie de la variation
de la variable expliquée Y du fait de sa dépendance linéaire a la variable explicative X.
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e Pour mesurer la variation de la variable Y, il est d’usage de considérer les diffé-
rences entre les observations Yj et leur moyenne p(Y). La somme des carrés

N

Z Y — (Y ))%est appelée la somme des carrés totale ou variation totale et est
k=1

notée SC;o;.

* Si la variable Y dépend de X, et que nous la mesurons sur des individus avec dif-
férentes valeurs de X, nous observerons une variation en conséquence. Ici nous ne
mesurons que la variation expliquée par la régression linéaire de Y en X obtenue

par la méthode des moindres carrés. Nous notons Y; la valeur prédite par ce mode-

N
. ( . > 2 .
le pour X = X;. Elle est évaluée par la somme des carrés Z (Yk — M(Y)) qui est
k=1
appelée la somme des carrés due a la régression ou variation expliquée par le
modele et est notée SC.g.

e Généralement, lorsque nous mesurons Y sur des individus avec une méme valeur
de X, nous observons encore une certaine variation. Il s’agit de la variation inex-
pliquée par la régression linéaire de Y en X obtenue par la méthode des moindres

carrés.
N

La somme des carrés Z (Yk - Yk)2 est appelée la somme des carrés des résidus
k=1

ou la somme des carrés résiduelle ou encore variation inexpliquée par le mode-

le et est notée SC,;.

Théoreme : Nous avons une décomposition des variations suivantes

N

N N
N W)= (- 1)+ Y (Y — ()’
k=1

k=1 k=1
Le pourcentage de la variation totale qui est expliquée par le modele est évalué par le
coefficient de détermination, noté R>, qui est défini par

,» _ Variation expliquée  SCp

Variation totale ~~ SC,,,

Remarques :

1. Le coefficient de détermination R? prend ses valeurs entre O et 1.

2. Plus le coefficient de détermination R? est proche de 1, plus les don-
nées sont alignées sur la droite de régression.
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Table des quantiles de la loi normale centrée et réduite
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Table de la fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite

.01

.02

.03

.04

.05

.06

.07

.08

.09

.5000
.5398
.5793
.6179
.6554
.6915
1257
7580
7881
8159

1 .8413
1.1 .8643
1.2 .8849
1.3 .9032
1.4 9192
1.5 .9332
1.6 .9452
1.7 .9554
1.8 .9641
1.9 9713

2 9772
2.1 9821
2.2 9861
2.3 .9893
24 9918
2.5 .9938
2.6 .9953
2.7 .9965
2.8 .9974
2.9 .9981

3 .9987

Nk L~

.5040
.5438
5832
.6217
.6591
.6950
7291
7611
7910
.8186
.8438
.8665
.8869
.9049
9207
.9345
.9463
9564
.9649
9719
9778
.9826
9864
.9896
9920
.9940
.9955
.9966
9975
9982
9987

.5080
5478
5871
.6255
.6628
.6985
7324
71642
7939
8212
.8461
.8686
.8888
.9066
9222
9357
9474
9573
.9656
9726
9783
9830
.9868
9898
9922
9941
9956
.9967
9976
9982
9987

5120
5517
5910
.6293
.6664
7019
1357
71673
71967
.8238
.8485
.8708
.8907
9082
9236
9370
9484
9582
.9664
9732
9788
9834
9871
9901
9925
.9943
9957
.9968
9977
9983
9988

5160
5557
5948
.6331
.6700
7054
71389
7704
71995
.8264
.8508
.8729
.8925
.9099
9251
9382
.9495
9591
9671
9738
9793
9838
9875
.9904
9927
.9945
.9959
.9969
9977
.9984
9988

5199
.5596
.5987
.6368
.6736
7088
7422
1734
.8023
.8289
.8531
.8749
.8944
9115
.9265
.9394
.9505
.9599
9678
9744
.9798
.9842
9878
.9906
.9929
.9946
.9960
9970
9978
.9984
.9989

5239
.5636
.6026
.6406
6772
7123
7454
7764
.8051
.8315
.8554
8770
.8962
9131
9279
.9406
9515
.9608
.9686
9750
.9803
.9846
9881
.9909
9931
.9948
9961
9971
9979
.9985
.9989

5279
5675
.6064
.6443
.6808
7157
7486
7794
.8078
.8340
8577
.8790
.8980
9147
9292
9418
9525
9616
.9693
9756
9808
9850
.9884
9911
9932
.9949
9962
9972
9979
.9985
9989

5319
S714
.6103
.6480
.6844
7190
517
1823
.8106
.8365
.8599
.8810
.8997
9162
.9306
.9429
9535
9625
.9699
9761
9812
9854
.9887
9913
9934
9951
.9963
9973
.9980
.9986
.9990

.5359
5753
.6141
.6517
.6879
1224
7549
71852
.8133
.8389
.8621
.8830
9015
9177
9319
9441
.9545
.9633
9706
9767
9817
9857
.9890
9916
.9936
9952
.9964
9974
9981
.9986
.9990
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© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Table de la loi de Student

ddl 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995
1 3.0777 6.3138 12.7062 31.8205 63.6567
2 1.8856 2.9200 4.3027 6.9646 9.9248
3 1.6377 2.3534 3.1824 4.5407 5.8409
4 1.5332 2.1318 2.7764 3.7469 4.6041
5 1.4759 2.0150 2.5706 3.3649 4.0321
6 1.4398 1.9432 2.4469 3.1427 3.7074
7 1.4149 1.8946 2.3646 2.9980 3.4995
8 1.3968 1.8595 2.3060 2.8965 3.3554
9 1.3830 1.8331 2.2622 2.8214 3.2498

10 1.3722 1.8125 2.2281 2.7638 3.1693
11 1.3634 1.7959 2.2010 2.7181 3.1058
12 1.3562 1.7823 2.1788 2.6810 3.0545
13 1.3502 1.7709 2.1604 2.6503 3.0123
14 1.3450 1.7613 2.1448 2.6245 2.9768
15 1.3406 1.7531 2.1314 2.6025 2.9467
16 1.3368 1.7459 2.1199 2.5835 2.9208
17 1.3334 1.7396 2.1098 2.5669 2.8982
18 1.3304 1.7341 2.1009 2.5524 2.8784
19 1.3277 1.7291 2.0930 2.5395 2.8609
20 1.3253 1.7247 2.0860 2.5280 2.8453
21 1.3232 1.7207 2.0796 2.5176 2.8314
22 1.3212 1.7171 2.0739 2.5083 2.8188
23 1.3195 1.7139 2.0687 2.4999 2.8073
24 1.3178 1.7109 2.0639 2.4922 2.7969
25 1.3163 1.7081 2.0595 2.4851 2.7874
26 1.3150 1.7056 2.0555 2.4786 2.7787
27 1.3137 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707
28 1.3125 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633
29 1.3114 1.6991 2.0452 2.4620 2.7564
30 1.3104 1.6973 2.0423 2.4573 2.7500
Tables

147



Table de la loi du \2, régions unilatérales

ddl 0.01 0.05 0.10 0.90 0.95 0.99
1 0.0002 0.0039 0.0158 2.7055 3.8415 6.6349
2 0.0201 0.1026 0.2107 4.6052 5.9915 9.2103
3 0.1148 0.3518 0.5844 6.2514 7.8147 11.3449
4 0.2971 0.7107 1.0636 7.7794 9.4877 13.2767
5 0.5543 1.1455 1.6103 9.2364 11.0705 15.0863
6 0.8721 1.6354 2.2041 10.6446 12.5916 16.8119
7 1.2390 2.1673 2.8331 12.0170 14.0671 18.4753
8 1.6465 2.7326 3.4895 13.3616 15.5073 20.0902
9 2.0879 3.3251 4.1682 14.6837 16.9190 21.6660
10 2.5582 3.9403 4.8652 15.9872 18.3070 23.2093
11 3.0535 4.5748 5.5778 17.2750 19.6751 24.7250
12 3.5706 5.2260 6.3038 18.5493 21.0261 26.2170
13 4.1069 5.8919 7.0415 19.8119 22.3620 27.6882
14 4.6604 6.5706 7.7895 21.0641 23.6848 29.1412
15 5.2293 7.2609 8.5468 22.3071 24.9958 30.5779
16 5.8122 7.9616 9.3122 23.5418 26.2962 31.9999
17 6.4078 8.6718 10.0852 24.7690 27.5871 33.4087
18 7.0149 9.3905 10.8649 25.9894 28.8693 34.8053
19 7.6327 10.1170 11.6509 27.2036 30.1435 36.1909

20 8.2604 10.8508 12.4426 28.4120 31.4104 37.5662

21 8.8972 11.5913 13.2396 29.6151 32.6706 38.9322

22 9.5425 12.3380 14.0415 30.8133 33.9244 40.2894

23 10.1957 13.0905 14.8480 32.0069 35.1725 41.6384

24 10.8564 13.8484 15.6587 33.1962 36.4150 42.9798

25 11.5240 14.6114 16.4734 34.3816 37.6525 443141

26 12.1981 15.3792 17.2919 35.5632 38.8851 45.6417

27 12.8785 16.1514 18.1139 36.7412 40.1133 46.9629

28 13.5647 16.9279 18.9392 37.9159 41.3371 48.2782

29 14.2565 17.7084 19.7677 39.0875 42.5570 49.5879
30 14.9535 18.4927 20.5992 40.2560 43.7730 50.8922
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© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Table de la loi du 2, régions bilatérales

ddl 0.01 0.05 0.10 0.90 0.95 0.99
1 0.0000 0.0010 0.0039 3.8415 5.0239 7.8794
2 0.0100 0.0506 0.1026 5.9915 7.3778 10.5966
3 0.0717 0.2158 0.3518 7.8147 9.3484 12.8382
4 0.2070 0.4844 0.7107 9.4877 11.1433 14.8603
5 0.4117 0.8312 1.1455 11.0705 12.8325 16.7496
6 0.6757 1.2373 1.6354 12.5916 14.4494 18.5476
7 0.9893 1.6899 2.1673 14.0671 16.0128 20.2777
8 1.3444 2.1797 2.7326 15.5073 17.5345 21.9550
9 1.7349 2.7004 3.3251 16.9190 19.0228 23.5894
10 2.1559 3.2470 3.9403 18.3070 20.4832 25.1882
11 2.6032 3.8157 4.5748 19.6751 21.9200 26.7568
12 3.0738 4.4038 5.2260 21.0261 23.3367 28.2995
13 3.5650 5.0088 5.8919 22.3620 24.7356 29.8195
14 4.0747 5.6287 6.5706 23.6848 26.1189 31.3193
15 4.6009 6.2621 7.2609 24.9958 27.4884 32.8013
16 5.1422 6.9077 7.9616 26.2962 28.8454 34.2672
17 5.6972 7.5642 8.6718 27.5871 30.1910 35.7185
18 6.2648 8.2307 9.3905 28.8693 31.5264 37.1565
19 6.8440 8.9065 10.1170 30.1435 32.8523 38.5823
20 7.4338 9.5908 10.8508 31.4104 34.1696 39.9968
21 8.0337 10.2829 11.5913 32.6706 35.4789 414011
22 8.6427 10.9823 12.3380 33.9244 36.7807 42.7957
23 9.2604 11.6886 13.0905 35.1725 38.0756 44,1813
24 9.8862 12.4012 13.8484 36.4150 39.3641 45.5585
25  10.5197 13.1197 14.6114 37.6525 40.6465 46.9279
26 11.1602 13.8439 15.3792 38.8851 41.9232 48.2899
27  11.8076 14.5734 16.1514 40.1133 43.1945 49.6449
28  12.4613 15.3079 16.9279 41.3371 44.4608 50.9934
29 13.1211 16.0471 17.7084 42.5570 45.7223 52.3356
30  13.7867 16.7908 18.4927 43.7730 46.9792 53.6720
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Table de la loi de Fisher-Snedecor, 0.=5 %

num den 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1614476 185128 10.1280  7.7086  6.6079  5.9874  5.5914 53177 51174  4.9646
2 199.5000 19.0000  9.5521  6.9443 57861  5.1433  4.7374 44590  4.2565  4.1028
3 2157073 19.1643  9.2766  6.5914 54095 47571  4.3468 4.0662  3.8625  3.7083
4 2245832 192468  9.1172 63882  5.1922  4.5337  4.1203 3.8379  3.6331 3.4780
5 2301619 19.2964  9.0135  6.2561 5.0503 43874  3.9715 3.6875  3.4817  3.3258
6 2339860 19.3295  8.9406  6.1631 49503 42839  3.8660 3.5806  3.3738  3.2172
7 2367684 193532  8.8867  6.0942 48759  4.2067  3.7870 3.5005  3.2927  3.1355
8 238.8827 193710  8.8452  6.0410  4.8183  4.1468  3.7257 34381 32296  3.0717
9 240.5433 19.3848  8.8123 59988 47725 4.0990  3.6767 3.3881  3.1789  3.0204

10 241.8817 19.3959  8.7855  5.9644 47351  4.0600  3.6365 3.3472  3.1373 29782
11 2429835 19.4050 8.7633 59358 47040  4.0274  3.6030 33130  3.1025  2.9430
122439060 19.4125 8.7446 59117  4.6777 3.9999  3.5747 3.2839  3.0729 29130
13 244.6898 19.4189  8.7287  5.8911 4.6552 39764  3.5503 3.2590  3.0475  2.8872
14 2453640 19.4244  8.7149  5.8733  4.6358  3.9559  3.5292 3.2374  3.0255  2.8647
15 2459499 194291  8.7029  5.8578  4.6188 39381  3.5107 3.2184  3.0061 2.8450
16 246.4639 194333  8.6923  5.8441 4.6038 39223 3.4944 32016 29890  2.8276
17 2469184 19.4370  8.6829  5.8320  4.5904  3.9083  3.4799 3.1867 29737  2.8120
18 2473232 19.4402  8.6745  5.8211 45785  3.8957  3.4669 3.1733 29600  2.7980
19 247.6861 19.4431 8.6670  5.8114 45678  3.8844  3.4551 3.1613 29477  2.7854
20 248.0131 19.4458  8.6602  5.8025  4.5581  3.8742  3.4445 3.1503 29365  2.7740
21 2483094 19.4481  8.6540  5.7945  4.5493  3.8649  3.4349 3.1404 29263  2.7636
22 248.5791 19.4503  8.6484  5.7872 45413  3.8564  3.4260 3.1313 29169  2.7541
23 248.8256 19.4523  8.6432  5.7805 45339  3.8486  3.4179 3.1229 29084  2.7453
24 249.0518 19.4541  8.6385  5.7744  4.5272 38415  3.4105 3.1152 29005  2.7372
25  249.2601 19.4558  8.6341  5.7687  4.5209  3.8348  3.4036 3.1081  2.8932  2.7298
26 2494525 19.4573  8.6301  5.7635 45151  3.8287  3.3972 3.1015  2.8864  2.7229
27 249.6309 19.4587  8.6263  5.7586  4.5097  3.8230  3.3913 3.0954  2.8801 2.7164
28 249.7966 19.4600  8.6229  5.7541 45047  3.8177  3.3858 3.0897  2.8743 27104
29 2499510 19.4613  8.6196 57498  4.5001  3.8128  3.3806 3.0844  2.8688  2.7048
30 250.0951 19.4624  8.6166  5.7459  4.4957 3.8082  3.3758 3.0794  2.8637  2.6996
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© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Table de la loi de Fisher-Snedecor, o = 5§ % (suite)
num den 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 48443 47472 46672 46001 45431 44940 44513 44139 43807 43512
2 3.9823  3.8853 3.8056  3.7389  3.6823  3.6337  3.5915  3.5546 3.5219  3.4928
3 3.5874 34903 34105 33439 32874 32389 31968  3.1599 3.1274  3.0984
4 33567 32592 31791  3.1122  3.0556  3.0069 29647 29277 28951  2.8661
5 32039 31059  3.0254 29582 29013  2.8524 28100 27729 27401  2.7109
6 3.0946 29961 29153 28477 27905 27413 2.6987  2.6613 2.6283  2.5990
7 3.0123 29134 28321 27642 27066 2.6572 26143 25767 25435 25140
8 2.9480  2.8486 27669  2.6987  2.6408  2.5911 25480 25102 24768 24471
9 2.8962 27964 27144 26458 25876 25377 24943 24563 24227 23928
10 2.8536 27534 26710  2.6022 25437 24935 24499 24117 23779 23479
11 2.8179 27173 26347  2.5655 25068 24564 24126 23742 23402 23100
12 27876 2.6866 2.6037  2.5342 24753 24247 23807 23421 23080 22776
13 27614 26602 25769  2.5073 24481 23973 23531 23143 22800 22495
14 27386 2.6371 25536 24837 24244 23733 23290 22900 22556  2.2250
15 27186 26169 25331 24630 24034 23522 23077 22686 22341 22033
16 27009 25989 25149 24446 23849 23335 22888 22496 22149  2.1840
17 2.6851 25828 24987 24282 23683 23167 22719 22325 21977  2.1667
18 26709  2.5684 24841 24134 23533 23016 22567 22172 21823  2.1511
19 26581 25554 24709 24000 23398 22880 22429 22033 2.1683  2.1370
20 2.6464 25436 24589 23879 23275 22756 22304 21906 2.1555 = 2.1242
21 2.6358  2.5328 24479 23768 23163 22642 22189 21791 2.1438  2.1124
22 26261 25229 24379 23667 23060 22538 22084 21685 2.1331  2.1016
23 26172 25139 24287 23573 22966  2.2443 21987  2.1587 2.1233 20917
24 26090 25055 24202  2.3487 22878 22354 21898  2.1497 2.1141  2.0825
25 26014 24977 24123 23407 22797 22272 21815 21413 21057  2.0739
26 2.5943 24905 24050 23333 22722 22196 21738 21335 2.0978  2.0660
27 2.5877 24838 23982 23264 22652 22125 21666  2.1262 2.0905  2.0586
28 25816 24776 23918 23199 22587 22059 21599  2.1195 2.0836  2.0517
29 25759 24718 23859 23139 22525 21997 21536 21131 20772  2.0452
30 25705 24663 23803 23082 22468  2.1938 21477  2.1071 20712  2.0391
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Table de la loi de Fisher-Snedecor, 0.=2,5 %

num den 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 6477890 385063 17.4434 122179 10.0070 8.8131  8.0727 7.5709  7.2093 6.9367
2 799.5000 39.0000 16.0441 10.6491  8.4336 7.2599  6.5415 6.0595 5.7147 5.4564
3 864.1630 39.1655 154392 99792  7.7636 6.5988  5.8898 5.4160 5.0781 4.8256
4 899.5833 39.2484 151010  9.6045  7.3879 6.2272  5.5226 5.0526 4.7181 4.4683
5 921.8479 39.2982 14.8848  90.3645  7.1464 59876  5.2852  4.8173  4.4844 4.2361
6  937.1111 393315 147347  9.1973 69777 5.8198 5.1186  4.6517 4.3197 4.0721
7 9482169 39.3552 14.6244  9.0741  6.8531 5.6955 49949 45286 4.1970 3.9498
8  956.6562 39.3730 14.5399 89796  6.7572 5.5996  4.8993 44333 4.1020 3.8549
9  963.2846 39.3869 14.4731  8.9047  6.6811 5.5234  4.8232 43572 4.0260 3.7790

10 968.6274 39.3980 14.4189  8.8439  6.6192 54613  4.7611 42951  3.9639 3.7168
11 973.0252 39.4071 143742  8.7935  6.5678 5.4098  4.7095 4.2434 39121 3.6649
12 976.7079 39.4146 143366  8.7512  6.5245 5.3662  4.6658 4.1997  3.8682 3.6209
13 979.8368 39.4210 143045 87150  6.4876 5.3290  4.6285 4.1622  3.8306 3.5832
14 982.5278 39.4265 142768  8.6838  6.4556 52968  4.5961 4.1297  3.7980 3.5504
15 984.8668 39.4313 14.2527  8.6565  6.4277 52687  4.5678 4.1012  3.7694 3.5217
16 9869187 39.4354 14.2315 8.6326  6.4032 5.2439 45428 4.0761  3.7441 3.4963
17 988.7331 39.4391 142127 8.6113  6.3814 52218 4.5206  4.0538 3.7216 3.4737
18 990.3490 39.4424 14.1960  8.5924  6.3619 52021  4.5008 4.0338  3.7015 3.4534
19 991.7973 39.4453 14.1810  8.5753  6.3444 5.1844 44829  4.0158 3.6833 3.4351
20 993.1028 39.4479 14.1674  8.5599  6.3286 5.1684  4.4667 3.9995  3.6669 3.4185
21 994.2856 39.4503 14.1551  8.5460  6.3142 5.1538  4.4520 3.9846  3.6520 3.4035
22 9953622 39.4525 14.1438 85332  6.3011 5.1406  4.4386 39711  3.6383 3.3897
23 996.3462 39.4544 14.1336  8.5216  6.2891 5.1284  4.4263 3.9587  3.6257 3.3770
24 997.2492 39.4562 14.1241 85109  6.2780 5.1172  4.4150 3.9472  3.6142 3.3654
25 998.0808 39.4579 14.1155 85010  6.2679 5.1069  4.4045 3.9367 3.6035 3.3546
26 998.8490 39.4594 14.1074 84919  6.2584 5.0973  4.3949 3.9269  3.5936 3.3446
27 999.5609 39.4609 14.1000  8.4834  6.2497 5.0884  4.3859 39178 3.5845 3.3353
28 1000.2225 39.4622 14.0930  8.4755  6.2416 5.0802  4.3775 3.9093  3.5759 3.3267
29 1000.8388 39.4634 14.0866  8.4681  6.2340 5.0724 43697 3.9014  3.5679 3.3186
30 1001.4144 39.4646 14.0805 8.4613  6.2269 5.0652  4.3624 3.8940  3.5604 3.3110
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© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Table de la loi de Fisher-Snedecor, o = 2,5 % (suite)

num den 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 6.7241 6.5538 6.4143 6.2979 6.1995  6.1151 6.0420 5.9781 5.9216 5.8715
2 5.2559 5.0959  4.9653 4.8567 4.7650  4.6867 4.6189 4.5597 4.5075 44613
3 4.6300 4.4742  4.3472 4.2417 4.1528  4.0768 4.0112 3.9539 3.9034 3.8587
4 4.2751 41212 3.9959 3.8919 3.8043  3.7294 3.6648 3.6083 3.5587 3.5147
5 4.0440 3.8911 3.7667 3.6634 3.5764  3.5021 3.4379 3.3820 3.3327 3.2891
6 3.8807 3.7283 3.6043 3.5014 34147  3.3406 3.2767 3.2209 3.1718 3.1283
7 3.7586 3.6065 3.4827 3.3799 32934 32194 3.1556 3.0999 3.0509 3.0074
8 3.6638 3.5118 3.3880 3.2853 3.1987  3.1248 3.0610 3.0053 2.9563 29128
9 3.5879 34358  3.3120 3.2093 3.1227  3.0488 2.9849 2.9291 2.8801 2.8365

10 3.5257 3.3736  3.2497 3.1469 3.0602  2.9862 2.9222 2.8664 2.8172 2.7737
11 3.4737 3.3215 3.1975 3.0946 3.0078  2.9337 2.8696 2.8137 2.7645 2.7209
12 3.4296 3.2773 3.1532 3.0502 2.9633  2.8890 2.8249 2.7689 2.7196 2.6758
13 3.3917 3.2393 3.1150 3.0119 2.9249  2.8506 2.7863 2.7302 2.6808 2.6369
14 3.3588 3.2062  3.0819 2.9786 2.8915  2.8170 2.7526 2.6964 2.6469 2.6030
15 3.3299 3.1772  3.0527 2.9493 2.8621 2.7875 2.7230 2.6667 2.6171 2.5731
16 3.3044 3.1515 3.0269 2.9234 2.8360 2.7614 2.6968 2.6404 2.5907 2.5465
17 3.2816 3.1286  3.0039 2.9003 2.8128  2.7380 2.6733 2.6168 2.5670 2.5228
18 3.2612 3.1081 2.9832 2.8795 27919 27170 2.6522 2.5956 2.5457 2.5014
19 3.2428 3.0896  2.9646 2.8607 2.7730  2.6980 2.6331 2.5764 2.5265 2.4821
20 3.2261 3.0728 2.9477 2.8437 2.7559  2.6808 2.6158 2.5590 2.5089 2.4645
21 3.2109 3.0575 2.9322 2.8282 2.7403  2.6651 2.6000 2.5431 2.4930 2.4484
22 3.1970 3.0434 29181 2.8139 2.7260  2.6507 2.5855 2.5285 2.4783 2.4337
23 3.1843 3.0306  2.9052 2.8009 27128  2.6374 2.5721 2.5151 2.4648 2.4201
24 3.1725 3.0187  2.8932 2.7888 27006  2.6252  2.5598 2.5027  2.4523 2.4076
25 3.1616 3.0077 2.8821 2.7777 2.6894  2.6138 2.5484 24912 2.4408 2.3959
26 3.1516 29976  2.8719 2.7673 2.6790  2.6033 2.5378 2.4806 2.4300 2.3851
27 3.1422 2.9881 2.8623 2.7577 2.6692  2.5935 2.5280 2.4706 2.4200 2.3751
28 3.1334 2.9793 2.8534 2.7487 2.6602  2.5844 2.5187 2.4613 2.4107 2.3657
29 3.1253 29710  2.8451 2.7403 2.6517  2.5758 2.5101 2.4527 2.4019 2.3569
30 3.1176 2.9633 2.8372 2.7324 2.6437  2.5678 2.5020 2.4445 2.3937 2.3486
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Index

A corrélées 59, 77
covariance 76, 122
approximation de la loi binomiale par de v.a.d. 59
la loi de Poisson 101
la loi normale 102 D
approximation de la loi hypergéométrique par
la loi binomiale 101 dénombrable 8
au plus dénombrable 8 densité 105, 106
de probabilité 72
B diagramme en batons 112
différence 4
biais d’un estimateur 128 symétrique 4
boite de dispersion 119 distribution
conditionnelle des fréquences 122
C conjointe 121
continue 112
caracteres 110 des effectifs et des fréquences 121
multiples 110 marginale des effectifs et des fréquences
qualitatifs 110 122
quantitatifs 110 statistique discrete 111, 112
simples 110 statistique groupée 112
caractéristiques données brutes 110
de forme 118
de position 116 E
classe modale 116
coefficient écart quadratique moyen 128
d'aplatissement 51 écart-type 50
d'asymétrie 51 échantillon aléatoire 125
de corrélation linéaire 123 effectif 111, 112
de Fisher 118 cumulé 111, 112
de Pearson 118 du couple 121
de Fisher 118 effectif et fréquences marginaux 121
de Pearson 118 ensemble(s)
complémentaire 4 des événements 28
convergence des parties 5
en loi 99 finis 9
en probabilité 99 équation de vraisemblance 132
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équiprobabilité 34
espace probabilisé 34
fini 33
espérance 105
mathématique 48, 73
estimateur 127
asymptotiquement sans biais 128
convergent 129
corrigé de la variance 129
de la moyenne 129
de la variance 129
du maximum de vraisemblance 131
relativement plus efficace 128
sans biais 128
sans biais optimal 128
estimation 127
ensembliste 133
par intervalle de confiance 133
événement(s) 27
certain 28
élémentaire 28
impossible 28
incompatibles 28
indépendants 39

F

fonction

caractéristique 6

de répartition 44, 72, 105

génératrice 16, 51

génératrice des moments 51, 75
formule

de Bayes 38

de Huygens 50, 59, 75, 77

de Poincaré 9, 33, 37

des probabilités composées 38

des probabilités totales 38

du bindme de Newton 10

du crible 9, 33, 37
fréquence(s) 111, 112

conditionnelle 122

cumulée 111, 112, 113

du couple 121

H

histogramme 113
hypothese

alternative 137
de référence 137
nulle 137

image 5
réciproque 5
indépendance 122
de deux v.a.d. 57
deux a deux d’une famille de v.a. 76
deux a deux d’une famille de v.a.d. 58
deux a deux de n événements 40
mutuelle d’une famille de v.a. 76
mutuelle d’une famille de v.a.d. 57
mutuelle d’une suite infinie d’événements
40
mutuelle de n événements 39
individus 109
inégalité
de Bienaymé-Tchébychev 100
de Markov 100
intégrales doubles et plus 22
intersection 4
intervalle
de confiance 133, 134, 135
de probabilité 133, 134, 135

L

loi(s)
béta 93
binomiale 63
conjointe 56
d’un couple 56
de Bernoulli 62
de Cauchy 87
de Fisher-Snedecor 87
de Poisson 69
de Student 86
faible des grands nombres 100
gamma 91
géométrique 68
hypergéométrique 63
normale 80
normale centrée-réduite 79
uniforme continue 90
uniforme discrete 62
conditionnelles 57
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marginales 56

M

matrice
de variance-covariance 106
de variance-covariance de X 105
médiane 116
méthode des moindres carrés 143
mode 116
modele
d’échantillonnage 125
non paramétrique 126
paramétrique 126
probabiliste 125
statistique 126
moment
centré 49, 74
simple 49, 74
moyenne arithmétique 117

N

nombre
d’arrangements 10
de permutations 10
des combinaisons 10

P

parametre inconnu 125
partition 4
plurimodale 116
polygone
des effectifs 112, 113
des fréquences 112, 113
des fréquences cumulées 113
population 109
probabilité(s) 28
conditionnelle 37
uniforme 34
d’erreur de 1 et 2¢ espece 137
produit cartésien 5
puissance d’un test 137

Q

quartiles 116

R

région
critique 138
d’acceptation 138
régression linéaire 143
réunion 4

S

o-algebre(s) 28
engendrée par une famille d’événement
39
indépendantes 39
séries doubles 21
simulation 97
somme
des carrés due a la régression 144
des carrés résiduelle 144
des carrés totale 144
statistique
de I’échantillon 125
descriptive 109
inférentielle 109
systeme complet d’événements 38

T

test(s)
bilatéral 138
d'adéquation 141
unilatéral 138
d’hypothese 137
théoréeme
de Cramer-Wold 105
de Fisher 134
de Fubini 21, 23
de la limite centrée 101
tribu 28

U

unimodale 116
univers 27

\'

v.a.d. 59
variable aléatoire
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centrée 50, 75

continue 72

discrete 45

parente 125

réduite 50, 75

réelle 44
variable centrée et réduite 50, 75
variables marginales 56
variance 50
variation

expliquée 144

expliquée par le modele 144

inexpliquée par le modele 144

totale 144
vecteur(s)
aléatoire 105
aléatoires gaussiens 106
gaussien a p dimension 106
vraisemblance 131

Z

zone
d’acceptation 138
de rejet 138
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