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Correction de la série de TD n°1

Exercice 1. Soit d une distance sur R".

1. Montrer que l'application d’ définie sur R" x R™ par d'(z,y) = /d(x,y) est
une distance sur R".

2. On définit sur R" la distance suivante : d'(x,y) = /||z — y||. La distance d’
est-elle associée a une norme?

Solution. 1. Par définition, I'application d’ définie sur R” x R"™ par d'(z,y) =
\d(z,y) est positive. vérifie-elle les 3 propriétés d'une distance?

i) Laséparation : V(z,y) € R"xR", d'(z,y) =0< /d(z,y) =0 & d(x,y) =
0 < x =y, puisque d est une distance.

i1) Lasymétrie: V(z,y) € R"xR", d'(z,y) = \/d(z,y) = \/d(y,z) = d'(y,x

i1i) L’inégalité triangulaire : Pour tout (z,y,2) € R” x R™ x R” et puisque d
est une distance, on a d(z,y) < d(z, z) +d(z,y). Or la fonction usuelle de
la racine ¢ — v/t est croissante, alors on a \/d(z,y) < \/d(z,z) + d(z,y).
En utilisant le fait que v+t < v/t + V' (& vérifier), on déduit que
Vd(z,2) + d(z,y) < +\/d(x, 2) + \/d(z,y). Par conséquence, \/d(z,y) <
Vd(z,2) ++/d(z,y). Don d'(z,y) < d'(z,2) + d(z,vy).

Finalement, I'application d’ vérifie bien les 3 conditions d’une distance. Donc,
d' est une distance sur R".

2. Sur R™ et pour n’importe quelle norme || ||, 'application d définie par d(z,y) =
||z — yl|| est la distance associée & cette norme. D’apres la premiére question,
l'application d’ définie par d'(z,y) = \/||z — y|| est aussi une distance sur R".
Supposons que cette distance d’ est induite par une norme N sur R", ¢’est-a-
dire qu’il existe une norme N telle que pour tous z,y € R", d'(z,y) = N(z—y).
En particulier, pour tout € R\ {0} on a d'(z,0) = N(z). Ce qui entraine
que

V2y/lall = V2]l = VI[22]] = d'(22,0) = N(2¢) = 2N (2) = 2d'(2,0) = 2/]|]],

qui est une contradiction puisque le vecteur x est non nul. Par conséquent, la
distance d’ n’est associée a aucune norme sur R"™.

Exercice 2. On sait que || ||1, || ||2 et || || sont des normes sur R™. Plus généralement,
pour p € [1,+o0[ et = (x1,...,2,) € R™ on pose

n ,
el = <Z|wi|”> :
i=1
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1. Montrer que || ||, définit une norme sur R™.
Indication: Utiliser 'inégalité de Minkowski suivante

3=

(o 90 4 [+ 9alP)7 < (2l 4 )P+ (ol + -+ [yal)
pour tous réels xq,...,%n, Y1, ..., Yn.
2. Montrer que pour tout p € [1,400[ les normes || ||, et || || sont équivalentes.
3. Déduire que pour tout x € R" on a

Tim o], = 1]

3=

Solution. 1. Par définition, I'application || ||, définie sur R par |||, = (3_1; |=:]?)
est positive. vérifie-elle les 3 propriétés d’une norme?

i) La séparation : Pour tout z = (z1,...,2,) € R™,

1

el =0 (zw) 0 S P =0
i=1 i=1

&z =0,Vie{l,...,n} & x,=0,Vie {1,...,n}
@.T:O]Rn.

i1) L’homogénéité : Pour tous x = (x1,...,2,) ER" et A€ Ron a
1 1
n P n 4
ety = () = (i
i=1 i=1

1 1
: (WZW) = Ix (ZW)
=1 =1

= [Alll]lp-

i11) L’inégalité triangulaire : Pour tous z = (z1,...,2,) E R" ety = (y1,...,yn) €
R™, on a

S =

1
n »
lz+yll, = (Z k2 +y¢|p> = (lzr + "+ lz2 + 90" + -+ + |20 + 90l”)
i=1

i

3 =

< (Jog P 4 |@of? + -+ + |xn|p)%—|—(|y1|” + 2P 4+ -+ |ya]?)? (Inég. de Minkow

1 1
n ) n P
- (Zimp) + (Zw) = [lz]lp + [yl
=1 =1

Finalement, I'application || ||, vérifie bien les 3 conditions d’une norme. Donc,
| ||, est une norme sur R™.
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2. Soit p € [1, +oo[. Montrons que les deux normes || ||, et || || sont équivalentes,
c’est-a-dire qu’il existe a > 0 et 8 > 0 tels que

aflz]le < flzllp < Bllzfleo, Vo € R™
Soit z € R", il existe ig € {1,...,n} tel que

[2lloe = sup 2| = sup(|aa, |2al, - [enl) = [

n
On a |z;|P < > |x;|P, alors

1
2]l = |2io| = (|2 ") (ZI%I”)

Dot ||zl < ||z]|,, et par suite on peut choisir a = 1.
Maintenant, pour tout ¢ € {1,...,n} on a |z;| < ||z||e. Alors,

il < [lefl%, Vie{l,...,n}.

Donc,
n n
Dozl <k,
i=1 i=1

c’est-a-dire,
n

> lail? <l

i=1

ce qui implique que
(Z |sz7’> < (nflaz)"

Par conséquence, [z, < ne ||z||so. Alors, on peut prendre § = n7. Finalement,
on a 1
[2]loe < |2, < 17|70, Yz € R™

Ce qui signifie que les deux normes || ||, et || || sont équivalentes.

3. Soit z € R™. D’apres la question précédente, on a ||z < ||z||, < n%HxHOO, Vp €
[1,+o00[. Par passage a la limite, on a

lim [l < lim [l < lim (n7]l2]l)
p—00 p—00 pP—00

Or lim [z = oo et lim (n%||x||oo) - <hm n) 2]lo0 = |2l puisque
—00 p—00

lim n; = lim exp( Inn) = 1. Par suite,
p—r00 p—00

Jim [|zfl, = [l o-
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Exercice 3. Soient a et b deux réels strictement positifs. On pose

z? |y 2
N(.T,y): _+b27 V(x,y)E]R
1. Montrer que N est une norme sur R2.
2. Prouver que les normes N et || ||2 sont équivalentes.

3. Déterminer et dessiner les boules fermées unitées pour les normes N et || ||o.

Solution. 1. Pour tout X = (z,y) € R® on a N(X) = N(z,y) = ,/xj + y > 0.
Reste a montrer que 'application N satisfait les 3 propriétés d’une norme sur

x
R%. Pour simplifier les calculs, on peut remarquer que N(z,y) = ||(=, %)Hg et

a

on utilise le fait que || ||2 est une norme.

i) La séparation : Pour tout (z,y) € R?, on a

B 332 y2_ Ty B

Ny =0e |5+ L =0e I, D)L =0
Y r Yy

S (=,9)=(00,00=-===0
Ch=00e=1

i1) L’homogénéité : Pour tous X = (x,y) E R* et A€ Ron a

NOX) = N, 9) = NOw, xy) = (22,22,

= NG Dlle = NI Dz = AN (. y) = AN(X).

Alors N(AX) = |\ X, VX € R%

ii1) L’inégalité triangulaire : Pour tous X = (z,y) € R? et X' = (2/,y/) € R?,
on a

N(X +X') = N((z,y) + (',y) = N@+ 2",y +¢
:“(x+x’ v+

PR )H2=|\(5ag)+(
ry Yy
<IE D+ 1, Dl

ZN(:v,y)JrN(w,y)
— N(X) + N(X)).

Finalement, I'application N vérifie bien les 3 conditions d’une norme. Donc,
N est une norme sur R2.
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2. Posons o« = max(a, b) et § = min(a, b), alors
1 1
—<-<
a”a

ce qui entraine que

c’est-a-dire,
1 1 ,
M@ yllz < Niz,y) < BH(Ly)IIz, V(z,y) € R

Ce qui signifie que les deux normes N et || ||2 sont équivalentes.

3. Pour la norme || [|2, la boule fermée unité est B | (Ogz,1) et on a

Bj |,(0pz, 1) = B} ,((0,0), 1) = {(z,y) € R*| [|(z,y)[|> < 1}

= {(z,y) e R?| Va2 +42 <1}

={(z,y) e R*| ” +y* < 1}

qui représente le disque de centre (0,0) et de rayon 1.

Figure 1: Boule fermée unité pour la norme || |2
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Pour la norme N, la boule fermée unité est B (Ogz2, 1) et on a

By (Ogz, 1) = By((0,0),1) = {(z,y) € R*| N(z,y) <1}

l‘2 y2
= {(wy) RS+ L <)
.’L'2 y2
= {wy) e S+ <)

qui représente lellipse de centre (0,0) et de demi-axes a et b.

Figure 2: Boule fermée unité pour la norme N

Exercice 4. Soit £ un espace vectoriel sur R muni de deux normes équivalentes
Ni et Ny. Montrer qu’une suite (x,)n,en de E converge vers [ pour la norme Nj si,
et seulement si, elle converge vers [ pour la norme Nj.

Solution. N7 et Ny sont deux normes équivalentes sur 1’espace vectoriel normé F,
alors il existe deux réels strictement positifs a > 0 et § > 0 tels que

OéN1<I‘) S NQ(IL‘) S ,6N1<I‘), Vo € E.

Soit (2, )nen une suite de E qui converge vers [ pour la norme Ny, alors
€
Ve >0, Ing €N, Vn >ng ona Ny(z, —1) < E

Ce qui implique que
Ve >0, Ing €N, Vn >ng ona BNi(z,—1) <e.

D’apres I’équivalence entre les deux normes Ny et Ny, on a No(x, —1) < BNy (z, —1)
et par suite
Ve >0, dng € N, Yn>ny ona No(xz, —1) <e.
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Ce qui signifie que la suite (z,),en converge aussi vers [ pour la norme Ns.
Réciproquement, Soit (x,,)nen une suite de E qui converge vers [ pour la norme N,
alors

Ve >0, dng € N, Yn>ny ona No(x, —1) < ae.

D’apres I’équivalence entre les deux normes Ny et Ny, on a aNy(z, —1) < Ny(z,, —1)
et par suite

Ve >0, Ing €N, Vn >ny ona alNi(z, —1) < ae.

c’est-a-dire,
Ve >0, dng €N, Vn>ng ona Ni(z,—1) <e.
Ce qui signifie que la suite (x,,)nen converge aussi vers [ pour la norme N;. D’ou la

notion de la convergence ne change pas si on change une norme par une autre norme
équivalente.

Exercice 5. Déterminer si les ensembles suivants sont ouverts ou fermés :

A={(z,y) eR*|0 <[z —1] <1} B={(x,y) eR*|0 <z <y}
C={(z,y) eR* [ ]a] <Let |y| <1} D={(z,y) eR* |z €Qety € Q}
E={(z,y) eR* |z ¢Qou y¢Q} F={(z,y) € R* | 2* +y* < 4}.
Solution.
x A={(z,y) eR?|0< |z —1| <1}

= {(z,y) eER?*|-1<x—-1<0 ou 0<z—1<1}

= {(z,y) eR?*|0<z<1 ou 1<z<2}

= {(z,y) e R? | z €]0, 1[U]1, 2[}

e i T T Ty, Ty iy, . ]
—_ = e e e e = =

A est un ouvert de R% En effet, pour tout (a,b) € A, on a a €]0,1[U]1,2].
Or ]0, 1[U]1, 2] est un ouvert de R, alors il existe ¢ > 0 tel que |a — €,a + ¢[C
10, 1{U]1, 2[. Montrons que Bge | .. ((a,b),e) C A. Soit (x,y) € Bz .. ((a,b),€),
alors ||(z,y)—(a,b)]|« < €, c’est-a-dire, |[(z—a,y—0b)|l« < €. Donc, |[z—al < ¢,
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ce qui entraine que x €la—e, a+¢[, d’ot z €]0, 1[U]1, 2[ et par suite (x,y) € A.
Alors, pour tout (a,b) € A, il existe € > 0 tel que Bgz | ((a,b),g) C A, ce
qui signifie que A est un ouvert de R?. Maintenant, est-il un fermé de R??
Remarquons que (%,O)neN* est une suite dans A qui converge vers (0,0) (&
vérifier), mais la limite (0,0) ¢ A. Alors cette partie n’est pas fermée dans R?.

* B={(zy)eR*|0<z<y}

B est une partie fermée de R%. En effet, soit (2, ¥n)nen une suite dans B qui
converge vers une limite (a,b). Donc lim 2z, = a et lim y, = 0.
n—oo n—oo

Comme (z,,y,) € B pour tout n € N, alors

0<mz, <y, VneN,

ce qui implique que

0 < lim z, < lim y,,
n—oo n—oo

c’est-a-dire,
0<a<hbd.

Ce qui entraine que (a,b) € B, et par suite la partie B est fermée dans R?.
Par contre, le point (0,0) € B et pour tout € > 0 on a Bgz | ..((0,0),¢) € B,
puisque (—5,0) € Bge |.((0,0),€) et (=5,0) ¢ B. D'ou, la partie B n’est
pas un ouvert dans R2.

x C={(r,y) eR?*||z|<let |y <1}
= {(z,y eR?|-1<z<let —1<y<1}
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La partie C' n’est pas ouvert. Il suffit de trouver un point de C' tel que toute
boule de centre ce point n’est pas inclue dans C' le point (0, 1) € C' et pour tout
e>0ona Bge.((0,1),e) € C. En effet, on a (0,14 5) € Bgz ..((0,1),¢)
mais (0,14 5) ¢ C.

La partie C n’est pas fermée. Il suffit de trouver une suite dans C' qui converge
vers une limite, mais cette limite n’appartient pas a C. on consideére la suite
(1-— %, 0)nens, elle converge vers le point (1,0), puisque

1 1
lim (1 —=,0) — (1,0 — lim [|(——,0 — i
im [|(1 = —,0) = (L0l oo = Jm [I(=—,0)lly j. = lim

n—00 n—oo M,

| —

=0.

Par contre le point (1,0) ¢ C.

x D={(r,y) eR? |z €QetyecQl

On sait que Q et R\Q sont denses dans R, c’est-a-dire, pour tous a < b dans
R, il existe r € Q et z € R\Q tels que a < r < b et a < x < b. Montrons
que D n’est pas un ouvert de R2. Prenons le point (0,0) € D, pour tout & > 0
il existe x € R\Q tel que 0 < < e. Alors (,0) € By ,((0,0),¢), puisque
[|(x,0) — (0,0)]l; <&, mais on a (x,0) ¢ D et par suite Bj ,((0,0),¢) € D.
La partie D est aussi non fermée. En effet, d’apres la densité de Q dans
R, il existe une suite (r,),en dans Q qui converge vers le nombre irrationnel
V2. Alors (7,,0)nen est une suite dans D qui converge vers (v/2,0), mais
(v/2,0) ¢ D. Ce qui entraine que D n’est pas fermée dans R?.

* E={(z,y) eR’ |z ¢ Qouy¢ Q}.
OnakFE = Cé’g et comme D n’est ni ouvert, ni fermé. Alors, il en est de méme
pour F, il n’est ni ouvert, ni fermé.

x  F={(z,y) e R? | 22 +y? < 4}.

= {(z,y) e R? | /22 + 12 < 2}
{(z,y) e R?* | [|(z,y)]l2 < 2}
= By ,((0,0),2)
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La partie F' est la boule ouverte, pour la norme euclidienne || [|2, de centre
(0,0) et de rayon 2. Alors F est un ouvert de R% Est-elle fermée? La suite
(2 —%,0),en+ est une suite dans F' qui converge vers (2,0), mais cette limite
(2,0) ¢ F. Ce qui implique que F n’est pas fermée.

Exercice 6.

1. Montrer que toute Sphere de R™ est un fermé. Est-elle compacte?

2. Prouver que toute partie finie A de R™ est fermée. Est-elle compacte?
Solution.

1. Soit S(a,r) une sphere de R™ pour une norme || ||, ¢’est-a-dire,
S(a,r)= {zeR"/||lx—a| =71}
= [eRYlr—a| >ret |z —af <1}
{r eR"/||lx —al <r}n{z e R"/|lz —al = r}
B'(a,r)N{zx € R"/||z —al < r}¢
= B'(a,r)nCZ""
S(a,r)= B'(a,r)\B(a,r)

On a la boule ouverte B(a, ) est un ouvert, alors son complémentaire Bﬁf:"’") est

un fermé. Comme la boule fermée B’(a,r) est un fermé, alors B'(a,r)N Eﬁéa’”
est aussi un fermé de R™. Par conséquence, la sphere S(a,r) est fermée dans
R”. Est-elle compacte? En effet, pour tout € S(a,r) on a ||z — a|| = r. Or,
llz]| = llall] < ||z — al|, alors ||z|| < 7+ ||a]|. D’ou, il existe M > 0 (on peut
choisir M = r+||a||) tel que pour tout x € S(a,r) on a ||z|| < M, c’est-a-dire,
la sphere S(a,r) est bornée. Par conséquent, elle est compacte.

Figure 3: Schéma explicative pour 'espace R?
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2. Soit A = {ay,as,...,a,} une partie finie de R™, alors A = U?_,{a;}. Il suffit
de montrer que chaque singleton {a;} est fermé. Soit {a} un singleton de R™,
pour tout * € {a}“, on a x # a, c’est-a-dire, ||z — al| > 0, donc il existe ¢ tel
que 0 < ¢ < ||z — al|. Montrons que B(z,¢) C {a}®. En effet, soit y € B(z,¢),
alors ||z — y|| <e. Or, ||z —a|| < ||z —y| + ||y — a|, alors

ly —all > |lz —al — [z -y
> ||z —al| —¢€
>0

Dol y # a, c’est-a-dire, y € {a}¢. Par conséquence, {a} est un ouvert, ce
qui signifie que le singleton {a} est un fermé, et par suite, toute partie fine est
fermé comme réunion finie des singletons. Reste a montrer que la partie finie

A est bornée pour déduire sa compacité. Soit M = sup [|a;|, alors pour tout
i=1,....,p
point a; de A on a ||a;|| < M, donc la partie A est bornée, et par suite elle est

compacte.

Figure 4: Schéma explicative pour I'espace R?




