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Dans tout le chapitre K =R ou C et n € N*.

Définition
Soit E un K-espace vectoriel. Une application f : E x E x ... x E — K est
n-linéaire si elle est linéaire par rapport a chaque variable, c’est-a-dire si :

f(xl,...,xi_l,ozyi+,Bzi,xi+1,...,xn) = af(xly~-~713i—17y117xi+17-~-713n)
+ ﬁf(l‘h...,$i_1,zi,xi+1,...,.Iin).
Elle est symétrique si elle est invariante par permutation des vecteurs et

antisymétrique ou alternée si I'interversion de deux vecteurs change le signe,
c’est-a-dire si

VZ1, ey Tn € E)VE < J, f(@1, oy Tiy ooy Ty ey Tn) = — f(X1y ey Ty ony Ty ooy Tir).
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@ f: FE x E — Kest2-linéaire (bilinéaire) si
Vz,y,z€ Feta,f eK

flox + Bz,y) = af(z,y) + Bf(2,y)

et
[z, oy + Bz) = af (z,y) + Bf (=, 2)

@ f: ExE— Kestlinéairesi,VX = (z1,22),Y = (y1,42) € E X E et
a, B eK.

fleX +8Y) = fla(z1,r2)+ B(y1,y2))
= af(x,22) + Bf(y1,v2)
af(X)+Bf(Y).
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Remarque

On déduit immédiatement que si f est alternée, alors f(z,x,...,x) = 0 et
puis plus généralement que si z; est une combinaison linéaire des autres
VeCteurs T, ..., Ti—1, Tit1, ..., Tn alOrs f(z1,...,zn) = 0.

@ f(z,..,zyyxyyz) = —f(zy sy ooy @y oy ) = f(z,..;2) =0
@ si (1’1,3:’2,323) ceExExXE (n=3) et si To = QI +‘3.1?3,0é,5€K.

flxr,22,23) = f(o1, 021 + fus, x3)

(If(xl,l’],w?)) + Sf(xl,'r37x3)
—af(rr, x1,23) — Bf (21,23, 73)
—laf(z1,z1,23) + Bf (21,73, 73) ]

= —f(x1,x2,m3).
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1) Le produit scalaire de R™ x R™ — R est bilinéaire et symétrique.

2) Lapplication de R? x R* —; R définie par ((a,b), (c,d)) — ad — bc est
bilinéaire alternée.

Dp:R"xR" — R,z = (T1,..,Zn),y = (Y1, .-, Yn) € R”
oz, y) =z1y1 + . + TnYn = Y121 + oo + YnTn = 0(y,2).
2)‘70((0/7 b)7 (C7 d)) =ad—bc= _(Cb - da) = _@((07 d)7 (aab))'
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Soit A € M, (K) de terme général a;;. On note A;; la sous matrice de A
d’ordre n — 1 obtenue en enlevant a A sa iéme ligne et sa jéme colonne.

Définition

On appelle déterminant de A et on note det(A) I'élément de K défini par une
des formules de récurrence suivantes :

- Sin =1, on pose det(ai1) = a11.
- Sin > 1, on pose (développement par rapport a la kéme colonne)

n

det(4) = Z(f 1) a;, det(Aqr)

=
= (—1)1+ka1k det(AM;) + (—1)2+k‘a2k: det(Azk) 4+ ...
.+ (_1)n+kank det(Ank).

ou (développement par rapport a la keme ligne)

det(A) = zn:(—l)k“akj det(Ax;)

Jj=1
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Définition (suite)

e Le nombre det(A;;) est un mineur d’ordre n — 1 de la matrice A.

e Le nombre c;; = (—1)""7 det(A;;) est le cofacteur de A relatif au
coefficient a;;.

Remarque
On admet que toutes ces formules de récurrence donnent le méme résultat.

1) Si © est la matrice nulle de M, (R), det(©) = 0.
2) Si I,, est la matrice identité de M, (R), det([,) = 1.

a b
d

3) Sin:2,det<i Z): ‘:ad—bc.

Pr. Abdellatif Sadrati F.S.T Errachidia

Chapitre | terminant d’'une matrice carrée et sy:



Déterminant d’une matrice carrée
00@000000

Exemples (suite)

ail ai2 a3
4) Sin=3etA=|ax a2 a3 , alors
a31 as2 a33

a1l  aiz 413
det(A) = |a21 a2 a23|(développement suivant la 3éme colonne)
az1 as2 as33

143 a1  a22 243 ailr a2
= (=1) a3 +(=1)""azs
a3l as2 asyr as2
343 a1l ai2
+ (—=1)""ass
a1  Qa22

Pr. Abdellatif Sadrati F.S.T Errachidia

Chapitre Il : Déterminant d’une matrice carrée et systemes de Cramer



Formes n-linéaires alternées  Déterminant d’'une matrice carrée  Inverse d’'une matrice  Applications des déterminants : Systeme de Cramer

000e00000

Remarques

1) Si une colonne quelconque d’'une matrice carrée A est nulle, le
déterminant de A est nul (det(A) = 0).

2) Si A= (ai;) est une matrice dont tous les coefficients en dehors de la
diagonale sont nuls, alors det(A) = ai1a22...ann.

3) Si A = (as;) est une matrice dont tous les coefficients sous la diagonale
sont nuls (a;; =0 sii > j), alors det(A) = ai11a22...ann.

4) Notant c; les colonnes d’une matrice A on a
det(A) = det(ciy ..., Ciy ooy Cn) = det(c1y ..., Ci + ACjy ooy Cn), AVEC T # .
C’est-a-dire qu’on ne change pas la valeur du déterminant en ajoutant a
une colonne un multiple d’une autre colonne.

5) En particulier, si deux colonnes sont égales le déterminant est nul.

6) Calcul par blocs : Quand la matrice A est donnée par blocs, on peut
parfois calculer son déterminant en fonction des blocs de A :

A= (’g g) —. det(A) = det(B) det(D).
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Théoréme (admis)

L'application de (R™)" = R"™ x R™ x ... x R™ dans R qui a un n-uplet
(c1,c2,...,cn) de R™ associe le scalaire det(c1, cz, ..., cn) €St une forme
n-linéaire alternée.

Toute forme n-linéaire alternée de (R™)"™ dans R est proportionnelle a cette
application.

Le corollaire suivant est fondamental.

Corollaire

Soit A une matrice dont les colonnes sont ci, ca, ..., ¢y
det(A) = det(Ciy ey Ciyeeey Cjyovey Cn) = —dEE(CLy vy Cjy eeey Ciyvony Cn).

Autrement dit, en échangeant deux colonnes on change le signe du
déterminant.
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Proposition

VA € M, (K), VB € M, (K), det(AB) = det(A) det(B).

Il n’est pas inutile de répéter ici que le déterminant n'est pas linéaire! On a
en général
det(A + B) # det(A) + det(B).

On peut prendre par exemple le cas des matrices carrées :

1 0 0 1
it ) an- (0 1),

1 1
wen= (i)

det(A+ B) = —1, alors que det(A) + det(B) = 0.
Vérifier que, si A € M,(K) et « € K, alors det(aAd) = o™ det(A)!!
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Remarque

Si A et B sont deux matrices semblables, alors

det(A) = det(B).

| A

Démonstration.

Il existe une matrice P inversible telle que, A = P~'BP
det(A) = det(P~'BP) = det(P~") det(B) det(P)

Or, 1 = det(I,) = det(P~'P) = det(P~!) det(P) = det(P~') = 3ot(P)
—s det(A) = det(B). -
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Définition

Soient w1, uz, ..., u, des vecteurs d’un K-espace vectoriel E de dimension n.
On appelle déterminant de (u1,us, ..., u,) dans une base B et on note
det s (u1, u2, ..., un) le déterminant de la matrice dont les colonnes sont
constituées des vecteurs uy, us, ..., Un.

Nous pouvons ainsi définir le déterminant d’'un endomorphisme.

Théoréeme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E.
Alors le scalaire detg(f(e1), f(e2), ..., f(en)) ne dépend pas de la base

B ={ei, e, ...,en} choisie. On 'appelle déterminant de I'endomorphisme f
et on note det(f).

Démonstration.

| A

Soient B = {e1, e2,...,en} €t B’ = {€], €5, ..., e;, } deux bases de E. On note
M et N les matrices de I'endomorphisme f dans ces deux bases et P la
matrice de passage de B a B'. Alorsona N = P~ MP et d’aprés la
proposition précédente det(M) = det(NV), d’'ou le résultat. O
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Proposition

VA € M, (K), det(A) = det(*A).

Remarque

Une conséquence du dernier résultat, est que par transposition, tout ce que
I'on a dit des déterminants a propos des colonnes est vrai pour les lignes.
Ainsi, le déterminant est multilinéaire par rapport aux lignes, si une matrice a
deux lignes égales, son déterminant est nul, on ne modifie pas un
déterminant en ajoutant a une ligne une combinaison linéaire des autres
lignes...
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Le théoréme suivant est fondamental.

Théoréeme
Soit A € M,,(K).Alors

A est inversible <= det(A) # 0.

Lensemble des matrices carrées (n,n) inversibles a coefficients dans R
(resp. C) est noté GL,(R) (resp. GL,(C)).

En fait il y a une formule pour la matrice inverse :
Soit A € M,,(K) une matrice carrée. Nous lui associons la matrice C' des
cofacteurs, appelée Comatrice, et notée com(A) :

C11 C12 . . . Cin

C21 C22 . . . Can
C=(cij) = ;

Cnl Cn2 . . . Cnn
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Théoréme

Soit A une matrice inversible, et C sa comatrice. On a alors

N
det(A)
1 1 0
SoitA=(0 1 1 . Le calcul donne que det(A) = 2. La comatrice
1 0
= com(A) s’obtlent en calculant 9 déterminants (2, 2) (sans oublier les
S|gnes +/—). On trouve (avec c;; = (—1)"7 det(A;;)) :
1 1 -1 1 -1 1
- 1, 1
C=|-1 1 1 | etdonc A = Set(d C:5 1 1 -1
1 -1 1 AL -1 1 1

Pr. Abdellatif Sadrati F.S.T Errachidia

Chapitre Il : Déterminant d’'une matrice carrée et systemes de Cramer



Applications des déterminants : Systéme de Cramer

®00000

Le théoreme suivant appelé regle de Cramer, donne une formule explicite
pour la solution de certains systéemes d’équations linéaires ayant autant
d’équations que l'inconnues.

Considérons le systéme d’équations linéaires a n équations et n inconnues
suivant :

a1121 + a1222 + ... + @1pTn = b1

a21T1 + a22T2 + ... + A2nTn = b2

n1T1 + Gn2T2 + ... + Gnn%n = by

Ce systéme peut aussi s’écrire sous forme matricielle

ail ai2 . . . ain X1 bl
a1 a2 . . . az2n .

AX=Bou A = . . eEM,(K), X=]| . | etB=
anl1 Gn2 . . . Qnn Tn bn
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Définissons la matrice A; € M, (K) par :

a aij—1 b1

a azj—1 b2
Aj =

an1 Anj—1 bn

a1j41 A1n
a2;+41 a2n
Anj+1 Ann

Autrement dit, A; est la matrice obtenue en remplacant la jéme colonne de
A par le second membre B. La régle de Cramer va nous permetire de
calculer la solution du systeme, dans le cas ou det(A) # 0, en fonction des

déterminants des matrices A et A;.
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Théoreme

Soit AX = B un systéeme de n équations a n inconnues. Supposons que
det(A) # 0. Alors I'unique solution (z1, z2, ..., z,) du systeme est donnée
par :

_ det(A1) _ det(A2) _ det(An)
= a(a)’ = aei(d)

1

det(A) 777 ™ T Tdet(A)

Démonstration.

Nous avons supposé que det(A) # 0. Donc A est inversible. Par suite,
X = A~!B est I'unique solution du systéme. D’autre part, nous avons vu que
1

1
Al = —— __*C ou C est la comatrice de A. Donc X = ———'CB :
det(A) det(A)
1 €cit €21 . . . Cnil b1
1 C12 C22 5 5 5 Cn?2 b2
X = =
det(A)
In Cin Can Cnn bn
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suite de la démonstration .

c11b1 + ca1by + ... + cnibn

1 c12b1 + c22b2 + ... 4 Coby,
: 1
X=|. = @
P cinb1 + Cznbg.+ <o + Crnbn
gy Gibrtoabed o Fonib o o

det(A)
Mais c1,b1 + c2ib2 + ... + cniby, €st le développement en cofacteurs de
det(A;) par rapport a sa :€me colonne :

det(Ai) = Z(fl)j+i(aﬁ = b]') det(Aji) = c1;b1 + c2ibs + ... + Cnibn.

j=1
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Exemple
Résolvons le systéme suivant :

T1 +2x3 =6

—3z1 +4xa +623=30 & AX=B, (& X=A"'B7)
—x1 — 2z + 3x3 = 8

avec,
1 0 2 6
A=|-3 4 6| eB=|[30],
-1 -2 3 8
6 0 2 1 6 2 1 0 6
Ar=(30 4 6|,4,=(-3 30 6],45=[-3 4 30],
8 -2 3 -1 8 3 -1 -2 8

det(A) = 44, det(A;) = —40, det(Az) = 72 et det(As) = 152.
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Exemple (suite)

La solution est alors,

Donc,

o det(Al) _ _@ _ _E
det(A) 44 1’
det(A2) 72 18

27 qet(A) 44 11
_ det(As) 152 38

X3 = ———

det(A) ~ 44 T 11

10 18 38
s={(-ri5)}
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