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de de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Formes bilinéaires dratiques
(e]

Formes linéaires

Tout le long du chapitre K =R ou C et n € N*.

Définition
Soit E un K-espace vectoriel. Une forme linéaire sur E est une application
linéaire de FE dans K, K étant considéré comme un espace vectoriel sur K .

Proposition

Soient E un K-espace vectoriel de dimensionn et B = {e1, e, ..., en} Une
base de E. Une application f de E dans K est une forme linéaire si et
seulement si il existe n scalaires aa, as, ..., ar, tels que pour tout

| \

n

T =mie1 + x262 + ... + Tpen D f(T) = 2101 + T2a2 F ... F Tnan = D 4T
i=1

N

Ceci se vérifie facilement en remarquant que
f@)=z1f(er) +x2f(e2) + ... + znf(en) : ON POSE 05 = f(€:),9=1,2,...,n.

Abdellatif Sadrati F.S.T Errachidia

Chapitre IV : Formes bilinéaires et formes quadratiques



Formes bilinéaires
0e0

Formes linéaires

Si E = K,[X], et si a € K alors I'application f : K,[X] — K qui a P(X)
associe P(a) est une forme linéaire sur E.

| A\

Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle espace dual (ou simplement
dual) de E I'espace vectoriel des formes linéaires sur E, c’est-a-dire
L(E,K), etonle note E*.

N
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Formes bilinéaires dratiques de de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique
o

Formes linéaires

Définition

Soit B = {e1, €2, ...,e, } Une base de E. Pour tout i = 1,2, ..., n on définit
une forme linéaire e; sur E en posant

1sii=j

ourl <j<m, e(e) =0 = .
p SIS (e5) ij 0 siij

0;; est appelé le symbole de Kroneker.

Proposition

Soit B = {ei, ez, ...,en} Une base de E. Lensemble B* = {e},e5,...,en}
défini comme ci-dessus est une base de E* et est appelé base duale de B.
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Formes bilinéaires Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Formes bilinéaires

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. Une forme bilinéaire sur
E x F est une application ¢ de E x F dans K, telle que :

e Pour z fixé dans E, I'application ¢, : y — ¢(x,y) est une forme
linéaire sur F.

e Pour y fixé dans F, I'application ¢, : © — ¢(x,y) est une forme
linéaire sur E.

Soit F' 'espace vectoriel des applications linéaires de E dans K
(autrement dit 'espace des formes linéaires sur E). Lapplication

p: EXL(E,K) — K
(@,f) — @ f)=f()

plax + By, ) = af(x) + Bf(y) et p(z, af + Bg) = af(z) + Bg(x).
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Formes bilinéaires Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Formes bilinéaires

Dans la suite on va supposer que E = F. Dans ce cas, on parle de forme
bilinéaire sur E.

1) Soit E = K. Soit a un élément de K et ¢ I'application de K x K dans K
définie par ¢(z,y) = azxy. C’est une forme bilinéaire.
Réciproquement, toutes les formes bilinéaires sur K sont de ce type. En
effet, soit ¢ une forme bilinéaire sur K. Alors, pour tout (z,y) de K x K,
e(z,y) = zo(1,y) (linéarité par rapport a la premiére variable). Or,
»(1,y) = ye(1,1) (linéarité par rapport a la deuxiéme variable). D’ou :
o(z,y) = zyp(1,1). En posant a = ¢(1, 1) qui est bien un scalaire, il
vient p(z,y) = azy.

2) Soit E = R? et ¢ 'application de E x E dans R définie pour tout
z = (z1,22) €ty = (y1,y2) par

Y(z,y) = Y((x1,22), (y1,y2)) = T1y1 — 222y1 + 2212 — T2Y2

est une forme bilinéaire sur R? (vréification immédiate).
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Formes bilinéaires

[ Jelele]

Matrice d’une forme bilinéaire

Il est toujours possible d’associer a une application linéaire une matrice
dans une base. Voyons ce qu'il en est pour une forme bilinéaire ¢. Soit
B ={ey,e2,...,en} Une base d’'un K-espace vectoriel E, et soient

n n
T = inei et Yy = Zyjej
i=1 j=1

deux éléments de E. On a

© <Zl‘i€i, Zyjej> = Zl‘igﬁ (62'7 Zyj€j>
=1 Jj=1 =1 =1
n

n
ST myiplene) = > pleie)my;.
i=1 j=1

1<i,j<n

w(z,y)

Ainsi, la forme bilinéaire ¢ est déterminée de fagon unique par la matrice
suivante dans la base B :

My = Mp = (p(ei, eJ))lgzljgn :
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Formes bilinéaires

(o] le]e]

Matrice d’une forme bilinéaire

Sionnote X = | . etY = | . | les matrices colonnes des vecteurs

Tn Yn
x et y dans la base B et Mp la matrice associée a ¢ dans la base B. C’est
donc la matrice de M, (K) de terme général a;; = ¢(e;, e;). Il vient :

Z QijTiY;j —sz Zamyj

1<i,5<n

n
En notant ¢; = > ai;y;, cela donne :
5=1

C1

y):ZZUiCZ‘:(Zbl L. xn)
i=1

Cn
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Formes bilinéaires

Matrice d’une forme bilinéaire

La matrice ligne (z:

interprété comme le produit

n
z,) ="X. Le scalaire ¢; = Y ai;y; peut étre
j=1

Y1
(air Qi)
Yn
Donc
c1 Y1
= Mg
Cn Yn
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Formes bilinéaires dratiques de de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Matrice d’une forme bilinéaire

D’ou le résultat suivant :

Proposition

Soient E un K-espace vectoriel de dimensionn, B = {e1, ez, ..., en} Une
base de E et ¢ une forme bilinéaire sur E. Soit Mg la matrice associée a ¢
dans la base B.

Siz ety sont deux éléments de E, X etY les matrices colonnes dont les
éléements sont les coordonnées de x ety respectivement dans la base B,
alors on a

QD(ZE, y) - 7SAXV‘]\4BX/-
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Formes bilinéaires

[ Jelele]

Changement de base

Bien évidemment la question qui se pose est celle de I'existence d’'une
formule liant les matrices associées a une forme bilinéaire dans deux bases
différentes.

Soient B et B’ deux bases de E. P la matrice de passage de B a B'.
Soient z et y deux éléments de E de matrices-colonnes X, X’ etY, Y’ dans
B et B’ respectivement. Les formes classiques de changement de base
donnent les relations :

X =PX et Y=PY.

Alors, si ¢ est une forme bilinéaire sur E et Mp sa matrice dans la base B
ona:

p(a,y) = "XMpY ="(PX")Mp(PY') ="'X'("PMpP)Y".

La formule trouvée prouve que My, = *PMg P est la matrice associée & ¢
dans la base B'.
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dratiques de de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Changement de base

On peut donc énoncer la formule de changement de base :

Proposition

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B et B' deux bases de E
et P la matrice de passage de B a B’. Soient ¢ une forme bilinéaire sur E,
M et M' les matrices associées a ¢ dans les bases B et B’ respectivement.
Alors :

M' ='PMP.

Attention a ne pas confondre avec la formule de changement de base pour
une application linéaire

M =P'mp. |
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Formes bilinéaires dratiques de de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Changement de base

Ce qui précede nous donne la caractérisation suivante d’'une forme
bilinéaire sur un espace vectoriel E de dimension n :

Proposition

Soit B = {e1, e2, ..., en} Une base de E. Une application ¢ de E x E dans
K est une forme bilinéaire sur E si, et seulement s’il existent des scalaires
a;j, pourl < i,j < n, tels que pour tout

T =z1€1 + T2€2 + ... + Tnen €t Yy =yie1 +y2e2 + ... + Ynen,

p(z,y) s’écrit de la maniére suivante :

ol@,y)= Y ayzy;.

1<i,5<n
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Formes bilinéaires de de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Changement de base

Définition
On dit que deux matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K, M et M’,
sont congruentes, s'il existe une matrice inversible P telle que M’ = "PMP.

Soit ¢ : E x E — R une forme bilinéaire sur le R-espace vectoriel E.

o  est définie si
Ve € E, o(z,z) =0<= z =0;

e  est dite positive lorsque
Ve € E, o(z,z) > 0;
e ( est dite définie positive lorsque

vV € E\ {0}, ¢(z,z)> 0.
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Formes bilinéaires Formes quadratiques Méthode de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

e0

Formes bilinéaires symétriques

On dit qu’une forme bilinéaire ¢ sur E est symétrique si

V(z,y) € Ex E, ¢(z,y) = o(y,z);

Elle est antisymétrique si ¢(z,y) = —¢(y, x).
Remarquer que la symétrie permet de ne vérifier la linéarité que d’un seul
coté.

plax + Bzy) = ap(z,y)+ Be(z,y) = ap(y, ) + Be(y, 2)
o(y, ax + Bz).

La relation ¢ ((x1,Z2, ..., Zn), (Y1, Y2, -y Yn)) = T1Y1 + T2y2 + ... + TnYn
définit une forme bilinéaire symétrique et définie positive (a vérifier).
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Formes bilinéaires de de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Formes bilinéaires symétriques

Pour qu’une forme bilinéaire soit symétrique il faut et il suffit que sa matrice
dans une base donnée soit symétrique (c’est-a-dire a;; = a;;).

Démonstration.
Soit B = {e1, e, ..., e, } Une base de E. La matrice de la forme bilinéaire ¢
dans cette base est :
(p(es, ej))1gi,jgn :

Si cette matrice est symétrique ona pourtout1 <i<netl<j<n,

o@y) = >, elee)myi= Y, olese)yizi = oy, ),

1<i,j<n 1<i,j<n

c’est-a-dire que la forme bilinéaire est symétrique. O
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bilinéaires Formes quadratiques de de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique
000000

Généralités

Définition

On dit gu’une application @ : E — K est une forme quadratique sur
I'espace vectoriel E s'’il existe une forme bilinéaire symétrique ¢ sur £ x E
vérifiant Q(x) = ¢(x, z) pour tout « dans E. ¢ est appelée la forme bilinéaire
associée a Q.

Exemples

1) Soient E = K, a un élément de K et ¢ la forme bilinéaire symétrique sur
K définie par ¢(z,y) = axy. Alors : Q : K — K,  — axz? est une
forme quadratique associée a .

2) Soient E = K? et ¢ la forme bilinéaire symétrique sur K? définie par
P ((z,y), (2',y) = 22’ + yy'. Alors : Q : K> — K, (z,y) — 2° +¢°
est une forme quadratique associée a .
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Formes bilinéaires Formes quadratiques Méthode de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique
) O@000000 © )

Généralités

Soient E un K-espace vectoriel, ¢ une forme bilinéaire symétrique sur £
et Q la forme quadratique associée a .

i) Soient x un élément de E et \ un scalaire. Alors,
Q(z) = N*Q(a).

ii) Pour tout (z,y) appartenanta E x E,

olw,y) = 5 [ +3) - Q@) — Q).

Cette derniére formule est appelée formule de polarisation.
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es bilinéaires Formes quadratiques Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

00e00000

Généralités

Démonstration.

i) Soient x € E et \ € K. Alors,
Q(\z) = p(Az, Az) = Np(z,7) = N’Q().
ii) Soit (z,y) € E x E. Alors,

Qlz+y) = ¢@+tyz+y)
@,z +y) + ey, z +y)
= oz, )+ o(z,y) + oy, z) + o(y,y)-

Comme ¢ est symétrique cela donne

Qz+y) = o@,z)+20(,y) + 0(y,y)
= Q) +2¢(z,y) + Qy).

D’ol le résultat. O
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bilinéaires Formes quadratiques de de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique
000@0000

Généralités

Le théoréeme suivant permet d’avoir une caractérisation des formes
quadratiques plus utilisable.

Théoreme

Une application Q de E dans K est une forme quadratique sur E si, et
seulement si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1) Vz € E, VA € K, Q(\x) = \2Q(x).
2) Lapplication ¢ définie par :

V(z,y) € ExX E, p(z,y) = 5 [Q(z +y) — Q(z) — Qy)]

N | =

est bilinéaire symeétrique.

Si ces conditions sont satisfaites, Q est une formes quadratique associée
a o et la forme bilinéaire symétrique ¢ est souvent appelée forme polaire
associée a Q.
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rmes bilinéaires Formes quadratiques auss pour diagonaliser une forme quadratique
[e]e]o]e] elele) O

Remarque

Pour toute forme quadratique Q il existe une unique forme bilinéaire
symeétrique associée.

Attention ! étant donné une forme quadratique Q, il existe en général une
infinité de forme bilinéaires ¢ vérifiant Q(x) = p(z, z). Par exemple, si Q) est
la forme quadratique sur R* définie pour tout x = (x1,x2) par Q(z) = z1x2 et
Si o est la forme bilinéaire définie pour x = (z1,z2),y = (y1,y2) par

ex ((@,9)) = o ((z1,22), (41, 92)) = Az1yz + (1 — N)zay,

ex ((y:2)) = oa (Y1, ¥2), (21, 32)) = Adyrz2 + (1 — Myoz1,
alors on a o (z,x) = ( ), pour tout \. Mais ces formes ne sont pas
symétriques sauf pour X = %, qui correspond a la forme bilinéaire associée,
C-a-d

P&, y) = gT1y2 + 5T21 = Y1T2 + SY2T1 = p1(Y, T).
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Formes quadratiques
00000@00

Généralités

Soient B = {ey, es, ..., €, } Une base d’'un K-espace vectoriel F et Q
une forme quadratique sur E. La matrice de ) dans cette base est
exactement celle de sa forme bilinéaire associée . Si on note
Mp = (aij)1<i j<n Cette matrice, et si de plus X est la matrice
colonne dans B d’un vecteur x de E, alors

Q(z) =¢(z,z) = 'XMpX = E AT T
1<7,5<n
- AT + Qi L7 5 + Qi T 5
1<i=j<n 1<i<j<n 1<j<i<n
n
— 2 .
i=1 1<i<j<n

car ¢ étant symétrique on a a;; = (e;, e5) = p(ej, ;) = aji.
Une forme quadratique s’écrit donc comme un polynbme homogéne
de degré 2 (tous les mondémes sont de degré 2).
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bilinéaires Formes quadratiques de de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique
00000080

Généralités

Corollaire

Soit Q une forme quadratique sur E dont I'expression dans la base
B ={ei1,e2,...,en} de E est pour tout v = x1e1 + x2€2 + ... + Tnen

g azzxz + g Qi T3 5

1<i<j<n

avec a;; sont des scalaires vérifiant o;; = «j;. Alors la forme bilinéaire
symeétrique associée a @, a pour expression pour tout

T =161 + T2€2 + ... + Tne, €Ly = y1e1 +Y2e2 + ... + Ynen

(z,y) Za,,T Yi + = > i@y +aiw)-

i=1 1<i<_i§'rr,

Ce résultat est constamment utilisé dans la pratique.
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Formes bilinéaires Formes quadratiques Méthode de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

0000000e

Généralités

Soit E = R*. Soit Q I'application de E dans R définie pour tout
x = (z1, T2, T3, z4) Par Q(x) = 22 — 222 + T30 — 3x3ws + 22124,
Comme Q(z) est une expression polynémiale homogéne de degré 2 par
rapport aux coordonnées x; de x dans la base canonique, c’est une forme
quadratique et sa forme polaire est définie pour tout = (z1, 22, x3, x4) €t

y = (y1,y2,y3,ya) de R* par

1 3
o(z,y) = z1y1 — 2x3Y3 + §(I1y2 + zay1) — 5(:}632;4 + T4y3) + T1Ya + TaYs.

La matrice associée a ¢ (ou & Q) dans la base canonique de R* est :

1 £ 0 1
10 0 o0
0 0o -2 -3
1 0 -2 o0
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Formes bilinéaires Formes quadratiques Méthode de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Rang et noyau d’une forme quadratique

1) Soit @ une forme quadratique de E et B une base de E, Mg 5 la
matrice de @ dans la base B. On appelle rang de @, noté rg(Q) ou
rangQ), le rang de la matrice Mg 5.

2) On appelle noyau de @ le sous-espace vectoriel de F :

kerQ = {z € E;Vy € E, p(z,y) = 0},

ou ¢ est la forme bilinéaire de Q.

Remarque

Le rang de Q ne dépend pas de la base choisie et le noyau de Q est celui de
sa matrice relativement a n’importe quelle base.
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bilinéaires de de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Forme quadratique non dégénérée

Soit @ : E — R une forme quadratique de forme polaire ¢. On dit que
1) @ est non dégénérée si ¢ est non dégénérée , c’est-a-dire

(Vy € E,p(z,y) =0) =z =0.

2) Q est positive si, et seulement si ¢ est positive ; c’est-a-dire Vx € E,
Q(z) > 0.

3) Q est définie positive si, et seulement si ¢ est aussi définie positive ;
c'est-a-dire Vz € E \ {0}, Q(x) > 0.
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bilinéaires de de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Forme quadratique non dégénérée

La proposition suivante donne des conditions nécessaire et suffisantes
pour gu’une forme quadratique soit non dégénérée.

Proposition

Soit Q une forme quadratique de E. Considérons une base B de E. Les
assertions suivantes sont équivalents :

i) Q estnon dégénérée;
i) ker@ = {0};

iii) La matrice de @ dans la base B est inversible.
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Signature d’une forme quadratique

Théoréeme

Soit Q une forme quadratique de rang r sur un espace vectoriel réel E de

dimension n. Il existe une base de E dans laquelle Q s’écrit :

2 2 2 2
Qz)=zi+ .. +7,— Ty — ... — T}

De plus, p et p’ = r — p ne dépendent que de Q et non pas de la base
choisie.

Définition

Le couple (p,p’), qui est formé par le nombre de carrés précédés du signe
+ et le nombre de carrés précédés du signe - s’appelle la signature de la
forme quadratique Q a coefficient réels et le rang de Q vaut p + p’.

Abdellatif Sadrati F.S.T Errachidia

Chapitre IV : Formes bilinéaires et formes quadratiques



bilinéaires i Gauss pour diagonaliser une forme quadratique

Signature d’une forme quadratique

Corollaire

Soit une forme quadratique Q a coefficients réels de signature s = (p,p’)

dans un espace vectoriel de dimension n. On a les propriétés suivantes :
-p+p =n <= Q est non dégénérée.
- p) =0 <= @ est positive.
- p =0 <= (@ est négative.
- s = (n,0) <= @ est définie positive.
- s = (0,n) <= @ est définie négative.
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Orthogonalité et base orthogonale

Soit F un espace vectoriel et ¢ une forme bilinéaire sur E. On dit que deux

vecteurs z et y de E sont orthogonaux (relativement a ¢), si ¢(z,y) = 0.
Un vecteur = de F est dit isotrope, s'il est orthogonal a lui-méme.

Définition

Soit @ une forme quadratique sur un espace vectoriel E de dimension finie
n, et soit ¢ sa forme polaire. Une base B = {ei, €2, ..., e, } de E est dite
orthogonale pour Q quand ¢(e;, e;) = 0 pour tout couple (z, j) avec ¢ # j.
Autrement dit, une base est orthogonale pour @ quand la matrice de @ dans
cette base est diagonale.

Théoreme

Toute forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension finie admet
des bases orthogonales.
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Méthode de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique
©0000000

Il s’agit d’un algorithme permettant de trouver une décomposition d’'une
forme quadratique en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires
indépendantes. Les identités suivantes sont les outils de cet algorithme.

(I) 2%+ 22y = (z+y)* —v*;
(I) zy =1 [(z+y)° - (z—y)°].

La preuve est basée sur une démonstration par récurrence sur la dimension
n de E.

eSin=1,iln'yarienadire : (Q(z1) = a1x?).

e Sin > 1. Supposons que toute forme quadratique sur un espace vectoriel
de dimension n — 1 admet une décomposition en combinaison linéaire de
carrés de formes linéaires indépendantes.

e Soit @ une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension n.

Si B = {e1,e2,...,en} €stune base de F et z un élément de E, Q(x) s’écrit :

E a“xl + E A T X 5.

1<i<j<n
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Premier cas : il existe au moins un indice i pour lequel a;; # 0. On dit
usuellement qu’il existe un terme carré. Par exemple supposons ai1 # 0.
Alors Q(x) peut étre ordonnée comme un polyndme du second degré en z;.

Cela donne
n
.2 .
Qx) = E aiix; + E i TT;
i=1 1<i<j<n
= au”LlJr g CL“l + g alj:L'lgz' + g Qi T X
2<i<j<n
= a111l+11§ (11,1‘ + E auq‘z—ﬁ— E Qi Ti X
2<i<j<n

= anzi+ J:lA(xQ,xg, ...,cvn) + C(w2,x3, ..., Tn),

ou A est une expression polynémiale homogéne de degré 1 par rapport a
(z2,x3, ..., zn), donc une forme linéaire en (x2, x3, ..., x») €t C une
expression polynémiale homogéne de degré 2 par rapport a (z2, 3, ..., n),

donc une forme quadratique en (x2, x3, ...
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En utilisant l'identité (1,) il vient :

Qx) = an {forQ:rlleA(xg,...,:rn)} + C(z2, 3, ..., Zn)
1 > 2
= an {x1+2a11A(ﬂc2,...,xn)} = Jan [A(z2,....,zn)]” + C(x2, ..., Tn).
D’ou,

A(z2, ...,:1cn)]2 .

Az, ,a:n)} 2-1— |:C(CL‘2, ey T) — Tan [

Q) = an [ +

2a11

Exp : (z1 + 22 + 23)? = (21 + 22 + 23) (21 + T2 + 73).
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Méthode de Gauss pour diagonaliser une forme quadratique
[oYeJe] Yololele}

Lexpression

1
C(z2,...,xn) — T [A(za, ..., z,)])

est une expression polynémiale homogene de degré 2 par rapport a
(z2,...,zn), qui peut donc étre considérée comme une forme quadratique sur
un espace de dimension n — 1. cela permet d’écrire

2

1
A2, .y xn)| + Q1(z2, ..y Tn).

Q(z) = an |z1 + 241

On termine donc en appliquant I'hypothése de récurrence a Q.
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Second cas : il n’existe pas d’indice i pour lequel a;; # 0.
Si @ est nulle c’est fini, sinon au moins un a;; # 0 (avec ¢ # j). On dit
usuellement que a;;z;x; est un terme rectangle. Par exemple supposons

a1z # 0. Alors,
Qx) = E i TiT
1<i<j<n
n n
= 127172 + E a1;X1%; + E a2;T2T; + E AijTiT;j
7j=3 =3 3<i<j<n
n n
= Q2212 + 1 E a1;T; + a2 E Q2;%; + E QijTik;
j=3 i=3 3<i<j<n

=  ai2x1T2 + .T]A(.Tigf ...,.T”,) + .TQC(JZg, ...,.”[?,,,) + D(ﬂ?g, 4,,4’,1:,”)4’

ou A et C sont des formes linéaires en (zs, ..., z,) €t D une forme
quadratique en (zs, ..., Tp).
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Alors, on peut écrire :

1 1
Qx) = a2 |1+ —C(xs, ,xn)] |:$2 + a—A(:Bg, ey Tn)

ai2 12

1
+ D(zsg,...,®n) — —A(x3, ..., xn)C (T3, ..., Tn).
a2
Autrement dit :

Q(x) = a12f1(x1,x3, ...,.:Cn)fQ(ZCQ,ZC{s, "'axn) + Q3($3, "'758”7‘)7

ou fi et f> sont des formes linéaires en (z1,x3, ..., xn) €t (z2, z3, ..., Tn)
respectivement et Q3 une forme quadratique en (s, ..., Zn).
En utilisant l'identité (1), il vient :

Q@) = TE[(AC)+ () = (Al = fa())?]
—+ Q3(.’E3,...,:En).

On termine en appliquant I'hypothése de récurrence a Qs.
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Exemple

Appliquons la méthode a la forme quadratique
Q(x1,x2,x3,%4) = a:f + a:§ + a:i — 22123 + 22124 + 4223 + 62324
@ contient un carré, on commence donc par appliquer le premier cas.

Q(z1,x2,x3,24) = x5+ 2x1(—x3 + x4) + 23 + x5 + daoxs + 6324
= (21— 23+ 24)° — (—23 + 24) + 25 + 25 + dz273 + Gahrs
= (x1—=z3+ 3174)2 + 4x2x3 + 8x3ws.

On obtient Q1 (z2, 3, x4) = 4x223 + 82324, QUi NE contient pas de carré. On
applique donc la méthode du second cas.

Q1(z2,x3,24) = Adxoxs+ 8xzzs = 4(x2 + 224) (23 + 0)
= (z2+z3+ 2234)2 — (z2 —x3 + 21E4)2 + 0,
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Exemple

ou la derniére forme quadratique est nulle. Le procédé est donc
terminé et on obtient :

Q(z1, 72,73, 74) = (T1 — T3 +24)* + (T2 + 23 +224)* — (22 — 3+ 224)%.

e rg(Q) =3 < 4 =dim (R*) = Q est dégénérée (n'est pas non
dégénérée).

e sign(Q) = (2,1) = (p,p').

e p #£0etp # 0= Q nest nipositive ni négative = @ n’est ni définie
positive ni définie négative.
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