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Préface 

L'Analyse Fonctionnelle étudie les fonctions, non pas en tant qu'objets individuels, 
mais comme éléments de certains espaces, dits fonctionnels, possédant certaines pro­
priétés en commun. On peut dire que l'on fait de la sociologie des fonctions. 

Ce point de vue permet, notamment, de montrer l'existence de certaines fonc­
tions sans avoir besoin de les construire, du moins explicitement. On peut obtenir 
par exemple l'existence de solutions d'équations différentielles, ou encore établir le 
Théorème de la représentation conforme de Riemann. 

Presque toujours, les espaces fonctionnels utilisés sont des espaces vectoriels topo­
logiques, c'est-à-dire des espaces vectoriels, réels ou complexes, munis d'une topologie 
pour laquelle les deux opérations sont continues. Parmi ceux-ci, les plus importants 
sont ceux dont la topologie peut être définie par une norme : les espaces vectoriels 
normés; mais il en existe d'autres : ceux intervenant dans la définition des Distri­
butions, l'espace des fonctions continues sur un ouvert de C pour la topologie de la 
convergence uniforme sur tout compact, utilisé notamment pour prouver le Théorème 
de Riemann de représentation conforme, ou encore les espaces vectoriels normés munis 
de leur topologie faible. L'Analyse fonctionnelle s'est donc développée principalement 
en se basant sur l'étude des espaces vectoriels normés 1 ; et, plus particulièrement, des 
espaces vectoriels normés complets (espaces de Banach). L'intérêt d'avoir des espaces 
normés complets est que l'on a en leur sein des propriétés d'existence : pour toute suite 
de Cauchy, il existe un élément qui en est la limite. Les conséquences de cet aspect ont 
été poussées très loin par Banach, via le Théorème de Baire (voir le Chapitre IV). On 
sait qu'une autre voie pour obtenir des résultats d'existence est d'utiliser de la compa­
cité. Pour les espaces normés de dimension infinie (ceux principalement utilisés), les 
compacts (pour la topologie de la norme) sont très petits : ils sont d'intérieur vide; 
ils sont par conséquent de peu d'utilité. L'introduction de la topologie faible dans les 
espaces réflexifs, et de la topologie préfaible dans les espaces duaux, remédie à cela 
(voir le Chapitre VIII). 

1. Bien que, dans les années 1950, on ait cru (Bourbaki) que leur structure était trop pauvre, et que 
c'était l'étude des espaces vectoriels topologiques localement convexes qui devait primer. On pourra 
voir dans le livre de D. Li et H. Queffélec Introduction à l'étude des espaces de Banach combien ce 
point de vue est erroné. Il convient de saluer ici la mémoire de A. Pelczynski et J. Lindenstrauss, 
tous deux disparus en 2012, année pendant laquelle j'écrivais ce livre, qui ont été, entre 1958 et 1964, 
à l'origine du renouveau de l'étude des espaces de Banach. 



iv PRÉFACE 

Selon J. Dhombres, la naissance de l'Analyse fonctionnelle remonte à 1748, lorsque 
Euler considère des "espèces" de fonctions qu'il traite ensuite de "manière uniforme". 
Au cours du 19ème siècle, d'autres mathématiciens (Dirichlet, Riemann, ... ) essaieront 
d'utiliser cette façon de voir pour prouver l'existence de certaines fonctions. Mais ils 
n'y arrivent pas, faute d'avoir en main les notions de compacité et de complétude. 
Néanmoins, la fin du 19ème siècle verra le réel début de !'Analyse fonctionnelle (en 
fait celle-ci n'acquiert ce nom qu'en 1922, avec la publication du livre de Paul Lévy 
Leçons d'analyse fonctionnelle; on parlait avant cela de Calcul fonctionnel). 

Comme le dit Paul Lévy dans son livre : On peut, d'une manière précise, dire 
que c'est en 1887 que le calcul fonctionnel prit naissance, lorsque M. V. Volterra 
commença à publier ( ... ) une série de Notes, rapidement devenues célèbres, sur ce 
sujet. Se basant sur les différents exemples particuliers considérés avant, il envisagea, 
de façon générale, une quantité qui dépend de toutes les valeurs d'une autre fonc­
tion, et qu'il nomme fonction de lignes (car les fonctions sont représentées par des 
lignes). Hadamard (1903) emploie le terme de opération fonctionnelle, et se limite au 
cas où cette "opération" est linéaire ; il donne à cette occasion la première représen­
tation "concrète" des "opérations fonctionnelles" (i.e. les formes linéaires continues) 
sur l'espace de fonctions continues sur un segment (cette représentation était toute­
fois peu maniable : elle se présentait sous la forme d'une limite). Peu après (1904 ou 
1905), dans une lettre à Maurice Fréchet, il dit préférer appeler par fonctionnelles les 
''fonctions de fonctions". 

Une deuxième avancée est venue de Fredholm. Dirichlet avait cru pouvoir résoudre 
le problème suivant (appelé par la suite "problème de Dirichlet" par Riemann) : trouver 
une fonction harmonique dans un domaine plan, continue jusqu'au bord, et dont 
les valeurs au bord sont données. Il donnait la solution en minimisant une certaine 
intégrale. A l'époque, les questions d'existence étaient considérées comme allant de 
soi. Toutefois, Weierstrass donna en 1869 un exemple pour lequel la borne inférieure 
d'intégrales du type considéré n'était pas atteinte; la résolution complète du problème 
de Dirichlet ne fut faite qu'en 1896 par Arzelâ et, indépendemment, par Hilbert en 
1897. C'est à partir de l'étude du problème de Dirichlet que Fredholm a développé, 
à partir de 1900, ses travaux sur la théorie spectrale (publiés en 1903). Hilbert en 
complétant ses travaux fut conduit à la notion de ce qui fut appelé ensuite !"'espace 
de Hilbert", c'est-à-dire l'espace R.2 , le premier espace de dimension infinie qui ait été 
utilisé. 

L' Analyse fonctionnelle est devenue une discipline à part entière à partir de 1906, 
grâce à l'introduction de l'intégrale de Lebesgue (1902), et au développement des 
notions topologiques (définition par Fréchet des espaces métriques en 1906), permet­
tant d'introduire des espaces normés complets, les espaces LP de Lebesgue. F. Riesz 
joua un rôle prépondérant dans ces débuts de !'Analyse fonctionnelle. Dans les an­
nées 1920, Banach découvrira les théorèmes généraux fondamentaux concernant les 
espaces normés complets, appelés maintenant "espaces de Banach". Son livre Théorie 
des opérations linéaires (1932) marque l'aboutissement de toute cette période, ainsi 
que le début de l' Analyse fonctionnelle "abstraite". 

L'Analyse fonctionnelle est maintenant à la base de pratiquement toute l'Analyse, 
et d'autres branches des Mathématiques y font largement appel. 



PRÉFACE V 

Disons quelques mots sur le contenu de ce livre. 

Il s'adresse principalement aux étudiants de Master 1, mais il pourra aussi rendre 
service aux candidats à !'Agrégation, aux élèves-ingénieurs, ainsi qu'à toute personne 
s'intéressant à !'Analyse fonctionnelle. Il nécessite une bonne connaissance de la To­
pologie générale et de !'Intégrale de Lebesgue. Avoir quelques notions sur les fonctions 
de variable complexe sera aussi utile ça et là. 

Le cours n'a évidemment rien de très original. On y retrouve l'empreinte de maîtres 
dont j'ai suivi les cours (il y a longtemps ... !), en particulier H. Brézis, J. Dixmier, et 
J. Neveu, dont j'ai pu apprécier les remarquables qualités d'exposition, ainsi que du 
livre de W. Rudin Analyse réelle et complexe; il est peut-être plus original par son 
traitement de la dualité et des topologies faibles, que l'on ne trouve habituellement 
pas à ce niveau. On y trouve à la fois les aspects "abstraits" et "concrets" de !'Ana­
lyse fonctionnelle, et il permettra à ceux qui l'ont bien assimilé de poursuivre des 
études dans toute branche des Mathématiques dans laquelle l' Analyse fonctionnelle 
intervient. 

En ce qui concerne les exercices, ils sont, bien sür, de difficulté et longueur variées; 
néanmoins, je n'ai pas voulu indiquer de niveau de difficulté, car, d'une part, il s'agit 
d'une notion très subjective, et, d'autre part, indiquer un exercice comme étant difficile 
pourrait susciter un blocage malvenu. L'ordre dans lequel ils sont rangés n'est pas non 
plus un ordre de difficulté, mais plutôt un classement thématique (ou du moins, c'est 
ce que j'ai essayé de faire). Une bonne partie de ces exercices ont été donnés en 
examen, ou proposés en T.D.; je remercie mes collègues, "et néanmoins amis", les 
Professeurs P. Lefèvre et É. Matheron de m'avoir autorisé à puiser dans leurs feuilles 
d'exercices. Je les remercie également, ainsi que H. Queffélec, pour l'ingrat travail de 
relecture qu'ils ont bien voulu faire, et en me suggérant des améliorations. 

Il va de soi qu'il est indispensable, pour en tirer profit, d'avoir sérieusement tra­
vaillé sur ces exercices avant d'en regarder les solutions proposées. 

Dans toute le livre ][{ désignera soit le corps ~ des nombres réels, soit le corps C 
nombres complexes. Tous les espaces vectoriels considérés seront réels ou complexes. 
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Chapitre 1 

ESPACES NORMÉS 

Dans ce chapitre d'introduction, on donnera quelques généralités sur les espaces 
normés abstraits, avec des exemples, et on traitera le cas des espaces de dimension 
finie. C'est essentiellement un rappel des cours de Licence. Ce sera aussi l'occasion de 
fixer certaines notations. 

1.1. Espaces vectoriels normés 

1.1.1. Norme 

Définition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. Une norme 
sur E est une application, le plus souvent notée Il . Il : 

JI . Il : E --+ IR+ = [O, +oo[ 

ayant les trois propriétés suivantes : 

1) a) llxll? 0 pour tout x E E et b) l llxll = 0 {=::::} x = 0 li 
2) l 11.Xxll = JAi JlxJl I, '<lx E E, VA E lK (homogénéité); 

3) l llx+yJI:::;; JlxJI + JIYll I, Vx,y E E (inégalité triangulaire). 

Si on supprime le 1) b), on dit que 11-11 est une semi-norme. Notons qu'alors 2) 
entraîne néanmoins que llüll =O. 

A partir d'une norme, on obtient une distance sur E en posant 1 d(x, y) = llx - yJl I · 

On définit alors les : 
0 

•boules ouvertes : B(x, r) ={y E E; llx - yJI < r}; 
•boules fermées: B(x, r) ={y E E; llx - Yll :::;; r }, 

ce qui permet de définir une topologie sur E ; une partie A de E est ouverte (et on dit 
aussi que A est un ouvert de E) si pour tout x E A il existe une boule centrée en x, 
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de rayon r = rx > 0, contenue dans A. Il n'y a pas besoin de préciser s'il s'agit d'une 
boule ouverte ou d'une boule fermée. En effet, si A contient la boule fermée B(x, r), 

0 

elle contient a fortiori la boule ouverte B(x, r); et, inversement, si A contient la boule 
0 

ouverte B(x,r), elle contient la boule fermée B(x,r'), pour tout r' < r. Notons que 
l'ensemble vide 0 est un ouvert (puisqu'il n'y a aucun x dans A, la propriété définissant 
les ouverts est trivialement vérifiée). L'espace E tout entier est clairement un ouvert. 
Il résulte de la définition que toute réunion d'ouverts est un ouvert. Toute intersection 

0 

d'un nombre fini d'ouverts est un ouvert: six E A= A1 n · · · n An, et B(x, rk) Ç Ak, 
0 

alors B(x,r) ÇA, avec r = min(ri, ... ,rn)· 
Une partie V contenant le point x0 E E est un voisinage de xo si elle contient une 

boule (ouverte ou fermée) de centre x0 , de rayon r >O. 
Une partie est fermée (on dit aussi que c'est un fermé) si son complémentaire est 

ouvert. Par complémentation, on obtient que 0 et E sont des fermés, que l'intersection 
de toute famille de fermés est encore un fermé, ainsi que toute réunion d'un nombre 
fini de fermés. 

0 

Si A Ç E est une partie de E, on appelle intérieur de A, et on note A, ou int (A), 
le plus grand ouvert contenu dans A (c'est la réunion de tous les ouverts contenus 
dans A), et on appelle adhérence, ou fermeture, de A le plus petit fermé contenant A 
(c'est l'intersection de tous les fermés contenant A). On note A l'adhérence de A. On 
rappelle (c'est facile à voir) que x E A si, et seulement si, il existe une suite d'éléments 
de A convergeant vers x. On dit que A est dense dans E si A= E. 

Proposition 1.1.2. Toute boule ouverte est un ouvert et toute boule fermée est un 
fermé. 

0 

Preuve. 1) Soit x E B(xo, ro) et soit 0 < r < ro - llx-xoll >O. Pour llx-yll ~ r, 
0 

on a llY - xoll ~ llY- xll + llx - xoll ~ r + llx - xoll < ro; donc B(x, r) Ç B(xo, ro). 
2) Soit x tt B(xo, ro) et soit 0 < r < llx - xoll - ro; alors B(x, r) Ç [B(xo, roW, 

puisque, si llY- xll ~ r, on a lly- xoll ~ llxo - xll - llx -yll ~ llxo - xll - r > ro. D 

Toutes les notions topologiques précédentes ne font pas intervenir le fait que E 
soit un espace vectoriel, ni que la distance est définie à partir d'une norme; elles sont 
donc valables dans tout espace métrique. Par contre, on a une propriété spécifique 
dans les espaces normés, qui justifie la notation des boules ouvertes : l'intérieur de 

0 0 

B(x, r) est la boule ouverte B(x, r) et l'adhérence de la boule ouverte B(x, r) est la 
boule fermée B(x,r) (voir ci-dessous). 

Définition 1.1.3. Lorsqu'un espace vectoriel E est muni d'une norme et de la to­
pologie associée à cette norme, on dit que c'est un espace vectoriel normé, ou, plus 
simplement, un espace normé. 

Notation. On notera par BE la boule fermée B(O, 1) de centre 0 et de rayon 1. 
On dira que c'est la boule unité de E. 
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Proposition 1.1.4. Si E est un espace normé, alors les applications : 

+: 

sont continues. 

ExE 
(x,y) 

---+ E 
t----+ X+ y 

et OC x E 
(.X,x) 

---+ E 
t----+ Àx 

3 

Définition 1.1.5. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe, muni d'une topologie. 
On dit que E est un espace vectoriel topologique (e.v.t.) si les applications : 

+: 

sont continues. 

ExE 
(x,y) 

---+ E 
t----+ X+ y 

et oc XE 
(.X,x) 

---+ E 
t----+ Àx 

On dit qu'un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel topologique loca­
lement convexe, ou espace localement convexe (e.l.c.), si tout point possède une base 
de voisinages convexes. 

Il résulte de la Proposition I.1.4, et du fait que les boules sont convexes, que tout 
espace normé est un e. v. t. localement convexe. 

Preuve de la Proposition 1.1.4. Ex E et OC x E sont munis de la topologie-produit, 
qui peut être définie par les normes : 

ll(x, Y)ll = max{llxll, llYll} et 11(.X,x)ll = max{l.XI, llxll}. 

Il suffit ensuite d'utiliser les inégalités : 

ll(x +y) - (xo + Yo)ll = ll(x - xo) +(y -yo)ll ~ llx - xoll + llY -yoll; 

et: 

11.Xx - Àoxoll = 11(.X - Ào)(x - xo) + Ào(x - xo) +(À - Ào)xoll 
~ l.X - Àol llx - xoll + l.Xol llx - xoll + l.X - Àol llxoll· D 

Corollaire 1.1.6. Les translations : 

Ta: E ---+ E (a E E) 
X t----+ X+ a 

et les homothéties : 

(À E OC) 

sont continues. Ce sont des homéomorphismes (si À=/=- 0 pour les homothéties). 

Corollaire 1.1.7. Toutes les boules fermées de rayon r > 0 sont homéomorphes 
entre-elles, donc à BE. Toutes les boules ouvertes de rayon r > 0 sont homéomorphes 
entre-elles. 

0 

Corollaire 1.1.8. L'adhérence de la boule ouverte B(x,r) est la boule fermée B(x,r) 
0 

et l'intérieur de la boule fermée B(x, r) est la boule ouverte B(x, r). 
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Preuve. 1) L'adhérence de la boule ouverte est évidemment contenue dans la boule 
fermée, puisque celle-ci est fermée dans E. Inversement, si y E B(x, r), on a Yn = 
*x + (1 - *)y E B(x, r) car llx - [*x + (1 - *)y] 11 = (1 - *) llx - Yll < r; comme 

0 

y = limn-+= Yn, on obtient y E B(x, r) . 
2) Étant ouverte dans E, la boule ouverte est contenue dans l'intérieur de la boule 

fermée. Pour montrer l'inclusion inverse, il faut montrer que si y n'est pas dans la 
boule ouverte, alors aucune boule B(y, p) de centre y et de rayon p > 0 n'est contenue 

0 

dans B(x, r ). Or si y <f. B(x, r ), on a llY - xll ;;:: r. Pour tout p > 0, le vecteur 
z =y+ ~(y- x) est dans B(y,p), puisque llz -yll = ~ llY - xll = p, mais 

n'est pas dans B(x, r), car llz -xll = llY + lly~xll (y- x) -xll = (1 + ~) lly-xll ;;:: 
(1 + ~) r > r. Donc y n'est pas dans l'intérieur de B(x, r). D 

Corollaire 1.1.9. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors son adhérence F 
aussi. 

Preuve. Soit x, y E F et a, b E K Il existe Xn, Yn E F tels que Xn---+ x et Yn---+ y. 
n--+oo n--+oo 

Par la Proposition 1.1.4, on a ax+by = limn-+=(axn +byn); et comme axn +byn E F, 
on obtient ax + by E F. D 

Proposition 1.1.10. L'application x E Et---+ llxll E ~+ est continue. 

Preuve. Il suffit d'utiliser l'inégalité l llxll - llYll I :::;; llx - Yll· D 

1.1.2. Quelques exemples usuels 

1.1.2.1. Espaces de suites 

1) a) Il est immédiat de voir que si l'on pose, pour X= (x1, ... ,xn) E JKn: 

alors 11 . l l 1 et Il . Il= sont deux normes sur ocn. 
On note R? = (IKn, li· 111) et f~ = (IKn, li· li=)· 
b) Si p est un nombre réel vérifiant 1 < p < oo, on obtient une norme sur ~n en 

posant: 

On note e; = (IKn' Il · llp)· 
Seule l'inégalité triangulaire : 
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appelée inégalité de Minkowski, n'est pas évidente; elle peut se démontrer ainsi : 

Par convexité de la fonction t E IR.+ H tP, on a [au+ (1 - a)v]P:::;; auP + (1 - a)vP 
. 0 -"' -"' 1 t ....._ 0 p - llxll~ (d t 1 - llYlle ) s1 ::::::: a ::::::: e u, v 7 . renons a - llxlle+I Ylie e sor e que - a - llxlle+llYlle , 

u = 1 11:j1 ~ et v = 1 11~j1 ~ (si llxl/p = 0 ou llYllP = 0, le résultat est évident). En sommant, 

on obtient (llxlle;llYlle)e l:~=l (lxkl + IYkl)P :::;; 1, ce qui donne le résultat, puisque 
lxk + Ykl :::;; lxkl + IYkl pour tout k = 1, ... , n. D 

Une inégalité très utile est l'inégalité de HOlder. Rappelons que si 1 < p < oo, 

l'exposant conjugué de p est le nombre q vérifiant 1 ~ + ~ = l 1. Explicitement, 
p q 

~-On a 1 < q < oo, et p est l'exposant conjugué de q. Ils sont aussi liés par 
~ 
l'égalité 1 (p- l)(q - 1) = 11. 

L'inégalité de Holder s'énonce alors ainsi : si 1 < p < oo et q est l'exposant 
conjugué de p, alors, pour tous x1, ... , Xn, YI, ... , Yn E OC, on a : 

Lorsque p = 2, alors q = 2 : c'est l'inégalité de Cauchy-Schwarz (due, sous cette 
forme, à Cauchy en 1821). 

Pour montrer l'inégalité de Holder, on part de l'inégalité ab:::;; ~+~.,pour a, b?: 0 
(c'est une conséquence de la convexité de la fonction t E IR.+ H tP /pet du fait que 
sa dérivée t H tP-l est la réciproque de la dérivée t H tq-l de t H tq/q, comme 
on peuts'en convaincre en faisant un dessin; mais on peut le voir aussi simplement, 
par exemple en étudiant les variations de la fonction t H ~ + ~ - bt); on l'applique 

avec a= lxkl/llxllP et b = IYkl/llYl/q (on peut supposer l/xllP > 0 et llYllq > 0), et on 
somme. On obtient llxlle1llYllq l:~=l lxkYkl :::;; ~ + ~ = 1, d'où l'inégalité de Holder. D 

et: 

2) Ces exemples se généralisent en dimension infinie. 
a) Soit : 

1 Co = {X = (xn)n;;.1 E JKN* ; limn-too Xn = 0} 1, 

foo = {X = (xn)n;;,1 E JKN* ; (xn)n soit bornée} ; 

on les munit de la norme définie par : 

b) Pour 1 :::;; p < oo, on pose : 
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on le munit de la norme définie par : 

Le fait que Rp soit un sous-espace vectoriel de l'espace des suites, et que Il· llP soit 
une norme sur Rp se déduit de l'inégalité de Minkowski (évidente lorsque p = 1), 
généralisée comme suit : 

pour tous x1 , x2 , ... , y1 , y2 , ... E OC. On l'obtient à partir de la précédente en faisant 

tendre le nombre de termes vers l'infini: pour tout N ~ 1, on a ( E;;'=1 lxn+Ynlp/IP ~ 
(E;;'=1 lxnlP) 11P + (E;;'=1 IYnlP) 11P ~ (E:=1 lxnlP) 11P + (E:=1 IYnlP) 11P. 

L'inégalité de Holder se généralise de la même façon. Si 1 < p < oo et si q est 
l'exposant conjugué de p, on a: 

En particulier, lorsque x = (xn)n E Rp et y = (Yn)n E lq, on a xy E R1 et llxyll1 ~ 
llxllPllYliq· 

Les espaces Rp sont en fait des cas particuliers des espaces de Lebesgue LP(m), dont 
nous rappellerons la définition ci-dessous, correspondant à la mesure de comptage sur 
N*. 

1.1.2.2. Espaces de fonctions 

1) a) Soit A un ensemble et soit l'espace $b(A) l'espace (que l'on note aussi 
R00 (A) si l'on veut privilégier l'aspect ''famille d'éléments") des fonctions bornées sur 
A, à valeurs dans lK = lR ou C. Si l'on pose : 

11/lloo = sup lf(x)I , 
xEA 

on a une norme, appelée norme uniforme. La topologie associée à cette norme est la 
topologie de la convergence uniforme; en effet, il est clair que llfn - f 11 00 ---+ 0 si et 

n-+ao 
seulement si Un)n converge uniformément sur A vers f. 

b) Soit Kun espace compact et j 'ef(K) ! l'espace des fonctions continues sur 

K (à valeurs scalaires). Toute fonction continue sur un compact étant bornée, 'ef(K) 
est un sous-espace vectoriel de $b(K). On le munit usuellement de la norme induite 
llflloo = supxEK lf(x)I. 
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Notons que, lorsque K = [O, 1], par exemple, on peut aussi munir 'i&'([O, 1]) de la 
norme définie par : 

111111 = fo1 
IJ(t)I dt, 

qui vérifie llfll1 ~ llflloo· 

c) Sur l'espace <ifk([O, 1]) des fonctions k fois continûment dérivables sur (0, 1], 
on peut mettre la norme : 

llJll(k) = max{llflloo, llJ'lloo, · · ·' llf(k)lloo} · 

2) Les espaces de Lebesgue. 
Soit (S, !!7, m) un espace mesuré; pour 1 ~ p < oo, on note j 2'P(m) J l'espace de 

toutes les fonctions mesurables f: S -t OC = lR ou C telles que : 

fs lf(t)IP dm(t) < +oo, 

et l'on pose : 

llfllp = ( fs f(t)IP dm(t)) l/p 

Notons que llfllp = 0 si et seulement f = 0 m-presque partout. 

Théorème 1.1.11 (Inégalité de Minkowki). Soit 1 ~ p < oo. Pour f,g E 2'P(m), 
on a l'inégalité de Minkowski : 

( ) 1/p ( r ) 1/p ( r ) 1/p fs If+ glP dm ~ Js lflP dm + Js lglP dm 

Il en résulte que 2'P(m) est un sous-espace vectoriel de l'espace des fonctions 
mesurables et que Il· llP est une semi-norme sur 2'P(m). Pour p = 1, l'inégalité est 
évidente. 

Preuve. La preuve est la même que pour les suites. On se place dans le cas p > 1. 
On peut supposer llJllP > 0 et llYllP > 0 (car sinon f = 0 m-p.p. et alors f + g = g 
m-p.p., ou g = 0 m-p.p. et alors f + g = f m-p.p.). On applique l'inégalité de 
convexité [au+ (1 - a)v]P ~ auP + (1 - a)vP avec a = llfllp/(llJllP + llYllp) E (0, 1], 
u = lf(t)l/llJllP et v = lg(t)l/llYllP" Comme a/llfllp = (1-a)/llYllP = 1/(llJllP+ llYllP), 

( lf(t)l+lg(t)l)P a lf()IP 1-al()IPd'' . , . 
on a llJllP + llYllP ~ 11!11~ t + llYll~ g t ' ou, en mtegrant · 

{ (IJ(t)I + lg(t)l)P a { P 1- a { P 

ls (llJllP + llYllp)P dm(t) ~ 11!11~ ls lf(t)I dm(t) + llYll~ Js lg(t)I dm(t) 

=a+ (1 - a) = 1; 

cela donne le résultat puisque lf(t) + g(t)I ~ lf(t)I + lg(t)I. D 
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On a vu que Il. llP n'est pas une norme en général, puisque llfllP = 0 si et seulement 
f = 0 m-presque partout. Si JV désigne l'espace des fonctions mesurables f: S---+ OC 
nulles m-presque partout, l'espace-quotient J LP(m) = .fL'P(m)/JV J est alors normé si 

l'on pose llJ11P = llfllp (voir l'Exercice 15). 

Dans la pratique, on ne fera pas de distinction entre la fonction f et sa classe 
d'équivalence m-presque partout f, et on écrira donc f E LP(m) au lieu de f E 
.fL'P(m). Toutefois, il faut parfois faire attention, notamment lorsque l'on manipule 
des quantités non dénombrables de fonctions. Cette distinction peut déjà intervenir 
pour des questions de mesurabilité. On peut aussi le voir sur l'exemple suivant : 

Soit .fi: l'ensemble de toutes les parties finies de [O, 1]; _E_OUr tout A E .fi:, on a, 
relativement à la mesure de Lebesgue, IA = 0 p.p.; donc IA =O. Mais, d'un autre 
côté, SUPAE$1A(x) = 1 pour tout XE [O, 1]; donc (supAE$1Af = i 

Comme pour les suites, l'inégalité de Holder est très utile. 

Théorème 1.1.12 (Inégalité de Holder). Si 1 < p < oo et si q est l'exposant conjugué 
de p, on a, pour f E .fL'P(m) et g E .!L'q(m), l'inégalité de HOlder: 

fs If gl dm ~ ( fs lflP dm) l/p ( fs IYlq dm) I/q 

Pour p = q = 2, on l'appelle inégalité de Cauchy-Schwarz : 

( ) 
1/2 ( ) 1/2 fs If 91 dm~ fs lfl 2 dm fs lgl 2 dm , 

si f, g E .!L'2 ( m) (elle a été démontrée par Bouniakowski en 1859 et redémontrée par 
Schwarz en 1885 ; elle généralise l'inégalité pour les sommes démontrée par Cauchy). 
Elle se démontre de la même façon que pour les sommes, en intégrant au lieu de 
sommer. 

Preuve. On peut supposer llf llp > 0 et 1'911q > 0 car sinon f = 0 m-p.p. ou g = 0 
m-p.p., et alors f g = 0 m-p.p .. On utilise l'inégalité ab~ ~+~avec a= lf(t)l/llfllp 
et b = lg(t)1/ll9llq· En intégrant, on obtient: 

r lf(t) g(t)I 1 r IJ(t)IP 1 r lg(t)lq 1 1 
ls llfllpll9llq dm(t) ~ P Js llfll~ dm(t) + q Js 1'911g dm(t) = p + q = 1 ' 

d'où le résultat. D 

Comme application on a le résultat suivant. 

Proposition 1.1.13. Soit (S, §, m) un espace mesuré de mesure finie. Alors, pour 
1 ~ P1 ~ P2 < oo, on a .fL'P2 (m) Ç .fL'P1 (m) Ç .!L'1(m). De plus si m(S) = 1 (c'est­
à-dire que m est une mesure de probabilité}, alors llfll1 ~ llfllp1 ~ llfllp2 pour toute 
f E ,!L'P2 ( m) . 
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Preuve. On peut supposer P1 < p2. Posons p = p2/p1. Comme p > 1, on peut utiliser 
l'inégalité de Hôlder : 

fs lflP1 dm~ ( fs 1 q dm) l/q ( fs (lflP1 )P dm) l/p = [m(S)j1/q ( fs IJIP2 dm) l/p; 

1 1 

d'où ll!llP1 ~ [m(S)]Pï-P2 llJllP2· 
La seconde inclusion s'obtient en remplaçant p2 par p1 et en prenant p1 = 1. D 

Remarque 1. Au contraire, pour les espaces fp, on a les inclusions inverses; pour 
1 ~ Pl ~ P2 < OO : 

De plus llxlloo ~ llxllp2 ~ llxllp1 ~ llxll1 pour tout x E f1. 

En effet, si X E eP2' E:=l lxnlP2 < +oo; donc Xn ------7 o. De plus, pour tout n ~ 1, n-too 

lxnl ~ (L::=1 lxnlP2)11P2 = llxllP2; donc llxlloo = supn~1 lxnl ~ llxllp2· 
Maintenant, si x E fp 1 n'est pas nul, posons x' = x/llxllp1. On a llx'llp1 = 1, 

c'est-à-dire E:=1 lx~IP 1 = 1. Il en résulte que lx~IP 1 ~ 1, et donc lx~I ~ 1, pour tout 
n ~ 1. Alors, pour tout n ~ 1, lx~ IP2 ~ lx~ IP1, puisque P2 ~ Pl. Il en résulte que 
Ln=l lx~IP2 ~ Ln=l lx~IP1 = 1, c'est-à-dire que Ln=l lxnlP2 ~ llxll~~- Donc x E fp 2 

et llxllP2 ~ llxllP1 · D 

Remarque 2. Par contre, il est important de noter que l .fi'P1 (JR.) ~ .fi'P2 (JR.) 1 pour 

tous P1 # P2· 

En effet, si p1 < p2, la fonction définie par f(t) = 1/t1f P2 pour 0 < t ~ 1, et par 
f(t) = 0 ailleurs, est dans .fi'P1 (JR.) car pifp2 < 1, mais pas dans .fi'P2 (JR.). Si Pl > P2, 
alors la fonction définie par f (t) = 1/t1/P2 pour t ~ 1, et f(t) = 0 pour t < 1, est 
dans .fi'P1(1R.) car cette fois-ci pifp2 > 1, mais n'est pas dans .fi'P2 (1R.). 

1.1.3. Espaces de Banach 

Définition 1.1.14. Une suite (xk)k d'éléments d'un espace normé E est dite suite 
de Cauchy si : 

('Ve> 0) (3N ~ 1) 

Toute suite convergente est de Cauchy. 

Définition 1.1.15. On dit qu'un espace normé est complet si toute suite de 
Cauchy est convergente. On appelle espace de Banach tout espace normé 
complet. 
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Exemples. 
a) Il est immédiat de voir que e; = (ocn, 11 · llP) est complet pour 1 ~ p ~ oo. 
b) Les espaces c0 et Rp, pour 1 ~ p ~ oo sont complets (Exercice 3). 
c) ('i&'(K), li· 11 00 ) est complet : toute suite uniformément de Cauchy est uniformé­

ment convergente, et si elles sont continues, la limite est continue. 
Par contre, ('i&'([O, 1]), 11.11 1) n'est pas complet (Exercice 3). 
d) ('i&'k([O, 1]), 11.11 00 ) n'est pas complet pour k ~ 1, mais ('i&'k([O, 1]), 11 · ll(k)) est 

complet. 
e) Les espaces de Lebesgue sont complets. C'est l'objet du théorème suivant. 

Théorème 1.1.16 (Théorème de Riesz-Fisher). Pour tout espace mesuré 
(S, .9", m), et pour 1 ~ p < oo, l'espace LP(m) est un espace de Banach. 

E. Fisher et F. Riesz ont en fait démontré, indépendamment, en 1907 que L2 ([0, 1]) 
est isomorphe à R2 ; cela repose essentiellement sur le fait que L2 ([0, 1]) est complet 
(voir le Chapitre 2 sur les espaces de Hilbert); c'est pourquoi on donne le nom de 
Riesz-Fisher à ce théorème, démontré en fait, pour LP([O, 1]) et 1 < p < oo, par F. 
Riesz en 1910 (et pour le distinguer des nombreux autres théorèmes dus à F. Riesz). 

Preuve. Soit (Fn)n une suite de Cauchy dans LP(m). Choisissons un représentant 
fn E .ft'P(m) de Fn. 

a) Comme la suite est de Cauchy, on peut construire une sous-suite Unk)j (avec 
ni < n2 < · · · ) telle que : 

Posons: 

{ 
9k = L:l=l lfnJ+1 - fn; 1 

9 = L:j=l If nJ+1 - fn; I · 
Ces fonctions sont mesurables et l'on a : 

k k k 1 

l/9kllp ~ L l/ lfnJ+1 - fn; l llp = L llfnJ+1 - fn; llp ~ L 2J ~ 1. 
j=l j=l j=l 

Le Lemme de Fatou, appliqué à la suite (g~)k~ 1 , donne : 

r gP dm ~ lim inf r g~ dm = lim inf 119~ Il~ ~ 1. 
} s k--+oo } s k--+oo 

La fonction gP est donc intégrable. En particulier elle est finie presque partout ; donc 
g aussi. Cela signifie que la série L:k~l (f nk+i (t) - fnk (t)) converge absolument, pour 
presque tout t E S. 

Posons alors : 

si g(t) < +oo; 

sinon. 
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Alors f est mesurable et : 

f(t) = lim fnk (t) pour presque tout t E S. 
k-+oo 

b) Il reste à voir que la suite Un)n converge vers f dans 2'P(m), c'est-à-dire pour 
la (semi)-norme 11 . llp· 

Soit c > O. Comme la suite est de Cauchy, il existe un entier N ? 1 tel que : 

n, k? N ===> llfn - fkllp ~ €. 

Pour k ? N, le Lemme de Fatou donne : 

r If - fklp dm~ li!Ilinf r lfnj - fklp dm~ f;P. ls J-+ 00 ls 
On en déduit d'abord que (f - fk) E 2'P(m), donc que f = (f - fk) + fk E 2'P(m); 
et ensuite, puisque c > 0 est arbitraire, que limk-+oo Il! - AllP =O. 

c) Finalement si l'on note F E LP(m) la classe d'équivalence m-presque partout 
de f, on a limk-+oo llF - FkllP = limk-+oo Il! - fkllP =O. D 

Remarque. Notons qu'au passage, on a prouvé le très important résultat suivant 
(on ne fera plus désormais de distinction entre une fonction et sa classe d'équivalence 
presque partout) : 

Théorème 1.1.17. Si fn ----t f dans LP(m), avec 1 ~ p < oo, alors on peut 
n-+oo 

extraire une sous-suite Unk)k qui converge presque partout vers f. 

Remarque. La suite elle-même peut très bien ne converger nulle part. 

' ·~ 
, \ 

Par exemple, sur S =JO, 1], soit fn = 1] 1 z+i] lorsque n = 2k + l, 0 ~ l ~ 2k -1 : 
21''21' 

0 1/2 1 0 1/2 1 

ï1 11 ri ,, 1 1 1 1 1 1 

~;: j 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

0 1/4 1 0 1/4 1/2 1 0 1/2 .V4 1 0 .V4 1 
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Alors, llf nllv = 2k1/v pour 2k ~ n ~ 2k+i - 1; donc fn----+ 0 dans LP([O, 1]), 
n--too 

mais pour aucun t E]O, 1[, la suite (fn(t))n n'est convergente. Toutefois, la sous-suite 
(f2k )k~o, par exemple, converge ponctuellement vers O. 

1.1.4. Applications linéaires 

Pour les application linéaires, on a un critère très simple, et très utile, de continuité. 

Proposition 1.1.18. Soit (E, 11- llE) et (F, 11 · llF) deux espaces normés et soit 
T: E--+ F une application linéaire. Alors T est continue si et seulement s'il 
existe une constante K ;;:::: 0 telle que : 

llT(x)llF ~ K llxllE, 'Vx E E j. 

Preuve. Il est clair que cette propriété entraîne la continuité de T car on a, grâce à 
la linéarité : 

llT(x) - T(y)llF ~ K llx - YllE, 'Vx, Y E E; 

T est donc même lipschitzienne. 
Inversement, si T est continue en 0, on a, par définition : 

(3K > 0) llY- OllE = llYllE ~ 1/K ==? llT(y)llF = llT(y) -T(O)llF ~ 1. 

Pour tout x E E, non nul, posons y = K ll~llE x; on a llYllE = 1/ K et l'implication 

ci-dessus donne, grâce à l'homogénéité de T et de la norme : 

1 
K llxllE llT(x)llF ~ 1, 

d'où llT(x)llF ~ K llxllE· Comme cette inégalité est évidemment vraie pour x = 0, 
cela montre la Proposition 1.1.18. D 

On a donc supx#O ll~~l?~F < +oo. La proposition suivante est alors évidente : 

Proposition 1.1.19. Soit T: E --+ F une application linéaire continue. Si 

l'on pose llTll = sup llT(x)llF , alors: 
#0 llxllE 

l llT(x)llF ~ llTll llxllE, 'Vx E E j; 
llTll est donc la plus petite constante K ;;:::: 0 apparaissant dans la Proposi­
tion I.1.18. 
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Proposition 1.1.20. On a aussi 

llTll = sup llT(x)llF = sup llT(x)llF 
llxllE:;;;;l llxllE=l 

Preuve. Appelons S la première expression et 81 la suivante. On a bien sûr 81 :::; 8, 
et aussi 8:::; llTll, puisque llT(x)llF :::; llTll si llxllE :::; 1, par définition de llTll· Il reste 
à voir que llTll :::; 81; mais : 

car x/llxllE est de norme 1. D 

Proposition 1.1.21. Soit .Z(E, F) l'espace de toutes les applications linéaires con­
tinues de E dans F. L'application TH llTll est une norme sur .Z(E,F), appelée la 
norme opérateur. 

Si F est complet, .Z(E, F) aussi. 

Preuve. Le fait que ce soit une norme est facile à vérifier. 
Supposons F complet, et soit (Tn)n une suite de Cauchy dans .Z(E, F). Alors, 

pour tout x E E, la suite (Tn(x))n est de Cauchy dans F, en vertu de l'inégalité: 

(I.1) 

Elle converge donc vers un élément T(x) E F. Il est facile de voir qu'alors T: E--+ F 
est linéaire. Elle est continue car : 

et car ( supn~l llTnll) < +oo puisque toute suite de Cauchy est bornée. 
Pour finir, en faisant tendre k vers l'infini dans (I.1), on obtient : 

pour tout x E E, de sorte que llTn - Tii :::; limsupk-too llTn - Tkll, qui tend vers 0 
quand n tend vers l'infini, puisque (Tn)n est de Cauchy. Donc (Tn)n converge vers T 
pour la norme opérateur. D 

En particulier, si F =OC, .Z(E, OC) est toujours complet. 

Définition 1.1.22 . .Z(E,OC) est noté E* et est appelé le dual de E. C'est 
toujours un espace de Banach. 
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Notons que E* est le dual topologique de E, et est strictement plus petit que le 
dual algébrique, l'espace de toutes les formes linéaires, de E, du moins si E est de 
dimension infinie (voir ! 'Exercice 8). 

La norme de cp E E* est donc définie par : 

ll'Pll = ll'PllE• =sup l'Pll(xll)I = sup lcp(x)I = sup lcp(x)I 
x;éO X llxll~l llxll=l 

Notation. On utilise souvent la notation 1 (cp,x) = cp(x) I· 
Définition 1.1.23. Si l'application linéaire T: E -7 F est bijective continue et si 
T-1: F -7 E est continue, on dit que T est un isomorphisme (d'espaces normés} 
entre E et F. 

On dit que E et F sont isomorphes s'il existe un isomorphisme entre E et F ; on 
dit qu'il sont isométriques s'il existe un isomorphisme isométrique T: E -7 F. 

Notons que dire qu'une application T: E -7 F est isométrique signifie que l'on 
a llT(x1) - T(x2)llF = llx1 - x2llE pour tous Xi,X2 E E. Lorsque Test linéaire, 
cela s'exprime par llT(x)llF = llxllE pour tout x E E; Test donc en particulier de 
norme llTll = 1. Toute isométrie est injective; dire qu'elle est bijective équivaut donc 
à dire qu'elle est surjective. Dans ce cas, r-1 est aussi une isométrie; elle est donc 
automatiquement continue.· 

Dire que T est un isomorphime signifie que T est linéaire bijective et qu'il existe 
deux constantes 0 < a < f3 < oo telles que 

1 a llxllE ::::; llTxllF ::::; /3llxllE1 pour tout x E E. 

En effet, si Test un isomorphisme, la continuité de T-1 permet d'écrire : llT-1yllE ::::; 
llT-111 llYllF pour tout y E F, soit llxllE ::::; llT-111 llTxllF pour tout x E E. On a 
donc la double inégalité, avec a= 1/llT-111 et f3 = llTll· Inversement, si on a cette 
double inégalité, alors Test continue et llTll ::::; f3 et r-1 est continue et llT-111::::; 1/a, 
puisque a llT-1yllE ::::; llYllF pour tout y E F. 

On peut aussi remarquer que l'inégalité de gauche entraîne l'injectivité de T. 

1.1.5. Normes équivalentes 

Définition 1.1.24. Soit E un espace vectoriel muni de deux normes li· li et Ill· Ill· On 
dit que 111 ·Ill est plus fine que li· li (et que li· li est moins fine que Ill· Ill) s'il existe une 
constante K > 0 telle que : 

llxll ::::; K lllxlll, 'Vx E E. 

Cela équivaut à dire que l'application identité : 

idE: (E, 111.11n --+ (E, 11.1n 

est continue. 
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Cela équivaut encore à dire que : 

B111.111(ü,r/K) Ç B11. 11 (ü,r); 

les boules pour Ill· Ill sont donc "plus petites" que les boules pour li· li : elles séparent 
mieux les points; plus précisément, la topologie définie par Ill· Ill est plus fine que celle 
définie par li· li (il y a plus d'ouverts). 

Exemple. Dans 'if([O, 1]), la norme 11 · lloo est plus fine que la norme li· Ili· 

Définition 1.1.25. On dit que deux normes li· li et Ill· Ill sur l'espace vectoriel E sont 
équivalentes s'il existe deux constantes Ki, K2 > 0 telles que : 

Ki llxll :::-:; lllxlll :::-:; K2 llxll, \:/x E E. 

En d'autres termes, chacune est plus fine que l'autre. 
Cela revient à dire que l'application identité idE réalise un isomorphisme de E 

sur lui-même (ou plutôt de E muni de li· li sur E muni de 111.111). Cela revient aussi 
à dire que li· li et Ill· Ill définissent la même topologie sur E. 

Exemples. 
1) Dans ocn, les normes 11.11p pour 1 :::-:; p :::-:; OO sont équivalentes: 

On va voir qu'en fait toutes les normes sur ocn sont équivalentes entre-elles. 
2) Dans 'if([O, 1]), les normes 11 · lloo et li· Ili ne sont pas équivalentes, comme on 

peut le vérifier facilement (voir par exemple !'Exercice 2). 

1.2. Espaces vectoriels normés de dimension finie 

1.2.1. Equivalence des normes 

Théorème 1.2.1. Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes 
sont équivalentes entre-elles. 

Preuve. 1) Soit li· li une norme arbitraire sur E. Nous allons montrer qu'elle est 
équivalente à une norme particulière sur E, de sorte que, par transitivité, deux normes 
arbitraires seront équivalentes. 

2) Soit {ei, ... ,en} une base de E. Six= I:~=iÇkek, on pose: 

lllxlll = max{l61, · · ·, IÇnl} · 

Ainsi, (E, Ill· Ill) est isométrique à (OCn, 11 · lloo) = f~(OC), par l'application 

V: ocn ---+ E 
a= (ai, ... , an) ---+ V(Ç) = L~=i akek. 
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On a de plus: 

3) Cela signifie que l'application identité idE: (E, Ill· Ill) ---+ (E, li· li) est continue. 
Alors, l'application : 

N: (E, Ill· Ill) ~ lR+ 
X f-----7 llxll 

est aussi continue, par la Proposition I.1.10. 
4) Soit : 

Sn= {a= (a1,. . .,an) E ocn; llalloo = 1}. 

C'est une partie fermée et bornée, donc compacte, de ocn (on notera que la norme 
11 · lloo définit la topologie usuelle sur ocn). Donc : 

S = {x E E; lllxlll = 1} 

est une partie compacte de (E, Ill· Ill) (par isométrie : S = V(Soo)). 
5) Il en résulte qu'il existe xo E S tel que llxoll = N(xo) = infxES N(x) = 

infxES llx/J. Comme Xo -# 0 (puisque lllxolll = 1), on a c = llxoll > O. Cela signifie 
que: 

(Vx ES) llxll ~ c. 

Par homogénéité (pour tout x-# 0, x' = x/lllxlll E S), on obtient : 

(Vx E E) llxll ~ clllxlll, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque. Au passage, on a montré : 

Corollaire 1.2.2. Tout espace normé de dimension finie n est isomorphe à 
ocn, muni de l'une de ses normes usuelles. 

Il en résulte : 

Corollaire 1.2.3. Si E est un espace normé de dimension finie, ses parties 
fermées bornées sont compactes. 

Corollaire 1.2.4. 
1) Tout espace normé de dimension finie est complet. 
2) Tout sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace normé est 

fermé dans cet espace. 
3) Si E est un espace normé de dimension finie, alors toute application 

linéaire T: E ---+ F dans un espace normé arbitraire est continue. 

D 
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Preuve. 1) résulte immédiatement du Corollaire I.2.2, et 2) de ce que tout sous­
espace complet est fermé. Pour le 3), il suffit de remarquer que si { e1, ... , en} est une 
base de E, et IJl. Jll la norme associée comme dans la preuve du Théorème I.2.1, alors, 
pour x = L.:~=l akek E E, on a : 

n 

llT(x)llF ~ (L llT(ek)JIF) rr;~lakl = Clllxlll ~ C K llxllE, 
k=l 

puisque 111-111 et 11- llE sont équivalentes. D 

On fera attention, par contre, que si c'est l'espace d'arrivée qui est de dimension 
finie, la continuité n'est pas automatique (puisqu'il existe des formes linéaires non 
continues, si E est de dimension infinie : Exercice 8). 

1.2.2. Compacité des boules 

Nous avons vu dans la preuve du Théorème I.2.1 que le point essentiel (via le 
Corollaire I.2.3) est que les parties fermées bornées d'un espace normé de dimension 
finie sont compactes. Notons qu'il est équivalent de dire que toutes les boules fermées 
sont compactes. Nous allons voir que cela n'arrive en fait qu'en dimension finie. 

Théorème 1.2.5 (Théorème de Riesz, 1918). Si un espace normé E possède 
une boule compacte B(xo, r), de rayon r > 0, alors il est de dimension finie. 

On en déduit que dans un espace de dimension infinie, les compacts sont "très 
minces" : 

Corollaire 1.2.6. Si E est un espace normé de dimension infinie, alors tout 
compact de E est d'intérieur vide. 

En effet, si K est un compact d'intérieur non vide, il contient une boule fermée de 
rayon > 0, qui est donc compacte, et donc E est de dimension finie. 

Notons que si une boule est compacte, c'est forcément une boule fermée. D'autre 
part, si une boule, de rayon > 0, est compacte, alors toutes les boules fermées le 
sont, puisqu'elles sont homéomorphes entre-elles (celles de rayon nul étant de toute 
façon compactes). Il suffit donc de montrer que si E est de dimension infinie, alors sa 
boule-unité BE n'est pas compacte. Pour cela, on utilisera un lemme. 

Lemme 1.2.7 (Lemme de Riesz). Soit Fun sous-espace vectoriel fermé d'un espace 
normé E, qui n'est pas E tout entier. Alors, pour tout nombre 8 tel que 0 < 8 < 1, il 
existe x E E tel que : 

{ llxll = 1 
dist (x, F) ;;::: 1 - 8. 
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Rappelons que : 
dist (x, F) = inf //x - yl/. 

yEF 

Si Fest de dimension finie, un argument de compacité permet de montrer qu'en 
fait on peut choisir un tel x E E, de norme 1, avec dist (x, F) = 1, mais nous n'en 
aurons pas besoin. Dans le cas de l'espace euclidien (!Rn, Il . 1/2), il suffit de prendre x 
de norme 1 et orthogonal à F (car alors, pour tout y E F, on a l/x-yl/~ = l/xl/~+ l/yl/~, 
par le Théorème de Pythagore; donc dist (x, F) ? l/x/12 = 1, d'où l'égalité car l/xl/ ? 
dist (x, F), puisque 0 E F). C'est pourquoi ce lemme est parfois appelé Lemme de la 
quasi-perpendiculaire. 

Preuve du Théorème de Riesz. Soit E un espace normé de dimension infinie. 
Fixons un nombre o E JO, 1[; par exemple o = 1/2. 
Partons d'un x1 E E, de norme 1, et prenons pour F le sous-espace vectoriel F1 

engendré par x1 . Comme il est de dimension 1, il est fermé, et n'est pas égal à E, 
puisque E est de dimension infinie. Le lemme donne un X2 E E, de norme 1 tel que: 

l/x2 - xi/I ? dist (x2, F1) ? 1/2. 

Prenons ensuite pour F le sous-espace vectoriel F2 engendré par x1 et x2. Il est de 
dimension 2 (car x2 ~ F1), et est donc fermé, et différent de E; il existe donc X3 E E, 
de norme 1 tel que : 

l/xa - x1 Il et l/xa - x2 Il ? dist (xa, F2) ? 1/2. 

Comme E est de dimension infinie, on peut itérer le procédé indéfiniment. On 
obtient une suite (xk)k;, 1 de vecteurs de norme 1 telle que : 

l/Xk - X! 1/ ? 1/2, \:/k =1- l. 

Cette suite ne peut avoir aucune sous-suite convergente. Comme elle est contenue 
dans la boule-unité de E, cette boule n'est pas compacte. D 

Remarque. On a en fait démontré un peu plus que ce qui était énoncé, à savoir que 
si E est de dimension infinie, sa sphère unité SE n'est pas compacte (noter que SE 
est fermée dans BE; donc si BE est compacte, SE aussi). 

Preuve du lemme. Comme F =1- E, on peut trouver xo E Etel que x0 ~ F. Comme 
F est fermé, on a : 

d = dist (xo, F) > O. 
d 

Comme 0 < o < 1, on a --J: > d et l'on peut donc trouver un y0 E F tel que 
1-u 

l/xo -yol/ ~ d/(l-8). Il ne reste plus qu'à "corriger" Xo par Yo et à normer ce vecteur: 

soit x = llxo -yoll; c'est bien un vecteur de norme 1 et, comme Yo + l/xo -yl/ y E F, 
xo -yo 

on a: 

/lx -yl/ = Il 1 Il JJ(xo -yo) - l/xo -yol/ yJJ 
xo -yo 

? Il 1 Il dist (x0 , F) = Il d Il ? 1 - o, xo -yo xo -yo 

pour tout y E F. D 
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1.3. Exercices 
Exercice 1. 

Montrer que B00 

L2 ([0, l]). 
{! E L2 ([0, 1]); lfl ~ 1 presque partout} est fermé dans 

Exercice 2. 
Soit 80: 'if([O, 1]) -+ OC la forme linéaire définie par ôo(f) = f(O). Montrer qu'elle 

est continue pour la norme Il. 11 00 , mais pas pour la norme Il· 1'1-
Exercice 3. 

1) Montrer que c0 est fermé dans f 00 • 

2) Montrer que les espaces co et fv, 1 ~ p ~ oo sont complets. 
3) Montrer que ('if([O, 1]), Il. Ili) n'est pas complet. 
4) On rappelle qu'une fonction cp: I -+ ~ définie sur un intervalle I de ~ est 

convexe si cp (tu+ (1 - t)v) ~tep (u) + (1 - t)cp (v) pour tous u, v E I et t E [ü, l]. 
Soit cp: ~+ -+ ~+ une fonction convexe strictement croissante telle que cp (0) = O. 

a) Montrer que cp est continue sur ~+ et bijective. 
On note fcp l'ensemble des suites de nombres complexes x = (xn)n~l pour lesquelles 

il existe C > 0 tel que :L::=l cp (lxnl/C) < +oo et on pose : 

llxllcp = inf { C > 0; :L::=l cp (lxnl/C) ~ 1 }. 

b) Montrer que fcp est un espace vectoriel et que Il . Il cp est une norme sur fcp (on 
montrera que L::=l cp (lxnl/llxllcp) ~ 1). On dit que fcp est un espace d'Orlicz. 

c) Montrer que fcp est complet. 

Exercice 4. 
Soit (X, d) un espace métrique. On note Lip (X) l'ensemble des fonctions lipschit­

ziennes, à valeurs réelles, sur X. Pour f E Lip (X), on note Lip (!) la constante de 

Lipschitz de f, à savoir Lip (!) = sup { l!C~l;,~~Y)I ; x, y EX, x -::j; y}· 
1) Montrer que Lip (X) est un espace vectoriel. 
2) Soit a EX. Pour f E Lip (X), on pose llfllLip,a = lf(a)I + Lip (!). 

a) Montrer que Il llLip,a est une norme sur Lip (X). 
b) Montrer que si b est un autre point de X, alors le norme Il Il Lip,b est équivalente 

à la norme Il llLip,a· 
c) On suppose que X est un espace vectoriel normé (et que d est la distance 

associée à la norme de X). Montrer que toute forme linéaire continue sur X est dans 
Lip (X), et que l'on a ll'PllLip,o = ll'Pllx• pour toute cp E X*. 

3) On revient au cas d'un espace métrique (X, d) quelconque. Montrer que Lip (X) 
est complet pour n'importe quelle norme llfllLip,a· 

Exercice 5. 
Soit 'if1([0, 1]) l'espace vectoriel (réel) des fonctions f: [O, 1] -+ ~continûment 

dérivables. On pose, pour f E 'if1 ([0, 1]): llfll = ([f(0)]2 + f0
1 lf'(t)l2dt) 112 . 

1) Montrer que l'on définit ainsi une norme sur 'if1 ([O,1]). 
2) Montrer que si la suite Un)n~l converge pour cette norme, alors elle converge 

uniformément sur [O, 1]. 
3) On pose fn(t) = tn(l - t), n ~ 1. Calculer llfnll· 
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Exercice 6. 
1) Soit 'ifb(IR.) l'espace des fonctions continues bornées sur lR. muni de la norme 

uniforme. On considère l'application linéaire T: 'ifb(IR.)---+ 'ifb(IR.) définie par (Tf)(x) = 
3f(x) - 2f(x + 4). Montrer que Test continue et calculer llTI/. 

2) On considère la forme linéaire cp: co ---+ lR. définie par cp ( u) = I:::=l ~ Montrer 
qu'elle est continue et calculer sa norme. Montrer que sup lcp(x)I n'est pas atteint. 
Exercice 7. llxll 00 ~ 1 

On identifie l'espace Md(IR.) des matrices réelles d'ordre d avec l'espace des appli­
cations linéaires (automatiquement continues) de JR.d dans lui-même. Pour 1 :::;; p:::;; oo, 
on note 11 · llp,p la norme sur Md(IR.) associée à la norme 11 · llP sur JR.d. 

1) Montrer que si A= (ai,Jh~i,j~d E Md(IR.), alors llAll1,1 = max1~j~d I::t=1 lai,JI· 
2) Déterminer de même l/Alloo,oo en fonction des coefficients de A. 
3) Pour A E Md(IR.), on note A* la transposée de A. Montrer que llAl/2,2 = 

sup{ ./>..; À valeur propre de A* A} (utiliser une base orthonormée de vecteurs propres 
de A* A). 

Exercice 8. 
Montrer que sur tout espace normé de dimension infinie, il existe des formes li­

néaires non continues (on commencera par considérer une suite de vecteurs linéaire­
ment indépendants et on construira une forme linéaire non continue sur le sous-espace 
vectoriel qu'ils engendrent). 

Exercice 9. 
Montrer qu'un espace vectoriel normé est complet si et seulement si toute série 

absolument convergente, c'est-à-dire telle que I:::=l llxnll < +oo (on dit aussi série 
normalement convergente) est convergente (on montrera que de toute suite de Cauchy 
(un)n;;;.1, on peut extraire une sous-suite (unk)k;;;.1 telle que I:;%:1 llunk+1 - Unk Il < 
+oo). 
Exercice 10. 

Soit X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé et T: X ---+ Y une 
application linéaire continue. On suppose qu'il existe une constante c > 0 telle que 
l/T(x)ll ?: c llxll pour tout x E X. Montrer que im (T) est fermée dans Y, et que T 
réalise un isomorphisme entre X et im (T). 
Exercice 11. 

Soit (S,.9",m) un espace mesuré et Un)n une suite bornée dans L1(m): il existe 
un nombre M > 0 tel que l/fnll1 :::;; M pour tout n?: 1. On suppose que Un)n converge 
m-presque partout vers une fonction f. 

1) Montrer que f E L1(m). 
2) Montrer que si Un)n converge pour la norme Il 11 1, c'est forcément vers f. 

Donner un exemple pour lequel Un)n ne converge pas pour la norme Il Ili· 
3) Montrer que, en utilisant le Théorème de convergence dominée, que : 

lim f (lfn - JI- Ifni+ Ill) dm= o. 
n-+oo Js 

4) Déduire de la question 3) que, si l'on suppose de plus que 11/nlli ---+ 11/111, alors 
n-+oo 

11/n - /111 ---+ O. 
n-+oo 
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Exercice 12. 

Soit E un espace vectoriel normé réel, F un sous-espace vectoriel fermé de E et 
a E E \ F. On pose d(a, F) = inf{lla - xll; x E F}. 

1) Montrer que si F est de dimension finie, il existe x0 E F tel que d(a, F) = 
lia - xoll (utiliser un argument de compacité). 

Soit cp une forme linéaire continue non nulle sur E et a E E tel que cp (a) =f- 0 ; on 
considère F = ker cp. 

2) Montrer que ll1Pll ? d(lcp ~a)I ) 
a, ercp 

3) a) Montrer que lcp(u+ta)I ::::; lcp(a)I pour tout u E kercp et tout t E IR* 
llu + tall d(a, kercp) 

(on rappelle que E = ker cp EB !Ra) . 

b) En déduire que ll1Pll = d(lcp ~a)I ) 
a, ercp 

4) Montrer, en utilisant la question précédente, que les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

( i) il existe uo E ker cp tel que d(a, ker cp) = lia - uoll ; 
(ii) il existe Xo E Etel que llxoll = 1 et lcp(xo)I = llcpll· 

(Pour (ii) => (i), écrire xo = vo+toa, avec vo E kercp, et montrer que ltol d(a,kercp) = 
1). 

5) On prend E = 'i&"([O, 1]), muni de la norme uniforme. On considère la forme 

linéaire cp: E---+ lR définie par cp (!) = f 112 f(t) dt - f 1 f (t) dt, f E E. 
lo 11;2 

a) Montrer que cp est continue et calculer ll1Pll· 

b) Montrer que si lep (f)I = 1 avec 11!11 00 = 1, alors on doit avoir f(t) = 1 pour 
0::::; t::::; 1/2 et f(t) = -1pour1/2::::; t::::; 1. Conclusion? 

Exercice 13 (Base canonique de fp et c0). 

On considère E = fp, pour 1 ::::; p < oo, ou E = c0 . On note en, n ? 1, l'élément 
de E dont la nème coordonné vaut 1 et les autres valent O. Montrer que pour tout 
x = (xn)n~l E E, on a x = I::=l Xnen, la série convergeant pour la norme de E. 

On dit que (en)n~l est la base canonique de E. 

Exercice 14 (Dual des espaces Rp et c0 ). 

Montrer que toute forme linéaire continue cp sur X = fp, 1 ::::; p < oo, ou sur 
X= co, est de la forme cp = C{Jb, où C{Jb(a1, a2, ... ) = I::=l anbn, avec I::=l lbnlq = 
llbll~ < +oo et ~ + ~ = 1 si 1 < p < oo, q = 1 si X =Co, et supn~l lbnl = llblloo < +oo 
si X = f1. Montrer de plus qu'alors llcpll = llbllq (utiliser la base canonique ( en)n~l 
de X : voir l'Exercice 13). 
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Exercice 15 (Espace normé quotient). 
On rappelle que si E est un espace vectoriel et N un sous-espace vectoriel de E, 

alors la relation définie par : x ,...., y si et seulement si x - y E N, est une relation 
d'équivalence sur E, appelée relation d'équivalence modulo N, et que, en désignant 
par x = x + N la classe d'équivalence de x, on peut définir sur E/N une addition par 
X+ fi = (X + y r et une multiplication par les scalaires en posant a X = âX, faisant de 
E / N un espace vectoriel, appelé espace vectoriel quotient de E par N. 

1) Soit E = (E, 11-11) un espace vectoriel normé, et N un sous-espace fermé de E. 
a) Montrer que six= x + N est la classe d'équivalence de x modulo N, et que 

si l'on pose llxll~ = inf{llYll; x -y EN}, alors 11-11~ est une norme sur E/N, et que 
la surjection canonique q: E -+ E / N est continue. 

b) Montrer que l'image par q de la boule ouverte de centre 0 et de rayon r > 0 
est la boule ouverte de centre 0 et de rayon r (est-ce vrai pour les boules fermées?). 
En déduire que llqll = 1, que l'image par q de tout ouvert de E est ouvert dans E/N, 
et qu'une partie 0 de E/N est ouverte si et seulement si q-1(0) est ouvert dans E. 

c) Montrer que si X est un espace topologique et f : E / N -+ X une application, 
alors f est continue si et seulement si f o q: E -+ X l'est. 

d) Montrer que E/N est complet si E l'est. 

2) Montrer que, pour x E l!.oo, on a IJq(x)lle00 /co = limsupn--7oo lxnl· 

On rappelle que si E et F sont deux espaces vectoriels (sur le même corps), et si 
T: E -+ F est une application linéaire, alors on peut définir une application linéaire 
T: E/kerT-+ Fen posant T(x) = T(x), et que E/kerT est de dimension finie si T 
est de rang fini (c'est-à-dire que T(E) est de dimension finie). 

3) Soit E et F deux espaces normés et T: E -+ F une application linéaire continue. 
Montrer que T est continue. 

4) Soit E et F deux espaces normés et T: E -+ F une application linéaire de rang 
fini telle que kerT soit fermé. Montrer que Test continue et llTll = llTll-

5) Soit co l'espace des suites a= (an)n~l de nombres réels qui convergent vers 0, 
muni de la norme llalloo = supn~l lanl· On note en l'élément de c0 qui vaut 1 au nème 

rang et 0 ailleurs. 
Montrer qu'une forme linéaire cp: co -+ lR est continue si et seulement si on peut 

écrire cp (a1, a2,. .. ) = L::=l bnan, avec L::=1 lbnl < +oo (voir Exercice 14). 
6) Soit cp: c0 -+ lR une forme linéaire discontinue (on en donnera un exemple). 

On définit l'application linéaire T: co -+ Co par T(a1, a2, ... ) = (cp (a), ai, a2, ... ). 
Montrer que kerT est fermé, mais que T n'est pas continue. 

Exercice 16 (suite de l'Exercice 15). 

Les deux questions suivantes sont indépendantes l'une de l'autre. 

1) Soit F et G deux sous-espaces vectoriels fermés de E. On note q: E -+ E / F la 
surjection canonique. On suppose G de dimension finie. Montrer que q( G) est fermé 
dans E / F et en déduire que F + G est fermé dans E. 
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2) On suppose que la boule unité (fermée) de E peut être recouverte par un 
nombre fini n de boules ouvertes de rayon 1/2. Soit x1, ... ,xn les centres de ces 
boules et F = vect (x1, ... , xn)· 

a) Montrer que q[BE(O, 1)] Ç BE/F(O, 1/2), q: E --* E/F étant la surjection 
canonique. 

b) En déduire que E/F = {O} (utiliser l'Exercice 15). Qu'en conclut-on? 

Exercice 17 (Jauge d'un convexe). 
Soit E un espace vectoriel réel. On dit qu'une partie K de E est absorbante si 

pour tout x E E, il existe un t > 0 tel que le segment [O, tx] soit contenu dans K. 
1) Montrer que si K est convexe contenant 0, alors K est absorbant si et seulement 

si E = U.>.>o >..K. 
2) Montrer que si E est un espace vectoriel normé, tout voisinage de 0 est absor­

bant. 

Soit K une partie de E convexe, non vide, et symétrique par rapport à 0 et 
absorbante. On pose jK(x) = inf{>.. > O; x E >..K}. On dit que c'est la jauge, ou 
fonctionnelle de Minkowski de K. 

3) a) Montrer que iK est une semi-norme sur E. 
b) Montrer que {x E E; iK(x) < 1} Ç K Ç {x E E; jK(x) ~ 1}. 
c) Montrer que si E est normé et K est bornée dans E (et vérifiant les précé­

dentes propriétés), alors iK est une norme sur E. 
4) Soit E un espace normé et K une partie fermée bornée, convexe, symétrique 

par rapport à O, et telle que 0 soit dans l'intérieur de K. Montrer que iK est une 
norme sur E, équivalente à la norme de E, et que K est la boule unité de (E,jK)· 

Exercice 18 (Propriété de Schur de i1). 
Soit (xn)n~l une suite dans i1. On suppose, en écrivant Xn (xn,k)k~li que 

I:~1 bkxn,k ~O pour toute suite bornée (bk)k~l· 

On veut montrer que llxnll1------+0. 
n-too 

1) On suppose qu'il existe a> 0 tel que llxnll1 ~a pour tout n ~ 1. 
a) Montrer qu'il existe deux suites d'entiers strictement croissantes (n;);~ 1 et 

(k;);~ 1 telles que, pour tout j ~ 1, on ait : 
OO 

L lxn;,kl ~ ~ et 
k=k;+l 

(c'est ce qu'on appelle la méthode de la bosse glissante). 
b) Montrer qu'il existe une suite bornée (bk)k~l telle que I:~1 bkXn;,k ~ a/5 

pour tout j ~ 1. 
2) Conclure. 

Remarque. Une autre preuve est proposée dans !'Exercice 14 du Chapitre VIII. 



24 CHAPITRE I. ESPACES NORMÉS 

Exercice 19 (Non séparabilité de f 00 ). 

On veut montrer que f 00 n'est pas séparable, c'est-à-dire qu'il ne contient aucune 
partie dénombrable qui soit dense. 

Supposons qu'une telle partie ~ = { Vn; n ?: 1} existe. Soit x une suite ne prenant 
que les valeurs 0 ou 1. On note Wx = B 0 (x, 1/2) la boule ouverte de f 00 de centre x 
et de rayon 1/2. 

1) Montrer que si x et x' sont deux suites ne prenant que les valeurs 0 ou 1, alors 
Wx n Wx' = 0 pour X i=- X1 , • 

2) Montrer que pour tout x E {O, l}N*, il existe un entier n(x) tel que Vn(x) E Wx· 
Justifier que pour xi=- x', on a n(x) i=- n(x'). 

3) Montrer que ce n'est pas possible et conclure. 

Exercice 20 (Une preuve quantitative du Théorème de Riesz). 
1) Montrer que si F est un espace vectoriel normé réel de dimension d, et si 

0 < ê < 1, il faut au moins (1/ê)d boules (fermées) de rayon ê pour recouvrir la boule 
unité Bp de F (majorer le volume, i.e. la mesure de Lebesgue, F étant identifié à JRd, 
de Bp). 

2) En déduire que si la boule unité d'un espace vectoriel normé réel E peut être 
recouverte par N boules fermées de rayon ê (0 < ê < 1), alors E est de dimension 
finie et dim E ~ log N/ log(l/ê). 

3) Soit E un espace normé réel de dimension finie d, que l'on peut considérer 
comme JRd muni d'une norme 11-11· Pour 0 < ê < 1, on note N(ê) le plus petit nombre 
de boules fermées de rayon ê nécessaires pour recouvrir la boule unité BE de E. 

a) Soit x1, ... ,xk des points de BE tels que llxi -xill > ê pour tout i i=- j. 

Montrer que k ~ (1 + :)d (utiliser le fait que les boules B(xi,ê/2) sont deux-à-deux 
disjointes et contenues dans B(O, 1 + ~)). 

b) En déduire que N(ê) ~ (1 + ~)d (prendre k maximal). 
) M t d. E _ 1. log N(e:) 

c on rer que im - ime:-tO log(l/e:) · 

Exercice 21. 
Soit (Pn)n;;, 1 une suite de polynômes de degré au plus 2013. On suppose que l'on 

a f0
1 IPn(t)I dt~ 33 pour tout n;;;;, 1. Montrer que (Pn)n;;.1 possède une sous-suite qui 

converge uniformément sur l'intervalle [7r1874 , 7f1932]. 

Exercice 22 (Compacité dans LP(JR)). 
On rappelle qu'une partie A d'un espace topologique est relativement compacte si 

son adhérence est compacte et que dans un espace métrique complet, cela équivaut à 
dire que A est précompacte, c'est-à-dire que pour tout ê > 0, A peut-être recouverte 
par un nombre fini de boules de rayon ~ ê centrées sur A. Si f: lR --+ C, on note 
ft(x) = f(x - t), pour t,x ER 

Soit 1 ~ p < oo, et A une partie bornée de LP(JR). 

1) Montrer que si A est précompacte alors : 

(i) 'Vê > 0, 3Re: > 0: { lf(x)IPdx ~ êP, \If E A; 
Jlxl>Re 

(ii) 'Vê > 0, 38"' > 0 : lift - fllP ~ ê, pour ltl ~ Ôe:, \If E A. 
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2) Réciproquement, on suppose les conditions ( i) et ( ii) satisfaites par A. Pour 
tout E: > 0 et x E JR, on pose [cpe(f)J(x) = i; J:+o· f(u) du. 

a) Montrer que pour toute f E LP(JR), la fonction cpe(f) est continue sur lR. 
b) On fixe R > O. Montrer que { 'Pe (!) l[-R,R] ; f E A} est précompacte dans 

'i&'([-R,R]) (utiliser le Théorème d'Ascoli : voir Théorème VII.4.1 à l'Annexe du 
Chapitre VII). 

c) Montrer Il! - 'PeU)llP ~ E: pour toute f E A. 
d) En déduire que A est précompacte dans LP(JR) (utiliser b} avec R =Re)· 

Exercice 23 (Inégalité de Hardy). 

Soit p un nombre réel tel que 1 < p < +oo et soit q son conjugué : ~ + ~ = 1. 
p q 

1) Montrer que si f E LP(JR+), la formule 

11x (Tf)(x) = - f(t) dt 
X 0 

a un sens pour tout x > 0, et que la fonction T f ainsi définie est continue sur JO, +oo[ 
et vérifie l(Tf)(x)I ~ x-l/pll!llP pour tout x >O. 

2) Si f,g E LP(JR+), montrer que l(Tg)(x) - (Tf)(x)I ~ x- 1/Pllg - JllP pour tout 
X> 0. 

3) Soit g une fonction continue à support compact contenu dans JO, +oo[. On pose 

11x G(x) = - lg(t)I dt. 
X 0 

a) Montrer que Gest de classe C1 sur JR+, qu'elle est nulle au voisinage de 0 et 
que 0 ~ G(x) ~ (1/x)llglli· 

En déduire que lim x [G(x)JP = 0 et que f0+cxi G(x)P dx < +oo. x--++cxi 
b) Montrer que l'on a: 

1+cxi x G'(x) G(x)P-l dx + 1+cxi G(x)P dx = 1+cxi lg(x)I G(x)P-l dx, 

et en déduire, en intégrant par parties la première intégrale, que : 

p - 1 1+cxi 1+cxi -- G(x)P dx = lg(x)I G(x)P-l dx. 
p 0 0 

c) En utilisant l'inégalité de Hi:ilder pour l'intégrale de droite, en déduire que 
llGllP ~ ~llgllP, puis que llTgllP ~ ~llgllP' 

4) En considérant LP(JR+) comme sous-espace de LP(JR), montrer que l'espace 
JC(JR+) des fonctions continues à support compact contenu dans JO, +oo[ est dense 
dans LP (JR+). 

5) En utilisant 4) et 2), puis 3)c), et en utilisant le lemme de Fatou, en déduire 
l'inégalité de Hardy : 

p 
llT f llP ~ - 1 llf llP · p-

6) Montrer que p/(p - 1) est la meilleure constante possible. 

7) Pour p = 1, est-il vrai que T f est intégrable si f l'est? 
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Exercice 24 (Points extrémaux). 
Soit E un espace vectoriel. On rappelle qu'une partie C de E est dite convexe si 

le segment [x, y] = { tx + (1 - t)y; 0 ~ t ~ 1} est contenu dans C pour tous x, y E C. 
Si C est convexe, on dit qu'un point e E C est un point extrémal de C s'il n'existe 
aucun segment [x, y] de longueur strictement positive contenu dans C tel que e E]x, y[. 
Autrement dit, e E C est extrémal si et seulement si l'égalité e = tx + (1 - t)y, avec 
0 < t < 1 et x,y E C, entraîne x =y= e (t = 1/2 suffit). 

1) Déterminer les points extrémaux de la boule unité de (IR2, 11-11 00 ). 

2) Montrer que tout point de la sphère unité d'un espace de Hilbert est extrémal 
dans la boule unité. 

3) Soit E un espace normé. Montrer que si xo est dans l'intérieur d'un convexe 
C Ç E, ce n'est pas un point extrémal de ce convexe. 

4) Montrer que la boule unité de co ne possède aucun point extrémal. 
5) Montrer que la boule unité de L1(0, 1) ne possède aucun point extrémal (si 

llfll1 = 1, on pourra montrer qu'il existe xo E [O, 1] tel que f0x 0 lf(t)I dt= 1/2). 

Remarque. Voir aussi !'Exercice 9 du Chapitre V et !'Exercice 28 du Chapitre VIII. 

Exercice 25 (Théorème de Mazur-Ulam). 
1) Soit X et Y deux espaces vectoriels normés réels et T: X -+ Y une application 

continue telle que T( u + v) = T( u) + T( v) pour tous u, v E X. Montrer que T est 
linéaire (montrer que T(>.u) = >..T(u) successivement pour>.. E Z, ).. E Q, puis>.. E JR). 

On dit que Test une isométrie si elle conserve les distances : llT(u) - T(v)ll = 
llu - vll pour tous u, v E X. 

2) Soit T: €00 -+ €00 définie par T(x1,X2, ... ) = (lx1l,x1,x2, ... ). Montrer que T 
est une isométrie non linéaire. 

On désire maintenant montrer le résultat suivant : si T: X -+ Y est une isométrie 
surjective entre les espaces normés X et Y, telle que T(O) = 0, alors T est linéaire 
(Théorème de M azur- Ulam). 

3) Soit E un espace normé et a, b E E. On définit par récurrence une suite de 
parties Kn(a, b) de E en posant Ko(a, b) = {u E E; llu - ail = llb - all/2 = llu - bll} 
et Kn+I(a,b) = {u E Kn(a,b); Kn(a,b) Ç B(u,dn/2)}, où dn = diam[Kn(a,b)]. 

a) Montrer que chaque Kn(a, b) est symétrique par rapport à (a+b)/2, puis qu'il 
contient ce point (considérer K0 = Ko (a, b) - atb, puis raisonner par récurrence). 

b) Montrer que diam[Kn+i(a,b)] ~ diam[Kn(a,b)]/2. 
c) En déduire que nn~o Kn(a, b) ={(a+ b)/2}. 

4) Montrer T(~) = T(x)~T(y) pour tous x,y EX. 
5) En déduire que T est linéaire. 

Remarque. Le résultat n'est pas vrai pour les espaces de Banach complexes : J. Bour­
gain a construit en 1986 un espace de Banach complexe X tel que X et X ne soient 
pas «::-isomorphes, où X est l'espace vectoriel obtenu à partir de X en remplaçant la 
multiplication scalaire ax par ax, et qui est clairement IR-isométrique à X. 



Chapitre II 

ESPACES DE HILBERT 

11.1. Généralités 

11.1.1. Définitions 

Définition 11.1.1. Soit H un espace vectoriel réel, resp. complexe. On appelle 
produit scalaire sur H toute forme bilinéaire symétrique, resp. hermitienne, 
qui est définie positive. 

On notera (x 1 y) le produit scalaire des vecteurs x, y E H. 

Cela signifie que l'application : 

(.1.): HxH ---+ OC=IRouC 
(x,y) ~ (x 1 y) 

vérifie : 
1) pour tout y EH, l'application x EH i-t (x 1 y) E OC est une forme linéaire; 
2) pour tous x,y EH, on a: 

{ (y 1 x) = (x 1 y) si l'espace est réel 
(y 1 x) = (x 1 y) si l'espace est complexe; 

3) pour tout x EH, on a (x 1x)~0 et (x i·x) = 0 si et seulement six= O. 

Remarque. Notons que dans le cas complexe, on a donc, pour x, y E H et À E C : 

1 (X 1 Ày) = À (X 1 y) I · 

Définition 11.1.2. Si l'espace vectoriel H est muni d'un produit scalaire, on 
dit que c'est un espace préhilbertien. 
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Exemples. 
1) a) Le produit scalaire usuel de !Rn est défini par : 

1 (x / y) = X1Y1 + · · · + XnYn 1 

pour X= (xi, ... , Xn), y= (yi, ... , Yn) E !Rn. 
Le produit scalaire usuel de en est défini par : 

1 (x / Y) = X1'ffi + · · · + XnYn 1 

pour X= (xi, ... , Xn), y= (y1, ... , Yn) E en. 

b) On peut définir d'autres produits scalaires sur ocn en se donnant des poids, 
c'est-à-dire des nombres w1, ... , Wn > 0, et en posant : 

l (x 1 y) ~ ~ WkXk:k , 

(x / y) = L WkXkYk, 
k=l 

si IK =IR; 

si IK = C. 

2) Si (S, !Y, m) est un espace mesuré, on munit H = L2 (m) d'un produit scalaire 
(que l'on qualifiera de naturel) en posant, pour f,g E L 2 (m) : 

1 (! / g) = h f g dm 1 dans le cas réel, 

et: 

1 (! / g) = h fg dm 1 dans le cas complexe. 

En particulier, sur f2, on a le produit scalaire naturel défini par : 

OO 

( x / Y) = L XnYn dans le cas réel, 
n=l 

et: 
OO 

(x 1 y)= L XnYn dans le cas complexe. 
n=l 

11.1.2. Propriétés élémentaires 

Notation. Puisque (x / x) ;;::: 0, on peut poser : 

l llxll = J(XTX) 1. 
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Proposition 11.1.3. Pour tous x, y E H : 

a) l llx + Yll2 = llxll2 + IJYll2 + 2 (x 1 y) 1 (cas réel); 

b) l llx + Yll2 = llxll2 + llYll2 + 2 Re (x 1 y) 1 (cas complexe). 

Preuve. Il suffit de développer : 

llx + ylJ2=(x+Y1 x +y) = (x 1 x) +(y 1 y)+ (x 1 y)+ (y 1 x), 

et utiliser le fait que (x 1 y)+ (y 1 x) = (x 1 y)+ (x 1y)=2(x 1 y) dans le cas réel, et 
= 2 Re (x 1 y) dans le cas complexe. D 

Théorème 11.1.4 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous x, y EH : 

l l(x 1 Y)I ~ llxll llYll I· 

Exemple. Dans le cas où H = L 2 (m), elle est équivalente à l'inégalité de Cauchy­
Schwarz pour les intégrales : 

1 fs fgdml ~ fs lfgl dm~ (fs lfl2 dm) 112 (fs lgl2 dm) 112 

Preuve. On ne la fera que dans le cas complexe; c'est un peu plus facile dans le 
cas réel (on considère le signe du produit scalaire au lieu de son argument). En fait 
la preuve est valable même pour les semi-produits scalaires, c'est-à-dire si la forme 
bilinéaire symétrique (resp. hermitienne) est seulement positive (c'est-à-dire que l'on 
ne demande pas que (x 1x)=0 entraîne x = 0). 

Soit () E IR tel que : 
(e-illx 1 y)= e-ill(x 1 y) E IR+ 

(si (x 1 y) =/:- 0, ()est l'argument du nombre complexe (x 1 y)). Posons x' = e-i0x. 
Pour tout t E IR, on a, par la Proposition II.1.3 : 

llx'll2 + 2 Re (x' 1 y) t + llYll2t2 = llx' + tyll2 ~ O. 

Si llYll = 0, on a llx'll2 + 2 Re (x' 1 y) t ~ 0 pour tout t E IR; cela n'est possible que 
si Re (x' 1 y) =O. Si llYIJ =/:- 0, on a un trinôme du second degré en t, qui est toujours 
positif ou nul; son discriminant doit être négatif ou nul : 

Re (x' 1 y) - llx'll2llYIJ2 ~O. 

Comme: 
(x' 1 y)= e-i0 (x 1 y)= l(x 1 y)I E IR+, 

on a: 

Re ( x' 1 Y) = ( x' 1 Y) = 1 ( x 1 Y) I · 
Comme, de plus, llx'IJ = llxll, on obtient l'inégalité annoncée. D 
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Corollaire 11.1.5. L'expression llxll = J(XTX) définit une norme sur H, 
appelée norme hilbertienne. 

Preuve. Il suffit de vérifier l'inégalité triangulaire : 

l!x + Yl! 2 = l!x1! 2 + l!Yll 2 + 2 Re (x 1 Y) ~ l!x1! 2 + l!Yll 2 + 2 l!xl! l!Yll = (llxl! + llYll) 2 , 

grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwarz. 

Corollaire 11.1.6. Pour chaque y EH, la forme linéaire : 

H -----+ OC.= lR ou C 
X 1---t (x 1 y) 

est continue. Sa norme dans H* est l 11'1>yll = l!Yll I · 
Preuve. On peut supposer y =f. O. L'inégalité de Cauchy-Schwarz dit que : 

l'l>y(x)I = l(x 1 Y)I ~ llYll l!xll; 

cela prouve que 'l>y est continue et que ll'l>yll ~ llYll· 

Comme 'l>y(Y) = l!Yll 2 , on a li'l>yl!;?:: '~r;r = llYll· 

D 

D 

Remarque importante. Cas d'égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Lorsque 
l'on regarde la preuve de l'inégalité (dans le cas d'un produit scalaire), on voit que 
l'on a l(x 1 y)I = l!xll l!Yll si et seulement si y= 0 ou bien si y =f. 0 et le discriminant du 
trinôme du second degré en t est nul ; cela signifie que ce trinôme possède une racine 
(double) : il existe to E lR tel que l!x' + toYll = 0; autrement dit e-iOx + toy = 0 : les 
vecteurs x et y sont linéairement liés. 

Inversement, si x et y sont linéairement dépendants, il est clair que l'on a égalité. 

11.1.3. Orthogonalité 

Définition 11.1.7. On dit que deux vecteurs x et y d'un espace préhilbertien H sont 
orthogonaux si (x 1 y) =O. On note 1 x J_ y I · 

Exemple. Dans H = JR.2 , pour le produit scalaire usuel, on a (-1, 1) J_ (1, 1). 

Notons que la relation d'orthogonalité est symétrique : six J_ y, alors y J_ x (car 
(y 1 x) = (x 1 y)). 

D'après la Proposition II.1.3, on a, dans le cas réel : 

x J_ Y ~ l!x + Yll 2 = l!x1! 2 + llYll 2 I, 
ce que l'on peut appeler le" Théorème de Pythagore". 

Dans le cas complexe : 

x J_ Y ~ [ llx + Yll 2 = llxll 2 + llYll 2 et llx + iyll 2 = l!xll 2 + llYll 2 ] · 
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En effet, pour tout nombre complexe a, on a lm (a) =Re (-ia) et par conséquent 
lm (x 1 y) =Re (x 1 iy). 

Des parties A, B Ç H sont dites orthogonales si tout x E A est orthogonal à 
tout y E B: 

X ..l y' 't:/x E A, 't:/y E B. 

On dit aussi que l'une est orthogonale à l'autre. 

Définition 11.1.8. L'orthogonal d'une partie A Ç H est l'ensemble : 

IA.L={yEH; y..lx, VxEA}l-

On a B.L Ç A .L si A Ç B ; donc en particulier (A) .L Ç A .L ; mais la continuité des 

applications <I> y : x t-+ ( x 1 y) entraîne que 1 (A) .L = A .L I · 

Proposition 11.1.9. Pour toute partie A de H, A.L est orthogonal à A; c'est la plus 
grande partie orthogonale à A. 

De plus A .L est un sous-espace vectoriel fermé de H. 

Preuve. Le début est clair. Pour le reste, remarquons que : 

A.L = n ker <l>x 
xEA 

et que chaque sous-espace vectoriel ker <l>x = <1>; 1 ( {O}) est fermé puisque <l>x est 
continue. D 

11.1.4. Espaces de Hilbert 

Définition 11.1.10. Si un espace préhilbertien est complet, pour sa norme 
hilbertienne, on dit que c'est un espace de Hilbert. 

C'est donc un cas particulier d'espace de Banach. 

Exemples. 1) Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert. 
Lorsque le corps de base est réel, on dit que c'est un espace euclidien, et que c'est un 
espace hermitien lorsque le corps de base est complexe. 

2) Pour toute mesure positive m, 1 L2 (m) est un espace de Hilbert,, en vertu du 

Théorème de Riesz-Fisher, puisque la norme li· 112 : 

llfll2 = ( fs lf(t)12 dm(t)) 
112 

est la norme hilbertienne associée au produit scalaire usuel : 

(! 1 g) = fs f(t)g(t) dm(t). 

En particulier, 1 f2 est un espace de Hilbert I · 



32 CHAPITRE II. ESPACES DE HILBERT 

11.2. Le Théorème de projection et ses conséquences 

11.2.1. Le Théorème de projection 

C'est grâce à ce théorème que l'on obtient toutes les "bonnes" propriétés des es­
paces de Hilbert. 

Rappelons d'abord qu'une partie C d'un espace vectoriel est dite convexe si le 
segment [x, y] est contenu dans C dès lors que x, y E C : 

x, y E C ==? [x, yj Ç C, 

où [x, y]= {tx + (1 - t)y; t E [O, 1]}. 
Tout sous-espace vectoriel est convexe ; toute boule est convexe. 

Théorème 11.2.1 (Théorème de projection). Soit H un espace de Hilbert 
et soit C une partie convexe et fermée, non vide, de H. Alors, pour tout 
x E H, il existe un unique y E C tel que : 

llx - Yll = dist (x, C). 

On dit que y = Pc(x) est la projection de x sur C. Il est caractérisé par la 
propriété: 

y E C et Re ( x - y 1 z - y) ~ 0 , '</ z E C . 

Dans le cas réel, l'inégalité dans la caractérisation ( *) signifie que l'angle a = 
(x _-y:;-_ y) est obtus. 

x-y 
z-y 

z~ X 

Notons que la complétude de H n'est pas absolument indispensable : on peut la 
supprimer, mais en supposant que c'est C qui est complet. 

Preuve. 
1) Existence. On aura besoin du lemme suivant, dont la preuve est immédiate, 

avec la Proposition 11.1.3. 

Lemme 11.2.2 (identité du parallélogramme). Pour tous u, v EH : 

J 11u + vll 2 + llu - vll 2 = 2(llull 2 + llvll 2 ) J. 
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Cela signifie que la somme des carrés des diagonales d'un parallélogramme est 
égale à la somme des carrés des quatre côtés. 

Il~ V 

Soit d = dist (x, C) = infzEC llx - zll. 
Notons que si d = 0, alors x E C (car C est fermé), et y= x est l'unique point de 

C tel que llx - Yll = d. 
Pour tout n ~ 1, il existe Zn E C tel que : 

llx - Znll 2 ~ d2 + _!_. 
n 

Appliquons alors, pour n,p ~ 1, l'identité du parallélogramme à u = x - Zn et 
v = x - Zp ; on obtient : 

• Zn+Zp 
Mais, C étant convexe, on a 2 E C ; donc : 

de sorte que l'on obtient : 

llzn - z 11 2 ~ 2 (d2 + _!_ + d2 + ~) - 4d2 = 2 (_!_ + ~) · 
P n p n p 

La suite (zn)n est par conséquent une suite de Cauchy. Comme H est complet, elle 
converge donc vers un élément y EH. Mais comme C est fermé, on a en fait, puisque 
les Zn sont dans C, y E C. 

De plus, le fait que llx - znll2 ~ d2 + 1/n entraîne, en passant à la limite, que 
llx - Yll ~ d. On a donc llx - Yll = d, puisque y E C. 

2) Unicité. Si llx - Y1 Il = llx - Y2 li = d, avec Y1, Y2 E C, alors, comme ci-dessus, 
l'identité du parallélogramme donne : 

4d2 + llY1 - Y2ll2 ~ 4 llx - Yi; y2 ll2 + llY1 - Y2112 

= 2 (llx -y1ll2 + llx -y2ll2) = 2 (d2 + d2 ); 
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d'où llY1 - Y2ll 2 ::;; 0, ce qui n'est possible que si Y1 = Y2· 

3) Preuve de ( * ). 
a) Si z E C, on a (1 - t)y + tz E C pour 0::;; t::;; 1, par la convexité de C; donc: 

llx - (1 - t)y - tzll 2 ?: !lx - y!l 2 , 

soit en développant !lx-(1-t)y-tzll 2 = !l(x-y)+t(y-z)ll 2 avec la Proposition II.1.3: 

t2 llY - zll 2 + 2tRe (x -y 1 y - z)?: O. 

Pour t =f. 0, divisons part, puis faisons ensuite tendre t vers 0; il vient Re (x - y 1 

y - z) ;:::: 0, soit : 
Re (x - y 1 z - y) ::;; 0. 

b) Réciproquement, si y vérifie ( *), on a, pour tout z E C : 

llx - zil 2 = ll(x -y+ (y - z)!l 2 = !lx - Yll 2 + llY - zll 2 + 2 Re (x -y 1 y - z) 

= !lx - Yll 2 + llY - z!l 2 - 2 Re (x - y 1 z - y) ?: llx - Yll 2 ; 

donc y= Pc(x), par unicité. 

11.2.2. Conséquences 

D 

Proposition 11.2.3. L'application Pc: H -+ C est continue; plus précisément, on 
a, pour tous x1, X2 EH : 

Preuve. Posons Y1 = Pc(x1) et Y2 = Pc(x2); la condition(*) donne: 

{ Re (x1 - Y1 j z - Y1) ::;; 0 'Vz E C; 
Re (x2 - Y2 1 z' - Y2) ::;; 0 'Vz' E C. 

En prenant z = Y2 et z' = y1, et en additionnant, il vient : 

On obtient donc : 

llY1 -y21i 2 =Re llY1 -y21i 2 =Re ([Y2 - x2] + [x2 - x1] + [x1 -yi] 1 Y2 -y1) 

=Re ([x1 - Y1] - [x2 - Y2] i Y2 - Y1) +Re (x2 - X1 i Y2 - Y1) 

::;; Re(x2-xi1 Y2 -y1) 

::;; l(x2 - X1 1 Y2 -y1)I::;; llx2 - x1ll llY2 -y1ll 

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il en résulte, en divisant par llY2 - Y1 Il (que l'on 
peut supposer non nul, car sinon le résultat est évident), que l'on a bien llY1 -y2ll ::;; 
llx2 - x1 Il· D 
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Dans le cas où le convexe C est un sous-espace vectoriel, on a de meilleures pro­
priétés. 

Théorème 11.2.4. Si F est un sous-espace vectoriel fermé de l'espace 
de Hilbert H, alors l'application PF: H -+ F est une application linéaire 
continue, et PF(x) est l'unique point y E F tel que : 

1 y E F et x - y E p1- , . 

Preuve. D'abord, si y E F et x - y E p1-, on a : 

dist (x, F) 2 = inf llx - zll 2 = inf [llx - Yll 2 + llY - zll 2] = llx - Yll 2 ; 
zEF zEF 

donc llx - Yll = dist (x, F) et y= PF(x). 
La réciproque résulte de la condition ( *) : 

Re (x -y 1z-y):::;0, Vz E F; 

en effet, comme Fest un sous-espace vectoriel, on a : 

z =y+ >.w E F, Vw E F et V>. E lK. 

Lorsque H est réel, on a donc, pour tout w E F : 

>.(x-ylw)=(x-yl>.w):::;o, V>.EIR, 

ce qui n'est possible que si (x -y 1 w) =O. 
Lorsque l'espace H est complexe, on a, de même, pour tout w E F : 

>.Re(x-ylw)=Re(x-yl>.w):::;O, V>.EIR, 

et, avec z = y + i>.w : 

>.Im (x - y 1 w) =Re (x - y 1 i>.w) :::; 0, V>. E 1R, 

ce qui, de nouveau, n'est possible que si (x - y 1 w) =O. 

La linéarité de PF est alors facile à voir, grâce à l'unicité; en effet, si Y1 = PF(x1), 
Y2 = PF(x2), alors (x1 -y1), (x2 -y2) E p1-; donc, pour ai, a2 E IK, (a1x1 + a2x2) -
(a1y1 + a2Y2) E p1-; donc PF(a1x1 + a2x2) = aiy1 + a2Y2· D 

Notons que la continuité a été vue à la Proposition II.2.3, et qu'en prenant x2 = 0 
dans cette proposition, on a: llPF(x)ll :::; llxll pour tout x E H; la norme de PF est 
donc :::; 1. Mais comme PF(x) = x pour tout x E F, on obtient, si F -:f. {O}, que 

l llPFll = 1,. 
A titre d'exercice, on pourra montrer que, pour un convexe fermé C, Pc est linéaire 

si et seulement si C est un sous-espace vectoriel. 
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Théorème 11.2.5. Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout sous­
espace vectoriel fermé, on a : 

et la projection sur P parallèlement à pl.. associée est PF. Elle est donc 
continue, de sorte que la somme directe est une somme directe topologique. 

On dit que PF est la projection orthogonale sur P. 

Le fait que H soit la somme directe de Pet pl.. signifie que tout x E H s'écrit, de 

façon unique, 1 x = y + z , , avec J y E P, z E p.l. J. Notons que, puisque P et pl.. sont 

orthogonaux, on a : l!xll 2 = llYll 2 + l!zll 2 ; en d'autres termes : 

J iixll 2 = l!PF(x)!l 2 + llx - PF(x)ll 2 J. 

On retrouve le fait que PF est continue et de norme 1, si P-:/:- {O}. On voit aussi que 
llidH - PFll = 1, si pl..-:/:- {O}; mais on verra juste après qu'en fait IdH - PF est la 
projection orthogonale sur pl... 

Preuve. On a x = PF(x)+ (x-PF(x)), avec x-PF(x) E pl.., par le Théorème 11.2.4. 
D'autre part, six E P n pl.., on a, en particulier, (x 1x)=0; donc x =O. 0 

Remarque. Le Théorème 11.2.5 est vraiment spécifique aux espaces de Hilbert; en 
effet, J. Lindenstraus et L. Tzafriri ont montré en 1971 que si E est un espace de Ba­
nach dans lequel tout sous-espace vectoriel fermé est l'image d'une projection conti­
nue, alors cet espace E est isomorphe à un espace de Hilbert. La preuve repose sur 
le Théorème de Dvoretzky, disant que tout sous-espace vectoriel de dimension finie 
n d'un espace normé contient un sous-espace vectoriel, de dimension "assez grande", 
de l'ordre de logn, qui est très proche d'un espace de Hilbert (voir le Chapitre 8 du 
livre : D. Li - H. Queffélec, Introduction à l'étude des espaces de Banach - Analyse 
et Probabilités, Cours Spécialisés 12, Société Mathématique de France, 2004). 

Le résultat suivant peut être montré directement, mais il est facilement obtenu à 
partir du Théorème II.2.5. 

Corollaire 11.2.6. On a p.l...l.. = P pour tout sous-espace vectoriel P de l'espace de 
Hilbert H. 

Preuve. Comme pl.. est un sous-espace vectoriel fermé, par la Proposition 11.1.9, on 
peut lui appliquer le Théorème 11.2.5 : H = pl.. EB p.l..l., que l'on peut aussi écrire : 
H =Pl...!. EBP.!.. 

D'autre part, on peut aussi appliquer ce théorème au sous-espace vectoriel fermé 
p : H = p EB CP).!. = p EB pl... 

Il en résulte, puisque l'on sait que P Ç p.l..l., que p.l...l.. =P. 0 

Notons qu'en général un sous-espace vectoriel a une infinité de supplémentaires; 
mais il n'a qu'un seul supplémentaire orthogonal. 
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On en déduit, puisque HJ_ = {O} et {O}J_ = H, le critère très pratique suivant 
de densité. 

Corollaire 11.2. 7. Soit H un espace de Hilbert, et F un sous-espace vectoriel 
de H. Alors F est dense dans H si et seulement si FJ_ = { 0}. 

Ainsi, pour montrer qu'un sous-espace vectoriel F est dense dans H, il suffit de 
vérifier que : 

1 [(xly)=ü, 'v'xEF] ===:} y=ol. 

Voyons un exemple d'application. Rappelons que le support de f: lR ~ <C, noté 
suppf, est l'adhérence de {x E IR; f(x) =/:- O}. 

Théorème 11.2.8. L'espace X(IR) des fonctions continues sur lR à support 
compact est dense dans L 2 (1R). 

Ce théorème se démontre, sous une forme plus générale d'ailleurs, dans tout cours 
d'Intégration (voir aussi le Théorème III.1.2); mais il s'agit ici, même si le résultat 
est important par lui-même, de voir comment appliquer le Corollaire II.2.7. 

Notons que X(JR) n'est pas réellement contenu dans L2 (1R), puisque ce dernier 
est un espace de classes d'équivalence de fonctions, mais, comme deux applications 
continues qui sont égales presque partout, pour la mesure de Lebesgue, le sont en fait 
partout, l'application canonique j: X(JR) ~ L2 (1R), qui associe à chaque fonction 
sa classe d'équivalence, est injective; on peut donc identifier chaque f E X(JR) à sa 
classe d'équivalence j(f), c'est-à-dire X(JR) à j [X(IR)]. 
Preuve. Soit g E L2 (JR) telle que : 

(f 1 g) = k fgd>. = 0, 'v'f E X(JR). 

On veut montrer que g = O. 
En prenant les parties réelles et imaginaires, on peut supposer que g est à valeurs 

réelles, et l'on écrit g = g+ - g-. On a, pour toute f E X(JR) : 

t. 

.. f... ___ _ 

a a +1fi1 

k f(t) g+(t) dt= k f(t) g-(t) dt. 

b-1/11 b 

Soit a < b. Il existe des fn E X(JR) telles 
que: 

{ Ü:::;; f n :::;; ][Ja,b[> 

f n(t)---+ ][]a b[(t) pour t E IR, 
n-+oo ' 

et telles que la suite Un)n soit croissante. 
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Le Théorème de convergence monotone donne : 

lb g+(t)dt = limt r fn(t)g+(t)dt = _limt r fn(t)g-(t)dt =lb g-(t)dt. 
a n-+oo }R n-+oo }R a 

Cela veut dire que les mesures positivesµ= g+ .À et v = g- .À sont égales sur tous les 
intervalles ]a, b[ et y prennent des valeurs finies : 

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le Théorème d'unicité des mesures dit alors que 
µ = v. Cela signifie que g+ = g- presque partout, c'est-à-dire g = 0 dans L2 (JR.). D 

Corollaire II.2.9. 'ef([O, 1]) est dense dans L2 (0, 1). 

Preuve. Soit f E L2 (0, 1). Prolongeons-la en 1 sur lR. par 0 en dehors de [O, l]. On 
a 1 E L2 (1R.). Pour tout c > 0, il existe g E X(IR.) telle que Il! - 9llL2(R) ~ c. Soit 
h = 9i[O,l] la restriction de g à [O, l]. On a, d'une part, h E 'ef([O, 1]) et, d'autre part, 

Il! - hllL2(0,1) ~ 111- gllL2(R) ~ €. D 

11.2.3. Représentation du dual 

Rappelons que le dual est : 

H* = { <I> : H -+ ][{ ; <I> linéaire continue} , 

où ][{ = lR. ou <C est le corps de base. 
Savoir donner une représentation "concrète" du dual d'un espace fonctionnel per­

met souvent de résoudre des problèmes sur l'espace lui-même. Dans le cas des espaces 
de Hilbert, c'est particulièrement simple. 

Rappelons d'abord que nous avons vu que, pour tout y E H, la forme linéaire 
<I>y: x E H i-+ (x 1 y) est continue, c'est-à-dire est un élément du dual H*, et que 
ll<I>yll = llYll· Il s'avère que tous les éléments du dual sont de cette forme .. 

Théorème II.2.10 (Théorème de représentation de Fréchet-Riesz). 
Soit H un espace de Hilbert. Pour toute <I> E H*, il existe un (unique) 

y EH tel que J <I>(x) = (x 1 y) j pour tout x EH. 

Ce théorème a été prouvé, de façon indépendante, par M. Fréchet et F. Riesz en 
1907, pour H = L2 (0, 1); les deux articles ont été publiés, par coïncidence, dans le 
même numéro des Notes aux Compte-rendus de l'Académie des Sciences. 

Une autre façon de voir ce théorème est de dire que l'application : 

J: H --+ H* 
y f----7 <I>y = J(y) 
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est surjective. Elle est donc bijective car c'est une isométrie (au sens des espaces 
métriques): llJ(y)- J(y')ll = ll<I>y - <l>y1 ll = ll<I>y-y1 ll = Jly-y'll· 

Notons que dans le cas réel, J est linéaire, mais que dans le cas complexe, elle 
n'est que semi-linéaire. 

Preuve. Nous savons déjà que J est une isométrie métrique; cela prouve l'unicité. 
Ce qu'il faut voir, c'est la surjectivité. 

Soit cI> E H*, non nulle. Comme cI> est continue, le sous-espace vectoriel F = ker cI> 
est fermé. Donc : 

H = (ker cI>) $ (ker cI> ).L. 

Mais comme cI> est une forme linéaire non nulle, ker cI> est de codimension 1 ; donc 
(ker cI>) .L est de dimension 1. 

Soit u E (kercJ>).L, de norme 1, et posons y= <I>(u)u. Alors, comme y E (kercJ>).L, 
<l>y est nulle sur ker cI>; mais, d'autre part : 

<I>y(u) = (u 1 y) = <I>(u) (u 1 u) = <I>(u) llull2 = <I>(u). 

Ainsi l'on a bien cI> = <l>y. D 

Remarque. La valeur y= <I>(u) u peut sembler ''tomber du ciel". En fait, si l'on veut 
avoir <I>(x) = (x 1 y) pour tout x E H, on doit l'avoir pour x E ker cI>; donc y doit être 
dans (kercJ>).L. Ainsi y= eu, et l'égalité <I>(u) = (u 1 y) entraîne <I>(u) = ë(u 1 u) = 
ë llull 2 = ë. On a donc forcément y= <I>(u) u. 

11.2.4. Adjoint d'un opérateur 

On appelle opérateur sur H toute application linéaire continue T: H --+ H. 

Proposition 11.2.11. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout T E !L'(H), il existe 
un autre opérateur, noté T*, et appelé l'adjoint de T, tel que : 

1(Tx1 y)= (x 1T*y)1, 'Vx,y EH. 

De plus llT*ll = llTll· 
Preuve. Soit y EH. L'application: ,.:.p.V.. \ 

<l>y oT: H -t H 
x 1---t (Tx 1 y) 

est une forme linéaire continue sur H ; il existe donc, par le Théorème de Fréchet­
Riesz, un unique élément de H, que l'on notera T*y, tel que: 

(x 1 T*y) = (Tx 1 y), 'Vx E H. 

A cause de l'unicité, l'application T*: y E H i-+ T*y E H est clairement linéaire : si 
Yi.Y2 EH et ai,a2 E JK, on a, pour tout x EH: 

(x 1 T*(a1y1 +a2y2)) = (Tx 1 aiY1 +a2y2) =a1(Tx 1 Y1) +a2(Tx 1 Y2) 
= a1(x 1 T*y1) + a2(x 1 T*y2) = (x 1 aiT*y1 + a2T*y2); 

donc T*(a1Y1 + a2Y2) = aiT*y1 + a2T*y2. 
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D'autre part, l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne: 

l(<I>y 0 T)(x)I = l(Tx 1 y)I ~ llTxll llYll ~ llTll llxll llYll; 

donc llT*yll = ll<I>y o Tii ~ llTll llYll· Cela prouve que l'application linéaire T* est 
continue et que llT* Il ~ llTll · 

Pour voir que llTll ~ llT* Il; remarquons que T* a lui-même un adjoint T**, et que 
l'on a T** = T : 

(y 1 T**x) = (T*y 1 x) =(y 1 Tx) 

pour tous x, y E H; cela implique que T**x = Tx pour tout x E H. Alors llTll = 
llT** Il ~ llT* 11. D 

11.3. Bases orthonormées 

Pour éviter de parler de familles sommables, on se restreindra aux espaces sé­
parables. Pour le cas général, on pourra se reporter, par exemple, au livre de G. 
Choquet, Cours d'Analyse, Masson. 

11.3.1. Espaces séparables 

Définition 11.3.1. Un espace topologique E est dit séparable s'il existe une partie 
D ç; E qui est dénombrable et dense dans E : D = E. 

Dans le cas des espaces normés, on a une notion équivalente. 

Proposition 11.3.2. Soit E un espace vectoriel normé. Pour que E soit séparable, il 
faut et il suffit qu'il existe dans E une partie Â qui soit dénombrable et totale dans 
E. 

On dit qu'une partie 6. d'un espace vectoriel normé E est totale lorsque le sous­
espace vectoriel vect (6.) engendré par cette partie est dense. 

Preuve. Le Q-sous-espace vectoriel (respectivement le (Q+iQ)-sous-espace vectoriel) 
engendré par Â est dénombrable et son adhérence est la même que celle de vect (6.). 

D 

Exemples. 
1) Tout espace vectoriel de dimension finie est séparable. 
2) Les espaces Co et ep, pour 1 ::(: p < oo, sont séparables, car si 

en = (0, ... , 0, 1 , 0, ... ) , 
t 

nième place 

alors Â ={en; n ~ 1} est totale, puisque, pour tout x = (6,6, ... ) E lp, on a: 

OO 

llx - ( 6 ei + .. · + Çnen) llP = '""' IÇk IP ----+ 0; L-t n-.+CXJ 
k=n+l 
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et lorsque x E co : 

On peut montrer (Exercice 19 du Chapitre I) que 1!00 n'est pas séparable. 

Proposition 11.3.3. Tout sous-espace d'un espace métrique séparable est séparable. 

Preuve. Soit E un espace métrique séparable, D = { Xn ; n ? 1} une partie de E 
dénombrable dense, et F Ç E. Pourtout couple d'entiers n, k? tels que FnB(xn, l/k) 
ne soit pas vide, choisissons un élément Yn,k E F n B(xn, l/k); sinon (pour des 
questions de notation), posons Yn,k = Yo, où Yo est un élément fixe donné de F (on 
peut supposer F non vide). Alors Dp = {Yn,k; n,k? 1} est une partie dénombrable 
de F, et elle est dense dans F : soit y E F; il existe, pour tout k ? 1, un entier 
n? 1 tel que d(y, Xn) ~ l/k; on a donc y E B(xn, l/k); donc F n B(xn, l/k) =f. 0, et 
Yn,k E F n B(xn, l/k); alors d(y, Yn,k) ~ d(y, xn) + d(xn, Yn,k) ~ 2/k. D 

Remarque. Ce n'est pas vrai dans les espaces topologiques généraux. En effet, pour 
tout ensemble l, il existe un "gros" espace compact /31, appelé compactifié de Stone­
Cech de l dans lequel l est dense (il a la propriété que toute fonction bornée sur l 
à valeurs scalaires se prolonge de façon unique en une fonction continue sur /31, avec 
les mêmes bornes). Le compactifié de Stone-Ôech /3N de N est donc séparable ; mais 
on peut montrer que f3N \ N n'est pas séparable. 

Notons que, d'après la propriété de prolongement, l'espace 'i&'(/3N) des fonctions 
continues sur /3N est isométrique à 1!00 • Alors co est isométrique au sous-espace {! E 
'i&'(/3N); f(x) = 0 pour x E /3N \ N}. La non séparabilité de l'espace topologique 
/3N \ N correspond à la non séparabilité de l'espace de Banach quotient 1!00 /c0 . 

11.3.2. Systèmes orthonormés 

Nous supposerons dans la suite que H est un espace préhilbertien, de dimension 
infinie. 

Définition 11.3.4. Soit (ui)iEI une famille d'éléments de H, indexée par un ensemble 
arbitraire l, non vide. On dit que c'est une famille orthonormée, ou un système 
orthonormé, si : 

1) lluill = 1, \:/i El; 
2) Ui J_ Uj , \:/i =/. j. 

Notons que tout sous-système (ui)iEJ (J Ç I) d'un système orthonormé (ui)iEI 
est encore orthonormé. 

Exemples. 
1) Dans f2, la suite (en)n~l est orthonormée. 
2) Dans L2 (0, 1), on pose : 

1 en ( t) = e27rint , , n E Z ; 

le système ( en)nEZ est orthonormé; on dit que c'est le système trigonométrique. 
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Proposition 11.3.5. Si le système fini ( u1 , ... , un) est orthonormé, alors, pour tous 
ai, ... , an E lK : 

Preuve. Il suffit de développer en utilisant la Proposition II.1.3 : 

n 2 n 

li 2:>kukll = L llakukll2 + L(akuk 1 ajuj), 
k=l k=l k,Pj 

et d'utiliser que llakukll = lakl llukll = lakl et que, pour k =f j, (akuk 1 ajuj) 
akai(uk 1 ui) =o. D 

Corollaire 11.3.6. Toute famille orthonormée est libre (c'est-à-dire que les vecteurs 
la composant sont linéairement indépendants). 

Proposition 11.3. 7 (Inégalité de Bessel). Soit H un espace préhilbertien. Pour toute 
famille orthonormée (ui)iEI dans H, on a, pour tout x EH : 

L l(x 1 ui)l2 ~ llxll 2 
iEJ 

Dans l'inégalité ci-dessus, la somme au premier membre est définie de la façon 
suivante : si (ai)iEJ est une famille de nombres réels positifs, alors : 

d 'f 
Lai ~ sup Lai. 
iEJ JÇI, Jfinie iEJ 

Si l2(I) = {(ai)iEJ E IK1 ; L:iEJ lail2 < +oo}, l'inégalité de Bessel entraîne que l'on a 
une application : 

S: H ----+ l2(I) 
X 1-----t ((x 1 Ui))iEJ 

elle est linéaire, et l'inégalité de Bessel dit de plus qu'elle est continue, et de norme 
~ 1. 

Preuve. Si Çi = (x 1 ui), on a, puisque la famille est orthonormée, pour toute partie 
finie J de I : 

0 ~ llx - L Çiuill2 = llxll2 - 2 L Re (x 1 Çiui) + L IÇil2' 
iEJ iEJ iEJ 

ce qui donne le résultat car (x 1 Çiui) = ~i(x 1 ui) = ~içi = IÇil2. D 
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Proposition 11.3.8. Soit H un espace préhilbertien et soit (un)n~I une suite or­
thonormée dans H. Si un vecteur x E H peut s'écrire x = .L::=l Çnun, alors on a 

forcément 1 Çn = (x 1 un) 1 pour tout n ;?: 1. 

Ici "suite" signifie ''famille dénombrable". 

Preuve. Pour chaque k ;?: 1, la forme linéaire <Puk est continue; donc : 

OO OO 

D 
n=l n=l 

Proposition 11.3.9. Soit (un)n~l une suite orthonormée et x = .L::=l Çnun. Soit 
Fn le sous-espace vectoriel engendré par u 1 , ... , Un. Alors : 

n 

PFn(x) = LÇkUk · 
k=l 

Preuve. Comme on a Çk = (x 1 uk), par la proposition précédente, on obtient que 
(x- L~=l Çkuk 1ui)=0 pour tout j ~ n; donc si Yn = .L:~=l Çkuk, on a x-yn E F~. 
Comme Yn E Fn, la caractérisation du Théorème II.2.4 dit que Yn = PFn(x). D 

Proposition 11.3.10. Si H est un espace de Hilbert, et (un)n~I est une suite ortho­
normée dans H, alors, pour toute suite (Çn)n~I E f2, la série .L::=l Çnun converge 
dans H. 

En d'autres termes (en utilisant la Proposition II.3.8), l'application linéaire conti-
nue: 

est surjective. 

S: H ---+ 
X f----t 

Preuve. Il suffit de remarquer que la série vérifie le critère de Cauchy, car la Propo­
sition II.3.5 donne : 

n+p 2 n+p 

llLÇkukll = LIÇnl 2 ~0, 
k=n k=n 

uniformément en p. 

11.3.3. Bases orthonormées 

Définition 11.3.11. On dit qu'une suite orthonormée (un)n~I dans un espace 
préhilbertien H est une base orthonormée de H si l'ensemble {Un ; n ;?: 1} 
est total dans H. On dit aussi que (un)n~I est une base hilbertienne. 

D 

Notons que, comme on s'est restreint à prendre des familles dénombrables, l'espace 
H sera forcément séparable. 
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D'autre part, il faut noter que cette notion de base orthonormée est, en dimension 
infinie, différente de la notion de base, au sens algébrique du terme : une famille de 
vecteurs d'un espace vectoriel est une base si tout vecteur peut s'écrire, de façon 
unique, comme combinaison linéaire d'un nombre fini de termes de la famille; or le 
théorème qui suit dit que, pour une base orthonormée, tout élément s'écrit comme la 
somme d'une série, qui fait intervenir tous les termes de la base orthonormée. 

Théorème 11.3.12. Soit H un espace préhilbertien et soit (un)n~I une base 
orthonormée de H. Alors, tout élément x EH s'écrit: 

OO 

X= LÇnUn, 
n=l 

De plus, pour tous x, y EH, on a les formules de Parseval : 
OO 

1) llxll 2 = L l(x 1 Un)l 2 

n=l 

OO 

2) (x 1 y)= L(x 1 un) (y 1 un) , la série convergeant absolument. 
n=l 

Preuve. Notons Fn le sous-espace vectoriel engendré par ui, ... , un, et posons Xn = 
Pp" (x). 

X 

2] 
/Y 

L'ensemble {Un ; n ?: 1} étant total, le sous­
espace Un~l Fn est dense dans H; alors, la 
suite (Fn)n;;;.1 étant croissante, on a : 

llx - Xnll = dist (x, Fn)----+ O. 
n-too 

D'autre part, d'après le Corollaire II.3.6, { u1, ... , un} est une base, au sens usuel, de 
Fn ; et, par la Proposition II.3.8, on a donc : 

n 

Xn = L(Xn 1 Uk) Uk. 
k=l 

Mais (x - xn) E F;f-; donc, pour k ~ n, (xn 1 uk) = (x 1 uk) = Çk ne dépend pas de 
n. On a donc bien : 

n OO 

x = lim LÇkuk = LÇkuk. 
n-too 

k=l k=l 

De même y= 2::%': 1 (kuk, avec (k = (y 1 uk)· Alors, par continuité (Corollaire II.1.6) : 

OO OO OO 

(x 1 y)= (Lçkuk 1 Y)= LÇk(uk 1 Y)= LÇk(k, 
k=l k=l k=l 

qui donne l'autre identité lorsque y= x. D 
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Il résulte du Théorème Il.3.12 et de la Proposition Il.3.10 que l'on a : 

Corollaire 11.3.13. Soit H un espace de Hilbert, séparable, et soit (un)n;;, 1 
une base orthonormée de H. Alors l'application linéaire : 

S: H --+ f2 

X ........+ ((x 1 Un))n;;,l 

est un isomorphisme d'espaces de Hilbert, c'est-à-dire un isomorphisme 
conservant le produit scalaire : ( S ( Ç) 1 S ( ()) = ( Ç 1 () pour tous Ç, ( E f 2 • 
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C'est en particulier une isométrie : llS(x)ll = llxll pour tout x E H. Lorsque H 
n'est pas complet, on a toujours une isométrie conservant le produit scalaire, mais 
elle n'est pas surjective. 

L'isomorphisme récipoque est : 

s-1 : f2 --+ H 
(Çn)n;;,1 1---+ L:,1 ÇnUn 

Nous allons voir qu'en fait tout espace de Hilbert séparable possède des bases 
orthonormées, et donc le corollaire précédent s'applique à tous les espaces de Hilbert 
séparables. 

11.3.4. Existence des bases orthonormées 

Théorème 11.3.14. Tout espace de Hilbert séparable possède des bases ortho­
normées. 

En fait la complétude ne sert pas ici (car à chaque étape, on ne travaille que dans 
des sous-espaces vectoriels de dimension finie, donc complets). 

On obtient, comme conséquence du Théorème Il.3.14 et du Corollaire II.3.13, le 
résultat essentiel suivant, dans lequel, cette fois-ci l'hypothèse de complétude ne peut 
être omise. 

Théorème 11.3.15. Tous les espaces de Hilbert séparables, de dimension 
infinie, sont isomorphes entre-eux, et en particulier à f 2 . 

Preuve du Théorème 11.3.14 . On utilise tout simplement le procédé d'orthonor­
malisation de Gram-Schmidt. 
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Prenons une partie dénombrable { Vn ; n ;?; 1} totale. On peut supposer que les 
Vn, n;?; 1, sont linéairement indépendants (en supprimant ceux qui sont combinaison 
linéaire des précédents). 

--···-·-----------;/' " ... 

/ 
/ 

/ 

Soit Fn le sous-espace vectoriel engendré par 
V1 v1, ... , Vn· On pose u1 = llv1 Il , et 

u~+l 
Un+l = llu~+1 li . 

Alors la suite ( un)n~l est orthonormée, et l'en­
semble {Un ; n ;?; 1} est total car le sous­
espace vectoriel engendré par u1 , ... , Un est 
Fn. En effet, par le Théorème Il.2.4, pour 2 ~ 
k ~ n, on au~ - Vk E Ff_~ = Fk-1, et donc 
u~ E Fk puisque Vk E Fk et Fk-1 Ç Fk. D 

11.4. Séparabilité de L2(0, 1) 

11.4.1. Théorème de Stone-Weierstrass 

C'est un théorème de densité dans l'espace 'ifR(K) ou 'ifc(K) des fonctions conti­
nues f: K --+ lR ou C, où K est un espace compact. Selon que l'espace est réel ou 
complexe, il ne s'énonce pas de la même façon : il faut ajouter une hypothèse dans le 
cas complexe. 

II.4.1.1. Cas réel 

Théorème II.4.1 (Théorème de Stone-Weierstrass, cas réel). Soit Kun espace 
compact et A une sous-algèbre de l'algèbre de Banach réelle 'm'R(K). 

On suppose de plus que : 
a) A sépare les points de K ; 
b) A contient les constantes. 

Alors A est dense dans 'ifR(K). 

Remarques. 1) Une sous-algèbre de 'if(K) est un sous-espace vectoriel stable par 
multiplication. 

2) Dire que A sépare les points de K signifie que si x, y E K sont distincts, alors 
il existe f E A telle que f(x) -=I f(y). 

3) L'hypothèse que A contienne les fonctions constantes n'est faite que pour éli­
miner le cas des sous-algèbres A={! E 'm'(K); f(a) = O} pour un a E K donné. 

Notons que, A étant un sous-espace vectoriel, A contient les constantes si et seule­
ment si I E A. 

On obtient la conséquence immédiate suivante. 
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Théorème 11.4.2. Soit K une partie compacte de JR.d; alors l'ensemble &'JR(K) 
de tous les polynômes réels à d variables, restreints à K, est dense dans 
'eflR (K). 

Théorème 11.4.3. L'espace réel Li_(O, 1) est séparable. 
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Preuve. Nous savons que 'efJR([O, 1]) est dense dans Li_(O, 1). D'autre part, le Théo­
rème II.4.2 nous dit que &'JR([O, 1]) est dense dans 'efJR([O, 1]). Donc &'JR([O, 1]) est dense 
dans Li_(O, 1), parce que la norme uniforme sur 'efJR([O, 1]) est plus fine que la norme 
de Li_(O, 1) : pour toute i E Li_(O, 1) et tout c > 0, il existe g E 'efJR([O, 1]) telle que 
Ili - Yll2 ~ c/2; il existe ensuite p E &'JR([O, 1]) tel que llg - Plloo ~ c/2; mais alors 
llg - Pll2 ~ llg - Plloo ~ c/2, et donc Ili - Pll2 ~ c. 

Il ne reste plus qu'à remarquer que &'JR([O, 1]) est engendré par la suite définie 
par: 

Po(t) = 1, P1(t) = t, P2(t) = t2 , Pn(t) = tn, 

pour obtenir la séparabilité de Li_(O, 1). 0 

Notons qu'au passage, nous avons prouvé la séparabilité de 'efJR([O, 1]). 

Corollaire 11.4.4. Li_(O, 1) est isomorphe à l'espace réel f.2 . 

C'est le théorème démontré par Fisher et Riesz en 1907. Le point essentiel étant 
le fait que Li_(O, 1) soit complet. 

Preuve du Théorème de Stone-Weierstrass. 
Elle se fait en plusieurs étapes. 

Étape 1. Il existe une suite de polynômes réels (rn)n~o qui converge uniformément 
sur [O, 1] vers la fonction racine carrée r: t 1-t ,,/t. 
Preuve. On définit (rn)n~o par récurrence, en partant de ro = 0 et en posant, pour 
tout n ~ 0: ' 

rn+i(t) = rn(t) + ~(t - [rn(t)] 2). 

Il est clair, par récurrence, que les rn sont des polynômes. 
De plus, pour tout n ~ 0, on a 0 ~ rn(t) ~ Vt; en effet, par récurrence : on a, 

d'une part, t - [rn(t)]2 ~ 0 et donc rn+1(t) ~ rn(t) ~ 0, et d'autre part: 

Vt - r n+ 1 ( t) = [ Vt - r n ( t)] [ 1 - ~ ( Vt + r n ( t)) J ~ 0 , 

car Vt + rn(t) ~ Vt + Vt = 2Vt ~ 2. Notons qu'au passage, on a vu que la suite 
(rn)n~o est croissante. 
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Étant croissante et majorée, elle converge, vers une limite r(t). La relation de 
récurrence montre que r(t) = ./t. 

Reste à voir qu'il y a convergence uniforme. 

Première méthode : "à la main". 
Posons ên(t) = Vt - rn(t). On a vu ci-dessus, puisque rn(t) ;;:: 0, que : 

donc: 

a~ ên(t) ~ êo(t)(1- V:r = 0(1- V:r 
~ sup 2(1 - x)xn (poser x = 1 - Vt/2) 

o,,;;x,,;;1/2 

= 2xn(l - Xn)X~ avec Xn = n/(n + 1); 

2 n 2 
=--X~--· 

n+l n n+l 

Deuxième méthode. Il suffit d'utiliser le théorème suivant. 

Théorème 11.4.5 (Théorème de Dini). Soit K un espace compact. 

D 

Si (un)n;;;,1 est une suite croissante de fonctions continues Un: K ~ lR qui 
converge simplement vers une fonction continue u: K ~ IR, la convergence est uni­
forme. 

C'est bien sür évidemment faux si l'on ne suppose pas la limite continue. 

Preuve. Soit ê > O. 
Pour chaque x E K, il existe un entier N(x) tel que: 

n;;:: N(x) ===} 0 ~ u(x) - un(x) ~ ê/3. 

Comme u et uN(x) sont continues, il existe un voisinage de x, que l'on peut prendre 
ouvert, tel que : 

x' E V(x) ===} { lu(x) - u(x')I ~ ê/3; 
luN(x)(x') - UN(x)(x)I ~ ê/3. 

Comme K est compact, il existe x1 , ... , Xm E K tels que : 

m 

K = LJ V(xi). 
i=l 

Si N = max{N(x1 ), ... , N(xm)}, on a, pour n;;:: N: 

0 ~ u(x) - un(x) ~ ê, 'Vx E K, 
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car x appartient à l'un des V(xi) et n;;:: N(xi); donc : 

0 ~ u(x)-un(x) ~ u(x) - UN(x;)(x) 

~ (u(x) - u(xi)) + (u(xi) - UN(x;)(Xi)) + (uN(x;)(xi) - UN(x;)(x)) 
ê ê ê 

~3+3+3=ê. D 

Étape 2. Si f E A, alors If 1 E A. 
Preuve. En effet, on peut supposer f -:/:- O. Soit a= 11/lloo· On a [/(x)]2 /a2 E [O, 1] 
pour tout x E K. Mais, comme rn est un polynôme, et A est une algèbre, on a 
rn (J2 / a2 ) E A si f E A. En passant à la limite, on obtient : 

la limite étant uniforme, c'est-à-dire prise pour la norme de 'ifJR(K). 

Étape 3. Si f,g E A, alors max{f,g},min{/,g} E A. 
Preuve. Il suffit de remarquer que : 

{ 

1 
max{/,g} = 2 (! + g +If - 91) 

min{f,g} = ~ (! + g - If- 91), 

D 

et d'utiliser l'Étape 2 (ainsi que le fait que A est un sous-espace vectoriel). D 

Étape 3 bis. Si f,g E A, alors max{f,g},min{f,g} E A. 
Preuve. Cela résulte de ce que A vérifie les conditions demandées pour A : elle 
reste une sous-algèbre (rappelons que la convergence dans <ef(K) est la convergence 
uniforme), et, puisque A contient les constantes et sépare les points de K, il en est a 
fortiori de même pour A. D 

Bien sûr, par récurrence : 

Ji, ... ,fnEA max{/1, ... , fn} E A et min{!i, ... , fn} E A. 

Étape 4. Six, y E K et x-:/:- y, alors : 

(Va, f3 E ~) (3h E A) h(x) =a et h(y) = (3. 

C'est la première étape dans l'approximation : on peut obtenir avec une fonction 
de A des valeurs données en deux points donnés distincts de K. 

Preuve. Comme A sépare les points, il existe g E A telle que g(x)-:/:- g(y). Posons : 

(3- a 
h =a 1 + ( ) ( ) (g - g(x) 1). g y -g X 

On a bien h(x) =a, h(y) = (3, et h E A, car g E A, 1 E A, et A est un sous-espace 
vectoriel. D 
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Étape 5. Pour toute f E 'i!f(K), pour tout x E K, et tout ê > 0, il existe g E A telle 
que: 

g(x) = f(x) et g(y) :( f(y) + t:, Vy E K. 

Preuve. Pour tout z E K tel que z -1- x, il existe, par l'Étape 4, en prenant a= f(x) 
et (3 = f(z), une hz E A telle que hz(x) = f(x) et hz(z) = f(z). 

Notons hx la fonction constante égale à f(x) 1. Alors : 

(Vz E K) hz(x) = f(x) et hz(z) = f(z). 

La continuité de f et celle de hz donnent un voisinage, que l'on peut prendre 
ouvert, Vz de z tel que : 

y E V(z) ===> hz(y) :( f(y) + t:. 

Comme K est compact, il existe un nombre fini d'éléments z1, ... , Zm E K tels 
que: 

K = V(z1) U · · · U V(zm). 

Alors g = inf{hzp ... , hzm} E A, par l'Étape 3 bis, et l'on a, pour tout y E K : 
g(y) ::;; f (y)+ t:, puisque y appartient à l'un des V(zi)· D 

Étape 6. On a A= 'i!fut(K). 

Preuve. Soit f E 'i!fnt(K), et soit ê > O. 
Pour tout x E K, il existe 9x E A vérifiant les conditions données dans l'Étape 5. 
La continuité de f et celle de 9x donnent un voisinage, que l'on peut choisir ouvert, 

U(x) de x tel que: 

y E U(x) ===> 9x(Y);;,:: f(y) - ê. 

La compacité de K permet de trouver un nombre fini d'éléments x1 , ... ,Xp E K 
tels que : 

K = U(x1) U · · · U U(xv). 

Alors cp = max{gx1 , ••• , 9xv} E A, grâce à l'Étape 3 bis ; et elle vérifie : 

f (y) - ê ::;; cp(y) ::;; f(y) + ê, 

car chaque y E K est dans l'un des U(xj)· 
Cela veut dire que Il! - cplloo :( ê. 

VyE K, 

Comme t: > 0 était arbitraire, on a bien f E (A) = A. 
Cela achève la preuve du Théorème II.4.1. 

La preuve de Bernstein pour un intervalle compact de lR 

D 

La forme générale du Théorème de Stone-Weierstrass a été donnée par Stone 
en 1948. A l'origine, Weierstrass avait montré, en 1885, que toute fonction continue 
sur un intervalle fermé borné de lR pouvait y être approchée uniformément par des 
polynômes. Il utilisait pour cela un produit de convolution (voir le chapitre suivant). 
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En 1913, Bernstein en a donné une belle preuve probabiliste, que l'on va exposer ci­
dessous. Notons d'abord que, par un changement de variable, on peut supposer que 
l'intervalle en question est [O, 1]. 

L'idée de départ est la suivante : on fixe t E [O, 1] (aussi bien, si on veut, on 
peut ne prendre que 0 < t < 1), et on considère des variables aléatoires indépendantes 
Xi, ... , Xn suivant toutes la loi de Bernoulli de paramètre t. Alors Sn= X1 +· · ·+Xn 
suit la loi binômiale &8(n, t) de paramètres n et t. La loi faible des grands nombres 
dit que §.n.--+ t =JE (X1) en probabilité. Alors, pour toute fonction f continue sur 

n n-+oo 

[O, 1], on a JE[!(~)]~ f(t). En effet, si é > 0 est donné, l'uniforme continuité de 

f sur [O, 1] permet de trouver ô > 0 tel que lf(x) - f(x')I ~ é pour lx - x'I ~ o; 
la convergence en probabilité donne alors un N ;:?; 1 tel que lP' (1 ~ - tl > o) ~ é si 
n;:?; N. Alors, pour n;:?; N, on a: 

'

JE[!(sn)]-f(t)j = f i1[sn(w)]-!(t)ldlP'(w) 
n l{l~-tl>o} n 

+ f i1[Sn(w)]-j(t)ld!P'(w) 
l{l~-tl~o} n 

~ 2 llflloo é + é. 

Or JE [f ( ~) J = I:~=o C~ tk(l - t)n-k f (~). On pose : 

[Bn(J)](t) = t C~ tk(l - t)n-k !(~); 
k=O 

c'est un polynôme de degré n. On l'appelle le nème polynôme de Bernstein de f. 
On vient de voir que l'on a convergence simple de Bn(J) vers f. 
Nous allons voir que, grâce à une estimation uniforme de la variance des variables 

de Bernoulli, la preuve de la loi faible des grands nombres pour ces variables permet 
d'obtenir la convergence uniforme de Bn(J) vers f. 

Rappelons d'abord que si X est une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli 
de paramètre t, alors sa variance vaut Var (X) = t(l - t). On a, par l'inégalité de 
Bienaymé-Tchebychev, pour tout o > 0 : 

JP>(l:-tl >o) =IP'(l:-JE(x)j >o) =IP'(l:-JE(:)I >o) 
~ } 2 Var (:) = n 2

1
02 Var (Sn) 

1 n 
= 202 L:Var (Xj) (par indépendance) 

n j=l 

Var(X) t(l - t) 1/4 
=---= ~-· 

nô2 nô2 nô2 

Considérons le module de continuité de f, défini par : 

w1(h) = sup{lf(t) - f(t')I; lt - t'I ~ h}. 
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Dire que f est uniformément continue signifie que w1(h)---+ O. Fixons un c5 > 0, 
h--tO 

que l'on précisera après. On a, pour tout t E [O, 1] (on prendra garde à différencier 
l'occurence w E n du module de continuité Wf; on aurait pu modifier ces notations, 
mais ce sont celles habituellement utilisées!) : 

IJ(t) - [Bn(f)](t)I = llE [!(t) - 1(8;:)] 1 

~ lE (lf(t) - f (8;:) 1) =ln IJ(t) - f ( Sn~w)) 1 dP (w) 

= ~,t_Sn~w)l~o} + ~,t_Sn~w)l>o} 
~ w1(c5) + 2 llflloo HD (lt - 8:: 1 > o) 

1 
~ w1(c5) + 2 llflloo 4n02 · 

Pour tout c > 0 donné, choisissons maintenant c5 de sorte que w1(c5) ~ c/2, puis 
N;;:: 1 tel que llJIJ 002J02 ~ c/2. On aura, pour n?: N, lf(t) - [Bn(f)]t)J ~ c pour 
tout t E [O, 1], ce qui prouve que Bn(f) tend uniformément vers f. D 

11.4.1.2. Cas complexe 

Tel quel, l'énoncé du Théorème Il.4.1 est faux pour les espaces de fonctions à 
valeurs complexes. Par exemple, si K est le disque unité fermé iDi du plan complexe, 
toute limite uniforme sur K de polynômes Pn est holomorphe dans le disque ouvert !DJ, 
grâce au Théorème de Weierstrass sur la convergence uniforme des suites de fonctions 
holomorphes. L'adhérence de l'algèbre des polynômes n'est donc pas 'ific(K) tout 
entier : par exemple, la fonction z H z n'est pas dedans. En fait, cet exemple est 
essentiellement le seul cas dont il faut tenir compte; en effet, on a : 

Théorème 11.4.6 (Théorème de Stone-Weierstrass, cas complexe). 
Soit K un espace compact et soit A une sous-algèbre, complexe, de l'espace 

de Banach complexe 'ifc(K). Si : 
a) A sépare les points de K ; 
b) A contient les fonctions constantes; 
c) A est stable par conjugaison : f E A :::} 7 E A, 

alors A est dense dans 'ifc(K). 

Notons qu'ici 7 désigne la fonction t E K H f (t) E C, où f(t) est le nombre 
complexe conjugué de f(t). 

Preuve. La condition c) permet de dire que: 

fEA =:::} Ref=f;f EA et lmf=f~f EA. 
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Soit: 
AIR={! E A; f(t) E IR, Vt E K}. 

La remarque ci-dessus permet de dire que : 

De plus, AIR est une sous-algèbre de lflR(K), qui contient les fonctions constantes 
(réelles), et sépare les points de K : si u =f. v, il existe f E A telle que f ( u) =f. f ( v) ; 
mais alors Ref(u) =f. Ref(v) ou Imf(u) =f. Imf(v), et Ref,Imf E AIR. Il résulte 
du cas réel que AIR est dense dans 'Îf1R(K). Mais alors, A= AIR+ iAIR est dense dans 
'ifc(K) = 'iflR(K) + i'if1R(K). 0 

Exemple. Soit K une partie compacte de C. L'ensemble des polynômes, à coefficients 
complexes, en les deux variables z et z est dense dans lfc(K). 

On notera que c'est aussi, en identifiant C à IR2 , l'ensemble des polynômes, à 
coefficients complexes, en les deux variables réelles x et y, en identifiant z = x+iy E C 
avec (x,y) E IR2 . 

11.4.2. Le système trigonométrique 

Nous allons considérer ici des fonctions f: IR---+ C périodiques, de période 1 sur 

L'application surjective : 

ei: IR -+ 1lJ = { z E C; lzl = 1} 
t f----t e2trit = u 

permet des les identifier aux fonctions définies sur 1!.J. On peut aussi les identifier aux 
fonctions définies sur le tore 11' = IR/Z. 

De plus, on sait que pour toute fonction f continue sur IR de période 1, il existe 
une unique fonction continue f: 1lJ ---+ C telle que f = f o e1 (resp. j: 11' ---+ C telle 
que f(x) = f(x + Z)). L'espace lf1(IR) des fonctions continues sur IR de période 1, 
muni de la norme llflloo = supxEIR lf(x)I, s'identifie donc à l'espace lf(1U) des fonctions 
continues sur le compact 1!.J. 

Il s'identifie aussi au sous-espace ci={! E lf([O, 1]); f(O) = f(l)}. 
Ces identifications sont isométriques puisque : 

sup lf(x)I = sup lf(x)I = sup lf(u)I = sup lf(Ç)I. 
xEIR xE[0,1] uEl!J ÇE'II' 

Définition 11.4. 7. On appelle polynôme trigonométrique toute somme 

N2 L ane2trint 

n=N1 
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Notons qu'en ajoutant au besoin des coefficients nuls, on peut toujours écrire un 
polynôme trigonométrique sous la forme symétrique : 

N 2::: an e211:int , 
n=-N 

où N est un entier positif. 

On notera, pour tout n E Z : 

1 en ( t) = e211:int 1, t ER 

L'ensemble {en ; n E Z} s'appelle le système trigonométrique. 

Les polynômes trigonométriques s'identifient aux polynômes usuels en u et u sur ll.J, 
puisque tout u E llJ s'écrit sous la forme u = e1 (t) = e211:it, et qu'alors un = e211:int = 
en(t), et que u = e-211:int = e_n(t). Le théorème de Stone-Weierstrass complexe 
appliqué à 'ilfc(ll.J) donne donc : 

Théorème 11.4.8. L'ensemble des polynômes trigonométriques est dense 
dans l'espace des fonctions continues de période 1 sur R 

Considérons maintenant l'espace des fonctions f: ~-+ <C mesurables de période 1 
telles que : 

fo1 lf(t)l 2 dt< +oo. 

Lorsque l'on le quotiente par le sous-espace des fonctions négligeables, ce quotient 
s'identifie à L2(0, 1) = L~(O, 1); en effet, pour toute fonction mesurable g: [O, 1]-+ <C, 
la fonction mesurable : 

g: [O, 1] 

t 

<C 

{ g( t) si 0 ::;; t < 1 ; 
g(O) si t = 1 

se prolonge par périodicité en une fonction mesurable f: ~ -+ <C de période 1, et 
f0

1 lg(t)l2 dt= f0
1 lf(t)l2 dt. 

Ces identifications étant faites, on peut énoncer : 

Théorème 11.4.9. Le système trigonométrique est une base orthonormée de 
L~(O, 1). 
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Corollaire 11.4.10. L'espace réel L~(O, 1) possède une base orthonormée 
formée des fonctions : 

1, v'2 cos(2nt), v'2 cos( 4nt), ... , v'2 cos(2nnt), ... , 

v'2sin(2nt), v'2sin(4nt), ... , v'2sin(2nnt), .... 

55 

Remarques. 1) Z étant dénombrable, on pourrait ré-indexer le système trigonomé­
trique avec les entiers positifs. 

2) Le théorème signifie que, pour toute f E L~(O, 1), on a: 

où les produits scalaires : 

Î(n) = (! 1 en) = 11 f(t) e:m dt= 11 J(t) e-27rint dt , 

pour n E Z, sont appelés les coefficients de Fourier de f. La formule de Parseval 

s'écrit alors 1 J; lf(x)l2 dx = 2-:na. IÎ(n)l2 j. 
Nous savons qu'il existe alors une suite strictement croissante d'entiers (ln)n~1 

telle que : 

pour presque tout t E [O, 1]. 

ln 

lim '""' Î(k) e27rikt = f(t) 
n-too L..... 

k=-ln 

Répondant à une question posée par Lusin en 1913, L. Carleson a montré en 1966 
qu'en fait, sans prendre de sous-suite, on a, pour toute f E L2 (0, 1) : 

n 

lim '""' Î(k) e27rikt = f(t) 
n-+oo L..... 

k=-n 

pour presque tout t E [O, l]. C'est un résultat d'une extrême difficulté. 

Preuve du théorème 11.4.9. Il est d'abord facile de voir que {en; n E Z} est 
orthonormé : 

(en 1 ep) = {1 
e27rint e-27ript dt= { 1 

e27ri(n-p)t dt= { 1 s~ n = p; 
lo }0 0 s1 n ~p. 

Il est total car les polynômes trigonométriques sont denses dans '"6"(lU) et 11 · lloo ?: li· 112, 
en utilisant le lemme suivant : 
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Lemme 11.4.11. L'ensemble 1&71 (IR) des fonctions continues sur IR de période l, iden­
tifié à <i = {! E 1&"([0, 1]); f(O) = /(1)}, est dense dans L2 (0, 1). 

En effet, si f E L2 (0, 1), il existe alors, pour tout c > 0, g E <i ~ ?&"(lU) telle que 
Il! - gi12 ~ c/2; il existe ensuite un polynôme trigonométrique p tel que llg - Pli= ~ 
c/2; mais llg - Pi12 ~ llg - Pli= ~ c/2; donc Il/ - Pll2 ~ c. D 

Preuve du lemme. Soit f E L2 (0, 1) et soit c > O. Nous savons (Corollaire 11.2.9) 
qu'il existe h E 1&"([0, 1]) telle que Il/ - hll2 ~ c/2. 

Soit M > 0 tel que lh(t)I ~ M pour tout t E [O, 1], et notons a= 1 - ( 4~ ) 2. 
Nous allons modifier h sur [a, 1] en posant h1 (1) = h(O) et en prenant h1 affine 

entre a et 1. Alors h1 E <i, llh1 Il= ~ M, et : 

• 1 

llh - h1112 = ( 11 lh(t) - h1 (t)l2 dt) 
112 

~ (1- a)1l2 sup (lh(t)I + lh1(t)I) 
a~t~l 

........... vvi .. 
f; f; 

~ 4M X (M + M) = 2. 

On a donc Il/ - h1112 ~ c. D 

Exemple d'application. 

Soit f: IR---+ IR la fonction définie par f(t) = t pour 0 ~ t < 1, et prolongée par 
périodicité sur IR. 

. ...................... / 

~~---------L_· 
-1 2 

Alors f E L2 (0, 1) et : 

11 1 
Il! 11~ = t 2 dt = - · 

0 3 
Les coefficients de Fourier de f sont : 

J(n) = fo1 te-27rint dt, n E Z. 

Pour n = 0 : f0
1 t dt = 1/2; pour n =F 0 : 

~ [te-27rint] 1 11 e7 1 i f (n) = - dt= -- = - · 
-27rin 0 0 - 1fin -27rin 27rn 
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La formule de Parseval llfll~ = 2: IÎ(n)l2 donne donc : 
nEZ 

d'où: 

11.4.2.1. Coefficient de Fourier des fonctions de L1(0, 1) 

Pour toute f: [O, 1]---+ C mesurable, l'inégalité de Cauchy-Schwarz: 

fo1 
IJ(t)ldt:::; (fo1

12dt) 
112 (fo1

1J(t)l2dt)
112 =(fo1

1f(t)l2dt)
112 

dit que 2 2([0, 1]) Ç 2 1([0, 1]). On a donc une injection naturelle de L2(0, 1) dans 
L1(0, 1). Par identification de L2(0, 1) avec son image dans L1(0, 1), on écrira : 

1L2(0,1) ç L1 (0, 1) ,. 

Pour toute f E L1(0, 1), on peut définir les coefficients de Fourier : 

Î(n) = fo 1 f (t) e-211"int dt , n E Z, 

puisque le-27rintl = 1. On a IÎ(n)I :::; llfll1 pour tout n E Z. De plus : 

Théorème 11.4.12 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Pour toute fonction f E 
L1(0, 1), ses coefficients de Fourier tendent vers 0 quand lnl tend vers l'infini: 

1 
Î( n) ----+ o I · 

lnl-+oo 

Preuve. Sig E L2(0, 1), la formule de Parseval : 

11911~ = I: 19(n)l2 
nEZ 

montre que l'on a, en particulier, g(n)----+ O. 
lnl-+oo 

Maintenant, si f E L1(0, 1), il existe, pour tout é > 0, une fonction g E L2 (0, 1) 
(par exemple g étagée, ou bien g continue) telle que Il! - glJi :::; é. Comme on a 
IÎ(n) - g(n)I :::; Il! - glJi :::; é, on obtient IÎ(n)I :::; 19(n)I + é; donc : 

limsup IÎ(n)I :::; limsup 19(n)I + é = é. 
lnl-+oo lnl-+oo 
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Comme ê > 0 est arbitraire, on obtient limsuplnl--+oo IJ(n)I =O. 

Donc lim1n1--+oo IJ(n)I =O. D 

Variante de la preuve. Il existe un polynôme trigonométrique p tel que 119 - Pi12 ~ e. 
Mais il existe un entier N ;;;;: 1 tel que p(n) = 0 pour lnl ?: N. Donc, pour lnl ?: N, 
on a, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

19(n)I = 19(n) - p(n)I ~ 119 - Plh ~ 119 - Pll2 ~ e. 

Ainsi, puisque IÎ(n) - g(n)I ~ llf - 9111 ~ e, on a IJ(n)I ~ 2e, pour lnl ?: N. Cela 
signifie que Î(n) tend vers 0 quand lnl tend vers l'infini. D 

1 ~ 

Pour f E L2(0, 1), la formule de Parseval Io lf(t)l2 dt= LnEZ lf(n)l2 montre que 

si J(n) = 0 pour tout n E Z, alors f = 0 (presque partout). C'est encore vrai pour 
les fonctions de L1(0, 1), comme on va le voir. 

Théorème 11.4.13 (Injectivité de la transformation de Fourier). La trans­

formation de Fourier§: f E L1(0, 1) H (J(n))nEZ E co(Z) est injective: si 

f E L1(0, 1) et J(n) = 0 pour tout n E Z, alors f =O. 

Pour montrer cela, nous aurons besoin du Théorème de Fejér. Rappelons que le 
noyau de Dirichlet Dn d'ordre n est défini par Dn(t) = L:;~=-n e211:ikt et le noyau de 
Fejér Fn d'ordre n par: 

F: (t) = Do(t) + D1(t) + · · · + Dn(t) = _1_ ~ D (t). 
n n+l n+lL..,, k 

k=O 

- 1 -Comme Dn(O) = 1, on a Io Fn(t) dt= Fn(O) = 1 pour tout n ?: 1. 

1 (sin(n+l)nt) 2 .• D'autre part, on a Fn(t) = -- . ( ) pour tout t <f- Z; en part1cuher 
n + 1 sm nt 

Fn(t)?: 0 pour tout t E lR. (c'est clair pour t E Z car Dk(O) = 2k+ 1). La positivité de 
Fn est sa propriété essentielle. Vérifions l'égalité précédente. On sait que pour t <f- Z, 
on a D (t) = sin[(2k+1)11:t) . d . 

k sin(11:t) ' one . 

Fn(t) = - 1- . ;( ) t 2 sin( nt) sin[(2k + l)nt]. 
n + 1 2 sm nt k=O 

Or 2 sin[(2k + l)nt] sin( nt)= cos(2k1l"t) - cos[(2(k + l)nt]; donc : 

n 

L 2 sin( nt) sin[(2k + l)nt] = 1 - cos[2(n + l)nt] = 2 sin2 (n + l)nt, 
k=O 

d'où le résultat. 

Si f: IR.-+ C est de période 1 et f E L1(0, 1), la nème somme de Fejér de f est 



II.4. SÉPARABILITÉ DE L2 (0, 1) 59 

(.Fnf)(x) = 11 f(x - t) Fn(t) dt 

C'est un polynôme trigonométrique. En effet, en posant u = x - t, on a, par périodi­
cité : 

1 l n ( k 1 .. ) 
(.Fnf)(x) = 1 f(u) Fn(X - u) du= n + 1 t; j~k 1 f(u) e21r•J(x-u) du 

= n : 1 t ( t f(j) e21rijx) . 

k=O j=-k 

Théorème 11.4.14 (Théorème de Fejér (1905)). Pour toute fonction f: lR ---+ C 
continue de période 1, on a : 

Fnf ---7 f uniformément sur R 
n--+oo 

Preuve. Soit e > O. 
Comme f est continue et périodique, elle est uniformément continue sur lR : 

(38 > 0) lx - x'I::::; 8 ===> lf(x) - f(x')I::::; e/2. 

Comme on peut diminuer 8 sans changer l'implication ci-dessus, on peut supposer 
8 < 1/2. Notons que : 

(.Fnf)(x) - f(x) = 11 [f(x - t) - f(x)J Fn(t) dt 

11/2 
péd~idté _ 112 [f(x - t) - f(x)J Fn(t) dt. 

•Comme Fn(t) ~ 0, on a: 

11°,}J(x - t) - f(x)] Fn(t) dtl ::::; [
0
0 lf(x - t) - J(x)I Fn(t) dt 

1/j ê ê 11/2 ê 
::=:; 2 Fn(t) dt::=:; 2 Fn(t) dt= 2' 

-li -1/2 

• D'autre part : 

1 
r112 I r112 Jo [f(x - t) - f(x)] Fn(t) dt ::::; 2 llflloo }li Fn(t) dt 

::::; 2 llflloo {112 dt = 2 llflloo Co ::::; ~ 
n + 1 }0 sin2 (nt) n + 1 4 
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pour n ?:: ne. 
De même, en augmentant au besoin ne, on a, pour n?:: ne : 

• Il en résulte que : 

1 
r 0 

[f(x - t) - i(x)J Fn(t) dt' ~ ~· 
1-1;2 

l(Fnf)(x) - i(x)I ~ c pour n?:: ne, 

ce qu'il fallait démontrer. D 

Indiquons rapidement une autre preuve, plus ''fonctionnelle". On vérifie facilement 
que pour un polynôme trigonométrique p, on a J; p(x - t)Dk(t) dt= p(x) pour k?:: 0 
assez grand (plus grand que le degré de p); il en résulte que Fnp-+ p uniformément 

n--+oo 

(sur [O, lJ ou sur JR.). On a, d'autre part, llFnhlloo ~ llhlloo pour toute h: lR. ---+ C 
continue de période 1. Soit alors i: lR. ---+ C continue de période 1. Les polynômes 
trigonométriques étant denses dans l'espaces des fonctions continues de période 1 
(Théorème II.4.8), pour tout c > 0, il existe un polynôme trigonométrique p tel que 
Ili - Plloo ~ c. Alors : 

llFni - illoo ~ llFn(f - P) lloo + llFnP - Plloo + llP - illoo ~ é + é + é = 3c, 

pour n assez grand, et donc llFni - i lloo--+ O. 
n--+oo 

D 

Corollaire 11.4.15. Soit i: lR. ---+ C continue de période 1. Si f(n) = 0 pour tout 
n E Z, alors i = O. 

Preuve. On a Fni = 0 si f(j) = 0 pour tout j E Z. Comme (Fnik~1 converge 
uniformément vers i, on obtient i = O. D 

Il suffit maintenant d'utiliser la densité des fonctions continues de période 1 dans 
L1(0, 1). 

Lemme 11.4.16. L'ensemble 'i&'1 (JR.) des fonctions continues sur lR. de période l, iden­
tifié à ci= {f E 'i&'([O, 1]); i(O) = i(l)}, est dense dans L1(0, 1). 

Preuve. On peut faire la même que celle du Lemme II.4.11. Mais on va en donner 
une légèment différente. Considérons les fonctions de L1(0,1) comme étant définies 
sur JO, 1[. Soit i E L1(0, 1) etc> O. Il existe (voir Cours d'Intégration) g E X(JO, 1[) 
telle que Ili - gll1 ~ c. 

Comme supp (g) est compact et contenu dans JO, 1 [, la distance d de su pp (g) au 
complémentaire (fermé) de JO, 1[ est > 0, et supp (g) Ç [d, 1 - dJ. La fonction g est 
donc nulle sur JO, dJ et sur [1-d, 1[, et on peut la prolonger d'abord sur [O, lJ en posant 
g(O) = g(l) = 0, puis en une fonction continue g: lR.---+ C continue de période 1. Pour 
ce prolongement g, on a encore Ili - '§111 ~ c. D 
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Corollaire 11.4.17. Pour toute f E L1(0, 1), on a llFnf - fll1---+ O. 
n-+oo 

Preuve. Il est clair que l'application Fn: f E L1 (0,1) t-t Fnf E L1 (0,1) (Fnf est un 
polynôme trigonométrique) est linéaire. Elle est continue, de norme ~ 1, car, par le 
Théorème de Fubini-Tonelli, en utilisant la positivité du noyau de Fejér Fn : 

llFnfll1 = 1 1 111 
f(x - t) Fn(t) dt' dx ~ 1 1 [ 1 1 

lf(x - t)I Fn(t) dt] dx 

= 1 1 [11 
lf(x - t)I dx] Fn(t) dt= llJll111 

Fn(t) dt= llflli, 

en prolongeant f en une fonction de période 1 sur IR, puis en posant u = x - t et en 
utilisant la périodicité de f. 

Soit alors e > 0 et g: IR--+ C continue de période 1 telle que llg- !Ili ~ e/3. Par le 
Théorème de Fejér, il existe un entier N ~ 1 tel que llFng - glloo ~ e/3 pour n ~ N. 
Comme llFng - gll1 ~ llFng - glloo, on obtient: 

llFnf - !111 ~ llFn(f- g)i11 + llFng - gll1 + llg - !Ili 
ê ê ê 

~ llJ - 9lli + llFng - 9ll1 + llg - Jll1 ~ 3 + 3 + 3 = ê' 

pour n ~ N, de sorte que llFnf - fll1---+ O. 
n-+oo 

D 

Preuve du Théorème 11.4.13. C'est exactement la même que pour le Corol­
laire II.4.15. D 
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11.5. Exercices 

Exercice 1. 
Soit H un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire et de la norme associée. 

En développant 11 llYll x - llxll y 11 2, pour x, y E H, montrer l'inégalité de Cauchy­
Schwarz. 

Exercice 2. 
Soit E un espace vectoriel normé réel (pour simplifier). On suppose que la norme 

vérifie l'identité du parallélogramme : 

lia+ bll2 + lia - bll2 = 2 (llall2 + llbll2), Va, b E E. 
Le but de l'exercice est de montrer que cette norme est hilbertienne, c'est-à-dire qu'il 
existe un produit scalaire sur E auquel elle est associée. 

On pose B(x, y)= i (llx + Yll2 - llx - Yll2), pour x, y E E. 

1) Soit x1,x2,y E E. 
a) Montrer que llx1 + x2 + 2yll2 = 2 (llx1 + Yll2 + llx2 + Yll2) - llx1 - x2ll2, et 

donner une formule analogue pour llx1 + x2 - 2yll2. 
b) En déduire que B(x1+x2,2y) = 2 [B(x1, y)+ B(x2, y)]. 

2) Déduire de 1) que B(u + u', v) = B(u, v) + B(u', v) pour tous u, u', v E E. 
3) Démontrer le résultat souhaité (utiliser le 1) de l'Exercice 25 du Chapitre I). 

Exercice 3. 
Soit H un espace préhilbertien réel et T: H-+ Hune isométrie: llT(x)-T(y)ll = 

llx - Yll pour tous x, y E H, telle que T(O) =O. 
1) Montrer que T conserve le produit scalaire: (T(x) 1 T(y)) = (x 1 y) pour tous 

x,y EH. 
2) En déduire que Test linéaire (développer llT(x +y) - T(x) - T(y)ll2). 

Remarque. On comparera avec !'Exercice 25 du Chapitre I. 

Exercice 4. 
Montrer que si (un)n;:;:i est une suite de vecteurs orthogonaux dans un espace de 

Hilbert, alors la série En;:;:l Un converge si et seulement si E:'=l llunll2 < +oo. 

Exercice 5 (Identité du parallélogramme généralisée). 
Soit H un espace de Hilbert. Montrer, à l'aide de l'identité du parallélogramme, 

que pour tous x1, ... , Xn EH, on a: 

t llxkll2 = 2~ 2: Il tékXkll
2 

k=l ék=±l k=l 
En déduire que fP n'est pas isomorphe à l!.2 pour p -1 2 (utiliser les vecteurs de 

la base canonique : voir l'Exercice 13 du Chapitre I, et séparer les cas 1 ~ p < 2 et 
2<p<oo). 
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Exercice 6. 
Soit H un espace de Hilbert complexe. Montrer que pour tous x, y EH, on a: 

Exercice 7. 
1) Soit H un espace de Hilbert et a un élément non nul de H. Montrer que pour 

tout x E H, on a : 

d(x {a}J_) = /(x 1 a)/. 
, /lai/ 

2) On considère l'espace de Hilbert L2 ([0, 1]). 
a) Montrer que toute f E L2 ([0, 1]) est intégrable sur [O, 1]. 

On considère l'ensemble F des f E L2 ([0, 1]) telles que f0
1 j(t) dt= O. 

b) Montrer que Fest un sous-espace vectoriel fermé de L2 ([0, l]). 
c) Déterminer p1- . 
d) Calculer d(j, F) pour f(t) =et. 

Exercice 8 (Noyau de l'adjoint d'un opérateur). 
Soit H un espace de Hilbert et '.Z\E .!L'(H). Montrer que l'on a ker (T*) = [im (T)]1-. 

Exercice 9. 
Soit H un espace préhilbertien. Montrer que pour tout T E .!L'(H), on a l/TI/ = 

sup{/(Tx 1 y)/; l/xl/, l/yl/ ~ 1}. 

Exercice 10 (Projecteurs). 
Soit H un espace de Hilbert et P: H -+ H un projecteur, c'est-à-dire une appli­

cation linéaire telle que P 2 = P. 
1) Montrer que imP = ker (IdH - P) et que H est la somme directe algébrique 

de ker Pet imP. 

On suppose dans la suite P continu et non nul. 
2) a) Montrer que l/PI/ ? 1. 

b) Montrer que l'opérateur adjoint P* est aussi un projecteur. 
3) On suppose dans cette question que Pest auto-adjoint. 

a) Montrer que l/PI/ = 1. 
b) Montrer que Pest la projection orthogonale sur imP. 

4) On suppose dans cette question que l/PI/ = 1. 

a) Développer /lx - P*x/1 2 , et en déduire que ker (IdH - P) Ç ker (IdH - P*), 
puis que ker (IdH - P) = ker (IdH - P*). 

b) Montrer que P est auto-adjoint. 



64 CHAPITRE II. ESPACES DE HILBERT 

Exercice 11. 
Soit H un espace de Hilbert. Montrer que si T E .!é'(H), alors les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 
( i) T est inversible ; 
( i') T* est inversible; 
(ii) il existe une constante c > 0 telle que llTxll ~ c llxll et llT*xll ~ c llxll pour 

tout x E H ( pour montrer que ( ii) implique ( i), on montrera que im T est à la fois 
fermée et dense dans H). 

Exercice 12 (Isométries). 
1) Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (. 1 . ), et T un endomor-

phisme continu de H. On note T* l'adjoint de T. Montrer que les assertions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) T*T = IdH; 
(ii) (Tx 1 Ty) = (x 1 y) pour tous x, y EH; 
( iii) T est une isométrie. 

2) Soit S: f2 ---+ f,2 l'opérateur (que l'on appelle shift, ou décalage à droite) défini 
par S(xi,x2, ... ) = (O,xi,x2, ... ). 

a) Montrer que S est une isométrie. 
b) Calculer B = S* (on l'appelle le backward shijt, ou décalage à gauche). 

3) Si Test une isométrie de l'espace de Hilbert H, a-t-on TT* = IdH? 
4) Montrer que T est une isométrie surjective si et seulement si T est unitaire, 

c'est-à-dire que T*T = TT* = IdH. 

Exercice 13. 
Si w = (wn)n;;,1 est une suite de nombres réels strictement positifs, on note 

f2(w) l'espace vectoriel de toutes les suites (xn)n;;,1 de nombres complexes telles que 
L::=l Wnlxnl2 < +oo. 

1) Montrer que (x 1 Y)w = L::=l WnXnYn définit un produit scalaire sur f2(w). On 
munit f 2 (w) de la norme associée à ce produit scalaire. 

2) Montrer que iw: x = (xn)n;;,1 E f2(w) H (~xn)n;;,1 E f2 est un isomor­
phisme isométrique. En déduire que f 2 (w) est un espace de Hilbert. 

3) a) Soit E un espace vectoriel normé et A une partie bornée de E. Montrer que 
A est précompacte si et seulement si pour tout c > 0 il existe un sous-espace vectoriel 
Fe de Ede dimension finie tel que d(x, Fe) ::s; c pour tout x E A. 

b) Montrer que si w = (wn)n;;,1 et v = (vn)n;;,1 sont deux suites de nombres 
réels strictement positifs telles que wn/Vn -+ 0, alors la boule unité fermée de f 2(v) 

n--+oo 

est une partie compacte de f2(w). 

Exercice 14 (Théorème de Lax-Milgram et approximation de Galerkin). 
Soit H un espace de Hilbert réel. On considère une forme bilinéaire B sur H, que 

l'on suppose continue et coercive, c'est-à-dire qu'il existe des constantes C < +oo et 
a > 0 telles que IB(x, y)I ::S: C llxll llYll pour tous x, y E H, et B(x, x) ~ a llxll 2 pour 
tout x EH. 
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1) a) Montrer qu'il existe un opérateur continu T sur H tel que B(x, y)= (Tx 1 y) 
pour tous x, y E H. 

b) Montrer que pour tout x EH, llTxll ~a llxll. En déduire que Test un isomor­
phisme de H sur lui-même (utiliser l 'Exercice 11). 

2) (Théorème de Lax-Milgram). Soit Lune forme linéaire continue sur H. 
a) Déduire des questions précédentes qu'il existe un unique u E H tel que 

B(u, y) = L(y) pour tout y E H. 
b) On suppose dans cette question que Best symétrique et on définit J(x) = 

B(x,x) - 2L(x). Démontrer que le pointu est caractérisé par la condition J(u) = 
minxeH J(x). 

3) On reprend les notations de 2) a). Soit (Fn)n;;:. 1 une suite croissante de sous­
espaces vectoriels fermés de H dont la réunion est dense dans H. 

a) Démontrer que pour tout entier n ~ 1, il existe un unique Un E Fn tel que 
B( Un, y) = L(y) pour tout y E Fn. 

b) Démontrer que llu-unll ~ (C/a) d(u, Fn) pour tout entier n ~ 1. En déduire 
que ( un)n;;:.1 converge vers u. 

Exercice 15. 
On pose, pour f E L2((0, 1]) (on supposera les fonctions à valeurs réelles) et 

XE (0, 1): 

(Tf)(x) = 1x f(t) dt. 

1) Justifier l'existence de (Tf)(x) et montrer que T définit une application linéaire 
continue T: L2((0, 1])--+ L2 ((0, 1]). 

2) Calculer l'adjoint T* de T (on remarquera que I[o,xJ(t) = l[t,lJ(x)). 

Exercice 16. 
Soit f: ]))) --+ C une fonction holomorphe et f ( z) = I::'=o enzn son développement 

en série entière. Montrer que 

OO 1211" dt L lenl2 = sup l/(reit)l2- · 
n=O O<r<l o 271' 

Exercice 17 (Espace de Bergman). 
On note ]))) le disque unité ouvert de C, et ~(])))) l'ensemble des fonctions holo­

morphes sur]))), 
1) Montrer que si f E ~(]))))et si D = D(zo, ro) est un disque fermé contenu dans 

]))), alors f(zo) = :.\- f-v f(w) dA(w), où A = l >.2 est la mesure d'aire normalisée de 
~ 'Il" 

]))) (i.e. la restriction à ]))) de la mesure de Lebesgue sur lll2 = C, divisée par 71'). En 
déduire que pour tout point z E]))) et pour toute fonction f E ~(])))),on a: 

1 
l/(z)I ~ (l - lzl)2 ll/llL2(JD), 

où l'on a posé ll/llL2(1D) = ( JJD 1/12 dA) 112 • 
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2) On définit l'espace de Bergman B 2 (][))) par B 2 (][))) = L 2 (Jl)))n.)(f(Jl))), c'est-à-dire 
que f E B 2 (][))) si et seulement si f E .)(f(Jl))) et JID 1!12 dA < +oo). On le munit de la 
norme induite par L 2 (][))). 

a) En utilisant le 1), montrer que si Un)n~I est une suite de Cauchy dans B 2 (][))), 

alors Un)n~I est uniformément de Cauchy sur tout compact de][)). 
b) Montrer que B 2 (][))) est un espace de Hilbert, et que la convergence dans 

B 2 (][))) entraîne la convergence uniforme sur les compacts de ][)). Donner l'expression 
du produit scalaire de B 2 (][))). 

3) a) Montrer que si f E B 2 (][))) et f(z) = L::'=o CnZn, alors llfll~2(ID) = L::'=o ~'.j_g. 
b) On pose en(z) = VnTI zn. Montrer que la suite (en)n~o est une base 

orthonormée de B 2 (][))). Donner une autre expression du produit scalaire de B 2 (][))) 

4) Montrer que si a E ][)), alors il existe une unique fonction Ka E B 2 (][))) telle que 
f(a) = (! 1 Ka) pour toute f E B 2 (][))) (on dit que Ka est un noyau reproduisant 
pour B 2 (][)))). 

5) En utilisant le 3), déterminer explicitement la fonction Ka, pour tout a E ][)). 
6) En conclure que si f est une fonction holomorphe au voisinage de ][)), alors, pour 

tout point a E ][)),on a f(a) = JID (l~~l)2 dA(z). 

Exercice 18. 
1) En utilisant la fonction définie sur ]-7r, 7r] par f(t) = t 2 , calculer S = I::'=i ~ · 
2) Soit a E C\Z et f: IR-+ C la fonction de période 1 définie par f(t) = exp(27riat) 

pour -1/2:::;; t < 1/2. 
a) Calculer les coefficients de Fourier de f puis montrer que 7rcotan (7ra) = 

1 +"OO 2a a un=l a2-n2 . 

b) En faisant un développement li mi té en a = 0 à l'ordre 3 de cotan ( 7r a) - 7r1a , 

en déduire la valeur des sommes 2:::'=1 ~ et Ln=I ~ · 

Exercice 19 (Théorème de Bernstein). 
Soit f: IR -+ C une fonction de période 1. On suppose qu'elle est h6ldérienne 

d'ordre a> 0 i.e. qu'il existe Ca > 0 tel que lf(x) - f(y)I :::;; Caix - Yla pour tous 
x,yER 

1) On note fx(t) = f(t-x) pour x, t ER Calculer Îx(n) en fonction de f(n) pour 
tout n E Z. 

2) Montrer qu'il existe C > 0 tel que C 2-2ja ~ l::2;+i:::;lnl:::;2H1 lf(n)l2 pour tout 
j E N (considérer Il! - fx 112 avec x choisi convenablement et utiliser la propriété 
hOldérienne de !) . 

3) Montrer que la suite des coefficients de Fourier de f est dans t'p(Z) pour p > 
2/(2a + 1) (appliquer l'inégalité de Holder). 

Exercice 20. 
Soit a> 0, et soit g E L2 (0, a), à valeurs réelles. 
On suppose que f0a g(t) ent dt= 0 pour tout n EN. Montrer que g = 0 (on pourra 

faire un changement de variable, puis utiliser le Théorème de Stone- Weierstrass; 
conclure ensuite). 
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Exercice 21. 
Soit K un espace métrique compact ; on munit le produit K 2 = K x K de la 

topologie produit. Si u et v sont des fonctions continues sur K, à valeurs réelles, on 
définit leur produit tensoriel par (u ® v)(x, y) = u(x) v(y), pour x, y E K. Montrer 
que le sous-espace vectoriel lff(K) ®lff(K) de lff(K2 ) engendré par toutes les fonctions 
u ® v, pour u, v E lff(K), est dense dans lff(K2 ). 

Exercice 22. 
Soit (K, d) un espace métrique compact. 
1) Montrer que K est séparable. 
2) a) Pour a E K, on note da la fonction continue définie par da(x) = d(x, a). 

Montrer que si D est une partie dense de K, la famille {da ; a E D} sépare les points 
de K. Que peut-on dire de la sous-algèbre A de lff(K) engendrée par I et les fonctions 
da, pour a ED? 

b) En déduire que lff(K) est séparable. 
3) Montrer que l'ensemble des fonctions lipschitziennes sur K est dense dans l'es­

pace lff ( K) des fonctions continues sur K, muni de la norme uniforme (voir l 'Exercice 4 
du Chapitre I). 

Exercice 23 (Opérateurs de Hilbert-Schmidt). 
Soit H un espace de Hilbert séparable, que l'on supposera réel, par convenance. On 

dit qu'un opérateur T: H-+ H est de Hilbert-Schmidt s'il existe une base orthonormée 
(en)n;;;,1 de H telle que L:::=l 11Tenll2 < +oo. 

1) Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H. Montrer que si (t:n)n;;;, 1 est une 
autre base orthonormée de H, alors L:::=1 llT*enll2 = L:;~ 1 llTt:kll2, et en déduire 
que: 

OO OO 

L 11Tenll 2 =L11Tt:kll 2 . 

n=l k=l 

2) Soit (S, 'T, µ)un espace mesuré tel que L 2 (µ) soit séparable, et soit (en)n;;;, 1 une 
base orthonormée de L 2(µ). 

a) Si K E L 2(µ ®µ),montrer que l'on peut définir un opérateur TK: L 2(µ) -+ 
L 2 (µ) par: 

TK(f)(y) = fs K(x, y) f(x) dµ(x), 

et que TK est de Hilbert-Schmidt (on pourra remarquer que si l'on pose Ky(x) = 
K(x,y), alors, pour toute f E L2(µ), on a (TKJ)(y) = (f 1 Ky) pour µ-presque tout 
y). 

b) Montrer que si on pose (en ®em)(x,y) = en(x)em(y), alors (en ®em)n,m;;:,1 
est une base orthonormée de L 2 (µ ® µ). 

c) Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L 2 (µ). Montrer que la série 
double: 

OO 

K(x,y) = L (Ten 1 em)en(x)em(Y) 
n,m=l 

converge dans L2 (µ ®µ),que K E L2(µ ®µ),et que T = TK. 
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On revient au cas général d'un espace de Hilbert séparable (réel) arbitraire et on 
fixe une base orthonormée (en)n~l· 

On pose 62(H) ={TE Z(H); E::'=1 llT(en)Jl2 < +oo}. 
3) a) Montrer que 6 2 (H) est un sous-espace vectoriel de Z(H). 

b) Montrer que pour tous A, BE 62(H), la série En~l (Aen 1 Ben) est conver­
gente, et que l'on définit un produit scalaire sur 6 2(H) en posant : 

OO 

(A 1 B)e2 (H) = L(Aen 1 Ben). 
n=l 

On notera li - lle2 (H) la norme associée (on la note aussi souvent 11-11.fje). 
4) a) Soit (un)n~l une suite d'éléments de H telle que E::'=i llunll 2 < +oo. Montrer 

que pour tout x EH la série En~l (x 1 en) Un converge normalement dans H et que 
l'on a: 

''~(xlen)unll ~ llxll (~llunl1 2r12 . 
b) En déduire que llTJI ~ llTJle2 (H) pour tout TE 62(H). 

5) Montrer que (62(H), li Jl 62(H)) est un espace de Hilbert. 

Exercice 24 (Rayon numérique d'un opérateur). 
Soit H un espace de Hilbert. 
Pour tout opérateur T sur H, on note: 

v(T) = sup{j(Tx 1 x)I; llxll = 1}. 

On dit que v(T) est le rayon numérique de T. 
On rappelle que T est dit auto-adjoint si T* = T. 
1) a) Montrer que v est une semi-norme sur l'espace Z(H) des opérateurs sur H 

et que l(Tx 1 x)I ~ v(T) llxJl 2 pour tout x EH. 
b) Montrer que si T est auto-adjoint et si v(T) = 0, alors T = O. 

Dans la suite {à part la question 6)), on suppose que H est un espace de Hilbert 
complexe, non réduit à {O}. 

2) Soit U un opérateur auto-adjoint sur H. Soit x, y E H. 
a) Pour t E IR, développer (U(x + ty) 1 x + ty) - (U(x - ty) 1 x - ty), en en 

déduire que : 
4 ltl IRe (Ux 1 Y)I ~ v(U) (ilx + tyll 2 + llx - tyll 2 ). 

b) En déduire que IRe(Ux 1 y)I ~ v(U) JlxJl llYll· 
3) Montrer que, pour tout opérateur S: H---+ H, on a IRe [(Sx 1 y)+ (x 1 Sy)]I ~ 

2v(S) JlxJl JlyJI. 
4) En déduire que, pour tout opérateur T sur H, on a: 

v(T) ~ llTJI ~ 2 v(T) 

(pour tout x EH, choisir un nombre complexe>. de module 1 tel que >.2 (T2x 1 x) E IR+, 
puis prendre S = >.T et y= Sx). 
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5) Montrer que Test auto-adjoint si et seulement si (Tx 1 x) E lR pour tout x EH 
(remarquer que T* = T si et seulement si v(T - T*) = 0). 

6) Donner un exemple d'opérateur T: JR2 --+ JR2 , non nul, tel que v(T) = 0 (prendre 
une rotation convenable). 

Exercice 25 (Théorème ergodique de von Neumann). 
Dans cet exercice, H est un espace de Hilbert et T: H --+ H une application 

linéaire continue telle que llTll :::::; 1. Pour tout entier n?: 1, on pose : 

1) Montrer que pour tout x EH, on a llT*(x) - xll 2 :( 2[llxll 2 - (x 1 T(x))]. 
2) En utilisant la question précédente, montrer que l'on a ker (J -T) = ker (I-T*). 

En déduire une décomposition de H à l'aide de ker (J - T) et de im (I - T). 
3) Calculer Sn(x) pour x E ker (J - T), puis déterminer limn--+oo Sn(x) pour x E 

lm (J -T). 
4) Montrer que pour tout x EH, la suite (Sn(x))n~l converge vers P(x), où P 

est la projection orthogonale sur ker (I - T). 

Exercice 26. 
Soit H un espace de Hilbert. On dit qu'un opérateur T: H --+ H est positif s'il 

est auto-adjoint et si (Tx 1 x) ?: 0 pour tout x EH. 
1) Montrer que si Test un opérateur positif, on a l(Tx 1 y)l 2 :::::; (Tx 1 x) (Ty 1 y) 

pour tous x, y EH. En déduire que 11Txll 2 :( llTll (Tx 1 x) pour tout x EH. 

Soit (Sn)n~l une suite d'opérateurs auto-adjoints; on suppose cette suite crois­
sante (c'est-à-dire que Sn+l - Sn est un opérateur positif pour tout n?: 1) et bornée. 
On pose M = supn llSnll· 

2) Montrer que llSn+p(x) - Sn(x)ll 2 :( 2M[(Sn+pX 1 x) - (Snx 1 x)] pour tout 
x E H et tous n, p E N*. 

3) En déduire que la suite (Sn)n~l converge simplement vers une application 
linéaire continue S: H --+ H. 

Exercice 27 (Racine carrée d'un opérateur positif). 
Soit H un espace de Hilbert complexe. 
1) Montrer que si a, (3 E C sont tels que a + (3 E lR et i( a - (3) E JR, alors (3 = a. 
2) Soit SE !L'(H) tel que (Sx 1 x) E lR pour tout x EH. 

a) Montrer que (Sx 1 y)+ (Sy 1 x) E lR pour tous x, y EH. 
b) En déduire que S = S* (on pourra changer y en iy). 

On dit que S E !L'(H) est positif (S ?: 0) si (Sx 1 x) ?: 0 pour tout x E H. Si 
S, TE !L'(H), on dit que S?: T si S - T?: O. 

3) Soit T un opérateur positif et soit R 1 et R2 deux opérateurs positifs commutant 
et tels que Rr = R~ = T. 

a) Montrer que im (R1 - R2) Ç ker (R1 + R2). 
b) Montrer que ker (R1 + R2) = (ker R1) n (ker R2). 
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c) En déduire que R1 = R2 (écrire H = im (R1 + R2) EB ker (R1 + R2)). 
4) Montrer que si T ~ 0, alors Tk ~ 0 pour tout k E N (où Tk = T o · · · o T, k 

fois). 
5) Montrer que si 0 ~ S ~ IdH, alors llSll ~ 1 (utiliser l'inégalité de Cauchy­

Schwarz pour la forme sesquilinéaire positive (x, y) H (Sx 1 y)). 
6) Soit Sn E C(H) tels que 0 ~Sn~ Sn+l ~ IdH, n ~ 1. 

a) Justifier l'existence de N(x) = [limn-+oo(Snx 1 x)]112. 
b) En considérant N(x+y) 2 et N(x+iy) 2, montrer que ax(Y) = lim (Snx 1 y) n-+oo 

existe pour tous x, y E H. 
c) Montrer que, pour tout x E H, il existe Sx E H tel que (Sx 1 y) 

limn-+oo(Snx 1 y) pour tout y EH. 
d) Montrer que l'application S: x E H H Sx E H est linéaire et continue. 

7) Soit TE .Z(H) telle que llTll = 1 et T ~O. On pose V= IdH - T. 
a) Montrer que V~ 0 et !!VII ~ 1. 

On définit So = 0 et Sn+i = (1/2) (V+ s;) pour n ~ O. 
b) Montrer que 0 ~Sn~ ldH. 
c) Montrer que Sn = Pn(V) où Pn est un polynôme à coefficients positifs. 
d) Montrer que Sn+i - Sn = (1/2) (S; - s;_1 ), et en déduire que Sn+1 - Sn = 

Qn(V), où Qn est un polynôme à coefficients positifs. 
e) En déduire que Sn+l ~Sn. 
f) Montrer qu'il existe un unique opérateur positif R E .Z(H) tel que R2 = T 

(utiliser les questions précédentes). On notera R = v1T 
8) Décomposition polaire. Montrer que si A E .Z(H) est inversible, alors A peut 

s'écrire de manière unique sous la forme A = UR, où R E .Z(H) est positif et 
U E .Z(H) est unitaire, c'est-à-dire que UU* = U*U = ldH (prendre R = v A* A). 

Exercice 28 (Décomposition de Halmos-Wold des isométries). 
Soit H un espace de Hilbert (réel pour simplifier) et U: H -+ H une isométrie, 

c'est-à-dire une application linéaire telle que llU(x)ll = llxll pour tout x EH. 
1) Montrer que si K est un sous-espace fermé de H, alors U(K) est fermé. 
2) On pose Uk = U o · · · o U (k fois), et M = nk~l Uk(H). Montrer que M est 

fermé et que U(M) =M. 
3) Montrer que U1M: M-+ M est unitaire (voir l'Exercice 12). 
4) Soit N l'orthogonal de U(H) (dans H). Montrer que les espaces Uk(N) sont 

deux-à-deux orthogonaux et orthogonaux à M. 
On pose Z = œ:=o un(N). 
5) Montrer que H se décompose en la somme directe orthogonale H = M EB Z. 
6) Montrer que Z s'identifie àt'2(N) = { (un)n~l; Un EN et l:::=l llunll 2 < +oo} 

et décrire l'action de U1z quand on l'identifie à un opérateur sur t'2(N). 
7) Montrer que si E est un sous-espace fermé de Z invariant par U et non réduit 

à {O}, alors UIE: E -+ E n'est pas unitaire (on dit alors que U1z est complètement 
non-unitaire). 

8) Expliciter Met Z lorsque U est le shift S: t'2-+ t'2 (voir l'Exercice 12). 
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Exercice 29 (Inégalité isopérimétrique). 
Soit T [O, 1] -+ C une application continue et de classe C1 par morceaux telle que 

1(0) = 1(1), et qui soit injective sur] 0, 1] (on dit que 1 est une courbe de Jordan). 

On rappelle que la longueur de 1 est donnée par L = f01 l1'(s)I ds. 
On supposera que L = 1, et on rappelle que l'on peut paramétrer 1 de sorte que 

l'Y'(s)I = 1 pour touts E [O, 1], ce que l'on supposera fait pour la suite. 
On admettra que C\1([0, 1]) possède une unique composante connexe bornée, dont 

la surface est donnée par la formule de Green-Riemann (la courbe étant parcourue 
dans le sens positif) : S = ~lm f01 1'(s)'Y(s) ds. 

1) Vérifier que si 'Y(s) =a+ 2~ e27ris, 0 ~ s ~ 1, alors L = 1etS=1/(47r). 

2) Calculer les coefficients de Fourier 'Î(n), n E Z, de 1' en fonction de ceux 
Cn = 9(n) de 'Y· 

3) Exprimer Sen fonction des en (remarquer que S = ~lm ('Y' l 1)L2(0,i))· 
4) Montrer que "EnEZ 47r2n2 lcnl2 = 1 (remarquer que l'Y'(s)l2 = l1'(s)I). 
5) En déduire que S ~ 1/(47r). 
6) Montrer que S = 1/(47r) si et seulement si 1 est un cercle de rayon 1/(27r) 

parcouru une fois. 

Scholie. Utiliser cette méthode pour montrer l'inégalité de Wirtinger : pour toute 
fonction f: [O, 1]-+ C de classe C1 par morceaux, on a f01 lf(x)l 2 dx-1 f01 f(x) dxl 2 ~ 
4!2 f01 If' (x )12 dx, et étudier le cas d'égalité. 

Exercice 30. 
Soit H un espace de Hilbert et (en)n~l une base orthonormée de H. 
Soit Un)n~l une suite dans H telle que, pour une certaine constante C, avec 

0 < C < 1, on ait : 

pour toute suite finie de nombres complexes ai, ... , aN. 

1) Montrer que pour tout x EH, la série "En~ 1 (x 1 en) (en - fn) converge dans 
H. 

2) On note K(x) la somme de la série ci-dessus. Montrer que l'on définit ainsi une 
application linéaire continue K: x E H H K ( x) E H, de norme ~ C. 

3) On pose T = I -K, où I est l'application identique de H. Montrer que T(en) = 
fn pour tout n ~ 1 et que Ta un inverse continu, que l'on notera U. 

4) On pose 9n = U*(en), pour tout n ~ 1. Montrer que (fk 1 g1) = 1 si k = l et 
(fk 1 91) = 0 si k :f: l. 

5) Montrer que, pour tout x E H, on a x = 2:~1 (x 1 9k)fk = 2:~1 (x 1 fi)g1. 
En déduire que les deux familles Un)n~l et (gn)n~l sont totales dans H. 
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Exercice 31 (Espace de Hardy). 
On considère l'espace de Hilbert L 2 = L 2 (0, 1), que l'on peut voir aussi comme 

l'espace des classes de fonctions mesurables f: IR ---+ C de période 1 et telles que 
f0

1 lf(t)l 2 dt < +oo. On note en(t) = e21Tint, pour n E Z. 

Soit H 2 = {! E L 2 ; f(n) = 0, \:/n E Z \ N}, f(n) étant le coefficient de Fourier 
de f en n. On l'appelle l'espace de Hardy. 

1) a) Montrer que H 2 est un sous-espace vectoriel fermé de L 2 • 

b) Caractériser l'orthogonal de H 2 • 

c) Montrer que {en ; n E N} est total dans H 2 • 

2) Montrer que si f E H 2 et f est à valeurs réelles, alors f est constante. 
3) a) Montrer que si f E H 2 , il existe une fonction analytique F: ][}) ---+ C telle que 

F(z) = L::'=o Î(n) zn et sup0<r<l f0
21T IF(rét)l2 t! = llfll~ (voir l'Exercice 16). 

b) Réciproquement, si F: ][})---+ C telle que F(z) = L::'=o CnZn et : 

121T dt 
sup IF(reit)l2-2 <+oo, 

O<r<l o n 

montrer qu'il existe f E H 2 telle que Î(n) = Cn pour tout n EN. 

4) Soit A un borélien de [ü, 1] et soit VA={! E H 2 ; f = 0 p.p. sur A}. 
a) Montrer que VA est un sous-espace vectoriel fermé de H 2 • 

b) Soit n E N. Montrer que si f est dans H 2 , alors le produit f en aussi. 
c) Soit PA la projection orthogonale sur VA et u = PA(e0 ). 

(i) Montrer que pour tout n EN, uen est orthogonale à e0 - u. 
(ii) En déduire que J0

1 lu(t)l2e21Tintdt=0 pour tout n EN*. 
(iii) En déduire que lui est constante (presque partout). 

On suppose maintenant que A est de mesure strictement positive. 

d) Montrer que u =O. Que peut-on en conclure pour e0 par rapport à VA? 
e) Soit f = L::'=o Cn en E VA. 

(i) Montrer, en utilisant 4) c), que co = 0, puis que e_if E H 2 • 

(ii) En déduire que e_if est orthogonal à eo, puis que f est orthogonal à e1 . 

f) En conclure que VA= {O}. 

Exercice 32 (Opérateurs à noyau et test de Schur). 
Soit (n, Ql, µ) un espace mesuré a-fini, et soit K: n x n---+ C une fonction mesu­

rable. 
1) On suppose qu'il existe une constante C > 0 telle que : 

ln ( k IK(x, Y)l lf(y)I dµ(y)) 
2 

dµ(x) :( 0 2 llfll~ 
pour toute f E L2 (µ). Montrer que pour toute f E L2 (µ), la fonction y i-+ K(x, y) f(y) 
est intégrable sur n pour presque tout X E n, que la fonction TK f définie presque 
partout par la formule : 



II.5. EXERCICES 73 

TKf(x) =ln K(x,y)J(y)dµ(y) 

appartient à L2(µ), et que l'application linéaire TK: L2(µ) -+ L2(µ) ainsi définie est 
continue llTK Il ~ C. 

On dira que K est un noyau borné sur L 2 (µ). 
2) Montrer que si K est un noyau borné sur L2(µ), alors Ti<= TK·, où K*(x, y) = 

K(y,x). 
3) Montrer que si K E L2 (n x n, µ 0 µ),alors K est un noyau borné sur L 2 (µ). 
4) Test de Schur. Dans cette question, on suppose qu'il existe une fonction mesu­

rable strictement positive w sur n et une constante C > 0 telles que les propriétés 
(H1 ) et (H2) suivantes soient vérifiées : 

(H1) In IK(x,y)lw(y)dµ(y) ~ Cw(x) pour presque tout XE n; 
(H2) In IK(x, y)i w(x) dµ(x) ~ Cw(y) pour presque tout y En. 

a) Soit f E L 2 (µ). Montrer que pour tout x En, on a: 

k IK(x, y)l IJ(y)I dµ(y) ~ c1l 2w(x) 1l2 ( fn iK(x, y)l l~r;r dµ(y)) 
112 

b) Montrer que K est un noyau borné sur L 2(µ), avec llTKll ~ C. 

Exercice 33 (Matrice de Hilbert). 
Montrer qu'on définit un opérateur borné H: i2 -+ i2 en posant : 

OO 1 
(Hx)i=L:-. -.x3, 

j=l i + J 

et que l'on a llHll ~ 7r (utiliser le test de Schur de l'Exercice 32, pour la mesure de 
comptage sur n = N*, avec w(i) = 1/./i,). 

Exercice 34 (Opérateur de moyenne). . 
1) Montrer que la formule Af(x) = ~fox f(t) dt, x > 0, définit un opérateur borné 

A: L2 (JR.+)-+ L2 (JR.+), et que llAll ~ 2 (utiliser le test de Schur de l'Exercice 32 avec 
w(t) = t- 0 , pour a> 0 convenablement choisi). 

2) Montrer qu'en fait llAll = 2 (utiliser f13(t) = I10,11(t)t-f3, 0 < /3 < 1/2). 
3) Déterminer l'adjoint de l'opérateur A. 
4) Montrer que l'on a A* A= A+A* = AA*. En déduire que l'opérateur U = I-A 

est unitaire (c'est-à-dire que U est inversible et que u-1 = U*). 

Exercice 35 (Théorème de prolongement de Tietze). 
Soit (Y, d) un espace métrique. On note '"tfb(Y) l'espace vectoriel des fonctions 

réelles continues et bornées sur Y, muni de la norme uniforme : Il f Il y = supyEY 1 f (y) I · 
1) Montrer que '"tfb(Y) est un espace de Banach. 

Soit X une partie compacte non vide de Y, et soit '"tf(X) l'espace des fonctions 
réelles continues sur X muni de la norme uniforme ll9llx = supxEX lg(x)I. Pour f E 
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~b(Y), on note Rx(f) = f1x la restriction de f à X. Cela définit une application 
linéaire continue Rx: ~b(Y) --t ~(X) de norme 1. 

2) Soit h E ~b(Y) non identiquement nulle sur X. 
a) On pose U(t) = max(ltl,l) pour t E R Montrer que la fonction définie par 

Sh = llRx(h)llx U( llRxZh)llJ est continue et bornée sur Y. 
b) Montrer que Sh eth coïncident sur X. 
c) En utilisant la compacité de X, montrer que llShllY = llRx(h)llx-

3) a) Pour x E X fixé, montrer que fx(Y) = min (d(x, y), 1), y E Y, définit une 
fonction continue bornée sur Y. 

b) En déduire que imRx est dense dans ~(X) (on remarquera que imRx est une 
sous-algèbre de ~(X)). 

4) On veut maintenant montrer le Théorème de prolongement de Tietze : toute 
fonction continue réelle g sur X peut être prolongée en une fonction f continue sur 
Y et telle que Il! llY = 11911x. Soit donc g E ~(X), non identiquement nulle. 

a) Montrer qu'il existe une suite de fonctions hn E ~b(Y), n ~ 0, vérifiant 
llRx(hn) - 9llx ----+0 et llRx(hn+1) - Rx(hn)llx ~ 2-Cn+l)llgllx pour tout n ~ 1. 

n--too 

b) Montrer que la série l::=o Shn+i-hn converge dans ~b(Y). 
c) En déduire qu'il existe h E ~b(Y) telle que Rx(h) = g. 
d) Montrer que l'on peut modifier h en une fonction f E ~b(Y) telle que 

Rx(f) = g et ll!llY = llgllx (tronquer h). 



Chapitre III 

CONVOLUTION ET INTÉGRALES DE 
FOURIER 

On rédigera ce chapitre pour des fonctions définies sur IR, mais tout se transcrit 
sur JRd en remplaçant le produit xy par le produit scalaire (x 1 y) = X1Y1 + · · · + XdYd 

de JRd. • 

111.1. Convolution 

111.1.1. Introduction 

La convolution permet de régulariser les fonctions : la convolée de deux fonctions 
hérite des "bonnes propriétés" de chacune de deux fonctions dont on est parti ; elle 
peut même en avoir de meilleures. 

Si f, g: lR -7 C sont deux fonctions définies sur IR, on dit que la convolée (ou le 
produit de convolution) de f et g en x E lR existe si la fonction 

lR -----+ lR ou c 
t i-----+ f(x - t) g(t) 

est intégrable sur lR (pour la mesure de Lebesgue). On pose alors : 

(f * g)(x) = k f(x - t) g(t) dt 

On notera, et c'est le point essentiel, que dans l'intégrale, x et t sont liés par la 

relation J ( x - t) + t = x J . 

En faisant le changement de variable u = x - t, on a, grâce à l'invariance de la 
mesure de Lebesgue par translation : 

(f * g)(x) = k f(u) g(x - u) du; 

donc (f * g)(x) existe si et seulement si (g * f)(x) existe, et on a l'égalité : 
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1 (! * g)(x) = (g * f)(x) I· 

Pour obtenir une nouvelle fonction f * g, on va chercher des conditions pour que 
(! * g)(x) existe pour tout x E JR, ou au moins pour presque tout x ER 

Il n'y a pas vraiment de condition générale qui permette d'assurer l'existence de 
f * g. Cela est dü au fait que, si l'on a : 

pour 1 ::::; p1 ::::; p2 , par contre aucun des espaces LP(JR) n'en contient un autre. 

Nous allons regarder trois situations. 

111.1.2. Existence dans le cas "V - Lq" 

Théorème 111.1.1. Soit l 1 < p < oo 1 et j i + ~ = i j. 
Si f E LP(JR) et g E Lq(JR), alors (! * g)(x) existe pour tout x E JR et de 

plus 1 f * g E 'ifo(JR) I · 

'ifo(JR) est l'espace des fonctions continues sur JR qui tendent vers 0 à l'infini. 

Cela s'applique en particulier lorsque p = q = 2. 

La première assertion résulte de l'inégalité de Holder : 

cela entraîne que la fonction f * g est définie sur JR, est bornée, et : 

Pour la seconde assertion, on aura besoin de résultats auxiliaires. Le premier gé­
néralise ce que l'on a déjà vu pour L2 (JR) (Théorème 11.2.8). 

Théorème 111.1.2. Pour 1 ::::; p < oo, l'espace X(JR) est dense dans LP(JR). 

Preuve. On sait que l'espace 6"tp(JR) des fonctions étagées qui sont dans LP(JR) est 
dense dans LP(JR). Il suffit donc de montrer que si >.(A) < +oo, alors ][A peut être 
approchée par des fonctions de X(JR). 

Par régularité de la mesure de Lebesgue, pour tout c > 0, il existe un compact K 
et un ouvert n tels que : 

{ KÇAÇO 
>.(n \ K)::::; t:P. 
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Soit N assez grand pour que K Ç]-N, N[; alors les fermés K et F = (nn]-N, N[Y 
sont disjoints et la fonction cp, définie par : 

dist (t, F) 
cp(t) = dist (t, F) + dist (t, K) 

est continue, à support compact (contenu dans [-N, N]) et vérifie: 

{ 
0 ::;; cp(t) ::;; 1; 

cp(t)=l sitEK; 
cp(t)=O sit~n 

(on vient de montrer un cas particulier du Théorème d'Urysohn). On a: 

lllIA - cpll~ ::;; À(!l \ K) ::;; eP. 0 

Remarque. Soit Jt.:i(IR) = {! E X(IR); supp f Ç [-n, n]} muni de la norme 11/11 00 = 
suptEIR lf(t)I. L'application: 

Jt.:i(IR) ---+ ~([-n, n]) 
J r-+ fi[-n,n] 

est une isométrie (non surjective). Puisque ~([-n,n]) est séparable, Jt.:i(IR) l'est donc 
aussi. Par conséquent : 

Corollaire 111.1.3. L'espace LP(IR) est séparable pour 1 ::;; p < oo. 

Preuve. Pour tout N ~ 1, choisissons une partie dénombrable !lN dense dans 
XN(IR). Montrons qu'alors l'ensemble dénombrable Il = uN~l !lN est dense dans 
LP(JR). 

Soit f E LP(IR). Pour toute > 0, il existe g E X(IR) telle que Il/ - gllP ::;; e/2. Soit 
N ~ 1 tel que suppg Ç [-N,N]. Alors g E XN(IR); il existe donc cp E /lN telle que: 

E: 
llg - cplloo = ~~E lg(t) - cp(t)I ::;; 2 (2N)l/p 

Il en résulte que : 

llg - cpllp = ( 1 lg(t) - cp(t)IP dt r/p = ( !~ lg(t) - cp(t)IP dt r/p ::;; e/2' 

et Il! - cpllp ::;; e. o 
Le résultat suivant est essentiel et sera souvent utilisé par la suite. 

Théorème 111.1.4. Soit 1 ::;; p < oo et f E LP(JR). On posel fx(t) = f(t - x) I · 
Alors l'application 

est uniformément continue. 
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Preuve. Soit ê > O. On cherche ô > 0 tel que : 

lx-yl::;; ô 

a) Montrons d'abord ce résultat lorsque f = g E X(JR). 
Soit A> 0 tel que supp g Ç [-A, A]. 
Comme toute fonction continue à support compact est uniformément continue 

(conséquence du Théorème de Heine), on a: 

(38 > 0) (Vx, y E JR) lx -yl::;; ô =? 
ê 

lg(x) - g(y)I::;; 3(4A)l/p 

Choisissons un tel ô > 0 de sorte que ô ::;; A. 
Alors, pour lx - YI ::;; ô, on a: 

k lg(t - x) - g(t - y)IP dt= k lg(u) - g(u + x -y)IP du 

1A+ô' 

= -A-ô lg(u) - g(u + x - y)IP du 

eP eP 
::;; 2(A + ô) 3P(4A) ::;; 3P' 

c'est-à-dire ll9x - 9yllP::;; t:/3. 

b) Soit maintenant f E LP(JR) et g E X(JR) telle que Ili - gllp::;; e/3. 
Il ne reste plus qu'à remarquer que, comme la mesure de Lebesgue est invariante 

par translation, on a : 

et llfxllP = llJllP' 
Alors, si ô est le module d'uniforme continuité de g introduit au a), on a, pour 

lx-yl::;; ô: 

llfx - fyllp :=;; llfx - 9xllp + ll9x - 9yllp + llgy - fyllp 

= ll(f - g)xllp + ll9x - 9yllp + ll(g - f)yllp 
2ê ê 

= 2llJ - 9llp + ll9x - 9yllp :=;; 3 + 3 = ê. D 

Preuve du Théorème 111.1.1. La continuité vient du Théorème III.1.4. En effet, 
par l'inégalité de Holder, la forme linéaire 

<I> g : LP (JR.) ------+ lR ou c 
h 1--t <I>g(h) =In~. h(t)g(t) dt 

est, pour g E Lq(JR) et ! + ! = 1, continue : p q 

Vh E P(JR). 

Alors, si l'on pose : 

1 f(t) = f(-t) 1 
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(de sorte que f-x(t) = f(x - t)), on a: 

(! * g)(x) = <I>9 Cf-x) = (<I>9 o Tj)(-x), 

d'où la continuité de f * g. 

On a ensuite déjà vu que : 

Il reste à voir que : 
Cf*g)(x) --+ O. 

lxl-t+oo 

Soit pour cela c > 0, et choisissons cp E X(JR) telle que : 

{ Il! - cpllp ~ c 
Il! - 'PllP llgllq ~ c/2, 

puis 7/J E Je (IR) telle que : 

Alors : 
llg - 7/Jllq Cll!llP + c) ~ c/2. 

llJ * g - cp * 7/Jlloo ~ Il/* g - cp * 9lloo + llcp * g - cp * 7/Jlloo 
~ Il! - cpllp llgllq + ll'Pllp llg - 7/Jllq 

é é é 
~ 2 + Cll!llP + c) llg - 7/Jllq ~ 2 + 2 = c. 
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Soit maintenant A > 0 tel que cp(t) = 0 et 'ljJ(t) = 0 pour ltl ? A. Pour lxl ? 2A, on 
a 7/J(t) = 0 si ltl ? A et cp(x - t) = 0 si ltl ~A; donc (cp * 7/J)(x) =O. Par conséquent, 
pour lxl ? 2A, on a l(f * g)(x)I ~ l(cp * 7/J)(x)I +Il/* g - cp * 7/Jlloo ~ c. D 

111.1.3. Existence dans le cas" L 1 - L 00" 

Commençons par définir l'espace L00 • 

Soit (X, !Y, m) un espace mesuré. 
On dit que l'application mesurable f: X --t lR ou C est essentiellement bornée s'il 

existe un nombre M < +oo tel que : 

lf(t)I ~ M pour presque tout t EX. 
On appelle borne supérieure essentielle de f le nombre 

11/lloo d!J supess lf(t)I = inf{M? 0; lfl ~Mm - p.p.} 
tEX 

Remarque. Si m = Àd est la mesure de Lebesgue sur JRd et X Ç JRd une partie 
mesurable telle que n ç X ç fi, où n un ouvert non vide de JRd dont la frontière est 
de mesure nulle, alors, pour toute fonction continue et bornée f: X --t lR ou C, on a 
supesstEX lf(t)I = suptEX lf(t)I. En effet, on a supesstEX lf(t)I = supesstEfl lf(t)I 
car Àd(X \ n) = 0, et suptEX lf(t)I = suptEn lf(t)I, par continuité. Or on a évidem­
ment supesstEfl lf(t)I ~ suptEfl lf(t)I, et, d'autre part, pour tout M < suptEfl lf(t)I, 
l'ensemble {t En; lf(t)I > M} est un ouvert non vide; il est donc de mesure non 
nulle, de sorte que M ~ supesstEfl lf(t)I et donc suptEfl lf(t)I ~ supesstEfl lf(t)I. 
Ainsi la notation 11/lloo n'offrira en général pas d'ambiguïté. 
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Proposition 111.1.5. On a : 

l IJ 1 ~ Il/ lloo m-p.p.1. 

En d'autre termes, la borne inférieure de la définition est atteinte. 

Preuve. Par définition, l'ensemble Nn = {t E X; l/(t)I ;:;: 11/lloo + 1/n} est m­
négligeable; donc Un)l Nn = {t EX; l/(t)I > 11/lloo} aussi. D 

On note 2'00 (X, .9', m) = 2'00 (m) l'espace de toutes les fonctions mesurables 
f: X ---+ ][{ qui sont essentiellement bornées; li· 11 00 est une semi-norme sur 2'00 (m). 
L'espace-quotient par le sous-espace des fonctions m-négligeables (qui sont celles pour 
lesquelles li· 11 00 = 0) est noté par L00 (X, .9', m) = L 00 (m); li· 11 00 définit une norme 
(voir !'Exercice 15 du Chapitre I) sur L 00 (m), appelée la norme supérieure essentielle, 
qui en fait un espace de Banach. Montrons ce dernier point. Soit (/n)n)l une suite 
de Cauchy dans L00 (m). Pour tout ê > 0, il existe n(e) ;:;: 1 tel que 11/n - /klloo ~ ê 

pour n, k;:;: n(e). Soit Nn,k(e) = {t EX; lfn(t) - fk(t)I > e}; on a m[Nn,k(e)] = 0 
pour n, k ;:;: n(e). Alors, si N = uj)l Un,k)n(l/j) Nn,k(l/j), on a m(N) = 0 et 
lfn(t) - fk(t)I ~ 1/j pour tout t E X\ N lorsque n, k ;:;: n(l/j). Ainsi Un)n)l est 
uniformément de Cauchy sur X\ N. Elle converge donc uniformément sur X\ N. Si 
l'on note f la limite prolongée par 0 sur N, f est mesurable et bornée sur X\ N, 
donc essentiellemnet bornée sur X, et l'on a 11/n - /lloo = supesstEX lfn(t) - /(t)I ~ 
SUPtEX\N lfn(t) - /(t)l----+O. D 

n-+oo 

Si f E L 1(m) et g E L00 (m), on a: l L f(t)g(t) dm(t)I ~ llglloo li/Ili 

(c'est l'analogue de l'inégalité de Holder pour p = 1 et q = oo); l'application 

<1>9 : L 1(m) ----+ OC 
f f----t f x f g dm 

est donc une forme linéaire continue sur L 1 ( m). 

Théorème 111.1.6. Si f E L1 (JR) et g E L00 (1R), alors (! * g)(x) existe pour tout 
X E lR et f * g E '"i!fb(JR). 

'"t&'b(IR) est l'espace des fonctions continues bornées sur R 

Preuve. On fait comme dans la preuve du Théorème III.1.1 (le Théorème IIl.1.4 est 
vrai pour p = 1). 

On notera aussi que pour tout x E IR, on al(!* g)(x)I ~ 11/111 llglloo· D 

Remarque. On ne peut ~dire que f * g tend vers 0 à l'infini, car la preuve donnée 
dans le cas LP - Lq utilisait la densité de X(JR) dans LP(JR) et Lq(IR); or X(JR) n'est 
~ dense dans L 00 (JR) : son adhérence est '"1&'0 (!R). 

Ce n'est d'ailleurs en général pas vrai, comme le montre l'exemple suivant: prenons 
g = :n:, la fonction constante égale à 1, qui est dans L00 (JR); pour toute f E L1(1R), on 
a: 

(! * Il)(x) = k Il(x - t) f(t) dt= k f(t) dt; 

f * :n: est donc constante (et non nulle si l'intégrale de f n'est pas nulle). 
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111.1.4. Existence dans le cas "L1 - L 1" 

Théorème 111.1.7. Si f et 9 sont dans L1(JR.), alors(!* 9)(x) existe pour 
presque tout x E JR., et la fonction f * 9 est dans L 1 (JR.). De plus 
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Preuve. Cela résulte du Théorème de Fubini : on considère la fonction définie par : 

F(t, x) = f(x - t) 9(t). 

F est mesurable sur JR.2 et, grâce à l'invariance de la mesure de Lebesgue par trans­
lation, on a : 

fl 2 IF(t,x)ldtdx= k [11f(x-t)ldx] l9(t)ldt 

= k 11!111 l9(t)I dt= 11!111 119111 < +oo; 

donc F est intégrable sur JR.2 , et il en résulte que, pour presque tout x E lR. : 

k lf(x - t) 9(t)I dt= k IF(t, x)I dt< +oo, 

et par conséquent 

(! * 9)(x) = k f(x - t) 9(t) dt 

existe pour ces x E JR., et donc presque partout. De plus, la fonction 

X f----+ (j * 9)(x), 

définie presque partout, est intégrable sur JR., et : 

k IU * 9)(x)I dx ~ J k2 IF(t, x)I dt dx ~ 11!111 119111, 

soit Il!* 9111 ~ 11!111 119111· D 

Proposition 111.1.8. L 1 (JR.) est une algèbre de Banach commutative pour la convo­
lution. 

Preuve. On a déjà vu la commutativité. Seule l'associativité n'est pas évidente. Pour 
la voir, soit f, 9, h E L1 (JR.) et prenons x E lR. tel que [(If 1 * 191) * lhl] (x) < +oo; cela 
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a lieu pour presque tout x ER, et alors [(! * g) * h](x) existe. On a: 

[(! * g) * h](x) = k (! * g)(x - t) h(t) dt 

= k [Lf(x-t-u)g(u)du] h(t)dt 

= k [Lf(x-v)g(v-t)dv] h(t)dt 

= kf(x-v)[Lg(v-t)h(t)dt]dv, 

en utilisant le Théorème de Fubini, ce qui est possible car : 

j L
2 

lf(x - v) g(v - t) h(t)I dt dv = [(lfl * lgl) * lhl] (x) < +oo. 

Donc: 

[(! * g) * h](x) = k f(x - v) (g * h)(v) dv = [! * (g * h)](x), 

ce que l'on voulait montrer. 

Remarque. On verra que cette algèbre n'a~ d'élément unité. 

Il existe néanmoins une notion suppléant ce manque, celle d'unité approchée. 

Théorème 111.1.9. Soit p une densité de probabilité sur R telle que p :s; 1, 
c'est-à-dire que: p E L1 (R), 0 :s; p :s; 1 et fRp(t)dt = 1. 

Posons, pour a > 0 : 

Alors : 
a) Pour toute g E lfb(R), on a lim(g * Pa)(x) = g(x) , 'Vx ER 

a->0 

b) Pour/ 1 :s; r < oo /et pour toute f E U(R), on a f *Pa E U(R) et: 

la limite étant prise pour la norme de U(R). 

De plus, si g E lfb(R) est uniformément continue, alors la convergence de 
g * Pa vers g est uniforme. 

D 
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Remarque 1. Si les fonctions sont définies sur JR.d, on a le même résultat, à condition 
de remplacer la définition de Pa par : 

Pa(t) = :d P G) ' 
Remarque 2. Si f E L1{JR.), alors f *Pa E lfb(JR.); en effet, on a 0 ~Pa~ 1/a; donc 
Pa E L00 {JR.), et on peut utiliser le Théorème III.1.6. 

Lorsque f E Lr(JR.), avec 1 < r < oo, on a f *Pa E lfo{lR.). En effet, comme 
0 ~ p ~ 1, on a 0 ~ p8 ~ p (avec ~ + ~ = 1). 

Définition IIl.1.10. On appellera unité approchée pour la convolution toute 
famille de fonctions Pa E L1{JR.), indexée par a> 0, telles que fJRPa(t) dt= 1, 
et vérifiant les conditions a) et b) du Théorème Ill.1.9. 

Parfois on ne considérera que les valeurs a = 1/n; l'unité approchée sera alors 
noté (Pn)n;;i,1 (au lieu de P1/n)· 
Preuve. Remarquons d'abord que : 

L Pa(t) dt= L p(t) dt= 1 j 

donc Pa E L1(JR.). 
a) Par conséquent 9 *Pa E lfb(JR.), puisque 9 E lfb{JR.) Ç L00 {JR.). 
En particulier, 9 * Pa(x) existe pour tout x E JR.. Comme flRPa(t) dt= 1, on a: 

(9*Pa)(x)-9(x) = L[g(x-t)-g(x)]Pa(t)dt 

= L[g(x - t) - g(x)] ~ p G) dt 

= L [g(x - au) - g(x)] p(u) du 

~o. 
a~O 
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par le Théorème de convergence dominée, puisque : 

lg(x - au) - g(x)I p(u) ::;;; 2 llglloo p(u). 

Lorsque g est en plus uniformément continue, cette uniforme continuité s'ex­
prime par supxEIR lg(x - au) - g(x)l----+0 pour tout u ER Si l'on note Sa(u) = 

a-tO 
supxEIR lg(x - au) - g(x)I, on a, d'après le calcul précédent: 

supl(9*Pa)(x)-g(x)I::;;; { suplg(x-au)-g(x)lp(u)du= { Sa(u)p(u)du-----rO, 
xEIR jlR xEIR jlR a-tO 

par le Théorème de convergence dominée, puisque Sa ( u) p( u) -----+ 0 pour tout u E lR 
a-tO 

et que 0::;;; Sa(u)p(u)::;;; 2 llgllooP(u). 
b) D'après la Remarque 2 précédente, (f * Pa)(x) existe pour tout x ER Comme 

dans le a), écrivons : 

(f * Pa)(x) - f(x) = 1 [f(x - t) - f(x)] Pa(t) dt. 

En utilisant l'inégalité de Hôlder pour la mesure de probabilité Pa·>.., on obtient : 

l(f * Pa)(x) - f(x)I ::;;; k lf(x - t) - f(x)I d(pa.>..)(t) 

::;;; [1 lf(x - t) - f(xW d(pa.>..)(t)] l/r 

= [ k lf(x - t) - J(xW Pa(t) dtf 1r; 

d'où, en utilisant le Théorème de Fubini-Tonelli: 

k l(f * Pa)(x) - f(xW dx::;;; k [1 lf(x - t) - f(xW dx] Pa(t) dt 

= k llft - fll~Pa(t) dt 

= { g(-t) Pa(t) dt= (g * Pa)(O)-----+ g(O) = 0, 
}IR a-tO 

grâce à la partie a), puisque la fonction : 

g: t 1----t 11!-t - !Il~ 

est continue (car TJ: t E lR 1------+ ft E U(JR) l'est, par le Théorème III.1.4) et bornée 
(par 2rllfll~). 

On notera que, au passage, on a obtenu Il!* Pa - !Il~ ::;;; (g * Pa)(O) < +oo; donc 
(f *Pa - !) E U(JR) et par conséquent f *Pa E U(JR). D 
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111.1.5. Propriétés de régularité de la convolution 

On n'étudiera pas toutes les possibilités et l'on se contentera de donner deux 
résultats. 

111.1.5.1. Densité des fonctions indéfiniment dérivables à support compact 

On note ~k(JR.) (0 :( k :( oo) l'espace des fonctions k fois continüment dérivables 
sur lR. à support compact : ~0 (JR.) = X(IR.) et ~k(JR.) = X(IR.) n 'ifk(JR.). L'espace 
~cxi(IR.) des fonctions indéfiniment dérivables sur lR. à support compact est simplement 
noté ~(IR.). 

Théorème 111.1.11. Si f E F(IR.) {l :( r < oo) et <p E ~k(JR.), alors f * <p 
est k fois contin-ament dérivable. 

De plus (f * <p)(h) = f * <p(h) pour 0 :( h :( k. 

Preuve. C'est une conséquence des théorèmes de continuité et de dérivabilité sous le 
signe intégral. On ne peut pas dominer par lfl (sir > 1), mais si xo E lR. et supp <p Ç 

[-A, A], alors f = f1[-A+xo-l,A+xo+l] E L1 (1R.). Donc, puisque pour lx - xol :( 1, on 

a (f * <p)(x) = (J * <p)(x) = fu~}(t) <p(x - t) dt; on peut donc utiliser ces théorèmes 
sur ]xo - 1, xo + 1[, et l'on obtient que f * <p est continüment dérivable en xa. 0 

Application. Soit 

a(u) = { eüxp ( - 1.!u2) si 
si 

lui< 1 

lui;;::: 1. 

Il est facile de voir que a est indéfiniment dérivable sur R 
Soit: 

A= 1 a(u)du. 

C'est un nombre> O. Posons : 

p(t) = a(At) = { eoxp ( - i-12t2) si 
si 

ltl < l/A 
ltl ~ l/A. 

On a 0 :( p :( 1, futp(t) dt= 1 et supp (p) Ç [-1/ A, l/A]. On pose, comme d'habitude, 
Pa(x) = ~p(~). Alors, pour f E F(IR.) (1 :( r < oo), la fonction f *Pa E F(IR.), est 
indéfiniment dérivable, et converge vers f dans F(IR.) lorsque a--+ O. On en déduit : 

Théorème 111.1.12. Pour 1 :( r < oo, l'espace ~(IR.) des fonctions indéfini­
ment dérivables sur lR. à support compact est dense dans U(IR.). 

Preuve. Soit f E F(JR.) et soit e >O. Il existe <p E X(JR.) telle que Il/ - <fJllr :( e/2. 
Comme <p E F(IR.), <p *Pa est indéfiniment dérivable. Elle est de plus à support 

compact, en vertu du lemme suivant. 
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Lemme 111.1.13. Si u, v: ~---+ C sont des fonctions convolables, on a l'inclusion : 

supp (u * v) Ç (suppu) + (suppv). 

Notons que la somme de deux compacts K et K' est compacte (image du produit 
K x K' par l'application continue ( x, y) i--+ x +y). Si a > 0 est tel que ll'P - <p *Pa llr ~ 
ê/2, on a llf - <p * Pallr ~ €. D 

Preuve du Lemme 111.1.13. Soit x r:J_ (suppu) + (suppv). Comme v(t) = 0 pour 
t r:J_ suppv, on a: 

(u*v)(x)= r u(x-t)v(t)dt=l u(x-t)v(t)dt. 
J'R. suppv 

Mais si t E supp v, on a forcément x - t r:J_ su pp u (car sinon x = (x - t) + t serait dans 
(suppu) + (suppv)); donc u(x - t) =O. On a ainsi (u * v)(x) =O. 0 

111.1.5.2. Partition de l'unité C00 

Les partitions de l'unité permettent de "découper" les fonctions en morceaux, qui 
seront "réguliers" si la partition l'est, comme dans l'énoncé ci-dessous. Nous nous 
placerons sur un compact pour simplifier. Il existe des énoncés plus généraux. 

Théorème 111.1.14. Soit Kun compact de~ et (Dk)i~k~n un recouvrement ouvert 
fini de K. Il existe des fonctions positives <pi, ... , 'Pn E ~(~) telles que supp 'Pk Ç ilk 
pour tout k = 1, ... , n, L:~=l 'Pk ~ 1, et : 

n 

L 'Pk(x) = 1 pour tout x E K. 
k=l 

On dit que ( <p1, ... , 'Pn) est une partition de l'unité de K subordonnée au 
recouvrement (i11, ... , Dn)· 

Lemme 111.1.15. Soit n un ouvert de~ et K un compact contenu dans n. Il existe 
<p E ~(~) telle que 0 ~ <p(x) ~ 1 pour tout XE il, et <p (x) = 1 dans un voisinage de 
K. 

Preuve. Soit ê > 0 tel que Ke = K + [-ê, ê] soit contenu dans n. Soit p E ~(~) telle 
que 0 ~ p ~ 1 et f'R.p(x) dx = 1 (comme dans la preuve du Théorème III.1.12), et 
Pa(x) = ~ p(~). Pour a> 0 assez petit, on a supppa Ç [-ê/4,ê/4]. Alors la fonction 
<p = IK,12 *Pa est indéfiniment dérivable sur ~, puisque Pa l'est, elle est positive car 
IK, 12 et Pa le sont, et l'on a 0 ~ <p(x) ~ llIK,12 1ioollPall1 = 1. De plus, supp<p Ç 
(supp IK,12 ) + (supppa) Ç Ke/2 + [-ê/4, ê/4] Ç Ke Ç il. Finalement, pour x E Ke/4> 
on a X+ [-ê/4, ê/4] Ç Ke/2; donc <p(x) = fx-K, 12 Pa(t) dt?: f[-e/4,e/4] Pa(t) dt= 1; 
par conséquent <p(x) = 1. 0 

Preuve du Théorème 111.1.14. Pour chaque k = 1, ... , n, soit Kk un compact 
contenu dans nk tel que K ç U1~k~n Kk. En vertu du lemme, il existe des fonctions 
1/Jk E ~(~)telles que 0 ~ 1/Jk ~ 1 et valant 1 sur un voisinage de Kk. On pose <p1 = 'ljJ1, 
<p2 = 7/J2(l -7/J1), ... , 'Pn = 7/Jn(l -7/J1) .. · (1- 1/Jn-i). On a 'Pk ?: 0 et 1- (<p1 + <p2) = 
(1 - 7/J1)(l - 7/J2); en itérant, cela donne L:~=l 'Pk = 1 - (1 - 7/J1) · · · (1 - 1/Jn); par 
conséquent L:~=l 'Pk ~ 1 et L:~=l 'Pk(x) = 1 pour tout x E K. 0 
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111.2. Transformation de Fourier 

111.2.1. Transformation de Fourier sur L 1 (JR) 

Définition 111.2.1. 
1) On appelle transformée de Fourier, ou intégrale de Fourier, de 

f E L1 (Jœ.d) la fonction § f = f: Jœ.d -+ C définie par : 

2) La transformation de Fourier sur L 1(Jœ.d) est l'application linéaire 

§: Ll (Jœ.d) -+ (CIRd 

f t--t .Jtf=f 
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On rappelle que (x / y) est le produit scalaire de x et y. Pour des raisons de 
simplification d'écriture, on supposera que d = 1. Alors : 

Î(Y) = k f(x) e-21rixy dx, 

mais tous les résultats pour d ;;::: 2 se prouvent de la même façon. 

Notons qu'en particulier Î(O) = k f(x) dx 

Théorème 111.2.2. On a : 

f E L1 (R) ===> § f E ?&'o(R). 

Preuve. La continuité résulte du Théorème de convergence dominée, car : 

/f(x) e-21rixy/ = /f(x)/ 

est intégrable et indépendante de y. 
Il s'agit maintenant de voir que lim Î(y) = 0 (noter que c'est l'analogue du 

IYl-t+oo 
Lemme de Riemann-Lebesgue pour les séries de Fourier). 

Pour cela, remarquons que e-1ri = -1; cela permet d'écrire : 

Î(y) = - k f(x) e-21rixy e-1ri dx = - k f(x) e-21ri(x+iy)y dx 

= - k f (t - 2~) e-27rity dt; 
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d'où: 

et: 
2 IJ(y)I ::::; Il! - f1;2ylli ----t1 1 o, 

y -++oo 

par le Théorème 111.1.4. D 

Théorème 111.2.3. Pour toutes f,g E L1 (IR), on a: 

1 §(j * g) = (§f) (§g) ,. 

Autrement dit,§ est un homomorphisme d'algèbres. De façon plus explicite, cela 
s'écrit : 

1 (j;g)(y) = Î(y) g(y),, \:/y ER 

C'est l'un des grands intérêts de la transformation de Fourier. En effet, la convo­
lution régularise les fonctions mais n'est pas facile à calculer; un passage "du côté 
Fourier" simplifie souvent. 

Preuve. Cela résulte du Théorème de Fubini : 

j;g(y) = 1 ( 1 f(x - t) g(t) dt) e-27rixy dx 

= k ( k f(x - t) e-27ri(x-t)Yg(t) e-27rity dt) dx. 

Comme: 

k k lf(x - t) e-27ri(x-t)Yg(t) e-27rityl dtdx = 11lfl*191111 < +oo, 

on peut appliquer le Théorème de Fubini, et on obtient : 

j;g(y) = k ( 1 f(x - t) e-27ri(x-t)y dx) g(t) e-27rity dt 

= k ( 1 f(u) e-27riuy du) g(t) e-27rity dt 

= 1.r(y) g(t) e-27rity dt= J(y) g(y) 

Corollaire 111.2.4. L'algèbre L1 (IR) n'a pas d'unité pour la convolution. 

D 

Preuve. S'il y en avait une, disons c E L1(IR), on aurait c * f = f, donc €J = f pour 
toute f E L1 (IR). 
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Prenons par exemple f = :U:[o,l]. On a : 

Il( ) -11 
-21rixy d _ { 1 . si y= 0 

(0,lj y - e X - e-2"'Y.-1 = e-7riysin(7ry) Si y ....LÜ. 
0 -27riy 1rY Î 

Comme IM (y) -/:- 0 pour y ~ Z*, on devrait avoir f(y) = 1 pour y ~ Z* (et donc 
en fait f(y) = 1 pour tout y E ~'par continuité); mais cela contredit le fait que f(y) 
tend vers 0 quand JyJ tend vers l'infini. D 

Remarque. Il existe en fait bien une unité pour la convolution, mais elle n'est pas 
dans L1 (~) : on peut étendre la définition de la convolution à l'espace de toutes les 
mesures complexes sur~; dans cette algèbre .4'(~), qui contient L1 (~), il y a une 
unité qui est la mesure de Dirac Oo en O. 

Corollaire 111.2.5. L'application linéaire§: L1(~) --+ 'lf0 (~) est continue et de 
norme 1. 

Preuve. De façon claire,§ est linéaire et i llff fJl 00 ::;; llfll1 I; donc§ est continue 

et de norme Jlff JJ ::;; 1. 
Pour voir que JJ$JJ = 1, nous allons donner deux méthodes (dont l'intérêt est bien 

plus grand que savoir que Jlffll = 1). 

1 ère méthode. On va utiliser une unité approchée p définie comme dans le Théo­
rème III.1.9. Nous avons vu que : 

L 1 (1R) 
f *Pa___:___.+ f; 

a~O 

donc, puisque § est continue : 

Alors: 

Soit f E L1 (~) telle que ff f ne soit pas identiquement nulle (par exemple f = :U:[o, 11), 
de sorte que JJfJJ 00 > 0; en simplifiant l'inégalité ci-dessus, on obtient : 

Comme Pa~ 0, on a P,,(O) = JIPall1; donc JJP,,JJoo ~ P,,(O) = JIPalli = JJpJJ1 = 1, et l'on 
obtient : 

JJ$JJ = sup llffipJJoo ~ sup llff Palloo ~ 1. 
Jl<pJl1.;;;1 a>O 

2ème méthode. On va montrer que si : 

1 fo(x) = e-n2 I, 
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alors 1 $fo = fo I· 

Si l'on ne tenait pas compte du fait que § n'envoie pas L 1 (IR) dans lui-même, on 
pourrait dire que f o est un point fixe pour §, ou aussi que f o est un vecteur propre 
pour§, associé à la valeur propre 1. Cet inconvénient sera aboli pour l'espace L2 (IR), 
puisque l'on verra que l'on peut prolonger § à L2 (1R) et qu'alors § envoie L2 (IR) 
dans lui-même. 

On sait que: 

Lfo(x)dx=l 

(il suffit de passer en coordonnées polaires dans [fut f o( x) dx] 2 = J fut2 e-"<"'2 +Y2
) dxdy). 

Ensuite: 

Considérons la fonction entière (i.e. holomorphe dans q : 

2 
F(z) = e-"z , z E C. 

Par le Théorème de Cauchy, son intégrale sur le bord du rectangle ci-dessous (pour 
y > 0) est nulle. 

+-= 
iy 

+-= 

Sur les côtés verticaux, on a : 

l'intégrale de F sur ces côtés est donc majorée par IYI e-"n2 e"Y2
, de sorte qu'elle tend 

vers 0 quand n tend vers l'infini. Il en résulte que : 

{ e-"(x+iy)2 dx = { F(z) dz = { F(x) dx = { fo(x) dx = 1. 
k k+~ k k 

Donc: 

1 Îo(y) = e-"Y2 = fo(y) 1, (III.1) 

comme cela a été annoncé. D 
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111.2.2. Le théorème d'inversion 

Théorème 111.2.6 (Théorème d'inversion). Si f E L1(1R) et si sa transformée 

de Fourier est intégrable:§ f = Î E L1 (IR), alors f est (p.p.) égale à la fonction 
continue g définie par : 

g(x) = l J(y) é211"ixy dy. 
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Pour u E L 1 (JR), on appelle co-transformée de Fourier de u la fonction définie 
par: 

(ffu)(y) = L u(x)é211"ixydx, 

c'est-à-dire que (ffu)(y) = (ffu)(-y) = (ffu)(y). 
Le Théorème d'inversion s'exprime donc par : 

1 f et fff E L1 (1R) ==> f = §(.J>f) I· 

Voyons tout de suite une conséquence très importante. 

Théorème 111.2.7. La transformation de Fourier§: L1 (1R)--+ ~o(IR)est 
injective. 

Preuve.§ étant linéaire, il suffit de voir que ker§ = {O}. Soit f E L1 (1R) telle que 
§f =O. Comme 0 E L1 (1R) (!),le Théorème d'inversion assure que f = ff(fff) = 
ff(O) =O. D 

La preuve du Théorème d'inversion utilisera le lemme suivant. 

Lemme 111.2.8. Soit P E L1 (JR) telle que p = § P soit une densité de probabilité 
sur IR. Alors, pour toute f E L1 (1R), on a : 

(f * Pa)(x) = L Î(y) e211"ixy P(ay) dy, Vx E lR. 

Rappelons que : 

Pa(t) = ~ P G)· 
Remarque. Si Pest elle-même une densité de probabilité, on aura: 

llPlloo = llff Plloo ~ llPlli = 1; 

donc 0 ~ p ~ 1 et p vérifie les conditions du Théorème III.1.9 sur l'existence des 
unités approchées pour la convolution dans L1(1R). 
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Exemples. 

1) Prenons 1 P(x) = e-n2 1. Alors on a vu que 1 p(y) = e-7r:Y2 I; on dit que p est la 
densité de Gauss. 

2) Si 1 P(x) = e-27r:lxl 1, on voit facilement que Jp(y) = ~ J; on dit que p est 

la densité de Cauchy. 

3) Si J P(x) = ~ J, alors lp(y) = e-27r:IYI I· Cela se voit, soit en intégrant sur 

le chemin formé du segment [-R, R] union le demi-cercle de centre 0 et de rayon R 
(dans le demi-plan supérieur si y > 0, et dans le demi-plan inférieur si y < 0) et en 
utilisant le Théorème des résidus, soit en utilisant l'exemple précédent et le Théorème 
d'inversion (bien sür, on ne pourra pas dans ce cas utiliser cette fonction pour prouver 
le théorème !) . On dit que p est la densité de Poisson. 

siy>O 
IR 

siy <O 

-R R 

.j 

-R R 

·iR 

Preuve du Théorème d'inversion à partir du lemme. On utilisera la fonction 
de l'exemple 2) : 

P(y) = e-27r:IYI. 

Ona: 

{ 
P(ay)------+1 

a--tO 
0:::; P(ay):::; 1; 

donc: 

{ 
J(y) e27r:ixy P(ay)------+ Î(y) e27r:ixy, 

a--tO 

IÎ(y) e27r:ixy P(ay)I :::; IJ(y)I. 

'Vx E lR, 

Le Lemme IIl.2.8 et le Théorème de convergence dominée donnent donc : 

lim (f * Pa)(x) = g(x), 'Vx E lR. 
a--tO 

Mais, par ailleurs, comme on a : 

llJ *Pa - Jll1------+ 0, 
a--tO 

on peut trouver une suite de nombres an ------+ 0 telle que (f *Pan )n converge presque 
n--too 

partout vers f. 
Il en résulte que f = g presque partout. D 
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Preuve du Lemme 111.2.8. Remarquons d'abord que (! * Pa)(x) existe pour tout 
x E lR (car p E '"ifo(IR) entraîne Pa E '"ifo(IR) Ç L00 (1R)). Ensuite, on a, par définition: 

p(y) = L P(x) e21rixy dx; 

d'où: 

Pa(Y) = ~ P (~) = L P(at) e21rity dt. 

Le Théorème de Fubini donne alors : 

(! * Pa)(x) = L f(x - y) ( L P(at) e21rity dt) dy 

= L ( L f(x - y) e21rity dy) P(at) dt 

= ( L f(u) e21ri(x-u)t du) P(at) dt 

= L J(t) e21rixt P(at) dt. 

Proposition 111.2.9. $ L1 (JR) est dense dans '"ifo(IR). 

D 

On verra plus tard (Corollaire IV.3.5) que$: L 1 (IR) -t '"if0 (JR) n'est J2M surjective. 

Preuve. On va utiliser le Théorème de Stone-Weierstrass. Comme lR n'est pas com­
pact, on utilisera son compactifié d 'Alexandrov K = :i = lR U { w}. 

'"if0 (1R) s'identifie à {h E '"if(:i); h(w) = O}. 
Soit: , 

Alors: 
(i) A est une sous-algèbre de '"if(ÏR) car $L1 (1R) est une sous-algèbre de '"6f0 (1R); 
( ii) A sépare les points de :i. En effet : 

• $L1 (1R) (donc a fortiori A) sépare les points de lR: si yi,y2 E lR sont tels 
que J(y1) = J(y2) pour toutes les f E L 1 (1R), on a : 

0 = J(yi) - J(y2) = L (e-21rixyi - e-21rixy2) f(x) dx' 

et, en appliquant ceci pour f(x) = (e21rixyi - e21rixy2 )u(x), avec u E L1 (1R) telle que 
u(x) > 0 pour presque tout x E IR, on obtient : 

L 1e-27rixy1 - e-27rixy212 u(x) dx = 0, 

d'où: 
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pour presque tout x E R Par continuité, c'est en fait vrai pour tout x E R En 
dérivant, on obtient : 

d'où Y1 = Y2 (faire x = 0). 
• § L1 (JR) (donc a fortiori A) sépare chaque Yo E lR de w car on peut trouver 

f E L1 (JR) telle Î(y0 ) -:/:- 0 (on a même vu que l'on pouvait trouver f E L1 (JR) telle 
que Î(y) -:/:- 0 pour tout y E JR); d'où le résultat car le prolongement de Î à i est nul 
en w. _ 

(iii) A est stable par conjugaison, car §L1 (JR) l'est; en effet, on a Î = f*, avec 
f*(x) = f(-x). 

Comme A contient les constantes, par définition, le Théorème de Stone-Weierstrass 
dit que A est dense dans 'ef(i). En particulier, pour toute h E 'ef0 (JR) Ç 'ef(i) et tout 
é > 0, il existe fe E L1 (JR) et Àe E C tels que: 

llh - Îe - >-ellcc(i) ::; é. 

Mais alors l>-el = lh(w) - Îe(w) - >-el ::; é, et donc llh - .Îellcc0 (IR) = llh - .Îellcc(i) ::; 
l>-el + é::; 2é. D 

111.2.3. Transformation de Fourier sur L2 (~) 

Comme L 2 (JR) <l L 1 (JR), la définition de la transformée de Fourier des fonctions 
de L2 (JR) ne peut pas se faire simplement en reprenant celle des fonctions de L1(JR). 
On utilisera pour cela un passage à la limite, en utilisant la densité de L1 (JR) n L2 (JR) 
dans L2 (JR) (on notera que X(JR) ç L1 (JR) n L2 (JR)). 

L'inconvénient d'une telle définition indirecte (et le fait que, dans un certain sens, 
considérer les fonctions de carré intégrable et non pas directement les fonctions in­
tégrables est moins naturel) est compensé par le fait que, d'une part L2 (JR) est un 
espace de Hilbert, et, surtout, d'autre part, que l'on obtient ainsi une transformation 
de Fourier (appelée aussi transformation de Fourier-Plancherel) qui envoie L2 (JR) 
dans lui-même (alors que L1 (JR) est envoyé dans 'ef0 (JR)), et qui, de plus, réalise un 
isomorphisme isométrique de L2 (JR) sur lui-même; il conserve donc aussi le produit 
scalaire. 

Théorème 111.2.10 (Théorème de Plancherel, 1910). La transformation de 
Fourier§, définie sur L 1 (JR) n L 2 (JR) , se prolonge, de façon unique, en un 
isomorphisme d'espaces de Hilbert de L 2 (JR) sur lui-meme. 

Rappelons qu'un isomorphisme d'espaces de Hilbert est une application linéaire 
bijective T: Hi-+ H2 qui conserve le produit scalaire: (Tx 1 Ty) = (x 1 y) pour tous 
x, y E Hi. C'est donc une isométrie. Inversement, toute isométrie (linéaire) entre 
espaces de Hilbert conserve le produit scalaire, grâce à l'identité de polarisation : 

(x 1 Y)=~ [(llx + Yll 2 - llx -yll 2) + i(llx + iyll 2 - llx - iyll 2)] 
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pour les espaces complexes, et : 

1 
(x 1 Y)= 2 (llx + Yll 2 - llx - Yll 2) 

pour les espaces réels. 

Notation. On notera aussi ce prolongement par § : 

g:: L2(1R) --+ L2(1R). 

Preuve. L'unicité vient de la densité de L 1 (1R) n L2(JR) dans L2(JR). 
Pour prouver l'existence, il suffit de montrer que : 

car alors, grâce à la densité, g: se prolongera en une isométrie de L2 (IR) dans lui-même 
(non surjective a priori). 

Nous allons en fait utiliser un espace un peu plus petit que L1 (1R) n L2 (1R), sur 
lequel nous pourrons travailler plus facilement, mais qui reste dense dans L2 (1R). 

Soit: 

1 A(IR) = {f E L 1 (1R); Î E L 1 (1R)} 1. 

C'est exactement l'ensemble des fonctions de L 1 (1R) pour lesquelles le Théorème d'in­
version s'applique : 

f E A(IR) f(x) = Î (-x) pour presque tout x E 1R. 

Proposition 111.2.11. On a : 
a} f E A(IR) :::;. Î E A(IR); 
b}fEA(IR):::;. fetÎEL2 (1R); 
c) A(IR) Ç L 1 (1R) n L2 (1R); 

d} f E A(IR) :::;, llÎll2 = Il! 112; 
e) A(IR) est dense dans L1 (1R) n L2(1R), pour la norme Il 112· 

Preuve. a) résulte du Théorème d'inversion. 

b) On a, d'une part : Î E 'lfo(IR), donc Î E L00 (1R); d'autre part, le Théorème 
d'inversion donne : 

Î E 'lfo(IR) * f E 'lfo(IR) :::;, f E L00 (1R). 

Il reste à remarquer que L1 (1R) n L00 (1R) Ç L2 (1R) car si h E L 1(1R) n L00 (1R), on écrit 
lhl2 ~ llhlloolhl, ce qui donne llhll~ ~ 1ihlloollhll1· 

c) résulte du b). 
d) résulte immédiatement du lemme suivant, que l'on montrera après. 

Lemme 111.2.12. Si f,g E L1 (1R), alors: 

Lf(x)g(x)dx= LÎ(y)g(y)dy. 
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e) Il reste à voir que A(JR) est dense dans L1 (1R) n L2(1R), pour la norme li· 112 
(c'est-à-dire dans L2 (JR)). 

Soit P(y) = e-27l"IYI la densité de Poisson et p = § P =§P. 
Alors p vérifie les conditions du Théorème 111.1.9 sur les unités approchées; donc : 

Mais f *Pa E A(JR) car si f E L1 (JR) n L2(1R), on a: 
• f,Pa E L 1 (1R) =? f *Pa E L 1 (1R); 

• { f E 1fo(lR) Ç L00 (1R) 
p"a,(y) = P(ay) =? Pa E L 1 (JR) 

- ~~ 1 
f *Pa= f Pa EL (JR). 

et donc f *Pa E A(JR). 

Preuve du lemme. Il suffit d'utiliser le Théorème de Fubini: 

k f(x) g(x) dx = k f(x) ( k g(y) e-211"ixy dy) dx 

= k (i f(x) e-211"ixy dx) g(y) dy 

= k f(y) g(y) dy. 

D 

D 

Fin de la preuve du Théorème de Plancherel. L'isométrie§: A(JR) ---+ A(JR), à 
valeurs dans A(JR) ç; L2(JR), qui est complet, se prolonge, par densité, en une isométrie 
§: L2(JR) ---+ L2(JR). 

Comme ff [A(JR)] = A(JR), par le Théorème d'inversion, on a ff[L2(1R)] 2 A(JR), 
et donc ff [L2(1R)] = L2(JR) car A(JR) est dense dans L2(JR) et parce que ff[L2(1R)] 
est fermé (puisque § est une isométrie). D 

Remarque. Notons que ce prolongement coïncide sur L1 (JR) n L2(JR) avec la trans­
formation de Fourier définie sur L1 (JR). En effet, pour toute f E L1 (JR) n L2(JR), on 
a lima-tO Il!* Pa - fll1 = 0, par le Théorème 111.1.9, et f *Pa E A(JR), comme on l'a 
vu; donc A(JR) est dense dans L1 (JR) n L2(JR), pour la norme de L1 (JR). 
Remarque. La co-transformation de Fourier§ se prolonge aussi en un isomorphisme 
de L2 (1R) sur lui-même, puisque (ffu)(y) = (ffu)(-y), c'est-à-dire que§= <r o §, 

où <r est l'isomorphisme isométrique de L2 (JR) défini par (<r f)(y) = f(-y). De plus, 
§ = §-1 , puisque c'est vrai sur A(JR). 

Notons que le Lemme IIl.2.12 dit que l'on a, en particulier (! 1 ffg) = ($ f 1 g) 
(en changeant g en g) pour toutes f, g E L1 (JR) n L2 (1R). Cela s'écrit aussi (! 1 § g) = 
(ff f 1 g). Comme L1 (JR) n L2(JR) est dense dans L2(JR), cela reste vrai pour toutes 
f,g E L2 (JR). Mais (ff f 1 g) = (! 1 §*g), où§* est l'opérateur adjoint de$. 
Donc§*=§, soit aussi§*= §-1. Cela signifie que la transformation de Fourier­
Plancherel § est un opérateur unitaire sur L2 (1R) (un opérateur U sur un espace de 
Hilbert H est dit unitaire si U*U = UU* = IdH. c'est-à-dire si U est inversible et 
u-1 = U*). 
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Comment exprimer la transformée de Fourier d'une fonction de L2 (~) ? 

Comme § a été défini sur L2 (~) par densité, le calcul de § f pour f E L2 (~) 
doit faire intervenir un passage à la limite. On peut, par exemple, utiliser le résultat 
suivant. 

Proposition 111.2.13. Pour f E L2 (~), posons : 

On a: 

<pA(Y) = 1A f(x) e-27rixy dx. 
-A 

Preuve. Notons fA = f.][[-A,A]; on a fA E L1 (~) n L2 (~) et 'PA = ff(f A)· Le 
Théorème de Plancherel donne : 

or Il! - fAll2 ----tO par le Théorème de convergence dominée. 
A--++oo 

D 

De même, on a : 

Proposition 111.2.14. Pour f E L2 (~), si l'on pose : 

7/JA(x) = 1: ($ f)(y) e27rixy dy' 

on a: 
lim 117/JA - fll2 = Ü. 

A--++oo 

Preuve. On a 7/JA = ff[(ff j).][[-A,AJ] ; d'où, puisque f = §§f: 

llf-7/JAll2 = llff[fff- (§j).][[-A AJ] 112 = llfff- (§j).][[-A AJll2----+Ü. 0 
' ' A--++oo 

Une conséquence intéressante est : 

Corollaire 111.2.15. Si f E L2 (~) et §f E L1 (~), alors: 

f(x) = L (fff)(y)e21rixydy 

pour presque tout x E R 

Preuve. Puisque § f E L1 (~), le Théorème de convergence dominée donne, pour 
tout x E ~: 

lim 7/J A (x) = { ( § f) (y) e27rixy dy. 
A--++oo }IR 

D'autre part, comme 117/JA - fll2------+ 0, il existe une suite (An)n tendant vers +oo 
A--++oo 

et telle que 7/JAn (x)----t f(x) pour presque tout x E ~. D'où le résultat. D 
n--+oo 
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111.3. Exercices 

111.3.1. Convolution 

Exercice 1. 
1) Calculer I[o,11 * I[o,1]· 

2) On pose In= [n, n+ ; 3 [sin? 1 et In= ]n+ i&• n] sin:::;; -1. Montrer que la 
fonction f valant /n/ sur In est intégrable sur IR, mais que le produit de convolution 
(f * f)(x) n'existe pas pour tout x E IR. 

Exercice 2. 
Soit f: lR-+ C une fonction intégrable. On pose F(t) = J~ f(s) ds, et, pour c > 0, 

on définit Âgf: lR-+ C par (Llêf)(t) = F(t + c) - F(t) . 
é 

1) Montrer que l'on a Lld = pg * f, avec pg = ~ I[-ê,O]· 

2) En déduire que Lld converge vers f, pour la norme de L1 (1R), lorsque c tend 
vers O. 

Exercice 3 (Unité approchée). 
Soit kn, n? 1, des fonctions intégrables sur lR vérifiant les propriétés suivantes : 

(i) fnt kn(t) dt= 1 pour tout n? 1; 

(ii) M = SUPn~l l/kn/11 < +oo; 

(iii) limn-+= fitl>o /kn(t)/ dt= 0 pour tout ô >O. 

Montrer que (kn)n~l est une unité approchée pour la convolution (commencer 
par montrer que limn-+= f nt / kn ( t) cp( t) / dt = 0 pour toute fonction bornée <p: lR -+ C 
continue en 0 et telle que cp(O) = 0). 

Exercice 4. 
On rappelle que, pour f: lR-+ Cet a E IR, on note Ua)(x) = f(x-a), x ER Soit 

f E L=(JR). 
1) On suppose que f admet un représentant uniformément continu. Montrer que 

l'application TJ: a E lR t---+ fa E L=(JR) est continue. 
2) a) Montrer, en utilisant le Théorème de Fubini, que pour presque tout x de IR, 

on a /f(x - t) - f(x)/:::;; l/ft - fil= pour presque tout t ER 

Soit (Pn)n~l une approximation de l'unité positive. 

b) Montrer que /If - f * Pnll=:::;; fnt //ft - fl/=Pn(t) dt. 
3) On suppose maintenant que TJ est continue en O. 

a) Montrer que fn = f * Pn est uniformément continue, pour tout n? 1. 
b) En déduire que f admet un représentant uniformément continu. 
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Exercice 5. 
Soit f: ~ -+ C une fonction mesurable et bornée. On suppose qu'il existe une 

partie dense A Ç ~ telle que, pour tout a E A, on ait f(t +a) = f(t) pour presque 
tout t de~ (c'est-à-dire pour tout t E ~\Na, avec >.(Na)= 0). 

1) Soit g E L1 (~). 

a) Montrer que (g * f)(x +a)= (g * f)(x) pour tout a E A et tout x ER 

b) En déduire que g * f est constante. 
2) En déduire que f est presque partout constante (utiliser une unité approchée 

(Pn)n~I dans L1 (~) à supports contenus dans un compact). Montrer ensuite que l'on 
peut supprimer la condition que f soit bornée. 

Exercice 6. 
Soit f E L1 (~) telle que, pour tous réels a< bon ait : 

11b lim -h lf(x + h) - f(x)I dx = 0 
h--+0 a 

Soit (cpn)n~I une unité approchée, telle que 'Pn soit continue et à support dans [-~,~]. 
1) Montrer que f n = f * 'Pn est dérivable sur~ et préciser sa dérivée. 
2) En déduire que f est constante (presque partout). 

Exercice 7. 
Pour toute fonction f: ~ -+ C, on note, pour tout a E ~' Taf la translatée de f 

par a: Taf(x) = f(x-a), x ER On dit qu'un opérateur T: L2 (~)-+ <i&'b(~) commute 
avec les translations si on a T(Taf) = Ta(Tf) pour toute f E L2 (~) et tout a ER 

1) Soit cp E L2 (~). Montrer que l'opérateur T'P: L2 (~) -+ 'i&'b(~) défini par Tipf = 
cp * f commute avec les translations. 

2) Soit T: L2 (~)-+ 'i&'b(~) un opérateur commutant avec les translations. 
a) Montrer qu'il existe une fonction cp E L2 (~) telle que 

(T f)(O) = 1 f (y) cp(-y) dy 

pour toute f E L2 (~). 
b) Montrer que T = T'P. 

Exercice 8. 
On note L1(1l') l'espace des (classes de) fonctions f: 'Il' = ~/Z -+ C qui sont 

intégrables pour la mesure m, image de la mesure de Lebesgue sur ~ par la surjection 
canoniques:~-+ ~/Z. On peut aussi voir L1 (1l') comme l'espace des (classes de) 
fonctions mesurables 1-périodiques f: ~ -+ C qui sont intégrables sur [O, 1] et donc 
l'identifier à L1 (0, 1). 
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1) Montrer que pour toutes f,g E L 1('R'), le produit de convolution(!* g)(x) = 
f0

1 f(x - t) g(t) dt existe pour presque tout x E ~. que f * g E L 1('R') et Il!* gll1 ~ 
111111 119111· 

2) Montrer que pour toutes f, g E L1 ('li'), on a (-y;g) ( n) = Î( n) g( n) pour tout 
nEZ. 

3) Montrer que si Fn est le noyau de Fejér d'ordre n, on a llFn * f - fllp ---t 0 
n-too 

pour toute f E LP('[') avec 1 ~ p < oo. 
4) Montrer que si f E L1('R') et g E L00 ('R'), alors f * g est continue sur 'li'. 
5) Soit f: ~-+ C mesurable de période 1 telle que J'lf lfl ln(l + lfl) dm < +oo. 

a) Montrer que f E L1('R'). 
b) Soit g: ~ -+ C mesurable de période 1. On suppose qu'il existe A > 1 tel que 

exp(lgl/A) E L 1('R'). Montrer que le produit de convolution f * g est défini partout et 
que: 

If* gl ~A ln Ah lfl dm+ Ah lfl ln(l + lfl) dm+ h (el9 l/A - 1) dm 

(utiliser, après l'avoir montrée, l'inégalité ab~ a ln a - a+ è - 1 pour a, b;;::: 0). 
c) On pose G ( x) = ln 1 sinl.,..x) I · Montrer que f * G existe partout et qu'il existe, 

pour tout n ;;::: 1, une fonction continue hn telle que f * G = hn + fn * G, où fn = 
f ][{IJl;;::n} · 

d) En déduire que f * G est continue. 

Exercice 9 (Inégalité de Young). 
Soit p, q, r E [1, oo[ tels que * + i = 1 + ~. Le but de l'exercice est de montrer 

que si f E LP(~) et g E Lq(~), alors f * g est définie presque partout et appartient à 

U(~), avec Il!* 9llr ~ llJllP ll9llq· 
1) Traiter le cas r = 1. 
2) On suppose que q = 1 ; on a donc r = p > 1. Montrer, que pour tout x E ~. on 

a: ( k lf(x - t)l lg(t)I dt) P ~ llgllf-1 L lf(x - t)IP lg(t)I dt, 

et en déduire le résultat souhaité. 
3) On suppose p,q > 1 (et donc r > 1 et r f= p,q). 

a) Montrer que pour tout x E ~. on a : 

[L 11(x - t)l lg(t)I dtr 

~ [L 11(x - t)IPlg(tW dt] [L 11(x - t)12f 1g(t)1sr dtr-l 

b) Montrer que s = p ~=! est > 1, et calculer son exposant conjugué. 
c) Démontrer le résultat souhaité. 

4) D'où vient la condition*+ i = 1 +~?(remplacer f(x) par f(x/>.) et g(x) par 
g(x/ >.)). 
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Exercice 10 (Théorème de Titchmarsh). 
On considère dans cet exercice l'espace L1 (1R+) comme sous-espace de L1 (1R), en 

prolongeant ces fonctions par 0 sur IR~. 

1) Soit f E L1(1R+)· 
a) On pose h(x) =ex exp(-ex) pour x E IR. Montrer que JR h(x) dx = 1 et que 

h est bornée sur IR. 
b) Justifier pourquoi (! * h)(x) existe pour tout x E IR, puis montrer que: 

(! * h)(x) = f (-~)k ( { f(u) e-(k+l)u du) e(k+l)x. 
k=O k. jlll+ 

c) On suppose ici que 1+oo f(u) e-lu du = 0 pour tout l E N*. Que peut-on 

dire de f * h? On pose ha(x) = ~ h(~), pour a> O. Montrer que f * h1;n =O. En 
déduire que f = O. 

2) Pour f E L1(1R+), on définit sa transformée de Laplace .ft'f par (.ft'f)(z) = 

JtX> f (t) e-zt dt, Rez ~ O. 
a) Montrer que .fi' f est holomorphe dans le demi-plan II+ = { z E C ; Rez > 0}. 
b) Si f,9 E L1(1R+), montrer que f *9 E L1 (1R+) et que .ft'(f *9) = (.ft'f)(.:t'9). 

3) Soit f,9 E L1 (1R+) telles que f *9 =O. Montrer que f = 0 ou 9 = 0 (Théorème 
de Titchmarsh, 1926). 

Remarque. Comparer avec !'Exercice 17. 

111.3.2. Transformation de Fourier 

Exercice 11. 
1) Soit f: lR---+ C une fonction continüment dérivable telle que f et f' E L1 (1R). 

Montrer que f(x) ~O et en déduire que (§(!'))(y)= 27riy($'f)(y) pour tout 
lxl-t+oo 

y ER 
2) Soit f E L1(1R); on pose 9(x) = xf(x) pour tout x E IR, et l'on suppose que 

9 E L1 (1R). Montrer que §f est dérivable et que($'!)'= -27ri$'9. 

Exercice 12. 
1) Montrer que si 9 : lR ---+ C est continue et 9 ( 1) = 1, alors il existe a > 0 tel que 

9 ne s'annule pas sur [1 - a, 1 + a]. En déduire que 9 et 11-l,l] ne sont pas égales 
presque partout. 

2) Montrer, sans la calculer, que la transformée de Fourier de la fonction 11-l,l] 
n'est pas dans L1 (JR). 

Exercice 13. 
1) Calculer, pour a > 0, la transformée de Fourier de la fonction indicatrice l[-a,a]. 

j +oo . t 2 

2) En déduire la valeur de l'intégrale (8m ) dt (on expliquera pourquoi la 
-OO t 

fonction l[-a,a] * 11-a,a] est continue). 
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Exercice 14. 
Soit>.> O. 
1) Calculer la transformée de Fourier de :n:[->.,.>.J E L1(JR.) n L2 (JR.). 
2) En déduire la transformée de Fourier-Plancherel de la fonction de f E L2 (1R.) 

d 'fi . f( ) sin(2n>.x) e me par x = , · 
21!" AX 

Exercice 15. 
sinx 1 1 sinx 

On pose, pour x E IR.*, f(x) = i;f et f o:(x) = e-°' x i;f, a> O. 

1) Montrer que f et fa: sont dans L2 (1R.) et que Il!- fa:ll2 ----tü. a:-tO 
d - -2) Montrer que f o: E L1 (1R.), calculer da [Uo:)(y)] et en déduire fo:(y). 

3) En déduire § f. 

Exercice 16. 
On pose P(x) = e-27rlxl, x E IR., et on considère p = P. Soit f E L1 (JR.) une 

fonction continue et bornée sur R 
1) Montrer que : 

lim { f(x) P(ax) dx = f(O). 
a-tO }IR 

2) En déduire que si l'on suppose de plus f positive, alors j est intégrable sur R 

Variante 

1) Soit 9n(u) = e-lul/n, calculer 9r;(v) pour tout v ER 

2) Soit f E L1 (1R.) n L 00 (1R.). 
a) Montrer que J In~. f(y) 9n(Y) dyJ :::; llflloo· 
b) En déduire que, si, de plus, j ;?: 0, alors j E L1 (!R.) (on pourra utiliser le 

Lemme de Fatou). 

Exercice 17. 
1) Montrer que <p = :n:[-l,O] * :n:[-l,O] et 'ljJ = :n:[l,2] * 1[1,21 sont les transformées de 

Fourier de deux fonctions intégrables sur R 
2) En déduire qu'il existe des fonctions intégrables f et g, non nulles, telles que 

f * g =o. 
Remarque. Comparer avec !'Exercice 10. 

Exercice 18. 
Si f: lR.--+ Cet a E IR., on pose (raf)(x) = f(x - a) pour tout x ER 

1) Vérifier que pour f E L1(1R.) on a ;:;:](y) = e-211"iay f(y) pour presque tout 
y ER 

2) Montrer que cette formule reste valable si f E L2 (1R.), c'est-à-dire que l'on a 
s>(raf)(y) = e-211"iay(§j)(y) pour presque tout y ER 
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Exercice 19. 
1) Montrer que la série de fonctions x H L:::'=o e-x2 

/ 2 <- 211",;~y)n converge dans 
L2(JR) (pour la norme li· 112), vers une fonction que l'on précisera. 

2) Montrer que pour toute f E L2(JR), la fonction g définie par g(x) = f(x) e-x2
/ 2 

est dans L1 (JR). 
3) Soit f E L2(JR) orthogonale à toutes les fonctions xne-x212 , n E N. Montrer 

que, si g est définie comme à la question précédente, on a g = O. Qu'en déduit-on 
pour f? 

Remarque. Comparer avec !'Exercice 20 du Chapitre II. 

Exercice 20. 
Soit (gn)n~l une suite bornée d'éléments de L1 (JR). On suppose qu'il existe g E 

L1 (JR) telle que %(y)--+ g(y) pour tout y E JR. 
n-+oo 

Montrer que JJW.h(x)gn(x)dx--+JJW.h(x)g(x)dx pour toute h E 'iifo(IR) (com-
n-+oo 

mencer par montrer que c'est vrai pour toute h dans un sous-espace dense convenable 
de 'iifo(IR)). 
Remarque. Cela signifie que la suite de mesures (gn.À)n~l converge préfaiblement 
vers la mesure g.À dans l'espace .4'(JR) des mesures sur JR (voir le Chapitre V et le 
Chapitre VIII). Comparer avec !'Exercice 2 du Chapitre VIII. 

Exercice 21. 
1) Montrer que l'application (u, v) E L2(JR) x L2(JR) H uv E L1(JR) est continue. 
2) Soit f et g E L2(JR). 

a) Montrer que ( § f) * ( § g) est une fonction continue sur JR qui tend vers 0 à 
l'infini. 

b) Montrer que la transformée de Fourier F du produit F = fg E L1 (JR) est 
égale à ($' f) * ($' g) (utiliser le 1) et le fait que A(IR) = { h E L1 (JR) ; h E L1 (!R)} est 
dense dans L 2 (JR)). 

Exercice 22. 
Soit f E L1(JR) et g E L2(JR). On rappelle (voir !'Exercice 9) que l'on peut définir 

le produit de convolution de f et g, que f * g E L2(1R) et Il!* gll2 ::( llflli llgll2· 
1) Soit u E L00 (JR). Montrer que l'application Mu: v E L2(JR) t-----+ uv E L2(JR) est 

linéaire continue. 
2) On désigne par§ la transformation de Fourier sur L1 (JR), ainsi que la trans­

formation de Fourier-Plancherel sur L2(JR). Montrer que$'(!* g) = ($'!) (ffg) (on 
utilisera, pour a> 0, la fonction 9a = g I[-a,aJ E L1 (JR) n L2(JR)). 

Exercice 23 (Ondelette). 

Soit <I> E L2(JR). On pose r(Ç) = LnEZ l~(Ç + n)l2. On suppose qu'il existe deux 
constantes 0 < a< b < oo telles que a::( I'(Ç) ::( b pour presque tout Ç E JR. 

1) Montrer que la formule Jf(Ç) = ~ permet de définir un isomorphisme 
vr(ç) 

J: L2(JR) --+ L2(JR). 
2) On pose <I>n(t) = <I>(t - n), pour n E Z. Montrer que la famille (J<I>n)nEZ est 

orthonormée dans L2(JR) (utiliser la périodicité de I'). 
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Exercice 24 (Formule sommatoire de Poisson). 
1) Soit f E L1 (~) telle que LnEZ IÎ(n)I < +oo. 

a) Montrer que l'on peut définir presque partout une fonction F: ~ ---+ C de 
période 1 en posant F(t) = LmEZ f(t + m), et que cette fonction est intégrable sur 
[O, l]. 

b) Calculer les coefficients de Fourier de F et en déduire que l'on a F(t) 
LnEZ Î( n) e2.,,.int pour presque tout t E R 

2) Soit f E L1 (~) telle que Î E L1 (~). 
a) Montrer que LnEZ IÎ(s + n)I < +oo pour presque tout s ER 
b) En utilisant le 1) avec fs(t) = f(t)e-2.,,.ist, montrer que pour presque tout 

(s, t) E ~2 , on a la formule de Poisson : 

I: J(t + m) e-27rims = e2.,,.ist I: Î(s + n) e2.,,.int. 
mEZ nEZ 

c) Montrer que si f E L1 (~) est continue, telle que la série LmEZ f( · + m) 

converge uniformément sur [O, 1], et telle que LnEZ IÎ(n)I < +oo, alors la formule de 

Poisson s'écrit LmEZ f(m) = LnEZ Î(n). 
3) (Fonction thêta de Jacobi) Pour s > 0, on pose B(s) = 2:~:_00 e-.,,.sn2

• Montrer 
que la fonction (} vérifie l'équation fonctionnelle (} ( s) = )s (} ( ~) . 

4) E 'd' t J ( ) - -t lui t "oo 2t2 _ t e'+l l n cons1 eran t u - e , mon rer que Lm=l t2+4.,,.2n2 - 2 e'-l - pour 
tout t >O. 

5) On admettra ici que les résultats sur la transformation de Fourier et la formule 
sommatoire de Poisson restent valables lorsque les fonctions sont définies sur ~d au 
lieu de l'être sur ~ (les preuves sont exactement les mêmes). On considère un bo­
rélien convexe K Ç ~d, symétrique par rapport à 0 et ne contenant aucun point à 
coordonnées demi-entières distinct de l'origine : si n E zd et ~ E K, alors n = O. En 
supposant d'abord K borné et en appliquant alors la formule de Poisson à la fonction 
f = IK * IK, montrer que Àd(K) ~ 1. 

Exercice 25 (Sous-espaces de L1 (~) et L2 (~) invariants par translation). 
Pour f: ~---+Cet a E ~'on définit Taf: ~---+ C par (raf)(x) = f(x - a) pour 

tout x E R On dit qu'un sous-espace fermé E de LP(~) est invariant par translation 
si Taf E E pour toute f E E et tout a E ~. 

1. 1) Soit E un sous-espace fermé de L1 (~). Montrer que si E est un idéal de L1 (~), 
c'est-à-dire que cp * f E E pour toute f E E et toute cp E L1 (~), alors E est invariant 
par translation (montrer que (racp) * f = cp *(ra!) pour tout a E ~). 

2) Soit u E L1(~), et soit (a, b) un intervalle borné de R Pour tout entier N?: 1, 

on pose UN = -f;; L~=-;/ r °'N,k u, où O!N,k = a + k b-;/ . Montrer que la suite (UN) N~l 
converge en norme L 1 vers la fonction I(a,b) * u. 

3) Soit E un sous-espace fermé de L1 (~) invariant par translation. 
a) Montrer que si f E E, alors cp * f E E pour toute fonction cp: ~ ---+ C en 

escalier. 
b) Montrer que E est un idéal de L1 (~). 
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II. Le but de cette partie est de montrer que si E est un sous-espace vectoriel fermé 
de L2 (IR) invariant par translation, alors il existe un borélien B Ç IR tel que : 

E = {f E L2(IR); St"f = 0 p.p. sur B}. 
On note, pour o: E IR : ea ( x) = e27riax, x E R On pose F = St" E = {St" f ; f E E}, 

et on note Pla projection orthogonale de L2 (IR) sur F. 
1) Vérifier que si f E L1(IR), on a 3t°(Taf) = (St"J)e_°'' et montrer que cela reste 

vrai pour f E L2 (IR). 
Quelle propriété en déduit-on pour F? 
2) Montrer que pour tout o: E IR, on a (u-Pu) 1- (Pv) ea pour tous u, v E L2 (IR). 
3) Que signifie cette orthogonalité pour la transformée de Fourier de la fonction 

(qui est intégrable) w = (u - Pu) Pv? En déduire que w =O. 
4) Montrer, en utilisant 3), que l'on au (Pv) = (Pu) v pour tous u, v E L2 (IR). 

5) On note v0 (y) = e-IYI, y E IR, et on pose cp(y) = [(::(~~y)]· 
En utilisant 4), montrer que cp(y) = 0 ou 1 pour presque tout y E IR (utiliser le 

fait que P 2 = P). 
6) Conclure. 

Remarque. Ces résultats sont dus à N. Wiener (1921). 

Exercice 26 (Continuité des caractères de l'algèbre L 1(IR)). 
Pour f E L1(IR), on note f*n le produit de convolution f * · · · * f itéré, où f 

apparaît n fois. 
Soit f E L 1 (IR) telle que Il! Ili < 1. 
1) Montrer que g = - E:=l rn définit un élément de L1 (IR) et qu'il vérifie f *9 = 

f +g. 
2) Montrer que si f *h = f +h avec h E L 1 (IR), alors h = g (utiliser les transformées 

de Fourier). 

Soit x: L1(IR)-+ C une forme linéaire multiplicative: x(u * v) = x(u) x(v). 
3) a) En utilisant le 1), montrer que x(f) -:/:- 1. 

b) Montrer que si l>.I ~ 1, alors x(f)-:/:- À. 

4) En déduire que x est continue et de norme :,;; 1. 

Remarque. La détermination des caractères de L1 (IR) sera faite à }'Exercice 3 du 
Chapitre V. 

Exercice 27. 
1) Soit B une partie mesurable de IR telle que >.(B) > O. On pose cp = :U:B et 

cp(t) = cp(-t). 
a) On suppose d'abord que >.(B) < +oo. Justifier le fait que cp * cp est continue 

sur R En déduire que 

V={t-u; t,uEB}={xEIR; Bn(B+x)-:/:-0} 

est un voisinage de 0 (considérer l'ensemble U = { x E IR ; ( cp * cp) ( x) > 0}). 
b) Montrer que V est aussi un voisinage de 0 lorsque >.(B) = +oo. 
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2) Montrer que si G est un sous-groupe mesurable de (IR., +) de mesure >.( G) > 0, 
alors G =IR.. 

Soit (an)n~l une suite de nombres réels telle qu'il existe une partie mesurable A 
de IR. avec >.(A) > 0 pour laquelle lim e21rianx existe pour tout x E A. 

n-too 
3) Montrer que 

G = { x E IR.; lim e21rianx existe} 
n-too 

est un sous-groupe mesurable de (IR., +) (on écrira G à l'aide des ensembles Cm,k,l = 
{x E IR.; le21riakx - e27riaixl ~ 1/m} ). En déduire que G = R 

4) On pose, pour x E IR., g(x) = limn-too e21rianx et on suppose qu'il existe une 
sous-suite telle que lank 1 -------+ +oo. 

k-too 

a) Pour f E L1 (1R.), justifier que lim r f(x) e21riankX dx =o. 
k-too }R 

b) En déduire que k f(x) g(x) dx =O. 

c) Montrer que ce n'est pas possible. 
5) En déduire que la suite (an)n~l converge (on montrera qu'elle n'a qu'une seule 

valeur d'adhérence). 

Exercice 28 (Théorème de Paley-Wiener). 
On notera par §: L2(JR.) -+ L2(JR.) la transformation de Fourier-Plancherel. 
Pour a> 0, on identifie L2([-a, a]) au sous-espace (fermé) de L2(JR.) des fonctions 

s'annulant hors de [-a, a]. 

1) Pour f E L2([-a, a]), on pose, pour z E C : 

F(z) = F1(z) = L f(x) e-21rizx dx. 

a) Montrer que F(z) existe pour tout z E <Cet qu'il existe une constante C > 0 
(dépendant de f et de a) telle que, pour tout z E <C, on ait IF(z)I ~ Ce27ra1Imzl. 

b) Montrer que F est holomorphe dans <C. 
c) Montrer que .FIR E L2(JR.). 

2) Soit G: <C -+ <C une fonction entière telle que GIR E L2 (JR.), et soit g 
§-1 (G1R)· On suppose qu'il existe a> 0 et une constante C > 0 tels que : 

e27ra llmzl 
IG(z)I ~ C 1 + lzl2 , \:/z E <C. 

a) Montrer que GIR E L1 (IR.). 
b) Montrer que pour tout b > 0, g(x) = JR G(t + ib) e21rix(t+ib) dt, pour tout 

xER 
c) Montrer que g(x) = 0 pour x >a, puis qu'il en est de même pour x < -a. 
d) En déduire que g E L2([-a,a]). 
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3) Soit H: <C --+ <C une fonction entière telle que Hprt E L2 (IR), et soit f = 
§-1 (Hprt)· On suppose qu'il existe a> 0 et une constante C > 0 tels que: 

IH(z)I :>;; C e27ra IIm zl' \fz E <C. 

a) Soit e > 0 et cp E q&(IR) dont le support supp cp est contenu dans [-e, e]. 
211'e IImzl 

(i) Montrer que, avec les notations du 1), IF<p(z)I :>;; c'P e Hlzl2 pour tout 
z E <C (pour lzl ~ 1, intégrer deux fois par parties et utiliser le 1} b}). 

(ii) En déduire que G = H F'P vérifie les conditions du 2), avec a+ eau lieu 
de a (utiliser l 'Exercice 22). 

(iii) En déduire que f * cp E L2 ([-a - e, a+ e]). 
b) En utilisant une unité approchée pour la convolution (cpe)oo telle que cpe E 

q&(IR) et supp cpe Ç [-e, e], montrer que f E L2 ([-a, a]) (Théorème de Paley- Wiener). 

Exercice 29 (Fonctions d'Hermite). 
On note w(t) = e-t2 et l'on considère la mesureµ sur IR de densité w par rapport 

à la mesure de Lebesgue, i.e. dµ(t) = w(t) dt. On notera par L 2(w) l'espace L2 (IR, µ). 
1) a) Montrer que L 2 (w) contient tous les polynômes. 

b) Montrer que si f E L 2 (w), la formule F(z) = JJII/. e-211"itz f(t) w(t) dt définit 
une fonction holomorphe sur <C, et exprimer F(n) (0) pour tout n E N. 

c) Déduire de b) que les polynômes sont denses dans L2 (w). 
2) a) Montrer que, pour tout n E N, w(n)(t) = (-l)n Hn(t) w(t), où Hn est un 

polynôme réel de degré n et de coefficient dominant 2n. Les Hn sont appelés les 
polynômes d'Hermite. 

b) Montrer que la suite (Hn)n~o est orthogonale dans L 2 (w), et calculer la 
norme llHnllL2(w)· 

c) Montrer que la suite ((v'7f2nn!)- 1 1 2Hn)n~O est une base orthonormée de 

L2 (w). 
3) En développant w(t - z) = e-(t-z)2 en série entière, montrer que pour tous 

t E IR et z E <C, on a G(t, z) := L,';:=0 Hn(t) ~~ = e2tz-z2
• On dit que Gest la fonction 

génératrice des polynômes Hn. 

4) On définit les fonctions d'Hermite hn par hn(t) = (2nv'7f n!)- 112 Hn(t) e-t2
/ 2 . 

Montrer que (hn)n~o est une base hilbertienne de L2 (IR). 

5) On pose 4l>(x, z) = k e-211"itxc(t, z) e-t2 dt pour x, z ER 

ex> - Zn 2 

a) Montrer que 4l>(x,z) = LBn(x) 1 , où Bn(t) = Hn(t)e-t 12 . 

n=O n. 

b) Montrer que 4l>(x,z) = J27re- 211" 2 x 2 G(27rx,-iz). 
6) En déduire qu'il existe une base hilbertienne de L2 (IR) formée de vecteurs 

propres pour la transformation de Fourier-Plancherel §. Préciser les valeurs propres 
de §. Pourquoi pouvait-on les prévoir? 
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Exercice 30 (Problème de la chaleur périodique). 
Étant donnée une fonction f: IR ~ C, continue périodique, disons de période 21!", 

le problème de la chaleur associé à f, noté (P)J, consiste à trouver une fonction 
u: [0,+oo[xIR ~ C qui soit: 

(i) continue sur [O,+oo[xIR, de classe C2 sur ]0,+oo[xIR; 
(ii) pour tout t ~ 0, la fonction x f-t u(t,x) est 27r-périodique, et u(O,x) = f(x) 

pour tout x E IR ; 

(iii) u vérifie sur ]0,+oo[xIR l'équation de la chaleur~~=~:~· 
L'interprétation physique de la fonction u est la suivante. Étant donnée une barre 

métallique (idéalisée : son diamètre est supposé nul), de longueur disons 21!", dont la 
température à l'instant 0 est donnée en chaque point de la barre d'abscisse x par 
f(x), et dont on maintient les extrémités à une température fixe, alors u(t,x) est la 
température de la barre au point d'abscisse x à l'instant t. 

Le but de l'exercice est de montrer que pour toute fonction continue 27r-périodique 
f: IR ~ C, le problème (P) f admet une unique solution. 

1) Pour a> 0 et À E IR, calculer l'intégrale JIR e-ax2 é>.x dx. 
+oo 

2) Soit a> 0 et soit cpa: IR~ IR définie par 'Pa(x) = L e-a(x-2'1l"n) 2
• 

n=-oo 

a) Justifier la définition, puis montrer que 'Pa est de classe C1 et 21!"-périodique. 
b) Calculer les coefficients de Fourier de 'Pa. 

+oo 
3) Pour t > 0, on définit Gt: IR~ C par Gt(X) = L e-n2 teinx 

n=-oo 
[i" +oo (.,-2,,n)2 

a) En utilisant le 2), montrer qu'on a également Gt(x) =y t L e---4,-. 
n=-oo 

b) Montrer que la famille (Gt)t>O est une unité approchée pour la convolution 
dans L 1 ('ll') (voir ! 'Exercice 8) . 

4) On définit u: IR+ x IR~ C par u(O,x) = f(x) et: 
+oo 

u(t, x) = L Î(n) e-n2 teinx pour t > 0. 
n=-oo 

a) Justifier la définition, et montrer que pour t > 0, on a : 

1 {271" 1 {271" 
u(t,x) = 21!" Jo Gt(x-y)f(y)dy= 21!" Jo Gt(Y)f(x-y)dy. 

b) Montrer que u est solution du problème de la chaleur associé à/. 
5) Soit v: [O, +oo[ xIR ~ IR une fonction vérifiant les conditions ( i) et (iii). 

{211" 
a) Montrer que si on pose E(t) = Jo [v(t, x)] 2 dx pour t ~ 0, alors E est 

décroissante sur [O, +oo[. 
b) En déduire que si v(O, x) = 0 pour tout x E [O, 27r], alors v = O. 
c) Conclure. 
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Remarque. C'est pour résoudre le problème de la chaleur que Fourier introduisit à 
partir de 1807 ce que l'on appelle maintenant les séries de Fourier, avec les formules 
pour calculer ce que l'on appelle maintenant les coefficients de Fourier d'une fonction 
(bien que ses travaux manquassent cruellement de la moindre rigueur - toutefois, 
selon Riemann : "C'est Fourier qui, le premier, a compris d'une manière exacte et 
complète la nature des séries trigonométriques"). Le lecteur pourra lire l'intéressant 
texte de J .-P. Kahane consacré à Fourier sur le site http://www. academie-sciences. 
fr/activite/archive/dossiers/Fourier/Fourier_pdf/Fourier_Kahane.pdf 





Chapitre IV 

LE THÉORÈME DE BAIRE ET SES 
CONSÉQUENCES 

Ce chapitre, bien que court, contient plusieurs résultats fondamentaux, basés sur 
le Théorème de Baire. Ce théorème permet, sous certaines conditions, d'avoir des 
majorations uniformes lorsque l'on a des majorations individuelles. Cela donne aussi 
des résultats de continuité automatique. 

IV .1. Le Théorème de Baire 

Théorème IV.1.1 (Théorème de Baire [1899]). 
Dans un espace métrique complet, la réunion d'une famille dénombrable de 
fermés d'intérieur vide est encore d'intérieur vide. 

Autrement dit : 

Soit X un espace métrique complet et <I>n, n ?: 1, des fermés de X (en quantité 
dénombrable). 

0 

Alors si A = Un~l <I>n a un point intérieur : A "1- 0, il existe un N ?: 1 tel que 
0 

é[>Nf.0. 
Remarques. 1) Il est indispensable que l'ensemble des indices soit dénombrable. 

2) On utilise souvent ce théorème lorsque X = Un>-l <I>n· 
3) Un énoncé équivalent, en passant au complémentaire !ln= X\ <I>n, est : 

Théorème IV.1.2 (Théorème de Baire, 2ème version). Si X est un espace 
métrique complet, l'intersection d'une famille dénombrable d'ouverts denses 
est encore dense dans X. 
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Preuve. On démontrera la deuxième version. 
Soit (On)n~l une suite d'ouverts denses, et soit : 

Soit 0 un ouvert non vide arbitraire de X. On va montrer que 0 n G =/:- 0; cela 
prouvera que G est dense dans X. 

On notera par respectivement B1(x,r) et B0 (x,r) les boules fermée et ouverte de 
centre x et de rayon r de l'espace métrique X. 

Soit Xo E 0 et ro > 0 tels que : 

B1(xo,ro) Ç O. 

Comme 0 1 est dense, l'ouvert 0 1 n B0 (xo, ro) n'est pas vide; il existe donc x1 E 
01 n Bo(Xo, ro) et rl > 0 tels que : 

B1(x1,ri) Ç 01 nBo(xo,ro) Ç 01 nO, 

et l'on peut prendre r 1 ~ r 0 /2. 
En continuant ainsi, on obtient des Xn E On et des rn > 0, pour tout n ~ 1, tels 

que: 
B1(xn+l, rn+I) ç On+l n Bo(Xn, rn) ç On+l n On n ... n 01 n 0, 

et: 
0 < rn+l ~ rn/2. 

Alors la suite (xn)n~l est de Cauchy. Comme X est complet, elle possède une 
limite l. 

Comme: 
Vn,p ~ 1, 

on obtient: 
l E Bj(Xn,rn), Vn ~ 1; 

comme B J(Xn, rn) ç On n ... n 01 n 0, on obtient l E G no. 

IV.2. Le Théorème de Banach-Steinhaus 

Théorème IV.2.1 (Théorème de Banach-Steinhaus [1927]). Soit E et F deux 
espaces de Banach, et soit Ti: E ---+ F des applications linéaires continues 
(i E J, ensemble d'indices quelconque) telles que : 

Alors : 

Cx = sup llI'ixllF < +oo, Vx E E. 
iEJ 

C = sup li Ti ll2(E,F) < +oo . 
iEJ 

D 
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En d'autres termes, s'il existe, pour chaque x E E un nombre positif Cx < +oo 
tel que: 

llT;xllF ~ Cx llxllE, Vi E I, 

alors il existe un nombre positif C < +oo tel que : 

llTixllF ~ C llxllE, Vx E E, Vi E I. 

En anglais, il est appelé du nom de "uniform boundedness principle'', qui a le 
mérite d'en indiquer le contenu. 

Notons qu'en fait on n'utilise pas la complétude de F; mais l'énoncé est plus 
simple comme ça. 

Preuve. 1 Soit : 

<I>n = {x E E; Vi E I: llTixll ~ n} 

= n{x E E; llTixll ~ n}; 
iEI 

c'est un fermé (car les Ti sont continues), et l'hypothèse signifie que : 

Puisque E est un espace métrique complet, le Théorème de Baire dit qu'il existe un 
0 

N ~ 1 tel que <I>N =j=. 0. 
Soit xo E E et ro > 0 tels que : 

B(xo,ro) Ç <I>N. 

On a: 
llTi(Xo + roy)llF ~ N, Vi E I' Vy E BE= BE(O, 1); 

donc: 

llTiYllF ~ _!__ (N + sup llTixollF), Vy E BE. 
ro iEI 

Corollaire IV.2.2. Soit E et F des espaces de Banach et Tn: E -t F, n ~ 1, 
une suite d'applications linéaires continues telle que : 

lim Tnx = Tx existe pour tout x E E. 
n-+oo 

Alors : 
1) sup llTnll2(E,F) < +oo; 

n;;:l 

2) T: E -t F est linéaire et continue. 

De plus: llTll2(E,F) ~ l~~~f llTnll2(E,F)· 

0 

1. Banach et Steinhaus indiquent dans leur article de 1927 que cette preuve, utilisant le Théorème 
de Baire, n'est pas leur preuve originelle, qui utilisait un argument de séries, et qu'elle leur a été 
indiquée par S. Saks. 
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Preuve. La convergence de la suite entraîne que : 

Cx = sup llTnxll < +oo 
n~l 

pour tout x E E; d'où le 1) par le Théorème de Banach-Steinhaus. On voit ensuite 
facilement que Test linéaire. Maintenant, si C = supn~l llTnll2(E,F)> on a: 

donc T est continue et llTll2(E,F) ~ C. 
Ensuite, comme llTnxll ~ llTnll llxll, on obtient : 

llTxll = lim llTnxll ~ (liminf llTnll) llxll, 
n-700 n-700 

d'où la dernière inégalité. D 

Exemple d'application (voir !'Exercice 15) : il existe des fonctions f: [O, 1] -+ C 
qui sont intégrables, mais dont la série de Fourier ne converge pas pour la norme Il . 11 1 

(c'est d'ailleurs à partir de ce résultat, montré par Banach, encore étudiant, suite à 
une question de Steinhaus, et pour en donner une preuve plus simple, que Banach 
et Steinhaus ont montré leur théorème). De même, il existe des fonctions continues 
f: 1R. -+ C de période 1 dont la série de Fourier ne converge pas uniformément sur 
[O, l]. Ce dernier résultat avait été montré par Du Bois-Reymond en 1876, par une 
construction explicite. 

IV .3. Le Théorème de l'application ouverte 

Théorème IV.3.1 (Théorème de l'application ouverte). Soit E et F deux es­
paces de Banach et T: E-+ F une application linéaire continue surjective. 
Alors, il existe c > 0 tel que : 

T[BE(O, 1)] 2 Bp(O, c). 

En conséquence T est une application ouverte. 

Ce théorème est dû à Schauder (1930). 

Remarques. a) Il est nécessaire que les deux espaces E et F soient complets. 
b) L'application Test ouverte: soit U un ouvert de E (non vide) et soit y0 E T(U); 

il existe xo EU tel que Yo = Txo; soit r > 0 tel que BE(xo, r) Ç U; alors : 

Yo + T[BE(O, r)] = T[BE(xo, r)] Ç T(U); 

d'où, par(*) : 

Bp(yo,rc) = Yo +rBp(O,c) Ç Yo +rT[BE(O, 1)] = T[BE(Xo,r)] Ç T(U). 
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c) Le théorème s'utilise de la façon suivante : 

IVyEF 3x E E : y= Tx et llxll ~ (1/c) llYll I· 
Donnons tout de suite deux conséquences très importantes. 

Théorème IV.3.2 (Théorème des isomorphismes de Banach). 
Soit E et F deux espaces de Banach et T: E -+ F une application linéaire 

continue biiective. Alors r- 1 est automatiquement continue; T est donc un 
isomorphisme. 

Preuve. La propriété ( *) s'écrit : 

T-1 [BF(O, c)J Ç BE(O, 1), 

soit : 
llYll ~ c 

Par conséquent, par homogénéité : 

llYll ~ 1 

donc: 
llT-1Yll ~ (1/c) llYll, Vy E F. 

Il aurait aussi suffit de dire que r-1 est continue parce que Test ouverte. 

Corollaire IV.3.3. Soit E un espace vectoriel muni de deux normes telles 
que E soit complet pour chacune d'elles. Supposons de plus que ces deux 
normes sont comparables. Alors elles sont équivalentes. 
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D 

Preuve. Dire qu'elles sont comparables signifie que l'une d'elles est plus fine que 
l'autre : lllxlll ~ C llxll pour tout x E E. Mais cela signifie que l'application identité 
Id: (E,11.11)-+ (E,111·111), qui est linéaire et bijective, est continue; c'est donc un 
isomorphisme, ce qui signifie que les deux normes sont équivalentes. D 

Théorème IV.3.4 (Théorème du graphe fermé [Banach (1929)]). 
Soit E et F deux espaces de Banach et T: E -+ F une application li­

néaire. Si le graphe de T : 

Gr= {(x, Tx) E Ex F; x E E} 

est fermé dans Ex F, alors T est continue. 
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Remarque. Le fait que GT soit fermé se traduit par : 

Pour toute suite (xn)n dans E convergeant vers x, et telle que la suite (Txn)n 
converge, vers y E t: on a y = Tx. 

La continuité étant : 

Xn ----t X 
n-too 

Txn ----t Tx , 
n-too 

on voit que ce théorème rend la vérification de la continuité plus facile, puisque l'on 
fait une hypothèse supplémentaire sur (xn)n, à savoir que l'on suppose en plus que 
(Txn)n converge aussi. 

Preuve Munissons E d'une seconde norme /1- llT définie par : 

llxllT = llxllE + llTxllF' 'Vx E E. 

Elle est plus fine que 11 • llE et la condition disant que le graphe GT est fermé entraîne 
que (E, 11 · llT) est un espace complet (car GT est fermé dans l'espace complet Ex F, 
donc est lui-même complet). Ces deux normes sont donc équivalentes, et il existe donc 
C > 0 tel que, pour tout x E E : 

llxllT ~ C llxllE, 
soit : 

llTxllF ~ (1 + C) llx/IE, 'Vx E E. D 

Preuve du Théorème de l'application ouverte. Notons B = BE(O, 1) la boule 
unité fermée de E. 

Comme T est surjective, on a : 

F = T(E) = r( LJ nB) = LJ nT(B) Ç LJ n T(B) Ç F, 
n~l n~l n~l 

de sorte que F = Un~l nT(B). Comme Fest complet, le Théorème de Baire dit 

que l'un des n T(B), et donc T(B) aussi, est d'intérieur non vide. Comme T(B) est 
un convexe symétrique (par rapport à 0), il existe a> 0 tel que : 

T(B) 

En effet, si T(B) 2 BF(Yo, a), on a aussi T(B) 2 BF(-y0 , a), et alors, pour 
llYllF ~a, on a Y= ![(y - Yo) +(y+ Yo)] E T(B). 
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Nous allons montrer qu'alors : 

En remplaçant T par (1/a)T, il suffit de montrer que: 

• Soit cn > 0 tels que L::=l cn = 1 - À. 

Soit y E Bp(O, À). 
Comme: 

il existe x 1 E Etel que : 

alors : 
y-Tx1 E Bp(O,c1) = c1Bp(O,1) Ç c1 T(B) = T[BE(O,c1)]; 

donc il existe x2 E E tel que : 
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•En continuant, on obtient des éléments Xn E E, n? 1, tels que, pour n? 2, on 
ait : 

Alors: 
OO OO 

n=l n=2 

Comme E est complet, la série En Xn converge dans E. 

Six= L::,1 Xn, on a llxll ::;; 1, et, puisque Test continue : 

OO 

Tx = L:Txn =y. 
n=l 

Donc y E T(B), ce que l'on voulait montrer. D 

Donnons deux applications. 

Corollaire IV.3.5. La transformation de Fourier 

n'est I!!!t§. surjective. 
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Preuve. a) Si $' était surjective, elle serait bijective, grâce à son injectivité. Le 
Théorème des isomorphismes de Banach donnerait un c > 0 tel que : 

llÎlloo ~ cllfll1 'Vf E L1(1R). 

b) Considérons alors 9n = I[-l,l] * I[-n,n]> qui est dans L1(1R). Si fn = f.;,, on a 
(voir !'Exercice 13 du Chapitre III) : 

f ( ) _ sin(27rX) sin(27rnx) 
nX- 22 ' 

7f X 

de sorte que fn E L1(JR) et llfnll1----+ +oo, car, en utilisant l'inégalité sin u ~ ~ u 
n-too 7r 

pour 0 ~ u ~ 7f /2, on a : 

llf Il 11/ 4 ~ ( 2 ) 1 sin(27rnx) 1 d _ _±_ 1n/4 
1 sin tl d 

n 1 ~ 1fX 2 2 X - 2 t----+ +oo. 
o 7f 7f X 7f o t n~oo 

-Le Théorème d'inversion nous dit, puisque 9n est paire, que 9n = fn, de sorte que 
llfnlloo = llYnlloo = 2. Mais ce n'est pas possible, d'après le a). D 

Corollaire IV.3.6. Si E est un espace de Banach et si E 1 et E2 sont deux sous­
espaces vectoriels fermés de E tels que : 

et 

{supplémentaires algébriques), alors E 1 et E2 sont supplémentaires topologiques, c'est­
à-dire que les projections associées sont continues. 

Preuve. Munissons le produit E 1 x E2 de la norme: 

Comme E1 et E2 sont fermés, donc complets, E1 x E2 est complet, et donc est un 
espace de Banach pour cette norme. Or l'application linéaire 

T: E1 X E2 --+ E 
(x1,x2) f----+ x1+x2 

est bijective (car E 1 et E2 sont en somme directe algébrique) et continue, par l'in­
égalité triangulaire et la définition de la norme sur E1 x E2 . Par le Théorème des 
isomorphismes de Banach, il existe c > 0 tel que : 

donc llx1 + x2 li ~ c llx1 Il et llx1 + x2 li ~ c llx2 li, ce qui est bien la continuité des 
projections. D 
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IV .4. Exercices 

Exercice 1. 
On dit qu'un espace topologique X est un espace de Baire si l'intersection de toute 

suite d'ouverts denses dans X est encore dense dans X. 
Montrer que tout ouvert (non vide) n d'un espace de Baire X est encore un 

espace de Baire (si (Dn)n~l est une suite d'ouverts denses dans n, considérer le 
complémentaire n' de l'adhérence den, i.e. son extérieur, et n~ = n'unn; remarquer 
que c'est une suite d'ouverts denses de X). 

Exercice 2. 
Soit ~1 ([0, 1]) l'espace vectoriel des fonctions continüment dérivables sur [O, 1], 

muni de la norme uniforme llflloo = supxE[0,1) lf(x)I. 
Soit D: ~1 ([0, 1])---+ ~([O, 1]) l'application linéaire définie par D(f) = f'. 
1) Montrer que D n'est pas continue. 
2) Montrer que le graphe de D est fermé. 
3) Pourquoi cela ne contredit-il pas le Théorème du graphe fermé? 

Exercice 3 (Théorème de Hellinger-Toeplitz). 
Soit H un espace de Hilbert et T: H ---+ H une application linéaire telle que 

(Tx 1 y)= (x 1 Ty) pour tous x, y EH. Montrer que Test continue. 

Exercice 4. 
Montrer qu'un espace de Banach de dimension infinie n'admet pas de base al­

gébrique dénombrable (raisonner par l'absurde : si (en)n~l est une base algébrique, 
utiliser le Théorème de Baire avec Fn = vect {el, · · · , en}). 

Exercice 5. 
Soit a = (an)n~l une suite de nombres complexes. On suppose que a vérifie 

la propriété suivante : pour toute suite x = (xn)n~l E co, la série I:n~l anXn est 
convergente. 

1) Pour tout N ~ 1, on définit une forme linéaire <I>N: co ---+ <C par <I>N(x) = 
I::=l anXn· Montrer que <I>N est continue et calculer ll<I>Nll· 

2) Montrer que a E f1. 

Exercice 6. 
Soit K un espace topologique compact, X un espace de Banach et L: X ---+ ~(K) 

une application linéaire. On suppose que pour tout t E K, l'application x E X H 
(Lx)(t) E OC est continue. Montrer que Lest continue. 
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Exercice 7. 
Soit H un espace de Hilbert, et soit T: H ---+ H une application linéaire. On 

suppose que (Tx 1 x) ~ 0 pour tout x EH. 
1) Soit (zn)n~l une suite de points de H convergeant vers O. On suppose que la 

suite (Tzn)n~l converge vers un point l EH. 
a) Montrer que l'on a (l I h) +(Th 1 h) ~ 0 pour tout h EH. 
b) En déduire quel= 0 (remplacer h par Eh, avec é > 0). 

2) Montrer que l'application linéaire Test continue. 

Exercice 8. 
Soit ( S, T, m) un espace mesuré et soit cp: S ---+ e une fonction mesurable. On 

suppose que cp f E L2 (m) pour toute f E L2 (m). 
Montrer que l'application linéaire M"': L2(m) ---+ L2(m) définie par Mip(f) = cp f 

est continue. 

Exercice 9. 
Soit (S, f/, m) un espace mesuré a-fini. On suppose que l'on a L2 (m) Ç L1(m). 
1) Montrer qu'il existe une constante C < +oo telle que llfllL1 ~ C ll!llL2 pour 

toute f E L2 (m). 
2) En déduire que la mesure m est finie. 

Exercice 10. 
Soit X un sous-espace fermé de L2 (0, 1) dont chaque élément est aussi dans 

L00 (0, 1). 
1) Montrer qu'il existe C < +oo tel que 11/lloo ~ C 11/112 pour toute f EX. 
2) On fixe n EN* et une famille orthonormée (fi, ... , fn) dans X. 
Pour X= (xi, ... ,xn) E en, on note Fx = Ej=l x;f;. 

a) On choisit une partie dénombrable dense D de en. Montrer qu'il existe N Ç 

[O, 1] de mesure nulle telle que IFx(t)I ~ C llxll2 pour tout x E D et tout t E [O, 1] \ N. 
b) En déduire que IFx(t)I ~ c llxll2 pour tout XE en et tout t E [O, 1] \ N. 

3) En choisissant x convenablement, montrer que Ej=1 lf;(t)l2 ~ C2 pour tout 
t E [O, 1] \ N. 

4) Qu'en déduit-on quant à la dimension de X? (Grothendieck, 1954). 

Exercice 11. 
Soit '"C([O, 1]) l'espace des fonctions réelles continues sur [O, 1], muni de la norme 

uniforme, et soit X un sous-espace vectoriel fermé de '"C([O, 1]) dont tous les éléments 
sont continûment dérivables. 

On définit T: X---+ '"C([O, 1]) par T(f) = f'. 
1) Montrer que le graphe de T est fermé. 
2) En déduire qu'il existe un entier N ~ 1 tel que 11!'11 00 ~ N pour toute f EX 

telle que Il/ 11 00 ~ 1. 
3) On pose Xn = n/N pour 0 ~ n ~ N, et on définit S: X---+ JR_N+l par S(f) = 

(f(xo), f(x1), ... , f(xN )). 
a) On suppose que 11111 00 = 1 et S(f) = O. Montrer, en utilisant le Théorème 

des accroissements finis, que l'on aboutit à une contradiction. 
b) En déduire que X est de dimension finie et dim X ~ N + 1. 
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Exercice 12. 
Soit T: E ---+ F une application linéaire continue surjective entre les espaces de 

Banach E et F. On rappelle qu'il existe une application linéaire continue, T* F* ---+ E*, 
appelée adjoint de T, telle que (T*'l/;)(x) = 'l/;(Tx) pour tous 'l/; E F* et tout x E E 
(voir Proposition VII.2.6). 

Montrer que T*: F* ---+ E* réalise un isomorphisme entre F* et T*(F*). 

Exercice 13. 
Soit H un espace de Hilbert. 
1) Montrer que l'espace i 00 de toutes les suites bornées de scalaires n'est pas iso­

morphe à un sous-espace (fermé) de H (utiliser les éléments ek = (0, ... , 0, 1, 0, ... ) E 
i 00 , où le 1 est au kème rang, et l'identité du parallélogramme généralisée de l'Exer­
cice 5 du Chapitre II). 

2) Montrer qu'il n'existe aucune application linéaire continue surjective T: H---+ i 1 

(raisonner de la m€me façon). 

Exercice 14 (Applications bilinéaires). 
Soit X, Y, Z trois espaces de Banach et B: X x Y ---+ Z une application bilinéaire. 
1) Montrer que B est continue si et seulement si il existe un nombre M > 0 tel 

que llB(x, y)ll ~ M llxll llYll quels que soient x EX et y E Y. 
2) On suppose que B est séparément continue, c'est-à-dire que pour chaque x E X, 

l'application linéaire Bx: y E Y t--7 Bx(Y) = B(x, y) E Z est continue et que pour 
chaque y E Y, l'application BY: x EX t--7 BY(x) = B(x, y) E Z est continue. Montrer 
que B est continue (Voir ] 'Exercice 7 du Chapitre VI pour une preuve légèrement 
différente). 

3) Montrer que la limite simple B d'une suite d'applications bilinéaires conti­
nues (Bn)n~l est continue (dire que B limite simple de (Bn)n~l signifie que l'on a 
Bn(x, y)--+ B(x, y) pour tous x EX, y E Y). 

n--too 

Exercice 15 (Non convergence des séries de Fourier). 
Soit '"if_ le sous-espace de '"6"([0, 1]) des fonctions telles que f(O) = f(l). Pour toute 

f E '"if_ et tout entier n ~ 0, on note Snf = L:lkl~n J(k) ek la nème somme partielle 
de Fourier de f, où ek(t) = exp(27rikt). 

1) Montrer (voir !'Exercice 8 du Chapitre III pour la définition du produit de 
convolution) que (Snf)(x) = (Dn*f)(x) où Dn = L:lkl~n ek est le noyau de Dirichlet 
d'ordre n. 

On fixe x E [O, 1] et on considère la famille de formes linéaires a;,,: '"if_ ---+ <C, définies 
par a;,,(f) = (Snf)(x). 

2) Montrer que lla;.11 = llDnll1 pour tout n ~ 1 (approcher le signe de Dn par des 
fonctions continues). 

3) En déduire que lla;.11--+ +oo. 
n--too 

4) En déduire qu'il existe une fonction de '"if_ dont la série de Fourier diverge au 
point x. 
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5) a) Soit E un espace de Banach et Fun espace normé. Montrer la version suivante 
du Théorème de Banach-Steinhaus : pour toute famille d'opérateurs Ti E !L'(E, F), 
i E J, on a l'alternative suivante : 

( i) soit il existe M < +oo tel que li Ti Il ~ M pour tout i E I; 
(ii) soit il existe une partie dense G de E (qui est une intersection dénombrable 

d'ouverts denses) dont tout élément u vérifie supiEJ llTi(u)ll = +oo. 
b) En déduire qu'il existe un ensemble dense Gx de ~-, intersection dénom­

brable d'ouverts denses, pour lequel toute fonction f E Gx admet une série de Fourier 
divergente en x. 

c) En déduire qu'il existe un ensemble dense de fonctions de~- dont la série de 
Fourier diverge sur un ensemble dense de [O, 1]. 

6) En utilisant un raisonnement analogue, montrer qu'il existe un ensemble dense 
de fonctions de L1(0, 1) dont la série de Fourier ne converge pas pour la norme de 
L1(0,1). 

Exercice 16 (Théorème de Corominas (version faible)). 
Soit f: C -+ C une fonction entière telle que : 

Vz E C, :ln= n(z) EN, 

On pose Fn = {z E C; f(n)(z) = O}. 
1) Montrer que Fn est fermé et en déduire qu'il existe p E N tel que Fp soit 

d'intérieur non vide. 
2) En conclure que f est un polynôme. 

Exercice 17 (Théorème de la limite simple de Baire). 
Soit X et Y deux espaces métriques, X étant complet. On notera d la métrique 

de Y. On suppose qu'une suite Un)n de fonctions continues de X dans Y converge 
simplement vers f. On veut montrer que l'ensemble C(f) des points de continuité de 
f est dense dans X. 

On note: 

w1(x) = infsup{d(f(u),f(v)); u,v E Bouv(x,r)} 
r>O 

l'oscillation de f en x, et on pose De= {x EX; w1(x) < c}. 
1) a) Montrer que x E C(f) si et seulement si w1(x) = 0 et que De est un ouvert 

de X, pour tout c >O. 
b) En déduire que C(f) = npEN* Dl/p· 

2) On fixe c > 0, R > 0 et un x0 EX. On note BR la boule ouverte de centre x0 

de rayon R. 
a) Montrer que Fn = {x E BR; d(fn(x), fm(x)) ~ c, Vm ~ n} est fermé dans 

BR> pour tout n ~ 1. 
b) Montrer que BR= Un:::.l Fn et en déduire qu'il existe no ~ 1 tel que Fn0 soit 

d'intérieur non vide. "" 
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c) En déduire qu'il existe x1 E BR et r > 0 tel que la boule fermée B(xi, r) soit 
contenue dans BR et tel que d(f(x).fn0 (x)) ~ c pour tout x E B(x1 ,r). 

d) En utilisant la continuité de fno en xi, montrer qu'il existe s > 0 tel que 
d(f(x), f(xi)) < 3c pour tout x E B(x1, s), puis que w1(x1) < 7c. En déduire que 
01e n BR =f- 0. 

3) Montrer que 0 0 est dense dans X pour tout 8 >O. 
4) Conclure. 
5) Soit I un intervalle de R Montrer que pour toute fonction dérivable f: I ---+ IR, 

la dérivée f' est continue en un ensemble dense de points de J. 

Exercice 18 (Fonctions continues nulle part dérivables). 
Le but de cet exercice est de montrer qu'il existe "vraiment beaucoup" de fonctions 

f: [O, 1]---+ lR qui sont continues sur [O, 1], mais ne sont dérivables en aucun point. 
Pour tout réel À > 0, on pose : 

U>. = {f E 1&'([0, 1]); (Vx E [O, 1]) (3y E [O, 1]) jf(y) - f(x)j >À jy- xj}. 

1) Montrer que pour tout À > 0, l'ensemble U>. est un ouvert de 1&'([0, 1]). 
2) Soit µ > O. Montrer que pour tout c > 0, on peut trouver une fonction </>EUµ 

telle que JJ</Jlloo ~ €. 

3) Soit f: [O, 1] ---+ lR une fonction lipschitzienne. On note K sa constante de 
Lipschitz. Montrer que pour toutµ> K, on a f + cp E Uµ-I< si cp E Uw 

4) En déduire que pour tout À > 0, l'ouvert U>. est dense dans 1&'([0, 1]). 
5) Montrer que l'ensemble des fonctions f: [O, 1] ---+ lR continues et nulle part 

dérivables est dense dans 1&'([0, l]). 

Exercice 19 (Opérateurs hypercycliques). 
A. Dans cette partie, X est un espace de Banach séparable et T: X ---+ X est une 
application linéaire continue. Pour tout x EX, on définit l'orbite de x par T par : 

O(x, T) = {Tnx; n E N}, 

où rn = T 0 ••• 0 T, n fois, avec la convention T 0 = I dx. On dit qu'un vecteur X E X 
est hypercyclique pour T si O(x, T) est dense dans X. On note HC(T) l'ensemble 
des vecteurs hypercycliques pour T, et on dit que l'opérateur Test hypercyclique s'il 
possède au moins un vecteur hypercyclique (i.e. si HC(T) =f- 0). 

1) Montrer que si JJTJJ ~ 1, alors T n'est pas hypercyclique. 
2) Montrer que si X est de dimension infinie et x E HC(T), alors les vecteurs 

x, Tx, T 2x, ... sont linéairement indépendants. 
3) On suppose dans cette question que X est de dimension finie d. Soit x E HC(T). 

a) Montrer que {x, Tx, ... , Td- 1x} est une base de X. 
b) Soit a ? O. Montrer qu'il existe une suite d'entiers (nk)k;?;l telle que, pour 

tout z EX, on ait Tnkz~az (commencer par z = x). 
k-too 

c) En déduire qu'il existe a E IR+ tel que {an; n E N} soit dense dans IR+ 
(utiliser la continuité du déterminant). 

d) En déduire qu'il n'existe aucun opérateur hypercyclique sur X. 
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4) a) Montrer qu'il existe une famille dénombrable de boules ouvertes (Bi)iEI 
(non vides) vérifiant la propriété suivante : pour tout ouvert non vide V Ç X, on 
peut trouver i E I tel que Bi Ç V. 

b) Pour tout i E J, on pose Gi = {x E X; 3n E N, Tnx E Bi}. Montrer que 
les Gi sont des ouverts de X, et que l'on a HC(T) = niEI Gi. 

5) On suppose qu'il existe une partie dense Z Ç X et une application S: X --+ X 
(non supposée continue, ni linéaire) telle que : 

(P1) T[S(x)] = x pour tout x EX; 
(P2) limn-too Tnz = 0 et limn-too sn(z) = 0 pour tout z E Z. 

a) Soit u,v E z. On pose Xn = u + sn(v) pour tout n EN. Quelles sont les 
limites des suites (xn)n~O et (Tnxn)n~O? 

b) En déduire que l'on a la propriété suivante : pour tout couple (U, V) d'ouverts 
non vides de X, on peut trouver un point x E U et un entier n E N tels que Tnx E V 
(autrement dit, Tn(U) n V=/= 0). 

c) En utilisant les questions 4) et 5) b), montrer que Test hypercyclique (critère 
de Kitai, 1982). 

B. Dans cette partie, on prend X = c0 (N) ou X = lp(N), 1 ~ p < oo. Soit B: X --+ X 
l'application linéaire définie par B(x) = (x2, x3, .. . ), six= (xi, x2, ... ) EX (backward 
shift). 

1) Montrer que Best continue et calculer llBll· 
2) Montrer qu'il existe une application linéaire B: X--+ X telle que BB = Idx 

et llB(x)ll = llxll pour tout x EX. 
3) Montrer que pour l>-1 > 1, l'opérateur T = >.B est hypercyclique (Rolewicz, 

1969) (utiliser le critère de Kitai du A. 3) en prenant pour Z l'ensemble coo des 
suites nulles à partir d'un certain rang). 

Exercice 20 (Base de Schauder). 
Soit (X, li· ID un espace de Banach réel ou complexe, et soit (en)n~1 une suite 

d'éléments de X. On suppose que pour tout x E X, il existe une unique suite de 
scalaires (an)n~l telle que x = Z:::::'=l an en. On dit alors que (en)n~l est une base de 
Schauder de X. 

On définit des projections Pn: X --+ X en posant Pn(x) = L~=l ak ek, pour 
x = z:=;::1 ak ek, et on pose lllxlll = supn~l llPn(x)ll· 

1) Montrer que Ill· Ill est une norme sur X plus fine que la norme originelle li· li· 
2) Soit (x(r))r~l une suite de Cauchy dans (X, Ill· Ill). On écrit x(r) = z:=;::1 akr)ek. 

a) Montrer que pour tout k ? 1, la suite de scalaires (akr))r~l est convergente. 

b) Si ak = limr-too af), montrer que la série Lk~l ak ek converge dans X pour 
la norme d'origine li· li· 

c) En déduire que la suite (x(r))r~l converge dans (X, Ill ·Ill). 
3) Montrer que toutes les projections Pn sont continues et que, de plus : 

sup llPnll < +oo. 
n~l 

4) a) Soit Dn le noyau de Dirichlet d'ordre n. Montrer que llDnlli ? ~ logn. 
b) Montrer qu'il existe des fonctions f E L 1(0, 1) dont la série de Fourier ne 

converge pas vers f, pour la norme de L1(0, 1). 



Chapitre V 

THÉORÈME DE RADON-NIKODYM ET 
APPLICATIONS 

V.1. Mesures réelles et mesures complexes 

V.1.1. Variation d'une mesure 

Définition V.1.1. Soit (S, .?) un espace mesurable. On appelle mesure complexe 
(resp. réelle) toute applicationµ: .? ---t C {resp. IR) telle que : 

µ( LJ An)= Lµ(An) 
n~l n~l 

pour toute suite d'éléments An E .? deux-à-deux disioints. 

Remarques. 1) Pour une mesure positive m, on peut avoir En~l m(An) = +oo; ici, 
on exige que la série soit convergente. De plus, comme la somme ne change pas 
lorsque l'on change l'ordre des termes (car la réunion ne change pas), cette série est 
en fait absolument convergente, d'après un théorème de Riemann (on peut obtenir 
une somme arbitraire en modifiant l'ordre des termes de toute série semi-convergente 
de nombres complexes, voire la rendre divergente). 

2) La définition entraîne que 1 µ(0) = 0 j. 
3) Si µ est une mesure complexe, Reµ et lmµ sont des mesures réelles. Toute 

mesure réelle est en particulier une mesure complexe. 
4) Si m est une mesure positive, c'est une mesure réelle (positive) si et seulement 

si j m(S) < +oo j. 
Toute mesure réelle à valeurs positives (dans IR+) est une mesure positive (qui 

sera donc finie, c'est-à-dire bornée). 
5) Si m est une mesure positive sur (S, .?) et si f E L~(m) (resp. f E LJ::(m)), 

alors en posant, pour tout A E .? : 
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on obtient, grâce au Théorème de convergence dominée, une mesure réelle (resp. 
complexe), dont on dit qu'elle a la densité f par rapport à m. 

On cherche à résoudre le problème suivant : 

Problème : Étant donnée une mesure complexe µ sur (S, 3'), existe-t-il une plus 
petite mesure positive m sur (S, 3') majorant µ, c'est-à-dire telle que : 

j /µ(A)/ ~ m(A) 1 \fA E g? 

Si une telle mesure m existe, on doit avoir, pour toute partie mesurable A s'écrivant 
comme réunion de parties An E g deux-à-deux disjointes : 

m(A) = L m(An);;:: L lµ(An)I. 
n;;.1 n;;.1 

On doit donc avoir : 

m(A) ;;:: sup { L /µ(An)/; A= LJ An et Al, A2, ... E g deux-à-deux disjoints}· 
n;;.1 n;;,1 

On dira que (An)n;;.1 est une partition mesurable (dénombrable) de A si A= Un;;,l An 
et les An E g sont deux-à-deux disjoints. 

Définition V.1.2. Siµ est une mesure complexe sur (S, 3'), on appelle variation 
deµ l'application 

/µ/ : g --+ ÏR+ 

définie, pour A E g par : 

/µ/(A)= sup { L /µ(An)/; (An)n;;.1 partition mesurable de A} . 
n;;.1 

Notons que siµ est une mesure positive, alors /µ/(A)= µ(A). On a: 

Théorème V.1.3. lµI est une mesure positive sur (S, 3'), et c'est la plus petite 
qui maiore µ. 

Preuve. Il est d'abord clair que pour toute partition mesurable (An)n;;. 1 de A, on a: 

lµ(A)/ = 1 Lµ(An)I ~ L /µ(Ani; 
n~l n;;,1 

donc: 
i lµ(A)I ~ /µl(A) I· 
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Si l'on montre que JµJ est une mesure positive, elle majorera doncµ, et la discussion 
précédente montre que ce sera la plus petite. 

Il est clair que JµJ(0) = 0; il s'agit donc de montrer la a-additivité. 

Soit Bn E !Y, n ? 1, des parties mesurables deux-à-deux disjointes, et soit B = 
Un;;:,l Bn. On veut montrer que JµJ(B) = Ln;;,1 JµJ(Bn)· 

1) Montrons d'abord que Ln;;,l JµJ(Bn) ::::;; JµJ(B). 
Pour tout n ? 1 tel que JµJ(Bn) > 0, et pour 0 < tn < JµJ(Bn), il existe une 

partition mesurable (An,k)k;~1 de Bn telle que : 

L Jµ(An,k)J > tn. 
k;;:,1 

Si JµJ(Bn) = 0, on pose tn = 0 et An,1 = Bn, An,k = 0 pour k ? 2 (aussi bien, on 
peut supprimer les Bn pour lesquels JµJ(Bn) = 0 : cela ne fera que diminuer JµJ(B), 
comme on pourra le vérifier). 

Comme 

B= LJ An,k 
n,k;;,1 

et comme les An,k sont deux-à-deux disjoints, (An,k)n,k;;,1 est une partition mesurable 
de B; donc: 

L Jµ(An,k)J::::;; JµJ(B). 
n,k;;,1 

Alors : 
Ltn::::;; JµJ(B). 
n;;:,1 

Comme c'est vrai pour tous les tn < JµJ(Bn), on obtient : 

L JµJ(Bn)::::;; JµJ(B). 
n;;:,1 

2) Réciproquement, soit (Ak)k;;,l une partition mesurable arbitraire de B; alors 
(Ak n Bn)k,n;;,1 est une autre partition mesurable de B. On a, puisque µ est une 
mesure: 

L Jµ(Ak)I = L 1 L µ(Ak n Bn)I car LJ (Ak n Bn) = Ak 
k;;:,1 k;;:,1 n;;:,1 n;;:,1 

::::;; L L Jµ(Ak n Bn)I = L ( L Jµ(Ak n Bn)I) 
k;;:,1 n;;:,1 n;;:,1 k;;:,1 

d'où: 
JµJ(B)::::;; L JµJ(Bn). 0 

n;;:,1 
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Théorème V.1.4. Pour toute mesure complexeµ sur (S, .9'"), la mesure positive 
lµI est bornée : 

l lµl(S) < +oo I· 

On notera que l'on a donc : 

lµ(A)I ~ lµl(A) ~ lµl(S) \iA E .9'". 

lµl(S) s'appelle la variation totale deµ. 

Preuve. Puisque 
lµ(A)I ~ IReµ(A)I + IImµ(A)I, 

on a: 
lµI ~ IReµI + IImµI; 

on peut donc supposer µ réelle. 

Supposons que lµl(S) = +oo. 
a) Nous allons montrer : 

Pour tout A E .9'" tel que lµl(A) = +oo, il existe BE .9'" tel que B ÇA et: 

lµl(B) = +oo et lµ(A \ B)I ?: 1. 

En effet, soit (An)n~l une partition mesurable de A telle que : 

L lµ(An)I?: 2 + lµ(A)I. 
n~l 

Posons: 
A+ = LJ An et A_ = LJ An. 

On a: 
A+,A- E .9'", A+ nA_ = 0, A= A+ UA_, 

et: 

{ µ(A+)+ µ(A_)= µ(A) 
µ(A+) - µ(A_)= I:n~l lµ(An)I ?: 2 + lµ(A)I. 

Cela implique : 
µ(A+)?: 1 et µ(A-)~ -1. 

D'autre part, comme: 

lµl(A+) + lµl(A-) = lµl(A) = +oo, 

on a: 
lµl(A+) = +oo ou lµl(A_) = +oo. 
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Il suffit donc de prendre : 

B={ A+ 
A_ 

si 
sinon. 

b) On construit alors par récurrence : 

tels que, pour tout n ~ 1 : 

lµl(A+) = +oo; 

lµl(Bn) = +oo et lµ(Bn \ Bn+1)I ~ 1. 
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Mais alors la série Ln~l µ(En \ Bn+1) diverge, ce qui contredit la a-additivité de 
µ. D 

Proposition V.1.5. L'ensemble .4(8, !!7) des mesures à valeurs dans ][{ est un 
espace vectoriel sur IK, et la variation totale 

11µ11 = lµl(S) 

définit une norme sur cet espace. 

Preuve. Que ce soit un sous-espace vectoriel de l'espace de toutes les applications de 
!!7 dans IK est clair. 

Il est aussi clair que llaµll = lai 11µ11 pour toute mesure µ et tout a E K De plus, 
si 11µ11 = 0, alors lµl(S) = 0; donc la mesure positive lµI est nulle, et µ = 0, puisque 
lµ(A)I ~ lµl(A) pour tout A E !!7. 

Reste à voir l'inégalité triangulaire. Si µ 1 et µ2 sont des mesures, on a, pour toute 
partie mesurable A E !!7, lµ1(A) + µ2(A)I ~ lµ1(A)I + lµ2(A)I ~ lµ1l(A) + lµ2l(A); 
donc: 

l 1µ1 + µ21 ~ lµ1I + lµ2l J. 

En particulier, 11µ1 + µ211 = lµ1 + µ21(8) ~ lµ1l(S) + lµ2l(S) = llµ1ll + llµ2ll· D 

Nous verrons plus loin que .4(8, !!7) est un espace de Banach. 

Définition V.1.6. Siµ est une mesure réelle sur (S, !!7), on pose : 

On dit queµ+ est la variation positive deµ et queµ- est sa variation négative. 

Ce sont des mesures positives bornées, et l'on a : 
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V.1.2. Absolue continuité 

Soit m une mesure positive sur (S, .9') et f: S -t ÎR+ ou <C une application mesu­
rable positive ou m-intégrable. La mesure de densité f par rapport à m : 

m1(A) = L f dm, A E .9' 

vérifie : 
m(A) = 0 ==} m1(A) =O. 

Définition V.1.7. Soit m une mesure positive sur (S, .9') etµ une autre mesure sur 
(S, .9'), positive ou complexe. On dit queµ est absolument continue par rapport à m, 
et l'on écrit 1 µ « m j si : 

m(A) = 0 ==? µ(A) =O. 

Ainsi, la mesure m1 de densité f par rapport à m est absolument continue par 
rapport à m. 

On verra le fait remarquable que toute mesure absolument continue par rapport 
à m est de cette forme : c'est le Théorème de Radon-Nikodym. 

On aµ« lµI pour toute mesure complexeµ, puisque lµ(A)I ~ lµl(A). 

On peut voir l'absolue continuité de la façon suivante, qui justifie le nom. 

Proposition V.1.8. Siµ est une mesure complexe, alorsµ« m si et seulement si: 

(Ve > 0) (38 > 0) m(A) ~ 8 ==? lµ(A)I ~ c. 

Remarque. Siµ est une mesure positive non bornée, ce n'est plus vrai : il suffit par 
exemple de prendre m =À la mesure de Lebesgue sur JO, 1[ et µ(A)= JA !lf · 
Preuve. (.ç=) est évident: si m(A) = 0, alors m(A) ~ 8 donc lµ(A)I ~ c; comme 
c'est vrai pour tout c > 0, on obtient µ(A) =O. 

( =?) Supposons la propriété fausse; alors : 

(3co > 0) (\ln~ 1) (3An E .9') 

Posons A= limsupn-+oo An= nn~l LJk~n Ak, et utilisons le résultat suivant. 

Proposition V.1.9 (Lemme de Borel-Cantelli). 

OO 

Lm(An) < +oo 
n=l 

m(limsupAn) =O. 
n-+oo 

Alors, comme lµI est bornée : 

~ liminf lµ(An)I ~ co, 
n-+oo 

bien que m(A) = O. Cela montre que lµI <j;:..m, et donc que µ <j;:_m, en vertu de la 
proposition suivante. D 
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Proposition V.1.10. Siµ« m, alors lµI «m. 

Preuve. Supposons que m(A) =O. Pour toute partition dénombrable (An)n;;, 1 de A, 
on a m(An) = 0, parce que An Ç A; donc µ(An) = 0, puisque µ « m. Il en résulte 
que I::=l lµ(An)I =O. Par conséquent lµl(A) = 0, en passant à la borne supérieure. 
On a donc bien lµI «m. D 

V.1.3. Mesures singulières 

Définition V.1.11. On dit qu'une mesureµ est portée par A E !Y si : 

µ(B) =µ(An B) , VEE !7. 

Cela équivaut à : 

B n A = 0 ==> µ(B) = O. 

Définition V.1.12. On dit que les mesures µ 1 et µ 2 sont étrangères, ou disiointes, 
ou singulières l'une par rapport à l'autre, et l'on écritl µ1 _t_ µ21, s'il existe des parties 
mesurables disiointes A1, A2 E !Y telles que µ1 soit portée par A1 et µ2 portée par 
A2· 

On vérifie alors facilement les propriétés suivantes. 

Proposition V.1.13. Soit m une mesure positive sur (S, !Y) et µ,µ 1,µ2 d'autres 
mesures, positives, réelles, ou complexes, sur (S, !Y). On a : 

1) siµ est portée par A, alors lµI aussi; 
2) a) µ1 _t_ µ2 ==> lµ1I _t_ lµ2I; 

b) µ1 1- µ et µ2 1- µ ==> (µ1 + µ2) 1- µ; 
3) a) µ « m ==> lµI « m; 

b) µ1 « m et µ2 « m ==> (µ1 + µ2) « m; 
4) a) µ1 « m et µ2 1- m ==> µ1 1- µ2; 

b) µ«m etµ1-m ==> µ=O. 

Preuve. 1) Si µ est portée par A, alors, pour toute partition dénombrable (An)n;;,1 
de N, on a µ(An) = 0; donc I::=l lµ(An)I = 0 et, en prenant la borne supérieure 
sur toutes ces partitions, lµl(Ac) =O. 

2) a) et b) résultent immédiatement du 1). 
3) a) Cela a déjà été vu (Proposition V.1.10). 

b) est évident. 
4) a) Si µ2 _t_ m, il existe deux parties mesurables disjointes A et A2 telles que 

m soit portée par A et µ 2 par A2. On a m(A2 ) = O. Comme µ 1 « m, on obtient 
µl(A2) =O. Donc µ1 est portée par A2, de sorte que µ1 1- µ2. 

b) Il résulte du a) queµ _t_ µ;doncµ= O. D 
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V.2. Le Théorême de Radon-Nikodym 

Nous allons en fait énoncer deux théorèmes d'un coup. 

Théorème V.2.1. Soit m une mesure positive a-finie sur (S, .?') etµ une 
mesure sur (S, .?') positive et a-finie (resp. réelle, resp. complexe). Alors : 

1) Décomposition de Lebesgue : il existe un unique couple de mesures 
µa et µs sur (S, .?') telles que : 

Ces mesures sont positives et a-finies (resp. réelles, resp. complexes}, et l'on 

a 1 µa J_ µs I· 
2) Théorème de (Lebesgue)-Radon-Nikodym : il existe une unique 

(modulo une équivalence m-p.p.) fonction h mesurable positive (resp. m-inté­
qrable réelle, resp. m- intégrable complexe) telle que : 

En particulier: 1 siµ« m, alorsµ= µa= h.m I· 

On dit que h est la dérivée de Radon-Nikodym deµ par rapport à m. 

Le théorème 2) est essentiellement dû à Lebesgue (1910) qui l'a montré pour 
S = JRd et m = Àd la mesure de Lebesgue. Radon (1913) l'a généralisé pour S = JRd 

et m = Àcp avec cp positive intégrable sur les compacts. O. Nikodym a montré le cas 
général en 1930. La preuve que l'on va donner ici est due à John von Neumann (1940), 
et donne 1) et 2) à la fois. 

Notons que l'on a besoin d'une l'hypothèse de a-finitude. En effet, si m = c est 
la mesure de comptage sur IR, la mesure de Lebesgue À est absolument continue par 
rapport à c (car c(A) = 0 si et seulement si A= 0), mais il n'existe aucune fonction 
mesurable h telle que À= h.c, car pour tout x E IR, on a À({x}) = 0 et c({x}) = 1; 
on devrait donc avoir h(x) = 0 pour tout x ER D'autre part, si m =À est la mesure 
de Lebesgue sur IR, et µ = c, et si l'on avait µ = µa+ µ8 , on devrait avoir µa ( { x}) = 0 
pour tout x E lR (car µa « À) ; on aurait donc µ 8 ( { x}) = 1 pour tout x E lR ; mais 
alors, puisque µ 8 J_ µa, aucune partie non vide ne peut porter µa; il faudrait donc 
que µa = 0; ainsi, on aurait c = µ 8 J_ À, ce qui n'est pas vrai, de nouveau parce que 
µ 8 ( { x}) = 1 pour tout x E IR, et donc la seule mesure singulière par rapport à µ8 est 
la mesure nulle. 

Passons à la démonstration. 
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Démonstration du Théorème V.2.1. 
a) Unicité. 
1) Si µ = µ~ + µ~ avec µ~ « m et µ~ 1- m, alors : 

doncµ~ - µa= µ8 - µ~ = 0, par la Proposition V.1.13, 4) b). 
2) Si µa= mh = mh', alors: 

i hdm= i h'dm, \iA E f7; 
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donc h = h' m-p.p. (on peut supposer h eth' réelles; alors, en prenant A= {h > h'}, 
on a m(A) = 0; donc h :( h' m-p.p.; symétriquement, on a aussi h'::::; h m-p.p.). 

b) Existence. 
Séparons deux cas, le premier étant le cas essentiel. 

1er cas. m et µ sont positives et bornées. 

(i) Posons : 
lv=m+µI. 

C'est une mesure positive sur (S, f/). 
On va travailler avec ,....l l-'e-sp_a_,__c_e_d_e'-H-il-be_r_t_L_2_(_v~) I· 

Pour f E L2 (v), on a : 

ls lfl dµ ::::; ls If 1 dµ + ls If 1 dm = ls If 1 dv 

:( ( ls If 12 dv) 1/2 [v(S)] 1/2 ' 

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Comme v(S) < +oo, f est µ-intégrable, et 

1 ls f dµ' :( ls lfl dµ :( fo(§) llfllL2(v)· 

L'application 
<I>: ---t ][{ 

1----t ls f dµ 

est donc une forme linéaire continue sur L2 (v). Comme L2(v) est un espace de Hilbert, 
le Théorème de représentation de Fréchet-Riesz dit qu'il existe une fonction q E L2 (v) 
telle que: 
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(ii) En particulier, pour A E .9", comme llA E L2 (v) (parce que v est bornée), on 
obtient : 

µ(A)= i gdv. 

Comme 0 ~µ(A) ~ v(A), on obtient, lorsque v(A) > 0 : 

0 ~ v(~) i g dv ~ 1. 

Nous utiliserons alors le lemme suivant : 

Lemme V.2.2 (Lemme des moyennes). Soit v une mesure positive bornée sur 
(S, .:Y) et g E L 1(v). Soit F une partie fermée de C. Si les moyennes : 

MA(g) = v(~) i gdv 

sont dans F pour tout A E .:Y tel que v(A) > 0, alors q(x) E F pour v-presque tout 
XE S. 

Preuve. Soit 6. = D(a,r) Ç Fe, avec r > 0, et soit A = g-1(6.). Si l'on avait 
v(A) > 0, on aurait : 

IMA(g) - al= 1 v(~) i (g - a) dvl ~ v(~) i lg - al dv ~ r, 

ce qui est impossible car MA(g) E F. 
On a donc v(A) = O. Comme pc est réunion dénombrable de tels disques, on a 

v[g-1(Fc)] =O. D 

Suite de la démonstration. On a donc g(x) E [O, 1] pour v-presque tout x E S. En 
modifiant g, on peut supposer que : 

0 ~ g(x) ~ 1, Vx ES. 

( iii) Définissons : 

et: 

La relation ( *) donne : 

fs f dµ - fs fgdµ = fs fgdv - fs fgdµ, 

soit : 

lis(l-g)fdµ= fsfgdml. 

En particulier, pour f = :nA., on a m(As) = 0, donc/ µ 8 _l_ m /. 
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Maintenant, si f = (:n: + g + g2 + · · · + gn):n:A, (**) donne : 

ls (:U: - gn+l) dµ = l g(:U: + g + ... + gn) dm. 

Mais: 

{ 
X E As ===? 1 - gn+l (X) = 0 j 
XE Aa ===? lim f(l - gn+ 1(x)) = 1; 

n~oo 

donc: 

lim tj (1- gn+l(x)) dµ(x) = j lim t(l - gn+l(x)) dµ(x) 
n~oo A A n~oo 

= l :U:Aa dµ =µ(An Aa) = µa(A). 

Il résulte alors de ( * * *) que : 

µa(A) = lim t { g(:n: + g + · · · + gn) dm. 
n~oo }A 

(iv) Posons: 
OO 

h(x) = Lgn(x) 
n=l 

La fonction h est mesurable positive et : 

1 hdm= limt { g(:U:+g+···+gn)dm=µa(A); 
A n~oo }A 

donc 1 µa= mh I· 
De plus, h E L1(m), puisque µa(S) < +oo. 

2ème cas : m est positive et O"-finie. 
On pose: 

{ s~ S' n 

= S1 
=Sn\ (S1 u · · · u Sn-1), n ~ 2. 
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Les s~ sont mesurables, deux-à-deux disjoints, de m-mesure finie, et s = Un;;:,1 s~. 

a) Si µ est positive bornée : on applique ce qui précède sur chaque S~. Les dé­
compositions de Lebesgue de µ sur chaque S~ s'ajoutent pour donner celle de µ sur 
tout S. On obtient des fonctions hn et l'on pose h = L:n;;::l hn:U:s:,. On a µa= mh et 
h E L1 (m) car µa(S) < +oo. 

b) Si µ est une mesure complexe, on applique ce qui précède à (Reµ)+, (Reµ)-, 
(lmµ)+ et (lmµ)- qui sont positives et bornées. 

c) Si µest positive et Œ-finie, il existe des parties mesurables sr, k ~ 1, deux-à­
deux disjointes telles que s = Uk;;::l sr et µ(SD < +oo. On applique le 1er cas sur 
chaque s~ n sr. 

Cela achève la démonstration. D 

Remarque. Dans ce dernier cas, h ne sera pas m-intégrable, mais seulement m­
intégrable sur chaque sr. Par exemple, µ(A)= f A 1f- pour m =À sur JO, 1[. 
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V .3. Applications 

V.3.1. Décomposition polaire d'une mesure et intégration par 
rapport à une mesure complexe 

Pour les mesures complexes, on a un analogue de l'écriture d'un nombre complexe 
avec son module et son argument. 

Proposition V.3.1. Soit µ une mesure complexe sur (S, $"). Il existe une 
fonction mesurable h sur S telle que //h(x)/ = 1 //µ/- p.p. et telle que : 

/µ=h./µI/ 

(.décomposition polaire deµ). 

Preuve. 1) Comme /µ(A)/ ~ /µ/(A), on a µ « /µ/. Par le Théorème de Radon­
Nikodym, il existe h E L1(/µ/) telle queµ= h./µ/. 

2) Reste à voir que /h/ = 1 /µ/-p.p. . 
a) Montrons d'abord que /h/ ~ 1 /µ/-p.p . . 

Soit, pour r > 0, Ar = {/h/ ~ r }. 
Pour toute partition mesurable (Bn)n";31 de Ar. on a : 

donc: 
/µ/(Ar)~ r /µ/(Ar), 

ce qui, pour r < 1, implique /µ/(Ar)= O. 
b) D'autre part, puisqueµ= h./µ/, on a, lorsque /µ/(A) > 0 : 

1 
1 1 1 /µ(A)/ 

/µ/(A) A hd/µ/ = /µ/(A) ~ 1, . 
et le Lemme de moyennes dit qu'alors /h/ ~ 1 /µ/-p.p .. D 

Définition V.3.2. Soitµ une mesure complexe etµ= h./µ/ sa décomposition polaire. 
On dit que f: S---+ OC est µ-intégrable si elle est /µ/-intégrable, et l'on définit alors 

son intégrale par : 

Bien sûr, les résulats concernant l'intégration des fonctions positives (Théorème 
de convergence monotone, Lemme de Fatou, ... ) n'ont plus de sens, mais on garde le 
Théorème de convergence dominée. Tout d'abord, siµ est une mesure complexe, 
on dira qu'une propriété est vraie µ-presque partout lorsqu'en fait elle est vraie /µ/­
presque partout. Alors si Un)n";3l est une suite de fonctions mesurables convergeant 
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µ-presque partout vers f et qu'il existe g µ-intégrable telle que lfnl ~ g µ-p.p. pour 
tout n ~ 1, alors fs fn dµ--+ fs f dµ. En effet, si h est la partie polaire deµ, on a 

n-too 
lhl = 1 µ-p.p.; donc lfnhl ~ g µ-p.p. pour tout n ~ 1 et, comme Unh)n~l converge 
µ-p.p. vers fh, le Théorème de convergence dominée pour la mesure positive lµI donne 
le résultat. 

Si µ et 11 sont deux mesures complexes, sur des espaces mesurables (Si, 31) et 
(82 , .92) respectivement, on peut définir leur produit µ © 11 de la façon suivante. 
Si µ = h.lµI et 11 = k.1111 sont les décompositions polaires de µ et 11, on définit 
(h © k)(x,y) = h(x)k(y) pour tous x E 81 et y E 82. On pose alors(µ© 11) = 
(h © k).(lµI © 1111). C'est une mesure complexe sur (81 x 82, 31 © .92), et l'on a, pour 
tous A E 31 et B E .92 : (µ © v)(A x B) =µ(A) v(B), grâce au Théorème de Fubini, 
utilisé pour la mesure lµI © 1111. De plus, ce même théorème, avec le fait que les parties 
polaires sont de module 1 p.p., donne la version du Théorême de Fubini pour les 
mesures complexes : si f: 81 x 82 -+ C est mesurable, alors f est µ © 11-intégrable si 
et seulement si J81 [f82 lf(x,y)ldl11l(y)] dlµl(x) < +oo, ou, de façon équivalente, si 

et seulement si f82 [f81 lf(x,y)ldlµl(x)] dlvl(y) < +oo, et dans ce cas, on a: 

r f(x, y) d(µ © v)(x, y)= r [ r f(x, y) dv(y)] dµ(x) 
J~x~ k1 k2 

= fs
2 
[fs

1 
f(x,y)dµ(x)] dv(y). 

Voyons maintenant quelques conséquences de l'existence de la décomposition po­
laire. La première pourrait se voir directement à partir de la définition. 

Corollaire V.3.3. Sim est une mesure positive sur (S, §) et cp E L1 (m), alors: 

Preuve. Soitµ= cp.m etµ= h.lµI sa décomposition polaire. On a: 

h.lµI = cp.m, 

d'où: 
lµI = (licp).m, 

puisque li= 1/h, vu que lhl = 1. 
Comme lµI et m sont des mesures positives, cela entraîne que li cp ~ 0 m-p.p., 

c'est-à-dire que li cp = lcpl m-p.p.. D 

Corollaire V.3.4. Soitµ une mesure complexe etµ= h.lµI sa décomposition polaire. 
On a: 

1) Reµ= (Reh).lµI et lmµ= (Imh).lµI 
2) si µ est réelle : 

et 
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Preuve. 1) est évident. Pour le 2), on peut supposer lh(x)I = 1 pour tout x E S. 
Alors: 

On a donc: 

d'où: 

h(x) = 1 ou - 1, '<lx ES. 

{ µµ~ = t(lµI + µ) = t(lr + h).lµI = h~.lµI 
= 2(1µ1- µ) = 2(][ - h).lµI = h .1µ1. 

V.3.2. Caractère complet de .41(8) 

Tout d'abord, on a le résulat simple suivant. 

Proposition V.3.5. Si lP' est une probabilité sur (S, S'"), l'application 

est une isométrie. 

Preuve. 

L 1(S, S'",IP') 
f 

----+ vit ( S) 
~ f.IP' 

0 

llf.IP'll = lf.IP'l(S) = (lfl.IP')(S) = 1s Ill dlP' = llJllL1(11')· D 

On peut maintenant montrer : 

Théorème V.3.6. (vlt(S), Il Il) est un espace de Banach. 

Preuve. Soit (µn)n-~ 1 une suite de Cauchy dans vlt(S). S'il y a une infinité d'indices 
n pour lesquels µn = 0, la suite converge vers 0 (car une suite de Cauchy ne peut 
avoir qu'une seule valeur d'adhérence). Sinon, on peut supposer µn =/=- 0 pour tout 
n ~ 1. Posons : 

lP' est une probabilité et µn « lP' pour tout n. Le Théorème de Radon-Nikodym 
dit que: 

'in~ 1, 

avec f n E L1 (IP'). 
Le Corollaire V.3.5 assure que Un)n~l est de Cauchy dans L1 (IP'), et donc converge 

vers f E L1(1P'). Alors µn---+ f.IP', de nouveau par le Corollaire V.3.5. D 
n--+oo 
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V.3.3. Dual de LP(m) 

Soit m une mesure positive sur (S, .9"). 
Soit pet q deux exposants conjugués: ,~~-+-*_=_l~j, avec l 1:::;; p,q:::;; oo 1 (on pose 

! =0). 

Pour f E LP(m) et g E Lq(m), on a: 

l'application : 
<P9 : LP(m) ~ ][{ 

· f i---+ fs fgdm 

est donc une forme linéaire continue: j <P9 E [LP(m)]* ,, et ll<P9 11 :::;; llYllq· L'application 
linéaire 

cp: 

est donc continue. 

Remarque. Lorsque p = q = 2, <P9 (f) = (f 1 g), (. 1 • ) étant le produit scalaire sur 
L 2 (m). 

On a: 

Proposition V.3. 7. Pour l 1 < p ~ oo 1 et pour 1 p = 1 et m a-finie l t'application li­
néaire <P est une isométrie. 

Pour p = 1, <P peut ne même pas être injective. 

Exemple. Prenons S = {O, 1}, muni de sa tribu discrète et définissons la mesure m 
par 

m({O})=l, m({l}) = +oo. 

Alors L1(m) = {!; /(1) = O} est de dimension 1, alors que L 00 (m) = ][{{O,l} est de 
dimension 2. 

Preuve. Il suffit de montrer que ll<P9 ll ;;;:: llYllq· 
a) Cas 1 < p ~ oo. On a alors 1 ~ q < oo. 
Soit g E Lq(m), non identiquement nulle. 

( i) pour p = oo, posons : 

f(x) = { '!~=~' s~ g(x) # 0; 
Ü SI g(x) = Ü. 

On a f g = IYI et lfl :::;; 1; donc f E L 00 (m) et llflloo = 1. Comme <P9 (f) = llYlli. on 
obtient ll<P9 11;;;:: llYll1· 
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(ii) pour 1 < p < oo, on pose : 

{ 
lg(x)l9 si 

f(x) = g(Ox) 
si 

g(x) =rf O; 
g(x) =O. 

Alors IJIP = lgl(q-l)p = lglq et donc f E LP(m) et llfllv = llgllg/v. Alors : 

<Pg(f) = llgllg = Il llq(l-}J = Il Il · 
llfllv llgllg/v g q g q' 

donc ll<Pgll ~ llgllq· 
b) Cas p = 1 et m a-finie. 
Soit Sn E .67 avec 0 < m(Sn) < +oo et S = Un>.:l Sn. Pour tout A E .67, tel que 

A Ç Sni on a: "' 

Le Lemme des moyennes dit qu'alors : 

pour m-presque tout x E Sn. Il en résulte que lg(x)I ~ ll<P9 ll pour m-presque tout 
x ES. Donc llgll= ~ ll<P9 ll· D 

Le résultat essentiel est alors : 

Théorème V .3.8. Pour l 1 < p < oo 1 et pour 1 p = 1 lorsque m est a-finie j, 
l'application : 

où: 

est surjective. C'est donc un j isomorphisme isométrique j. 

En d'autres termes, si l'on identifie g et <P9 : 

- Lq(m) est le dual de LP(m) pour 1 < p < oo. 
- L=(m) est le dual de L1 (m) lorsque m est a-finie. 

Pour p = q = 2, on le sait déjà, et c'est ce qui nous a permis de montrer le 
Théorème de Radon-Nikodym, qui va donner à son tour le théorème général. 
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Pour S = [O, 1] et p = q = 2, nous avons déjà vu que c'était dû à Fréchet et Riesz 
(indépendemmment) en 1907. Toujours pour S = [O, 1], le cas 1 < p < oo est dû à 
Riesz (1910) et le cas p = 1 à Steinhaus (1919) (mais cela semblait déjà être connu). 

Il y a des conditions plus générales que la O"-finitude de m pour avoir l'égalité 
L 00 (m) = [L1 (m)]*, mais on a vu qu'elle n'a pas toujours lieu. 

Notons que l'on peut montrer que l'application il>: L1 (m) -+ [L00 (m)]* n'est 
surjective~ lorsque dim (L1 (m)) < +oo (mais ce n'est pas suffisant, comme le 
montre l'exemple précédent). Pour L1 (0,1), voir !'Exercice 13; pour L00 (~), voir 
! 'Exercice 11. 

Preuve. Soit <p E [LP(m)]*. 

1) Supposons d'abordj .-_m_(_S_) _<_+_oo--,I. 
Posons alors : 

1 µ(A)= <p(iA) ,, pour A E fi". 

On a: 

a) µest une mesure sur (S, fi"). En effet, si A1, A2 , ... E f7 sont deux-à-deux 
disjoints, on a, en posant A= Un;;;:l An : 

car la suite (A \ LJZ=i Ak) est décroissante et : 
n;;l:l 

n n (A\ LJ Ak) = 0 
n;;;:l k=l 

et parce que m est bornée. 
Comme <p: LP(m)-+ ][est continue, on obtient: 

soit : 

µ(A)= cp(iA) = lim <p(i(un A )) = lim cp( t iAk) 
n--+cx:> k=l k n--tcx:> k=l 

car les Ak sont deux-à-deux disjoints 
n 

= lim """'cp(iAk) car <p est linéaire 
n--too~ 

k=l 
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b) Comme: 

m(A) = 0 ===> jj lIA jjp = 0 ===> µ(A) = <p(lIA) = 0, 

µest absolument continue par rapport à m. Le Théorème de Radon-Nikodfm donne 
donc l'existence d'une fonction g E L 1 (m) telle que : 

<p(lIA) = µ(A) = i g dm = 1s g lIA dm. 

Par linéarité, on a : 

pour toute f étagée. 

Notons que, puisque g E L1(m), <I>9 est continue sur L00 (m) (qui est contenu dans 
LP ( m) puisque m est finie) : 

Mais, comme m(S) < +oo, l'injection canonique L 00 (m) Y LP(m) est continue; 
l'application <p: LP(m) --+ OC, continue par hypothèse sur LP(m), est donc continue 
sur L 00 (m), pour la norme jj. jj 00 • Plus précisément, on a: 

j<p(f)I ~ ll<pll llJllP ~ ll<pll m(S) 11P Il! lloo· 
Comme l'espace des fonctions étagées Et (m) est dense dans L 00 (m), on a donc: 

<p(f) = <I> g (!) 

pour toute f E L 00 (m). 

c) Il reste à montrer que g E Lq(m). 
• Si p = 1 : on a, pour A E !!! : 

1 i gdml = l<I>g(lIA)I = l<p(lIA)I ~ ll<pll ll1IAll1 = ll<pll m(A); 

le Lemme des moyennes, appliqué avec F = {z E C; lzl ~ ll<pll}, entraîne que 
jgl ~ ll<pll m-presque partout, et par conséquent g E L 00 (m). 

• Si 1 < p < oo, on pose : 

{ 
lg(x)I• 

f() 9èX) 
n X = Ü 

si 0 < lg(x)I ~ n; 
sinon, 

et An= {O < 191 ~ n}. 
On a: ! fn E L 00 (m), et llfnlloo ~ n j 

lfnlp = jgjq sur An (car ~ = q - 1) 

f n9 = jgjq sur An 

f n g = 0 sur A~ ; 
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donc: 

ce qui donne, puisque 1 - ~ = i : 

d'où, puisque g E L1(m) (et donc jgj < +oo m-p.p., de sorte que Un~l An= {g "# O}): 

r lglq dm = lim r lglq dm :::;; "<p"q Js n-+oo }An 

et donc g E Lq(m). 

d) Il en résulte que <P9 est continue sur LP(m). Mais <p est elle-même, par hypo­
thèse, continue sur LP(m), et l'on a vu que <P9 et <p étaient égales sur L 00 (m), qui 
est dense dans LP(m). Donc <P9 et <p coïncident sur tout LP(m) : <p(f) = <P9 (!) , 
\If E LP(m). 

2) Lorsque m est O"-finie. On peut alors trouver une fonction u E L1 (m) telle que 
u(x) > 0, \lx ES; par exemple, si S = Un~l Sn, avec 81, 82, ... deux-à-deux disjoints, 

et 0 < m(Sn) < +oo, on peut prendre u(x) = I::'=i 2n,;(Sn) Isn· Alors l'application 
linéaire: 

j: LP(u.m) -+ LP(m) 
h t---+ u 11P h = f 

est une isométrie : 

llu11P hllLv(m) = fs ju1IP hjP dm= fs jhjPudm = llhlb(u.m) 

et bijective (car u(x) -:f. 0 pour tout x ES). 
Par conséquent, si <p E [LP(m)]*, <p o j E [LP(u.m)]*, il existe, la mesure u.m 

étant bornée (car u E L1(m)), g E Lq(u.m) telle que : 

(<p o j)(h) = fs hgd(u.m), Vh E LP(u.m). 

Cela s'écrit (noter que u1fq = I lorsque p = 1) : 

<p(u11P h) = fs hgudm = fs (u11P h) (u1fq g) dm, 

soit : 

<p(f) = fs f (u1fq g) dm= <Pc(f) 

pour toute f E LP(m), avec G = u1fq g E Lq(m). D 

Le cas d'une mesure arbitraire, lorsque 1 < p < oo, est plus délicat, et on ne le 
traitera qu'en annexe. 
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Annexe. Cas 1 < p < oo et m mesure arbitraire. 

Soit cp E (LP(S, .9',m))*. 

1) Pour A E .9', posons : 

Pour h E LP(A, .9'A, mA), on pose : 

Alors h E LP(S, .9', m) et 

{BE .9'; B ÇA} 
m(B) si B E .9°A. 

six E A 
sinon. 

--+ lK 
t----+ 'PA(h) = cp(h) 

est une forme linéaire continue telle que : 

donc ll'PAll ~ ll'Pll· 
2) D'après le résultat prouvé dans le cas des mesures bornées, pour tout A E .9' 

tel que m(A) < +oo, il existe kA E Lq(A, mA) telle que : 

Alors : 

et, pour f E LP(m), on a: 

3) De plus, si A1, A2 E .9' sont tels que A1 Ç A2 et m(A2) < +oo, on a, pour 
AE.9°A1: 

donc: 

l 9A1 dm = fs IA 9A1 dm = cp(IA 1A1 ) = cp(IA 1A2 ) 

= fs IA 9A2 dm = l 9A2 dm. 

Cela entraîne que 9A1 et 9A2 sont égales sur A1 (presque partout). 
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4) Alors : 

a) Comme: 

on a: 
sup{ligAllq; A E .67 et m(A) < +oo}::::; ll'Pll < +oo. 

Appelons M cette borne supérieure. 
Il existe donc des An E .67 avec m(An) < +oo tels que: 

lim ll9An llq = M. n-too 

On peut choisir le suite (An)n~l croissante, car ll9AuB llq ;::: ll9A llq· 
b) Définissons alors g: S -+ OC par : 

g(x) = { 9An0(x) si x E An, 
si X tt A = Un~l An. 

On a: 

donc q E Lq(m). 

c) De plus, pour f E LP(m), on a : 

cp(f lA) = lim cp(f lAJ car <p est continue 
n-too 

= lim { f 9An dm 
n-too ls 

= fs! gdm, 

par convergence dominée: If 9Anl::::; lfl 191 E L1(m). 

d) Soit maintenant B E .67 tel que m(B) < +oo et B n A = 0. 
Pour tout e > 0, il existe n ;::: 1 tel que : 

donc, puisque B n An = 0 : 

(c'est ce qui ne marche pas pour q = oo), ce qui donne : 

Par conséquent : 
9B = Ü. 

145 
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e) Maintenant, puisque f E LP(m), l'ensemble {! =f O} est de mesure a-finie : 

{! =f 0} = LJ {1!1 ~ ~} = LJ Fni 
n~l n~l 

et, par l'inégalité de Markov : 

Comme cp est continue et comme : 

on a: 

Il! :O:s\A - f I(s\A)nFn Il:= fs If Is\A - f :O:(S\A)nFn IP dm 

~ _!_ [ IJIP dm-----+ 0, 
nl' } 8 n--too 

cp(f ][S\A) = J~~ cp(f.:0:(8\A)nFn) 

= nl~fs f 9(8\A)nFn dm (car m((S \A) n Fn) < +oo) 

= 0 (car [(S \A) n Fn] n A= 0). 

f) On a donc bien finalement : 

cp(f) = cp(f IA) = fs f g dm, 

ce qui termine la démonstration. D 
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V .4. Exercices 

Exercice 1. 
Soit µune mesure complexe sur un espace mesurable (S, .9"). Montrer queµ est 

positive si et seulement si llµll = µ(S). 

Exercice 2. 
Soit m une mesure (positive) a-finie sur (S,.9"), et <I> E [L00 (S,.9",m)]*. On 

suppose, pour fixer les idées, que le corps des scalaires est C. 
Pour A E .9", on pose: 

µ(A) = <I>(llA). 

Montrer que siµ: fY---+ C est une mesure complexe (en particulier est a-additive), 
alors il existe g E L 1 ( S, fY, m) telle que : 

<I>(f) = fs f g dm 'Vf E L 00 (S, .9", m). 

Remarque. On renvoie à !'Exercice 13 du Chapitre VIII pour un complément à cet 
exercice. 

Exercice 3 (Caractères de l'algèbre L1 (IR)). 
Soit x: L1 (!R)---+ C un caractère de l'algèbre L1 (1R), c'est-à-dire une forme linéaire 

continue, non nulle, telle que x(f * g) = x(f) x(g) pour toutes f, g E L 1 (JR). On sait 
que pour tout y E IR, la forme linéaire définie par Xy (f) = Î(y) est un caractère de 
L 1 (JR). Le but de l'exercice est de montrer que tous les caractères de L 1 (JR) sont de 
cette forme. 

1) Montrer qu'il existe f3 E L00 (1R) telle que : 

x(f) = k f(x) f3(x) dx 

2) En utilisant la relation x(f * g) = x(f) x(g), montrer que pour presque tout 
t E IR, on a: k f(x - t) f3(x) dx = (3(t) k f(x) f3(x) dx. 

3) En déduire que pour presque tout u E IR, on a f3(u+t) = f3(u) (3(t) pour presque 
tout t ER 

4) En utilisant de nouveau le 2), avec fo E L1 (JR) telle que x(fo) ~ 0, montrer que 
(3 est presque partout égale à une fonction continue. 

On supposera donc maintenant que f3 est continue. 
5) En déduire qu'il existe y E lR tel que x(f) = f(y) pour toute f E L1 (JR) (on 

considèrera comme connu que le résultat de la question 3) et le fait que (3 soit continue 
entrainent que (3(t) = eAt pour un certain A E C). 
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Exercice 4 (L1 est faiblement séquentiellement complet, début). 
Les fonctions considérées sont à valeurs réelles pour fixer les idées. La mesure de 

Lebesgue est désignée par À et A~B = (AU B) \(An B) est la différence symétrique 
de A et B. 

1) a) Montrer que si An, n ;;:: 1, sont des boréliens de [O, 1] tels que l'on ait 
lllAn - fll1 --tO, alors f ne prend, presque partout, que les valeurs 0 et 1. 

n-too 
b) En déduire que si l'on identifie la tribu borélienne ffior = ffior ([ü, 1]) de [O, 1] 

à son image dans L1 ([0, 1]) par l'application AH IA, alors ffior muni de la distance 
définie par : 

d(A, B) = lllA - lBlluc10,1]) 
est un espace métrique complet. 

2) Soit f E L1([O,1 ]). En utilisant l'inégalité : 

1 i f(x) dx - L f(x) dxl ~ if).B lf(x)I dx, 

montrer que l'application TJ: A E ffior t------7 JA f(x) dx est uniformément continue. 

On donne maintenant une suite Un)n-~ 1 de fonctions intégrables sur [O, 1] telle 
que: 

v(A) = lim { fn(x) dx 
n-too}A 

existe (dans IR) pour tout A E ffior. 

3) On pose, pour ê > 0: 

FN= n {AEffior; li(fn(x)-fp(x))dxl~ê}. 
n,p~N 

a) Montrer que FN est fermé dans ffior. 
b) Montrer qu'il existe un N0 ;;:: 1, un A0 E ffior, et un r > 0 tels que: 

>.(A~Ao) ~ r ==} 1 i (fn(x) - fp(x)) dxl ~ ê, Vn,p;;:: No. 

(utiliser le Théorème de Baire). 
c) En utilisant les inclusions (A0 UB)~A0 Ç B et (A0 nBc)~A0 Ç B, en déduire 

que: 

puis que: 

>.(B) ~ r ==> L lfn(x) - fp(x)I dx ~ 4ê, Vn,p;;:: No 

(considérer B n Un ~ fp} et B n {f n > fp} ). 
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4) En déduire qu'il existe ô > 0 tel que : 

>.(B) ~ ô ===} l lfn(x)I dx ~ 5e, \ln~ No 

(on rappelle qu'il existe ro > 0 tel que JB lfN0 (x)I dx ~ e lorsque >.(B) ~ ro). 
5) a) Montrer que v est une mesure réelle sur [O, 1], et qu'elle est absolument 

continue par rapport à À (utiliser la question précédente). 

b) Montrer qu'il existe f E L1 (1R) telle que JA f(x) dx = limn--too JA fn(x) dx, 
pour tout borélien A de [O, 1]. 

Remarque. Pour la conclusion de cet exercice, on renvoie à !'Exercice 15 du Cha­
pitre VIII. 

Exercice 5. 
Si µ et v sont deux mesures complexes sur JR, on définit leur convolution µ * v par : 

(µ * v)(A) =Je { IA(x +y) dµ(x) dv(y), 
JIF.d 

pour tout borélien A de JR. On admettra que µ * v est une mesure complexe (en fait, 
µ * v est la mesure-image, par l'application continue (x, y) E C2 H x +y E C, de la 
mesure-produit µ © v) et que l'on aµ* v = v * µ. 

1) Soit À la mesure de Lebesgue. 
a) Soit f, g E L1 (1R); montrer que siµ= f.>. et v = g.À, alorsµ* v = (! * g).>.. 
b) Siµ« À, montrer que µ*v «À, et déterminer la densité de µ*v par rapport 

à celle deµ. 

2) a) Montrer que pour toute partie mesurable A, on a l(µ*v)(A)I ~ (lµI * lvl)(A), 
et en déduire que Iµ * vl ~ lµI * lvl. 

b) En déduire que Ilµ* vll ~ llµll llvll· 
c) En déduire que l'application (µ, v) E .4(1R) x .4(JR) H µ * v E .4(1R) est 

continue. 
3) Pour tout entier n ~ 1, on note µ*n = µ * · · · * µ (n fois). Montrer que : 

Fn = {µ E .4'(JR); µ*n «À} 

est une partie fermée de .4 (JR). 
4) Montrer que si µ, v E Fn, alors µ*k * v*(2n-k) « À, pour tout entier k E 

{O, 1, ... , 2n}, et en déduire queµ- v E F2n· 
5) Soit X un sous-espace vectoriel fermé de .4(JR) stable par convolution. On 

suppose que pour touteµ E X, il existe un entier n ~ 1 tel que µ*n « À. Montrer 
qu'il existe un entier No ~ 1 tel que µ*No « À pour toute µ E X (on montrera que si 
FN est d'intérieur non vide, alors F2N contient une boule de rayon non nul centrée 
en 0). 
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Exercice 6. 
1) Soit h: lR -+ lR la fonction impaire de période 1 définie par h(t) = t pour 

0 ~ t ~ 1/4 et h(t) = 1/2 - t pour 1/4 ~ t ~ 1/2. 
a) Calculer les coefficients de Fourier Cn = h(n) de h. 
b) Montrer que la mesure v =Enez CnÔn {où On est la mesure de Dirac en n) est 

bornée et que h(t) = JIR e211"itx dv(x). 
2) Soitµ une mesure complexe sur (-1/4, 1/4], et pour t E lR: 

f(t) = {1/4 e-211"ito dµ(O). 
1-1/4 

a) Montrer que f est dérivable sur lR et que f'(t) = -27ri JIR f(t- x) dv(x) pour 
tout t ER 

b) En appliquant le a) au cas particulier de µo = ~{c51 14 - L 114 ), en déduire 
"""' 1 11"2 que L..tkEZ (2k-1)2 = T' 

c) En déduire que lf'(t)I ~ I 11/11 00 pour tout t E (-1/4, 1/4]. 

Exercice 7 (Théorème de Rajchman). 
Soit µ une mesure complexe sur 'JI' = JR/Z. On pose, pour tout n E Z : 

fi(n) = h e-211"int dµ(t). 

On suppose que limn-Hoo fi(n) = 0, et l'on veut montrer que limn-t-oo fi(n) = 0 
(Théorème de Rajchman). 

1) On suppose que l'ensemble 9 des polynômes trigonométriques n'est pas dense 
dans L 1 (1µ1). 

a) Montrer qu'il existe cp E L00 (1µ1) non nul tel que pour tout P E 9, on ait 
J'll'PcpdlµI = 0 (on aura besoin d'utiliser le Théorème Vl.2.7 du Chapitre VI). 

b) En déduire que f'll'fcpdlµI = 0 pour toute f E '"df{'ll'). 
c) Qu'en conclut-on? (approcher cp dans L 1 (1µ1) par des fonctions continues). 

2) Montrer que pour toute f E L 1(1µ1), on a limn-t+oo fir f(t) e-211"int dµ(t) = 0 
(on raisonnera d'abord avec des polynômes trigonométriques). 

3) En déduire que limn-t+oo Îµj(n) = 0 (utiliser la décomposition polaire d'une 
mesure). 

4) Conclure. 

Exercice 8 {Théorème de Wiener). 
Pour toute mesure complexeµ sur 'JI' = JR/Z, on pose fi(n) = J'll'e-211"intdµ(t), 

nEZ. 
1) Montrer que limp-too 2p~l Einl~Pfi(n)e211"int = µ({t}) pour tout t E 'JI'. 
2) Siµ et v sont deux mesures complexes sur 'JI', on définitµ* v comme la mesure­

image de µ®v par l'application (t, x) f--t t+x. Montrer que ii'*ïï(n) = fi(n) v(n) pour 
tout n E Z. 

3) a) Montrer que A= {a E 'JI'; µ({a}) =f. O} est dénombrable. 
b) Montrer que limp-too 2p~l Elnl~P lfi(n)l 2 = Ete'll' Iµ( {t} )1 2 { utiliserla mesure 

µ * µ, où 'fi,( B) = µ( - B) pour tout borélien B). 
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Exercice 9 (Points extrémaux de la boule unité de l'espace des mesures). 
Soit K un espace métrique compact. On considère l'espace .,l((K) des mesures 

réelles (pour simplifier) sur K. 
1) Montrer que pour tout x E K, la mesure de Dirac Ôx en x et -Ôx sont des points 

extrémaux (voir !'Exercice 24 du Chapitre 1) de la boule unité de .,l((K) (siµ-:/:- Ôx, 

montrer qu'il existe un compact Ko Ç K ne contenant pas x et tel que lµl(Ko) > 0; 
considérer alors f E ~(K) telle que f(x) = 1 et s'annulant sur Ka). 

2) Inversement, soitµ E .,l((K) extrémale dans la boule unité de .,l((K). Montrer 
que pour tout borélien A de K, on a lµl(A) = 0 ou 1. En déduire qu'il existe une suite 
de boules fermées Bn de rayon 1/n telle que lµl(B1 n ... n Bn) = 1 pour tout n;;:, 1. 
Conclure. 

Exercice 10 (Espérance conditionnelle). 
Soit (n, sil, IP') un espace de probabilité et Œ une sous-tribu de Ql. On rappelle 

qu'une variable aléatoire réelle (v.a.r.) est une application sil-mesurable X: n-+ IR. 
1) Pour toute v.a.r. XE L1(n, sil, IP'), on définit vx: Œ-+ IR en posant : 

vx(B) = l X(w) d!P'(w), VB E Œ. 

a) Montrer que v est une mesure réelle sur (n, Œ). 
b) Montrer que pour toute XE L1(0, sil, IP'), il existe une unique Y E L1(0, Œ, IP') 

telle que : l X(w) d!P'(w) = l Y(w) dlP'(w), VBEŒ. 

On notera Y= JE'B(X). 
c) Montrer que l'application JE'B: L1 (n, sil, IP') -+ L1 (n, Œ, IP') est linéaire positive 

(considérer l'ensemble B = {w E O; [JE'B(X)](w) < O}). 
d) En déduire que pour toute X E L1(0, sil, IP'), on a IJE'B (X)I :::;; JE'B (IXI) presque 

sürement (i.e. IP'-presque partout). 
e) Montrer que pour toute Z E L 00 (0, Œ,IP'), on a JE'B(ZX) = ZJE'B(X). 

2) a) Montrer que si XE LP(n, sil, IP'), 1 :::;; p:::;; oo, alors JE'B(X) E LP(n, Œ, IP'). 
b) Expliquer pourquoi on peut identifier LP(O, Œ, IP') à un sous-espace fermé de 

LP(n,sit,IP') (il y a une difficulté cachée). 
c) En faisant cette identification, montrer que JE'B définit une projection de 

LP(n, sil, IP') sur LP(n, Œ, IP') et que llJE'B Il = 1. 
d) Montrer que JE'B est la projection orthogonale de L 2(0, sil, IP') sur L 2(0, Œ, IP'). 

3) Dans le cas où la tribu Œ est engendrée par une partition dénombrable de parties 
Bn E sil, avec IP'(Bn) > 0, n;;:, 1, donner l'expression de JE'B(X) pour XE L1(0,sit,IP'). 
En déduire que, pour 1 :::;; p:::;; oo, fp est isométrique à un sous-espace de LP(O, sil, IP') 
complémenté par une projection de norme 1. 

4) Soit (Œn)n~l une suite croissante de sous-tribus de sil telle que Œ00 = Un~l Œn 
engendre Ql. 

a) Montrer que si v est une mesure réelle sur (n, Il) telle que v(B) = 0 pour 
tout BE Œ00 , alors v =O. En déduire que l'espace V= Un~l L1(0, Œn, IP') est dense 
dans L1(0,sit,IP') (on utilisera le Corollaire VI.2.9 du Chapitre VI). 

b) Montrer que si X E L1 (0, sil, IP'), alors JE'Bn (X) --t X, en norme L1. 
n-+oo 





Chapitre VI 

LE THÉORÈME DE HAHN-BANACH ET 
SES CONSÉQUENCES 

Vl.1. Forme analytique du Théorème de Hahn­
Banach 

La forme analytique du Théorème de Hahn-Banach est un théorème permettant 
de prolonger des formes linéaires définies sur un sous-espace vectoriel, en gardant 
un contrôle sur le prolongement quand il y en avait un sur la forme de départ ; en 
particulier si l'espace est normé et la forme linéaire est continue, on peut la prolonger 
en une forme linéaire continue sur tout l'espace, et en gardant la même norme. 

Théorème VI.1.1 (Théorème de Hahn-Banach, forme analytique). 
Soit E un espace vectoriel sur OC = lR ou C, et soit p une semi-norme sur 

E. 
Soit G un sous-espace vectoriel de E et <po: G ---+ OC une forme linéaire 

telle que : 

l l<po(x)I ~ p(x), \ix E G I· 
Alors il existe une forme linéaire <p = (j50 : E ---+ OC prolongeant <po et 

telle que : 

l l<p(x)I ~ p(x), \ix E E I· 

On aura en fait besoir1 d'une version un peu plus fort~. Pour cela, on dira : 

Définition VI.1.2. On dit que p: E---+ IR+ est une sous-norme si, pour tous x, y E 

E: 
1) p( Àx) = Àp( x) , pour tout À positif ou nul; 
2) p(x +y) ~ p(x) + p(y). 

On a alors: 
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Théorème VI.1.3 (Théorème de Hahn-Banach, forme analytique forte). Soit 
E un espace vectoriel réel et p une sous-norme sur E. Soit G un sous-espace 
vectoriel de E et cp0 : G ---+ IR une forme linéaire vérifiant : 

j cpo(x) ~ p(x), 'v'x E G I· 
Alors il existe une forme linéaire cp = 'Po : E ---+ IR prolongeant cpo et vérifiant 
encore : 

jcp(x)~p(x), 'v'xEEj. 

Il faut noter que dans cette version, l'inégalité concerne cp0 (x) et cp(x), et pas leur 
valeur absolue. 

Toutefois, lorsque p n'est pas seulement une sous-norme, mais une semi-norme, on 
a p(-x) = p(x); donc, lorsque l'espace E est réel, si l'on a: 

cp(x) ~ p(x), 'v'x E E, 

on a en fait: 
lcp(x)I ~ p(x), 'v'x E E. 

Lorsque OC = IR, le Théorème VI.1.1 découle donc immédiatement du Théo­
rème VI.1.3. 

La preuve utilise le : 

Lemme de Zorn. Tout ensemble ordonné inductif, non vide, possède un élément 
maximal. 

Rappelons que l'ordre est inductif si toute partie totalement ordonnée possède un 
majorant. 

Preuve du Théorème Vl.1.3. Soit: 

m _ {'1/;. H _ D IR. H sous-espace vectoriel de E et G ç H } 
,,., - · - "'---+ ' 'ljJ linéaire, '1/;10 = cpo et '1/;(x) ~ p(x), 'v'x EH · 

On munit SiJ de la relation d'ordre définie par : 

Alors: 
a) SiJ =J 0 car cpo E SiJ; 
b) SiJ est inductif car si Q est une partie totalement ordonnée de SiJ, on pose : 

et: 
'1/;m(x) = '1/;(x) si '1jJ E Q et x E D,p. 
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Comme Q est totalement ordonné, Hm est un sous-espace vectoriel de E; de plus, 
7/Jm: H ---+ lR est bien définie et est une forme linéaire sur Hm. Visiblement, 7/Jm est 
un majorant de Q. 

Soit alors cp un élément maximal de s.p. 
Il reste à voir que D = Dcp est égal à E tout entier. 

Supposons que non : D # E. On peut alors choisir un x0 fj. D. 
On va chercher a E IR de sorte que, si l'on pose : 

{ H = D +IRxo 
7/J(x + tx0 ) = cp(x) +ta, x E D, t E lR, 

alors 7/J E s.p. Cet élément 7/J serait un majorant de cp, avec 7/J # cp (puisque D'l/J = H 
contient xo qui n'est pas dans D = Dcp) : cela contredirait la maximalité de cp. 

Cette contradiction montre que D = E et donc le Théorème Vl.1.3. 

Pour obtenir cet a, remarquons que 7/J E s.p si et seulement si : 

cp(x) +ta~ p(x + txo), 't:/x ED, 't:/t ER 

Mais, pour avoir cela, il suffit de l'avoir pour t = 1 et t = -1 : 

En effet, on aura alors : 

{ cp(x) - a ~ p(x - xo) 
cp(x) +a~ p(x + xo) 

't:/xED. 

l t[cp(T)+a] ~tp(T+xo)=p(x+txo), sit>O 

cp(x) +ta= 

( -t) [ cp ( - T) - a] ~ ( -t)p( - T - x0 ) = p(x + tx0 ) , si t < 0 

(et si t = 0 : cp(x) ~ p(x) car cp E s,+l). 

Il suffit donc de pouvoir choisir a tel que : 

sup{cp(x) - p(x - xo)} ~a~ inf {p(y + xo) - cp(y)}, 
xED y ED 

ce qui est possible car : 

cp(x) + cp(y) = cp(x +y)~ p(x +y)~ p(x - xo) + p(y + xo) 

pour tous x, y ED. 

Le Théorème Vl.1.3 est donc prouvé. D 
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Preuve du Théorème Vl.1.1 dans le cas complexe. On utilise le lemme suivant, 
dont la preuve est laissée en exercice. 

Lemme Vl.1.4. Soit E un espace vectoriel complexe, et ER l'espace vectoriel réel 
sous-jacent. 

a} Si v: E -+ C est une forme linéaire complexe, alors u = Re v: ER -+ lR. est une 
forme linéaire réelle et : 

v(x) = u(x) - iu(ix), Vx E E. 

b) Inversement, si u: ER -+ lR. est une forme linéaire réelle, alors la formule ( *) 
définit une forme linéaire complexe v: E -+ C. 

Appliquons alors le Théorème VI.1.1 à ER pour obtenir u: ER -+ lR. prolongeant 
Re<p0 et telle que lu(x)I ~ p(x) pour tout x E E. La forme linéaire complexe v 
associée prolonge alors <po, grâce à la formule ( *). De plus, si () = Bx E lR. est tel que 
lv(x)I = e-i0v(x), on a: 

lv(x)I = e-i0v(x) = v(e-i8x) = u(e-i8x), 

car v ( e-ie x) E lR., et donc : 

D 

VI. 2. Quelques conséquences de la forme analytique 
du Théorème de Hahn-Banach 

Nous allons donner une série de conséquences du Théorème de Hahn-Banach, 
toutes très importantes. 

Dans tout ce qui suit, E sera désormais un espace normé. 

Théorème VI.2.1. Toute forme linéaire continue sur un sous-espace G de 
E se prolonge en une forme linéaire continue sur E tout entier, avec la m€me 
norme. 

Preuve. Soit <po E G* et C = ll'Polla•. Il suffit d'appliquer le Théorème de Hahn­
Banach avec la semi-norme p(x) = C llxllE· D 

Théorème VI.2.2. Pour tout x E E, non nul, il existe <p E E* telle que 
ll'Pll = 1 et <p(x) = llxll· 

Preuve. Il suffit de prendre la norme pour p, G = :OCx et <po(>.x) = llxll À. D 
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Corollaire VI.2.3. Pour A Ç E, on pose A-1 = { cp E E*; (cp, x) = 0, '<lx E A}. 
Alors A-1 = E* si et seulement si A= {O}. 

Corollaire Vl.2.4. Pour tout espace vectoriel normé E, le dual E* sépare les 
points de E. 

Preuve. Si x1 -:/=- x2, alors x = x1 - x2 -:/=- 0; il existe alors cp E E* telle que cp(x) = 
llxll -:/=- 0; donc cp(x1) -:/=- cp(x2). D 

Remarque. Ce n'est pas le cas pour des espaces plus généraux: par exemple, l'espace 
L112 (0, 1), muni de la distance : 

d(f,g) = fo 1 IJ(t) - g(t)l 1/ 2 dt 

est un espace vectoriel topologique n'admettant aucune forme linéaire continue non 
nulle (Exercice 15). 

Corollaire VI.2.5. On a : 

l llxll = sup lcp(x)l I· 
il'l'llE•:s:;l 

C'est une conséquence immédiate du Théorème VI.2.2. Notons que la borne supé­
rieure est atteinte. C'est à comparer avec l'égalité : 

llcpllE• = sup lcp(x)I, 
ilx!IE:s:;l 

qui est une définition, et dans laquelle la borne supérieure n'est pas atteinte en général. 

Corollaire VI.2.6. L'application canonique : 

i: E --+ E** 
X t------7 X 

où x( cp) = cp(x), '<lep E E*, est une isométrie. 

Cette application i est donc en particulier injective. Par contre, elle n'est pas 
surjective en général; nous verrons un peu plus tard (Chapitre VIII) quand elle l'est. 

Preuve. On a : 
11 -11 ~ 1 ( ) 1 Corol'-VI.2.511 Il X E·· - sup cp X - X . D 

ll'l'llE•:s:;l 
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Théorème VI.2.7. Si Fest un sous-espace vectoriel fermé de E et Xo ~ F, 
il existe cp E E* telle que cp(x0 ) = 1 et cp(x) = 0, \lx E F {c'est-à-dire que 
F Ç kercp). 

Preuve. Prenons G = F + lK x0 et définissons une forme linéaire cpo: G ---+ lK par 
cpo(x + Àxo) =À, pour x E F et À E lK. On a cpo(x) = 0 pour tout x E F. Comme F 
est fermé, on a 8 = dist (x0 , F) > 0; donc : 

lcpo(x + Àxo)I = l.XI = ~ dist (Àxo, F) ~ ~ 11.Xxo + xll, 

de sorte que l'on peut prolonger cp0 en cp E E*. D 

Corollaire VI.2.8. Tout sous-espace vectoriel fermé d'un e. v. n. est l'intersection des 
hyperplans fermés le contenant. 

Remarques. 1) Nous verrons un peu plus loin une généralisation de ce résultat 
(Théorème de Minkowski). 

2) Un hyperplan H est fermé si et seulement si H = kercp, avec cp continue (c'est­
à-dire cp E E*), non nulle (Exercice 1). 

3) Si E est complexe, toute cp E E* s'écrit : 

cp(x) = u(x) - iu(ix), 

où u = Recp. Il en résulte que l'hyperplan (si cp n'est pas nulle) complexe : 

kercp = (keru) n [i(keru)] 

est l'intersection de deux hyperplans réels. Remarquons aussi qu'il est de codimension 
1 dans E, et donc de codimension 2 dans E'R.. 

Le corollaire immédiat suivant du Théorème VI.2.7 sert très souvent. 

Corollaire VI.2.9. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors xo E F si et 
seulement si, pour toute cp E E*, on a : 

cp(x) = 0, \lx E F ===} cp(xo) = 0. 

En particulier, F est dense dans E si et seulement si, pour toute cp E E* : 

cp(x) = 0, \lx E F ===} cp =O. 

La condition "cp(x) = 0, \lx E F" signifie que cp E p1- (voir Corollaire VI.2.3); la 
seconde assertion est donc que Fest dense dans E si et seulement si p1- = {O}. 



VI.3. LA FORME GÉOMÉTRIQUE DU THÉORÈME DE HAHN-BANACH 159 

Vl.3. La forme géométrique du Théorème de Hahn­
Banach 

Il y a plusieurs énoncés géométriques, avec différentes hypothèses. Bien que cer­
tains aient des versions "complexes" (pour les espaces vectoriels complexes), c'est 
essentiellement un théorème "réel". Il permet de séparer des convexes (compacts, fer­
més, ouverts, ... ) disjoints par des hyperplans affines fermés. 

Théorème VI.3.1 (Théorème de Hahn-Banach, forme géométrique). 
Soit E un espace vectoriel normé. Soit C et K deux parties non vides de 

E disiointes et telles que C soit convexe et fermée, et K soit convexe et 
compacte. 

Alors, il existe une forme linéaire continue <p E E* telle que : 

supRecp(x) < inf Recp(y) . 
xEC yEK 

H 

Remarque. On utilise très souvent ce théorème lorsque K = {x0 } est réduit à un 
point. 

Remarque. Si a E lR est tel que : 

sup Re cp(x) < a < inf Re cp(y), 
xEC yEK 

on dit que l'hyperplan (affine, réel) fermé: 

Rx = {x E E; Recp(x) =a} 

sépare, strictement, Cet K. 
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Lorsque E est un espace réel, on dit qu'une partie de E est un demi-espace fermé 
s'il existe <p E E*, non nulle, et a E lR tels que cette partie s'écrive : 

H-;t = {x E E; <p(x) ~a}. 

On notera que le signe ~ peut être remplacé par ~ : 

H-;t = {x E E; (-ip(x)) ~(-a)}. 

Lorsque l'espace est complexe, on considère sa structure réelle sous-jacente, et l'on 
remplace donc <p(x) par Re<p(x), ou par Im<p(x). 

Un corollaire immédiat du théorème est l'important résultat suivant : 

Théorème VI.3.2 (Théorème de Minkowski). 
Toute partie convexe et fermée d'un espace vectoriel normé réel est égale à 
l'intersection des demi-espaces fermés qui le contiennent. 

Pour prouver le Théorème VI.3.1, on peut d'abord remarquer que l'énoncé ne fait 
intervenir que Re <p; on peut supposer que l'espace E est réel. 

On aura en fait besoin d'une autre forme géométrique. 

Théorème VI.3.3. Soit E un espace vectoriel topologique réel. Soit C et 0 deux 
parties non vides disjointes de E telles que C soit convexe et fermée et n soit convexe 
et ouverte. 

Alors, il existe une forme linéaire continue non nulle <p E E* telle que : 

\lx E C, \/y E 0: <p(x) < <p(y). 

En particulier : 
S = sup <p(x) ~ inf <p(y) = J. 

xEC yEfl 

Remarque. En particulier, ce théorème montre que l'existence de parties convexes 
ouvertes non vides et différentes de l'espace tout entier ''force" l'existence de formes 
linéaires continues non nulles. C'est pourquoi dans les espaces vectoriels topologiques 
localement convexes (possédant une base de voisinages de 0 formée de convexes), il y 
a beaucoup de formes linéaires continues : elles séparent les points de l'espace (s'il est 
séparé). 

Le fait que L 112 (0, 1) ne possède aucune forme linéaire continue non nulle entraîne 
que cet espace ne possède aucun convexe ouvert non vide, à l'exclusion de lui-même. 

Preuve de la forme géométrique du Théorème de Hahn-Banach. L'ensemble 
K étant compact et C étant fermé et disjoint de K, on a: 

Si l'on pose : 

d = dist (K, C) = inf dist (y, C) > O. 
yEK 

0 = {x E E; dist(x,K) < d/2}, 
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0 

alors n est convexe (car K l'est : n = K + B(O, d/2)), ouvert, non vide (il contient 
K), et disjoint de C. Soit r.p la forme linéaire continue non nulle donnée par le Théo­
rème VI.3.3. On a : 

y E K et jjzjj < 1 ===} y+ c(d/2)z E i1 (c = ±1) 

===} r.p(y) = r.p[y + c(d/2)z] - c(d/2) r.p(z) ;;::: I - c(d/2) r.p(z) 

===} r.p(y);;::: I + (d/2) jr.p(z)I; 

donc, pour tout y E K, on a, en prenant la borne supérieure pour tous les z de norme 
< 1: 

r.p(y);;::: l + (d/2) ii'Pli· 
Alors : 

inf r.p(y) ;;::: I + (d/2) ii'Pil > I, 
yEK 

puisque r.p n'est pas nulle. Cela donne le résultat puisque I;;::: S. D 

Preuve du Théorème VI.3.3. Fixons Xo E c et Yo E n, et posons : 

r = (C - xo) - (n -yo), 

c'est-à-dire que r = { (x - x0 ) - (y - y0 ); x E C et y E !1} ). C'est un convexe, et il 
est ouvert : 

I' = u (-f! + Yo - Xo + X). 
xEC 

De plus 0 E I'. 

Utilisons alors le lemme suivant, dont la preuve est laissée en exercice (voir Cha­
pitre 1, Exercice 17). 

Lemme VI.3.4. Soit E un espace vectoriel topologique, et soit r une partie de E 
convexe ouverte et contenant O. Si l'on pose : 

Pr (X) = inf { t > 0 j X E tr} ' 

alors Pr est une sous-norme sur E, appelée la jauge, ou fonctionnelle de Minkowski, 
de I'. De plus : 

a) I' = {x E E; pr(x) < 1}; 
b) Pr est continue. 
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On notera que Pr(x) < +oo car, r étant un voisinage de 0, on a (1/>.)x E r pour 
À assez grand; d'autre part, la propriété b) vient de ce que, pour tout c > 0, on a 
cr= Pr1([0, c[), qui donne la continuité de Pr en 0, d'où la continuité partout puisque 
lpr(x) - pr(y)I ~ Pr(x - y). 

Ecrivons maintenant z0 = y0 - x 0 , et considérons le sous-espace vectoriel : 

G = IRzo 

et la forme linéaire 'ljJ = <po sur G définie par : 

'l/;(tzo) = t, \:/t E IR. 

Alors zo ~ r : comme z0 = y0 - x0 , si l'on avait zo = (x - x0 ) - (y - Yo) avec 
XE cet y En, on aurait X= y, etc et n ne seraient pas disjoints. Par conséquent: 

Pr(zo) ~ 1. 

Il en résulte que l'on a : 

{ pour t > 0 : 'l/;(tzo) = t ~ tpr(zo) = Pr(tzo), 
pour t ~ 0 : 'l/;(tzo) = t ~ 0 ~ pr(tzo). 

On peut alors appliquer le Théorème VI.1.3 : il existe une forme linéaire <p: E ---+ JR 
prolongeant 'ljJ et vérifiant : 

<p(z) ~ Pr(z), Vz E E. (1) 

En particulier : 
z E r =} pr(z) < 1 =} <p(z) < 1. 

Alors, pour tout X E c et tout y E n, on a, puisque z = X - y + Zo E r et puisque 
<p(zo) = 'l/;(zo) = 1 : 

<p(x) - <p(y) + <p(zo) = <p(x -y+ zo) < 1, 

et donc: 
<p(x) < <p(y). 

Il ne reste plus qu'à remarquer que <p est continue car, grâce à (1) : 

l<p(z)I =max{ <p(z), -<p(z)} ~ max{pr(z),pr(-z)}, 

et la continuité de pr, puis finalement que <p n'est pas nulle, puisque <p(zo) = 'l/;(zo) = 
1. D 

Pour terminer, voici une autre forme géométrique du Théorème de Hahn-Banach, 
qui sera utile au Chapitre VIII. 

Rappelons d'abord qu'un espace vectoriel topologique E est localement convexe 
si 0 (et donc tout x E E) possède une base de voisinages convexes. 
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Lemme VI.3.5. Si E est localement convexe, tout voisinage de 0 contient un voisi­
nage de 0 convexe et ouvert. 

0 

Preuve. Il suffit de montrer que si A Ç E est convexe, alors A est convexe, et pour 
0 - 0 

cela, de montrer que a E A et b E A impliquent [a, b[ Ç A, ce qui est facile à vérifier 
et laissé en exercice. D 

On a alors: 

Théorème VI.3.6. Soit E un e.v.t. localement convexe réel, A une partie convexe 
fermée non vide et x0 t/:- A. Alors, il existe une forme linéaire continue cp sur E telle 
que: 

inf cp(x) > cp(xo). 
xEA 

Preuve. Le complémentaire Ac de A est un ouvert contenant x0 ; il existe donc un 
voisinage convexe et ouvert V de 0 tel que (xo +V) n A = 0. On peut de plus prendre 
V symétrique (V = - V), en le remplaçant au besoin par V n (-V). 

Soit n = A - V ; n est convexe, et il est ouvert car : 

n = LJ (a-V). 
aEA 

Mais xo t/:- 0 (car (xo +V) n A = 0); donc {xo} n 0 = 0. Comme {xo} est fermé, 
et est de plus convexe, on peut appliquer le Théorème Vl.3.3 : il existe cp E E*, non 
nulle, telle que : 

cp(x0 ):::;; inf cp(z) = inf cp(x -y)= inf cp(x) - sup cp(y) < inf cp(x), 
zE!1 xEA xEA y EV xEA 

yEV 

car si l'on avait supyEV cp(y) :::;; 0, on aurait aussi supyEV cp(y) ? 0, puisque V est 
symétrique, et donc supyEV jcp(y)J = 0; mais cela entraînerait cp = 0, parce que V est 
un voisinage de O. D 

Corollaire Vl.3. 7. Soit E un e. v. t. localement convexe réel, F un sous-espace vecto­
riel fermé et x0 t/:- F. Alors, il existe une forme linéaire continue cp sur E s'annulant 
sur F et telle que cp(xo) = 1. 

Preuve. Le sous-espace F est en particulier un convexe fermé non vide de E; donc 
le théorème précédent dit qu'il existe une forme linéaire continue 'ljJ sur E telle que 
infxEF 'l/;(x) > 'l/;(xo). Mais pour x E F, on a tx E F pour tout t E IR; donc 'l/;(x) = 0 
(car s'il n'était pas nul, on obtiendrait toutes les valeurs réelles en le multipliant 
par t E IR; on aurait par conséquent infxEF 'l/;(x) = -oo). Il suffit donc de prendre 
cp = 'l/;/'l/;(xo). D 

On a aussi l'amélioration suivante, qui généralise le Théorème Vl.3.1. 

Théorème VI.3.8. Soit E un e. v. t. localement convexe réel, A une partie convexe 
fermée non vide et K une partie convexe compacte non vide disjointe de A. Alors, il 
existe une forme linéaire continue cp sur E telle que : 

inf cp(y) > sup cp(x). 
yEA xEK 
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Preuve. Comme A et K sont disjoints, l'ouvert Ac est, pour tout x E K, un voisinage 
de x. Il existe donc un voisinage Vx de 0, que l'on peut prendre convexe et ouvert, tel 
que X+ Vx ç Ac; autrement dit, (x + Vx) n A= 0. 

La continuité de l'application ( u, v) E E x E i---+ u + v E E permet de trouver un 
voisinage Wx de 0, que l'on peut prendre convexe et ouvert, tel que Wx + Wx Ç V:z:. 
Comme K Ç U:i:EK(x + W:z:), la compacité de K permet de trouver x1, ... ,xn E K 
tels que K Ç (x1 + Wx,) U · · · U (xn + Wxn). 

Soit W = Wx, n · · · n Wxn. C'est un voisinage ouvert convexe de O. 
Posons n = K +W. C'est un ouvert: n = UxEK(x+ W) et il est convexe (somme 

de deux convexes). De plus n n A= 0. En effet, six E K, il existe k E {1, ... , n} tel 
que x E Xk + Wxk; alors x + W Ç (xk + Wxk) + Wxk Ç Xk + Vxk ne rencontre pas 
A. On peut donc utiliser le Théorème VI.3.3 : il existe une forme linéaire continue 
cp E E* telle que : 

cp(x) < cp(y) pour tout x En et tout y E A. 

Notons que cela entraîne en particulier que cp n'est pas nulle. Comme cp est continue 
et K est compact, il existe Xo E K tel que cp(xo) = supxEK cp(x). 

Par continuité de l'application 2'.._ i---+ -x, il existe un ~isinage W0 de 0 tel que 
w E Wo entraîne -w E W. Posons W = W n W0 . Comme W est un voisinage de 0, cp 
n'est pas identiquement nulle sur W (sinon, pour tout x E E, il existerait t > 0 tel que 
tx E W, parce que tx~O; on aurait donc tcp(x) = cp(tx) = 0, d'où cp(x) = 0, ce 

t-tO+ 

qui est contraire au fait que cp n'est pas nulle). Il existe donc w E W tel que cp(w) =f. O. 
On a alors: 

max[cp(xo ± w)] = max[cp(xo) ± cp(w)] > cp(xo). 

Comme w et -w E W, il existe ainsi wo E W Ç W tel que cp(xo+wo) > cp(xo). Alors, 
puisque Xo + Wo E n, on obtient : 

sup cp(x) = cp(xo) < cp(xo + wo):::; inf cp(y). 
xEK yEA 

D 
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Vl.4. Exercices 

Exercice 1. 
1) Montrer qu'une forme linéaire sur un espace vectoriel normé est continue si et 

seulement si son noyau est fermé. 

Soit E un espace localement convexe (réel), et soit cp: E---+ ~une forme linéaire 
non nulle. 

2) On suppose que H = ker cp est fermé dans E. 
a) Montrer qu'il existe une forme linéaire continue non nulle 7/J E E* s'annulant 

sur H (séparer H d'un point a E E \ H). 
b) Montrer que cp est continue. 

3) Montrer que si cp n'est pas continue, son noyau est dense dans E. 

Exercice 2 (Fonctions affines continues). 
Soit X un espace vectoriel normé réel et Kun compact convexe de X. On considère 

deux fonctions continues f, g: K ---+ ~ telles que f soit convexe, g concave et telles 
que g (x) < f (x) pour tout x E K. Le but de l'exercice est de montrer qu'il existe une 
fonction affine continue cp: X ---+~telle que g (x) < cp (x) < f (x) pour tout x E K 
(faire un dessin). 

1) On pose: 

Ct = {(x,À) E K X~; f (x) ~À~ JjfJJoo} 
f 9 ={(y,µ) E K x ~; -jjgjj 00 ~ µ ~ g(y)}. 

Montrer que C1 et f 9 sont des convexes compacts de X x ~-
2) Montrer qu'il existe une forme linéaire continuez* E X* et des nombres a, c E ~ 

tels que l'on ait z*(x) + ag (x) < c < z*(x) + af (x) pour tout x E K. 
3) Montrer que a > 0, puis démontrer le résultat souhaité. 

Exercice 3 (Fonctions convexes continues). 
Soit X un espace vectoriel normé réel, et soit C Ç X un convexe fermé. 
1) Soit ('Pi) iE 1 une famille de fonctions affines sur C, à valeurs réelles, telles que 

supiEI cpi(x) < +oo pour tout x E C. Montrer que la fonction u = supiEI 'Pi est 
convexe. 

2) Soit u: C---+ ~une fonction convexe continue. 
a) Montrer que K = {(x, a) E C x ~; u(x) ~a} est un convexe fermé de C x R 
b) Soit xo E C. Montrer que pour tout r < u(xo), on peut trouver x* EX* et 

À E ~tels que x*(x) + Àu(x) < x*(xo) + Àr pour tout x E C. 
En déduire qu'il existe une fonction affine continue 'Pxo,r: C---+ ~telle que 'Pxo,r ~ u 
et 'Pxo,r(xo) = r. 

c) Montrer qu'il existe une famille de fonctions affines continues (cpi)iEI telle 
que u = supiEI 'Pi· 
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Exercice 4 (Théorème du point fixe de Markov-Kakutani, 1936-1938). 
Soit X est un espace localement convexe réel, et K un convexe compact non vide 

de X. Le but de l'exercice est de montrer que toute famille commutante d'applications 
affines continues fi: K---+ K, i E I, possède un point fixe (cette preuve est due à D. 
Werner, 1992). 

Soit f: K ---+ K une application affine continue. 
On pose~= {(x,x) EX x X; x E K} et on note G le graphe de f. 
1) a) Montrer que~ et G sont des compacts convexes de X x X. 

b) Montrer que si <I> est une forme linéaire continue sur X x X, alors on peut 
trouver (cpi,<p2) EX* x X* tel que <I>(u,v) = <p1(u) + <p2(v) pour tous u,v EX. 

2) On veut montrer que f possède un point fixe. On suppose que ce n'est pas le 
cas. 

a) Montrer qu'il existe deux formes linéaires continues cp1, cp2 E X* et deux réels 
a < /3 tels que <p1 ( u) + <p2 ( u) ~ a < /3 ~ <p1 ( v) + <p2 [! ( v) J pour tous u, v E K. 

b) Montrer que cp2[r(x)] - cp2(x)?: n(/3- a) pour tout x E K et tout n?: 1. 
c) Conclure. 

3) Montrer le résultat annoncé. 

Exercice 5 (Lemme de Helly). 
Soit E un espace de Banach et soit <p1, ... , 'Pn E E* et a = ( a1, ... , an) E !Kn. 

Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) ('V/31,. . .,/3n EIK) IL:~=1/3kakl ~ llL:~=1/3k'Pkll; 
(ii) ('V€> 0) (3x,, E BE), l'Pk(x,,)-akl < €, 'Vk = 1,. . .,n 

(pour (i) =? (ii), utiliser l'application définie par u(x) = (cpk(x)) 19~n pour x E E, 

et montrer que a appartient au convexe fermé u(BE); pour la réciproque, majorer 
1 L:~=l f3k'Pk(x,,) - L:~=l f3kakl). 
On verra une application de ce résultat à !'Exercice 9 du Chapitre VIII. 

Exercice 6 (Séries faiblement inconditionellement Cauchy). 
Soit X un espace de Banach réel et (xn)n;;.1 une suite d'éléments de X telle que 

L::=l lcp(xn)I < +oo pour toute cp EX*. 
1) En utilisant le Théorème du graphe fermé, montrer que l'application linéaire 

T:cp EX* i--+ (cp(xn))n;;,lE f1 est continue. 

2) En déduire qu'il existe une constante C > 0 telle que L::=l lcp(xn)I ~ C ll'Pllx• 
pour toute cp E X*. 

3) Soit t = (tn)n;;.1 une suite bornée de nombres réels. On note lltlloo = SUPn;;,l ltnl· 
Montrer que pour tout N ?: 1 et toute cp E X*, on a : 

et en déduire que Il L::=l tnxnll ~ C lltlloo· 
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Exercice 7. 
Soit X, Y, Z trois espaces de Banach et B: X x Y --+ Z une application bilinéaire. 

On suppose que B est séparément continue (voir !'Exercice 14 du Chapitre IV). On 
veut donner une autre preuve de la continuité de B. 

1) Montrer que la famille d'applications linéaires continues ('1/J o Bx)..p,x, pour 'ljJ E 
Z*, 111/Jll ~ 1, x EX, llxll ~ 1 est uniformément bornée dans Y*. 

2) En déduire que B est continue (utiliser le Corollaire Vl.2.5). 

Exercice 8 (Opérateur d'adjoint injectif). 
Soit X et Y deux espaces de Banach et T: X --+ Y une application linéaire conti­

nue. On rappelle qu'il existe une application linéaire continue T*: Y* --+X*, appelée 
adjoint de T, telle que (T*'l/J)(x) = 'l/J(Tx) pour tous 'ljJ E Y* et tout x E X (voir 
Proposition VII.2.6). 

1) a) Montrer que si T(X) est dense dans Y, alors l'adjoint T*: Y* --+X* de T 
est injectif. 

b) Réciproquement, montrer que si T* est injectif, alors T(X) est dense dans Y 
(utiliser une conséquence du Théorème de Hahn-Banach, ou bien supposer que T(X) 
n'est pas dense et utiliser directement le Théorème de Hahn-Banach). 

2) Donner un exemple dans lequel T* est injectif, mais T n'est pas surjectif 
(prendre, par exemple, X= L2 ([0, 1]) et Y= L1 ([0, 1]) ou X= f 1 et Y= f 2). 

3) Montrer que si T est surjectif, alors il existe une constante c > 0 telle que 
llT*('l/J)ll ~ cll'l/Jll pour toute 'ljJ E Y*. 

Exercice 9. 
Soit (X, 11.11) un espace normé (réel) et Y un sous-espace vectoriel de X. On 

suppose qu'il existe une autre norme li· 111 sur X, équivalente sur Y à li· li : il existe 
m, M > 0 telles que m llYll ~ llYlli ~ M llYll pour tout y E Y. 

On notera Yo =(Y, li· li) et Y1 =(Y, li· 111). 
1) Pour tout x EX, on pose N(x) = sup lf(x)I, la borne supérieure étant prise sur 

toutes les formes linéaires continues f: Yo ---+ lR telles que Il! llYt ~ 1 et sur tous les 

prolongements f: (X, li· li)--+ lR de f, de même norme llflly0• (donnés par le Théorème 
de Hahn-Banach). Montrer que N est une semi-norme sur X et que N(x) ~ M llxll· 

2) On pose, pour tout x E X, llxll2 = max{m llxll, N(x)}. Montrer que 11·112 est 
une norme sur X, équivalente à li· li, et qu'elle est égale à li· 111 sur Y. 

Exercice 10 (Limites de Banach). 
Six= (x1, x2, .. . ) E f 00 , on pose B(x) = x = (x2, x3, .. . ). 
1) Soit M le sous-espace vectoriel de l'espace réel f 00 formé par les vecteurs x - x 

pour x E f 00 • On note i = (1, 1, ... ). Montrer que dist (i, M) = 1 (séparer les cas 
selon que (x - x)(n) ~ 0 pour tout n ~ 1 ou non). 

2) Montrer qu'il existe une forme linéaire continue L sur f 00 telle que llLll = 1 et 
L(x) = L(x) pour tout x E foo. 

3) Montrer que si la suite x = (xn)n~l converge, alors L(x) = limn-+oo Xn (montrer 
que Co Ç ker L). 

4) Soit x = (xn)n~l telle que 0 ~ Xn ~ 1 pour tout n ~ 1. En considérant i - x, 
montrer que L(x) ~O. En déduire que la forme linéaire Lest positive. 

On dit que L est une limite de Banach. 
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Exercice 11 (Existence d'une forme linéaire continue sur L00 (IR)). 
Soit .J l'ensemble des f E L 00 (IR) pour lesquelles il existe un ouvert dense 0.1 de 

IR sur lequel f s'annule (presque partout). 
1) Montrer que .J est un sous-espace vectoriel de L 00 (IR). 
2) Montrer que 1/1 - flloo ;;::: 1 pour toute f E .J. 
3) En déduire qu'il existe cf> E [L00 (IR)]* s'annulant sur.Jet telle que cf>(I) = 1 (on 

commencera par construire une forme linéaire continue de norme 1 sur le sous-espace 
vectoriel engendré par .J et I). 

4) On écrit Q = {rn; n;;::: 1}, et on pose O.k = Un;;i 1]rn - 2-nk,rn + 2-nk[. 
a) Montrer que O,k est un ouvert dense de IR, que la suite (O.k)k;;ii est décrois­

sante, et que son intersection est de mesure nulle. 
b) En déduire que cf> n'est pas donnée par une fonction g E L1(IR). 

Remarque. Voir aussi l'Exercice 13 du Chapitre VIII. 

Exercice 12. 
1) Soit X un espace de Banach réel, et X* son dual. Soit cf>, \li E X* telles que 

llcI>ll = 11'1111 = 1. Soit é > 0 tel que : 

lcI>(x)I ~ é Vx E (kerllf) n Bx 

(on rappelle que Bx = {x EX; llxll ~ 1}). 
a) En utilisant la restriction cf> 1 de cf> à ker \li, montrer qu'il existe ~ E X* et 

a E IR tels que l/~11 ~ é et~ -cf>= aW. 
b) Montrer que 11- lall ~ é (on rappelle que llcI>ll = 11'1111=1). 
c) En déduire que llcf> + '1111 ~ 2é ou llcf> - '111/ ~ 2é (séparer les cas a ;;::: 0 et 

a< 0). 

Soit E un espace de Banach. On dit qu'un sous-espace vectoriel fermé N de E* 
est normant s'il existe un nombre a > 0 tel que : 

sup{lf(x)I; f EN n BE·};;::: a llxll, Vx E E. 

2) On suppose que E est un espace de Banach réel. Soit \li E E** \ E, et soit 
o = dist (\li, E) >O. Montrer qu'il n'est pas possible qu'il existe Xo E E avec llxoll = 1 
tel que 

sup{lf(xo)I; f E (ker \li) n BE·} ~ 8/(4 llllfl/). 

(utiliser le 1) c)). Conclusion? 

Exercice 13. 
Soit ~([O, 1]) l'espace des fonctions continues f: [O, 1] --+ IR, muni de la norme 

uniforme. 
1) Montrer que S,JJ = {! E ~([O, 1]); f(x) > 0, Vx E [O, 1]} est un ouvert convexe 

de ~([O, 1]). 
2) Soit <t = {g E ~([O, 1]); g(l/n) = -1/n, \:/n EN*}. Montrer qu'il existe une 

forme linéaire continue cf> sur ~([O, 1]) et un nombre réel a E IR tels que cf>(!) ;;::: a ;;::: 
cf>(g) pour toute f E S,JJ et toute g E <t. 
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3) Montrer que <P(f) ~ 0 pour tout f E llJ (raisonner par l'absurde, et remarquer 
que llJ est un cône : si f E ll-J, alors >..f E llJ pour tout >.. > 0). 

Remarque. Il résulte du 3) et du Théorème de représentation de Riesz (voir Cha­
pitre VIII, Théorème VIII.3.2) qu'il existe une mesure positive µ sur [O, 1] telle que 
<P(f) = f0

1 f dµ pour toute f E ~([O, 1]). 

Exercice 14. 
1) Soit N ~ 2 un entier fixé. Montrer que pour tout polynôme trigonométrique 

u(t) = L::=-N an e2,..int de degré N, on a: 

sup /u'(t)/ :::; 2rrN(N + 1) sup /u(t)/. 
tEIR tEIR 

(en fait, on peut montrer que 1iu'll00 :::; 2rrN llu/1 00 : inégalité de Bernstein). 
On considère l'espace de Banach E = ~([-1, 1]) des fonctions continues sur [-1, 1] 

muni de la norme uniforme. 
2) Soit f?lJN le sous-espace de E formé des polynômes (ordinaires) de degré :::; N. 

Montrer que IP'(O)I :::; N(N + 1) l/Pll00 pour tout P E f?lJN. 

3) Montrer qu'il existe une mesure complexe v sur [-1, 1] de norme :::; N(N + 1) 
et telle que : 

11 sdv(s)=l 
-1 

et 

(on commencera par prolonger une forme linéaire à E, puis on utilisera le Théo­
rème VIII.3.1). 

Exercice 15 (Espace vectoriel topologique non localement convexe). 
On note L112 l'espace des classes d'équivalence presque partout des fonctions 

f: [O, 1]-+ lR mesurables et telles que f0
1 /f(t)/ 112 dt< +oo. 

1) Montrer que L112 est un espace vectoriel pour les opérations usuelles. 
2) On pose d(f, g) = f0

1 lf(t) - g(t)/ 112 dt pour f, g E L112 • Montrer que d est 
une distance sur L112 , et que la topologie associée fait de L112 un espace vectoriel 
topologique. 

3) Montrer que, pour tout r > 0, l'enveloppe convexe de la boule de centre 0 et de 
rayon r contient la boule de centre 0 et de rayon r../2 (utiliser F(x) = J; lf(t)/ 112 dt 
et le Théorème des valeurs intermédiaires). En déduire que le seul ouvert convexe non 
vide de L112 est L112 lui-même. 

4) Montrer que la seule forme linéaire continue sur L112 est la forme linéaire nulle. 





Chapitre VII 

NOTIONS DE THÉORIE SPECTRALE 

Vll.1. Spectre d'un opérateur 

Soit E un espace de Banach et : 

muni de la norme : 

l .z(E) = {T: E --t E linéaire continue} 1 

llTll = sup llTxllE' 
llxllE,;:;;1 

qui en fait un espace de Banach, comme on peut le vérifier facilement en exercice. 

Si T E .Z(E), on dit que Test un opérateur âe (ou sur) E. Pour T, U E .Z(E), 
on note: 

TU=ToU; 

avec cette opération, .Z(E) est une algèbre et l'on a : 

l 11ru11 ~ llTll llUll I · 
On notera I l'application identité de E, et on pose T 0 = I; T 2 = T o T, rn+i = 

rn o T, n?: 1. On al 11Tnll ~ llTlln 1 pour tout n?: O. 

VII.1.1. Opérateurs inversibles 

Comme E est complet, le Théorème des isomorphismes de Banach dit que si 
TE .Z(E) est bijectif, alors r-1 est automatiquement continu; Test donc inversible, 
en tant qu'élément de l'algèbre .Z(E). 

On a une condition simple d'inversibilité : cela arrive si Test proche de l'identité. 

Théorème VIl.1.1. Si III - Tii < 1, alors T est inversible. 
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Preuve. Posons U = I - T. On a T = I - U. Comme llUll < 1, la série L:n;;o.o llUlln 
converge. Comme 

la série L:n;;o,o un est absolument convergente. L'espace 2'(E) étant complet, la série: 

OO 

converge dans 2'(E). On vérifie facilement que : 

(I - U) o V = V o (I - U) = I; 

donc T = I - U est inversible et V = r-1 . D 

Corollaire VIl.1.2. Le groupe GL(E) des éléments inversibles de 2'(E) est ouvert 
dans 2'(E). 

. 1 
Preuve. S01t T0 E GL(E) et TE 2'(E) tel que llT-Toll < llTo-lll ; alors: 

III -TTa-1 11 = ll(To -T)To-1 11 ~ llT-Toll llTo-111<1; 

donc TT0- 1 = I - ( I - TT0- 1 ) est inversible, et par conséquent T aussi. 

VII.1.2. Spectre 

Définition VIl.1.3. 
1) On dit qu'un nombre réel ou complexe À est une valeur propre de T 

s'il existe x E E, non nul, tel que Tx = Àx; autrement dit si T - AI n'est 
pas injectif. 

2) On dit que le scalaire À est une valeur spectrale de T si T - À! n'est 
pas inversible (ou, de façon équivalente, pas bijectif). 

D 

L'ensemble des valeurs spectrales de T est noté cr(T) et est appelé le spectre de 
T; l'ensemble des valeurs propres est noté crp(T) et est appelé le spectre ponctuel de 

T. On a évidemment 1 crp(T) Ç cr(T) 1, et il y a égalité si E est de dimension finie. En 
dimension infinie, ce n'est plus vrai car T peut être injectif sans être surjectif. 

Exemples. Si E = .P,2 et Sx = (0, x1, x2, ... ) pour x = (x1, x2, ... ) E l2 est le décalage 
à droite (ou, en utilisant la terminologie anglaise, le shijt), alors S n'est pas surjectif, 
donc 0 E cr(S); mais S est injectif, donc 0 f{. crv(S) (voir !'Exercice 3). 

On pourra montrer en exercice (Exercice 8) que, si E = 'if([O, 1]) et (Tf)(x) = 
fox f(t) dt pour f E E (opérateur de Volterra), alors crp(T) = 0 et cr(T) = {O}. 

Comme T - ÀI est inversible lorsque À f{. cr(T), on est conduit à la définition 
suivante. 



VII.1. SPECTRE D'UN OPÉRATEUR 173 

Définition VIl.l_.-'-.4=·----~ 
1) L'ensemble 1 p(T) = IK \ a(T) 1 est appelé l'ensemble résolvant de T. 

2) La fonction Rr: p(T)-+ Z(E) définie par: 

1 Rr(>-.) = (T - >-.J)-1 1 

est appelée la résolvante de T. 

Remarque. On trouve aussi souvent la résolvante définie par Rr(À) = (M - T)-1 . 

Théorème VIl.1.5. a(T) est une partie compacte de IK = ~ ou CC, et 
l>-.1 ~ llTll pour tout À E a(T). 

Preuve. L'application T: À E IK H (T - M) E Z(E) étant continue, l'ensemble ré­
solvant p(T) = r- 1[GL(E)] est ouvert, grâce au Corollaire VII.1.2. Plus précisément, 

si Ào E p(T) et I>-. - Àol < llRr~Ào)ll' on a: 
1 1 

ll(T- M) - (T- Àol)ll = I>-. - Àol < llRr(Ào)ll = ll(T- ÀoJ)-111 ' 
et alors T - )..J est inversible (voir la preuve du Corollaire VII.1.2), c'est-à-dire que 
À E p(T). Le spectre a(T) est donc fermé. 

D'autre part, si l>-.1 > llTll, alors : 

III+~ (T- M)ll = l~l llTll < 1; 

donc -t(T-M) est inversible, par le Théorème VII.1.1; il en donc est de même pour 

T - Àl. Cela signifie que 1 a(T) Ç [-llTll, llTllJ I, si 1K = ~' et 1 a(T) Ç D(O, llTll) , , si 
IK =CC; en particulier a(T) est une partie bornée de ~ou CC. D 

Théorème VIl.1.6 (Stone). Si l'espace E est complexe : j oc= CC j, alors 
le spectre a(T) n'est jamais vide. 

C'est bien sûr faux si IK =~:prendre E = ~2 et pour Tune rotation d'angle-:/:- 0 
modulo 1r. 

La preuve du Théorème VII.1.6 résulte du lemme suivant. 

Lemme VIl.1.7. Pour toute <I> E (Z(E)]*, la fonction <I> o Rr: p(T) -+ CC est 
analytique et tend vers 0 à l'infini. 

Preuve du Théorème VIl.1.6. En effet, si l'on avait a(T) = 0, on aurait p(T) =CC 
et la fonction <I> o Rr: CC -+ CC serait entière. Comme elle tend vers 0 à l'infini, elle 
serait bornée, et donc constante, par le Théorème de Liouville, et donc forcément 
nulle. 

Comme ce serait vrai pour toute <I> E (Z(E)]*, on devrait avoir, par le Théorème 
de Hahn-Banach, Rr = 0, ce qui est, à l'évidence, faux. D 
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Preuve du Lemme VII.1.7. 

1) Soit Ào E p(T) et,\ tel que 1,\ - Àol < llRT~Ào)ll' de sorte qu'alors,\ E p(T) 

(voir la preuve du Théorème VIl.1.5). Comme: 

III - (T - M)RT(Ào)ll =Il [(T - Àol) - (T - M)]RT(Ào)ll 

:::;; ll(T - Àol) - (T - ,\J)ll llRT(Ào)ll 

= 1,\ - Àol llRT(Ào)ll < 1; 

on a (voir preuve du Théorème VII.1.1) : 

OO 

[(T - M)RT(Ào)]- 1 = L: [I - (T- M)RT(Ào)t 
n=O 

OO n 

= L ( [(T- Àol) - (T- M)] RT(Ào)) 

et par conséquent : 

Alors: 

n=O 
OO 

= L(,\ - Àor [RT(Ào)]n, 
n=O 

OO 

RT(,\) = L(,\ - Àor [RT(Ào)]n+i. 
n=O 

OO 

(<Po RT)(,\) =Len(,\ - Àor, 
n=O 

avec Cn = <P ([RT(Ào)]n+l). 
2) Il reste à remarquer que, pour 1,\1 > llTll : 

( 
1 )-1 OO l 

,\RT(,\) = - l - -T = - L:-Tn---+-l, 
,\ n=O ,\n l.>.1--Hoo 

par continuité de la série entière en 0; et cela entraîne que RT(>.)---+ O. 0 
l.>.1--Hoo 

VIl.1.3. Rayon spectral 

Définition VIl.1.8. Lorsque u(T) "# 0, on appelle rayon spectral de T le 
nombre 

r(T) = sup{l,\I; ,\ E u(T)}. 

Comme u(T) est compact, cette borne supérieure est atteinte. 

Exemple. Lorsque E = 'if([O, 1]) et (TJ)(x) = fox f(t) dt, on a u(T) = {O} (voir 
!'Exercice 8) et donc r(T) = O. 
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On a déjà vu, dans le Théorème VII.1.5, que r(T) ~ llTll· En fait, on a mieux 
(noter que llTnll ~ llTlln, et donc llTnlll/n ~ llTll) : 

Théorème VIl.1.9 (Formule du rayon spectral). 
1) La /imite limn-too llTnlll/n existe, et elle est égale à infn)1 llTnlll/n. 
2) a) On a r(T) ~ limn-too llTnlll/n. 

b) Si l'espace E est complexe, alors 1 r(T) = limn-too llTnlll/n I · 

Preuve. 1) Posons l = infn)l llTnlll/n, et soit€> O. 
Il existe N ;;;:: 1 tel que : 

Pour n ;;;:: N, faisons la division euclidienne de n par N : 

On a, en utilisant la sous-multiplicativité de la norme des puissances de T : 

d'où: 

Comme 0 ~ qn ~ N - 1, on a : 

Il en résulte que : 

qn -tO· 
' n n-too 

n-too 

d'où 

et donc, puisque€ > 0 était arbitraire : 

Pn-tN. 
n n-too 

limsup llTnlll/n ~ l. 
n-too 

Comme on a évidemment l ~ lim infn-too llTn Il l/n, cela prouve l'existence de la limite. 
De plus elle est égale à l = infn)l llTnlll/n (bien que la suite (llTnlll/n)n ne soit pas 
décroissante, en général). 

2) a) Si À E a(T), l'égalité : 

Tn - Àn I = (T - >.I)(Tn-1 + >.rn-2 + ... + Àn-2T + Àn-1 I) 

montre que rn - À n I n'est pas inversible (car sinon, T - >.I le serait). Cela signifie 
que Àn E a(Tn). Donc l>.nl ~ r(Tn) ~ llTnll (voir Théorème VII.1.5). On a par 
conséquent i>.I ~ llTnlll/n, d'où r(T) ~ infn)l llTnlll/n = l. 
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b) Pour terminer, dans le cas complexe, remarquons, comme nous l'avons déjà fait, 
que pour IÀI > llTll, on a: 

1 ( 1 )-1 OO 1 
Rr(>.) = -- I - -T = - '""-Tn 

À À L., ).n+l ' 
n=O 

et donc, pour toute <l> E [.if(E)]* : 

OO 1 
(<I> o Rr )(À)= - L ).n+l <I>(Tn). 

n=O 

Soit r > llTll et Cr le cercle de centre 0 et de rayon r, orienté positivement. On 
peut intégrer terme à terme sur Cr : 

(1) 

pour tout k EN. 
Mais <l> o Rr est holomorphe pour l>-1 > r(T) (par définition de r(T)). Le Théo­

rème de Cauchy permet donc de dire que la formule (1) reste en fait vraie pour 
tout r > r(T). 

Alors: 
l<I>(Tk)I:::;; rk+1 sup l(<I> o Rr)(>.)I:::;; rk+1 ll<I>ll sup llRr(>.)11; 

IÀl=r IÀl=r 

et donc, en prenant la borne supérieure sur toutes les <l> E [.if(E)]* : 

llTkll :::;; rk+l sup llRr(>.)11. 
IÀl=r 
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Il en résulte : 

et donc: 
l = lim JITkJll/k ~ r. 

k-too 

Comme c'est vrai pour tout r > r(T), on obtient l ~ r(T), ce qu'il fallait démon-
trer. D 

VII.2. Opérateurs compacts 

VII.2.1. Propriétés générales 

Définition VII.2.1. Soit E, F deux espaces de Banach et T: E -+ F un 
opérateur (c'est-à-dire une application linéaire continue}. On dit que T est 
compact si l'image par T de la boule-unité BE de E est relativement compacte 
dans F : T(BE) est compact dans F. 

Remarque. Comme tout compact est borné, la condition " T(BE) compact dans 
F" assure en fait la continuité de T; il n'y aurait donc pas besoin de la supposer au 
départ. 

Exemples. 
1) Si dimT(E) < +oo (on dit alors que Test de rang fini), alors Test compact. 
2) Si K E L2 ([0, 1]2), l'opérateur TK: L2 ([0, l]) -+ L2 ([0, l]) défini par 

(TKf)(x) = 11 
K(x,y)f(y)dy 

est compact (exercice; voir aussi !'Exercice 12 et !'Exercice 23 du Chapitre II). 

Proposition VII.2.2. L'ensemble X(E,F) des opérateurs compacts T: E-+ Fest 
un sous-espace vectoriel fermé de 2'(E, F). 

Preuve. C'est un sous-espace vectoriel car 

(S + T)(BE) Ç S(BE) + T(BE) 

et que cette somme est compacte (image du produit de deux compacts par l'application 
continue (x, y) H x +y). 

Soit Tn E X(E, F) tels que JITn - Tll2(E F) --+ O. Nous allons voir que T(BE) 
' n--700 

est relativement compact. 

Rappel. Soit X un espace métrique complet. Une partie A de X est relativement 
compacte si et seulement si : pour tout ê > 0, A peut être recouverte par un nombre 
fini de boules de rayon ~ ê. 
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Soit e >O. Il existe N;::;,: 1 tel que llTN - Tii ~ e/2. Pour tout x E BE, on a donc 
J 

llTNx -Txll ~ e/2. On peut écrire: TN(BE) Ç U B(x;,e/2). 

J 
Alors : T(BE) Ç U B(x;, e). 

j=l 

j=l 

D 

Corollaire VII.2.3. Si TE .!L'(E, F) est limite, en norme, d'une suite d'opérateurs 
de rang fini, alors T est compact. 

Question. (Mazur, 1936, dans le Cahier Ecossais ; mais déjà énoncée par Banach dans 
son livre en 1932). Tout opérateur compact est-il la limite d'une suite d'opérateurs 
de rang fini ? 

La réponse est oui dans les espaces de Hilbert (pour les espaces de Hilbert sépa­
rables, utilisez une base orthonormée et la projection sur l'espace engendré par les n 
premiers vecteurs de la base: voir !'Exercice 11). C'est vrai aussi dans tous les espaces 
LP([O, 1]) pour 1 ~ p < oo (c'est plus difficile à voir). Mais P. Enfl.o a montré en 1972 
que ce n'est~ le cas pour tous les espaces de Banach. Mazur avait promis une oie 
vivante pour la résolution de ce problème, et il en a offert une à Enfl.o lorsque celui-ci 
est venu exposer sa solution à Varsovie. 

Remarque. Si E est réflexif (voir Chapitre VIII), alors BE est faiblement compacte. 
Si T : E -t F est continu pour les normes, il est aussi continu pour les topologies 
faibles; donc T(BE) est faiblement compact dans F, et par conséquent faiblement 
fermé; il est a fortiori fermé en norme. Dans ce cas, si Test compact, alors T(BE) 
est compact dans F. 

Toutefois, si l'image de la boule BE par T peut être fermée, il n'en va pas de même 
pour l'image de E tout entier, sauf cas très particulier : 

Théorème VII.2.4. Soit E, F des espaces de Banach et T: E -t F un opérateur 
compact. Alors l'image R(T) = T(E) de Epar T est fermée si et seulement si T est 
de rang fini. 

Preuve. Si T(E) est fermé dans F, c'est un espace de Banach. Le Théorème de 
l'application ouverte pour T: E -t R(T) s'applique: il existe un ouvert U, de R(T), 
non vide, tel que T(BE) 2 U. 

Soit B une boule fermée, de rayon > 0, de R(T), contenue dans U. On a: 

B Ç U Ç T(BE) Ç T(BE) 

qui est compact. Donc R(T) est de dimension finie, par le Théorème de Riesz. D 

Une propriété importante, mais facile à vérifier, des opérateurs compacts est la 
suivante. 

Proposition VII.2.5. (propriété d'idéal) Soit E, F, G trois espaces de Banach et 
TE .!L'(E, F), SE 2(F, G). Alors : 

• T E X(E, F) => S o T E X(E, G) 

•SE X(F,G) => S o TE X(E,G). 
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VII.2.2. Opérateur adjoint 

Proposition VII.2.6. Si TE !L'(E, F), il existe T* E !L'(F*, E*) tel que : 

(cp,Tx)F•,F = (T*cp,x)E•,E, Vx E E Vcp E F*. 

T* est appelé l'opérateur adjoint de T. 

Notons que cela correspond à la notion d'opérateur adjoint sur les espaces de 
Hilbert H, lorsque l'on a identifié le dual H* à H, via l'isométrie bijective J: x r--t <I>x 
(voir le commentaire suivant le Théorème de représentation de Fréchet-Riesz, i.e. le 
Théorème II.2.10). 

Preuve. Pour toute cp E F*, l'application x r--t (cp, Tx) est une forme linéaire continue 
sur E, donc un élément T*cp E E*. La linéarité de T*: F* -+ E* est facile à vérifier, 
et sa continuité vient de : 

llT*cpll = sup l(T*cp, x) = sup l(cp, Tx) ~ llcpll sup llTxll = llcpll llTll· 
llxil'l llxll'l llxll'l 

Remarque. On a donc llT* Il ~ llTll · En fait llT* Il = llTll · En effet, 

llTxll = sup l(cp, Tx) = sup l(T*cp, x) ~ sup llT*cpll llxll = llT* 11 llxll· 
11~11,1 11~11,1 11~11'1 

Théorème VII.2.7 (Théorème de Schauder). L'opérateur T: E-+ F est compact si 
et seulement si son adjoint T* : F* -+ E* est compact. 

On utilisera le : 

Théorème VII.2.8 (Théorème d'Ascoli). Soit X un espace métrique et compact, 
et§ Ç ~(X). Alors§ est relativement compacte dans ~(X) si et seulement si 
§ est bornée et est équicontinue. 

Rappelons que § équicontinue signifie que : 

(Vx EX) (Vê > 0) (38 > 0): d(x,y) ~ 8 => [lf(x)-f(y)I ~ ê, Vf E ff]. 

Notons que comme X est compact, il y a en fait équicontinuité uniforme : 

(Vê > 0) (38 > 0) (Vx,y EX): d(x,y) ~ 8 => [lf(x)-f(y)I ~ ê, Vf E ff]. 

Preuve. Voir l'Annexe. D 

Preuve du Théorème de Schauder. Condition nécessaire. Supposons T compact. 
On veut montrer que T*(BF·) est relativement compacte, c'est-à-dire que si ll'PnllF• ~ 
1, on peut extraire de (T*cpn)n;:,1 une sous-suite convergente. 

Prenons X= T(BE); c'est un espace métrique compact. Posons : 

fn: X--+][( 

Y t-+ fn(Y) = (cpn,Y)F•,F· 
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Alors$= Un; n ~ 1} est borné: 

11/lloo = sup l(cpn,Y) = sup l('Pn,Tx)I:::;; llTll, 
yEX xEBE 

et est équicontinu : lfn(Y) - fn(Y')I :::;; llY - y'll pour tout n ~ 1. 
Grâce au Théorème d'Ascoli, on peut extraire de $ une suite Unk)k~l conver­

gente : llfnk - fll<e(X) -7 O. k-+oo 
Alors, pour tout x E BE : 

Pour tout x E E, 'l/J(x) = limk-+oo(T*cpnk,x) existe donc; î/J: E-+ lK est linéaire et 
î/JiBE = f o T. Comme 

'ljJ est continue. Donc 'ljJ E E*. De plus : 

Condition suffisante. Si T* est compact, alors, d'après ce que l'on vient de montrer, 
T**: E**-+ F** est compact, c'est-à-dire que T**(BE··) est compact. Mais, puisque 
(T**)IE = T: 

T(BE) Ç T**(BE) Ç T**(BE··) 

est donc aussi compact. Donc T est compact. D 

Exercice. Utiliser le Théorème d'Ascoli pour montrer que si K E 'lf([O, 1]2), alors 
l'opérateur TK: 'lf([O, 1]) -+ 'lf([O, 1]) défini, pour toute f E 'lf([O, 1] 2 ), par TK f(x) = 
f0

1 K(x, y) f(y) dy est compact (Exercice 2). 

VII.2.3. Propriétés spectrales des opérateurs compacts 

E sera un espace de Banach, et on notera .Je(E, E) par .Je(E). Rappelons que 
l'identité IdE de E est notée par I. Rappelons aussi que l'image T(E) d'un opérateur 
T est notée R(T). 

Le théorème suivant est en fait une préparation au théorème principal. Il exprime 
qu'une "petite" perturbation (par un opérateur compact) de l'identité garde en mé­
moire certaines de ses propriétés. 

Théorème VII.2.9. Si U E .Je(E), alors : 
1) ker ( I - U) est de dimension finie ; 
2) R(I - U) est fermée; 
3) Si (I - U) est injectif, alors (I - U) est inversible. 
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Preuve. 
1) Notons que x E N = ker (J - U) si et seulement si x = Ux; donc si BN est 

la boule unité de N, on a BN = U(BN ). Mais N = ker (J - U) est un sous-espace 
vectoriel fermé, et donc B N, qui est fermée dans N, est fermée dans E ; par conséquent 
BN = U(BN) Ç U(BE) est compacte, et N est de dimension finie, par le Théorème 
de Riesz (Chapitre I, Théorème I.2.5). 

2) Soit xo E R(J - U). 
Il existe des Xn E E tels que Xn - U Xn -----+ xo. 

n-+oo 
Séparons deux cas : 

1er cas: (xn)n;::1 est bornée. 
Comme U est compact, il existe une sous-suite telle que Uxnk-----+ y E E. Alors: 

k-++oo 

Par continuité: Uxnk-----+ U(xo +y). Donc U(xo +y)= y, et par conséquent : 
k-+oo 

xo = xo +y - y= xo +y - U(xo +y) = (I - U)(xo +y) E R(I - U). 

2ème cas : (xn)n;::1 n'est pas (nécessairement) bornée. 
Posons: 

dn = dist (xn, ker (J - U)). 

Il existe Yn E N tel que llYn - xnll ~ 2dn (lorsque dn = 0, alors Xn E ker (J - U) 
puisque ce dernier est fermé, et Yn = Xn convient). 

• On va montrer que la suite (dn)n~l est bornée. 
Si ce n'était pas le cas, en la remplaçant au besoin par une sous-suite, on aurait 

0 < dn-----+ +oo. 
n-+oo 

Si l'on pose Zn = Xn2~nYn, on a llznll ~ 1. Donc, puisque U est compact, on a, 

en remplaçant au besoin (zn)n~l par une sous-suite : U Zn-----+ z E E. Mais alors, 
n-+oo 

puisque Xn - Uxn -----txo, on aurait: 
n-+oo 

Zn= (I - U)(zn) + Uzn 
1 

= 2dn (I - U)(xn) + U Zn car Yn E ker (J - U) 

-----+ 0 + z 
n-+oo 

car (J - U)xn -----txo et I/dn -----tO. 
n-+oo n-+oo 

La continuité de U entraînerait U Zn-----+ U z. 
n-+oo 

On aurait donc U z = z, c'est-à-dire z E N = ker (J - U). 
Mais, comme 

llXn2~nYn - zll = llzn - zll ~O, 
on aurait, pour n assez grand, llzn - zll < 1/2, soit : 
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ce qui contredirait la définition de dn, puisque Yn - 2dnz E N. 

•Maintenant, puisque (dn)n;;::1 est bornée, (xn -yn)n;,:1 aussi. Alors, comme Yn E 
ker (I - U), on a (I - U)(xn - Yn)----+ xo. On est donc ramené au 1er cas et on en 

n---too 
déduit donc xo E R(I - U). D 

Preuve du 3). Par le Théorème des isomorphismes de Banach, cela revient à mon­
trer que (I - U) est surjectif. 

Supposons que non, c'est-à-dire que R(I - U) = E 1 -:/:- E. 
Posons, pour n ~ 1 : 

Comme En+l = (I - U)(En), on obtient, par récurrence, puisque El Ç Eo = E : 

D'autre part, comme (I -U) est injectif et E 1 -:/:- E, on a, par récurrence: En+l -:/:-En. 
Tous les En sont fermés par le 2), car 

n 

(I - U)n = I + 2: C~ Uk = I - V 
k=l 

avec VE X(E). 
On peut alors utiliser le Lemme de Riesz du Chapitre I (Lemme I.2. 7) : il existe 

Xn E En de norme 1 tel que dist (xn, En+i) ~ 1/2. Alors, pour n > m, on écrit : 

Uxn - Uxm = Xn - (I - U)xn + (I - U)xm - Xm· 

On a: 

donc 
Xn - (I - U)xn + (I - U)xm E Em+l> 

et par conséquent : 

On ne peut donc extraire de (Uxn)n;,: 1 de sous-suite convergente. Il en résulte que 
U(BE) n'est pas relativement compacte. D 

Remarque. C'est pour montrer ce théorème, ainsi que le suivant que Riesz a démon­
tré son lemme et le théorème disant que si un espace normé a une boule compacte, 
alors il est de dimension finie. 

On peut reformuler le 3) du théorème ainsi : 
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Corollaire VII.2.10 (alternative de Fredholm). Si U E X(E), alors : 
- soit l'équation x - Ux = 0 a une infinité de solutions; 
- soit pour tout y E E, l'équation x - Ux =y a une solution unique. 

Le théorème principal est le suivant : 

Théorème VII.2.11 (F. Riesz, 1918). 
Soit E un espace de Banach de dimension infinie, et TE X(E). Alors : 

1) 1 0 E CT(T) j. 
2) Toute valeur spectrale À non nulle de T est une valeur propre de T: 

CT(T) = {O}UCTp(T), et le sous-espace propre E>. = ker(T->.I) associé à une 
valeur propre non nulle À est de dimension finie. 

3) CT(T) est dénombrable, et, s'il est infini, on peut indexer les éléments 
de CT(T) \ {O} en une suite (>.n)n~l tendant vers O. 

183 

Remarque. Dans le 2), rien n'empêche que 0 soit aussi une valeur propre. Bien sür, 
le sous-espace propre associé E0 = ker T peut alors être de dimension infinie. 

Preuve. 1) On a 0 E CT(T) car T n'est pas inversible : s'il l'était, I = r- 1 0 T serait 
compact, et BE= I(BE) serait compacte, ce qui impliquerait dimE < +oo. 

2) Cela résulte du Théorème VIl.2.9 appliqué à U = (1/ >.)T, puisque T - Àl = 
->.(! - U) est injectif si À n'est pas valeur propre, et est donc inversible. 

3) On peut supposer le spectre infini. Il s'agit alors de montrer que pour tout 
c > 0, il n'y a qu'un nombre fini de valeurs spectrales À telles que l>-1 ? €. En effet, 
si on note Àpk+l, ... ,ÀPk+l celles pour lesquelles 2-(k+l)llTll < l>-nl ~ 2-kllTll, on a 
CT(T) \ {O} = {Àn; n? 1} (car l>-1 ~ llTll si À E CT(T)) et la suite (>.n)n~l converge 
vers O. 

Supposons le contraire. Il existe donc un c > 0 et une infinité de Àn E CT(T), n ? 1, 
distincts, tels que l>-nl ? €. 

Par le 2), les Àn sont en fait des valeurs propres de T. Soit en, n ? 1, des vecteurs 
propres associés, de norme 1. Comme les valeurs propres Àni n ? 1, sont distinctes, 
la famille {en ; n ? 1} est libre (linéairement indépendante). 

Soit En le sous-espace vectoriel engendré par {e1, ... ,en}· On a En-1 ~En, par 
l'indépendance linéaire de e1, ... , en-1' en. Comme En-lest de dimension finie, il est 
fermé, et donc le Lemme de Riesz (voir Chapitre 1, Lemme I.2.7) dit qu'il existe des 
Un, n ? 1, tels que : 

Mais 

donc, pour n > m : 
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avec: 

1 1 
V = Um - Àn (Tun - ÀnUn) + Àm (Tum - ÀmUm) 

E Em + En-1 + Em-1 Ç En-1, 

de sorte que : 

llT(~:)-r(~:)ll ~dist(un,En_i) ~ 1/2. 

Comme IAnl ~ c, la suite (un/An)n-~1 est bornée; pourtant on ne peut extraire, 
par ce qui précède, de sous-suite convergente de (T( un/ Àn)) n;;,l. Cela contredit la 
compacité de T et prouve le théorème. D 

VII.3. Théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints 
dans un espace de Hilbert 

VII.3.1. Opérateurs auto-adjoints 

Rappelons qu'un opérateur T sur un espace de Hilbert H est dit auto-adjoint si 
T* = T, c'est-à-dire si (Tx 1 y) = (x 1 Ty) pour tous x, y E H. Dans le cas où 
l'espace est complexe, on dit aussi qu'il est hermitien. Lorsque Test auto-adjoint, on 
a (Tx 1 x) E lR pour tout x EH (car (Tx 1 x) = (x 1 Tx) = (Tx 1 x)). 

Proposition VII.3.1. Pour tout opérateur auto-adjoint T sur un espace de Hilbert 

H, on al llTll = supllxll=l l(Tx 1 x)l I · 

Preuve. Posons C = supllxll=l l(Tx 1 x)I. 

Pour tout x EH, on a l(Tx 1 x)I ~ llTxll llxll ~ llTll llxll 2 ; donc C ~ llTll· 
Inversement, soit x,y EH. On a l(T(x+y) 1 x+y)I ~ Cllx+yll 2 , ainsi que 

1 (T(x - y) 1 x - y) 1 ~ C llx - Yll 2 • Or : 

(T(x +y) 1 x +y) - (T(x -y) 1 x - y) = 2 [(Tx 1 y)+ (Ty 1 x)], 

et (Ty 1 x) = (x 1 Ty) = (T*x 1 y) = (Tx 1 y), car Test auto-adjoint. Il en résulte 
que: 

4Re (Tx 1 y)= (T(x +y) 1 x +y) - (T(x -y) 1 x -y) 

~ 1 (T(x +y) 1X+y)1+1 (T(x - y) 1 X - y) 1 

~ C [llx + Yll 2 + llx - Yll 2] 

= 20 (llxll 2 + llYll 2), 

par l'identité du parallélogramme. 
Soit alors e E lR tel que l(Tx 1 y)I = ei6 (Tx 1 y). On obtient : 

l(Tx 1 y)I = ei6 (Tx 1 y)= (Tx 1 e-ifJy) = Re(Tx 1 e-i6y) 

~ (C/2) (llxll 2 + lle-i6Yll 2) = (C/2) (llxll2 + llYll 2). 
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Prenons maintenant t > 0, et remplaçons x par tx et y par y/t; on obtient : 

l(Tx 1 y)I ~ (C/2) [t2 llxll 2 + (1/t2 ) llYll 2]. 

Si x, y -:f. 0, la plus petite valeur du second membre est obtenue pour t = JllYll/llxll; 
on obtient, pour tous x, y E H : 

l(Tx 1 y)I ~ C llxll llYll · 

Cela termine la preuve, puisqu'alors 11Txll2 ~ C llxll llTxll, et par conséquent 
llTxll ~ Cllxll· D 

VIl.3.2. Spectre des opérateurs auto-adjoints dans un espace de 
Hilbert 

Soit U: H-+ H un opérateur sur un espace de Hilbert H, et U* son adjoint. Il est 
clair que U* est inversible si et seulement si U l'est, et qu'alors on a (U*)- 1 = (u- 1 )*. 
Il en résulte que pour tout opérateur T: H -+ H, on a 1 : 

Œ(T*) ={:X; À E Œ(T)} 

car T* - :XI est l'adjoint de T - M. 
Il en résulte que le spectre d'un opérateur auto-adjoint est symétrique par rapport 

à l'axe réel. En fait, on a mieux. 

Théorème VII.3.2. Si T est un opérateur auto-adjoint, son spectre Œ(T) 
est contenu dans R Plus précisément, si l'on pose : 

m = inf (Tx 1 x) 
llxll=l 

alors 1 Œ(T) Ç [m, MJ I · 

et M = sup (Tx 1 x) , 
l!xll=l 

Remarque. Il est facile de voir que, lorsque T est auto-adjoint, ses valeurs propres 
sont réelles. En effet, si À est une valeur propre de T et x un vecteur propre associé, 
on a d'une part, (Tx 1 x) = À llxll 2 , et d'autre part (Tx 1 x) = (x 1 Tx) = :X llxll 2 , d'où 
À = :X puisque x -:f. O. 

Pour la preuve, on utilisera deux résultats auxiliaires. 

Lemme VII.3.3. Soit H un espace de Hilbert. 
1) Pour tout opérateur V sur H, on a ker V= [im (V*)]l.. 
2) Pour tout opérateur U sur H, on a im U = [ker (U*)]l.. 

1. On notera que l'égalité correspondante pour les valeurs propres n'est plus vraie (voir !'Exer­
cice 3). 
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Preuve. 1) On a Vy = 0 si et seulement si (Vy 1 x) = 0 pour tout x E H. Comme 
(V y 1 x) = (y 1 V* x), cela donne le résultat. 

2) On applique le 1) à V = U*; puisque U** = U, on obtient [ker (U*)JJ_ = 
[im UVJ_ = im U. D 

Proposition VII.3.4. Un opérateur auto-adioint U sur un espace de Hilbert H est 
inversible si et seulement s'il existe une constante c > 0 telle que : 

llUxll? cllxll \:/xE H. (1) 

Preuve. Il est clair que l'inversibilité entraîne (1), avec c = 1/llU-1 11· Inversement, 
notons d'abord que la condition (1) entraîne l'injectivité de U. Si l'on montre que 
U est surjective, cela terminera la preuve, grâce au Théorème des isomorphismes de 
Banach. 

Tout d'abord, U est à image dense, puisque, par le 2) du lemme, cela revient à 
dire que U* est injectif, et que U = U*. Il ne reste donc plus qu'à montrer que l'image 
de U est fermée. Soit y E im U. Il existe une suite (xn)n~l d'éléments de H telle que 
y= limn-+oo Uxn. La suite (Uxn)n~l est en particulier une suite de Cauchy. Comme, 
par (1) 

llxn - Xkll ~ (1/c) llUxn - Uxkll, 

la suite (xn)n~l est aussi de Cauchy. Comme H est complet, cette suite converge. Si 
x = limn-+oo Xn, la continuité de U nous donne y = limn-+oo U Xn = U x. Donc im U 
est fermée. D 

Preuve du Théorème VII.3.2. 1) Soit À= œ+if3 un nombre complexe (œ,(3 E IR), 
et supposons que f3 "/;O. On va montrer que ll(T-M)(x)ll? 1!31 llxll pour tout x EH, 
ce qui impliquera, grâce à la Proposition Vll.3.4, que À n'est pas une valeur spectrale 
de T. Pour x EH, on a: 

(Tx - Àx 1 x) - (x 1 Tx - Àx) = 2ilm [(Tx 1 x) - À llxll 2J = -2if3 llxll 2 , 

car (Tx 1 x) E IR, puisque Test auto-adjoint. D'autre part, 

l(Tx - Àx 1 x) - (x 1 Tx - Àx)I ~ l(Tx - Àx 1 x)I + l(x 1 Tx - Àx)I 

=2l(Tx->.xlx)I 

~ 2 llTx - >ixll llxll ; 

ce qui donne bien llTx - >ixll ? lf31 llxll· 
2) Comme on vient de voir que le spectre est réel, il s'agit maintenant de montrer 

que pour tout d > 0, À= m - d n'est pas une valeur spectrale (on montre de même, 
ou en remplaçant T par -T, que M + d n'en est pas une). Or, pour llxll = 1 : 

(Tx -Àx 1 x) = (Tx 1 x) -À llxll 2 ? m -À= d; 

comme l(Tx-Àx 1 x)I ~ llTx- >ixll llxll = llTx - >ixll, on obtient llTx- >ixll? d. Par 
homogénéité, on a llTx - >ixll ? d llxll pour tout x EH, ce qui donne le résultat, au 
vu de la Proposition VII.3.4. D 
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Théorème VII.3.5. Soit T un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert 
H. Alors les valeurs m = infllxll=l (Tx 1 x) et M = supllxll=l (Tx 1 x) sont dans 
le spectre de T. 

Preuve. Il suffit de montrer que ME a(T) (la preuve de m E a(T) étant analogue; 
de façon alternative, on peut aussi remplacer T par -T). Par la Proposition VII.3.4, 
il suffit de montrer que infllxll=l llT - M Ill = O. 

Comme a(T - al) = a(T) - a, on peut, en remplaçant T par T +al, supposer 
que 0 ~ m ~M. Alors llTll = M, par la Proposition VII.3.1. 

Soit Xn EH, avec llxnll = 1 tels que (Txn I Xn)--+ M. On a: 
n-too 

0 ~ ll(T- MI)(xn)ll 2 = (Txn - Mxn 1 Txn - Mxn) 

= 11Txnll2 + M 2llxnll 2 - 2M(Txn I Xn) (car Test auto-adjoint) 

~ llTll 2 + M 2 - 2M(Txn 1 Xn)--+ llTll 2 + M 2 - 2M.M = 0, 
n-too 

puisque llTll = M. Donc Il (T - MI) ( Xn) Il --+ 0 et cela termine la preuve. D 
n-too 

Corollaire VII.3.6. Le spectre d'un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert 
n'est jamais vide. 

Corollaire VIl.3. 7. Pour tout opérateur T auto-adjoint sur un espace de Hilbert, 
son rayon spectral est égal à sa norme : r(T) = llTll · 

Preuve. Le Théorème VII.3.2 et le Théorème VII.3.5 impliquent que l'on a r(T) = 
max{IMI, lml} = supllxll=1 l(Tx 1 x)I. Il suffit alors ensuite d'utiliser la Proposi­
tion VII.3.1. D 

Remarque. Lorsque l'espace de Hilbert est complexe, on peut en fait donner une 
preuve simple directe de ce corollaire. En effet, pour tout opérateur T, on a llT*Tll = 

llTll 2, puisque, d'une part llT*Tll ~ llT* 11 llTll = llTll 2, et que, d'autre part, pour 
tout x E H, on a 11Txll2 = (Tx 1 Tx) = (T*Tx 1 x) ~ llT*Tll llxll 2. Donc si T 

est auto-adjoint, on a llT2ll = llTll 2, et, par récurrence, llT2k Il = llTll 2k pour tout 
k ~ O. Il en résulte puisque, l'espace étant complexe, r(T) = limn-too 11Tnll 1/n, que 

r(T) = limk-too llT2k 111;2k = llTll· D 

VII.3.3. Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints 
compacts 

Proposition VII.3.8. Tout opérateur auto-adjoint compact sur un espace de Hilbert 
non réduit à {O} possède au moins une valeur propre. 

Preuve. On peut supposer cet opérateur T non nul (car s'il est nul, le résultat est 
clair). Alors l'une des valeurs spectrale mou M de T définies dans le Théorème VII.3.5 
est non nulle, par la Proposition VII.3.1. Tétant compact, toute valeur spectrale non 
nulle de T est une valeur propre. D 
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Remarque. Si Test auto-adjoint, son spectre n'est pas vide, mais sans l'hypothèse 
de compacité on ne peut affirmer l'existence de valeur propre. En effet, l'opérateur 
T: L2 ([0, 1]) ---+ L2 ([0, 1]) défini par Tf(x) = xf(x) est auto-adjoint mais n'a pas de 
valeur propre (si Tf = >..f avec f =/:- 0, on doit avoir xf(x) = >..f(x), d'où x =À sur 
l'ensemble {f =/:- O}, de mesure > 0, ce qui n'est bien sûr pas possible). 

Lemme VII.3.9. Soit T un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H. 
1) Les sous-espaces propres de T correspondant à des valeurs propres distinctes 

sont orthogonaux. 
2) Si F est un sous-espace invariant par T, alors F1- est aussi invariant par T et 

cr(T) = cr(11F) U cr(71Fj_) · 

Preuve. 1) Si À et >..' sont deux valeurs propres distinctes de T, et x et x' deux 
vecteurs propres associés, on a : 

>..(x / x') = (>..x / x') = (Tx / x') = (x / Tx') = (x / >..'x') = >..'(x / x') 

(rappelons que >..' E IR.); donc (x / x') =O. 
2) Soit y E F1-. Pour tout x E F, on a (Ty / x) =(y/ Tx) = 0 puisque Tx E F; 

donc Ty E F1-. 
Il est clair que 11F et 11Fj_ sont aussi auto-adjoints (sur F et F1- respective­

ment). Si À E cr(TjF), on a, par la Proposition VIl.3.4: infxEH,llxll=l l/T- >..!Hl/ :!( 

infxEF,llxll=l l/T- >..IEll = 0; donc infxEH,llxll=l //T- >..IHll = 0 et À E cr(T). De même 
cr(11F1-) Ç cr(T). · 

Soit maintenant À ~ cr(11F) U cr(11F1-). Il existe alors, toujours par la Proposi­
tion VII.3.4, une constante c > 0 telle que llTy - >..y// ? c /IYll pour tout y E F et 
llTz - >..zll ? c l/zll pour tout z E F1-. Or tout x E H s'écrit x =y+ z avec y E F et 
z E F1-. Comme Ty - Ày E F et Tz - Àz E F1- sont orthogonaux, on obtient : 

l/Tx - >..x/1 2 = l/(Ty - >..y)+ (Tz - >..z)ll 2 = l/Ty- >..y/1 2 + l/Tz - >..z/1 2 

? c2 llYl/ 2 + c2 llzll 2 = c2 llxll 2 , 

ce qui prouve que >.. ~ cr(T). 

Nous pouvons donc maintenant énoncer le résultat principal. 

Théorème VII.3.10. Soit T un opérateur auto-adioint et compact sur un espace 
de Hilbert séparable H non réduit à {O}. Alors il existe une base orthonormée 
(en)n~l de H formée de vecteurs propres de T et l'on a, pour tout x EH : 

= 
Tx = l:>..n(X 1 en) en , 

n=l 

où Àn est la valeur propre associée à en. 

D 
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Preuve. 1) Nous avons vu que l'ensemble des valeurs propres de T n'est pas vide. 
D'autre part, nous savons, grâce à la compacité de T, que cet ensemble est dénom­
brable. Pour chaque >. E CJp(T), prenons une base orthonormée B>., du sous-espace 
propre ker (T - >.I) (rappelons qu'il est de dimension finie si >. =f. 0). Comme les 
sous-espaces propres sont deux-à-deux orthogonaux, B = U>..Ea (T) B>.. est un sys­
tème orthonormé. Pour montrer que c'est une base orthonormée, il ne reste plus qu'à 
voir que le sous-espace fermé F engendré par B, c'est-à-dire par U>..Eav(T) ker (T->.I), 
est égal à H. Or s'il n'était pas égal à H, son orthogonal FJ_ serait non réduit à {O}. 
Mais, F étant invariant par T, FJ_ l'est aussi et, par la Proposition VII.3.8, 11F.L 
possèderait au moins une valeur propre. Une telle valeur propre est valeur propre de 
T. Les vecteurs propres associés seraient à la fois dans F et dans FJ_, ce qui n'est pas 
possible. 

Pour finir, notons en, n ~ 1 les éléments de la base B, et Àn la valeur propre 
associée à en. Comme l>-nl ::::; r(T) = llTll pour tout n ~ 1, l'opérateur U: H ---+ H 
défini par U(x) = :E:'=l Àn(x 1 en) en est bien défini (car :E:'=l l(x 1 en)l 2 < +oo 
entraîne :E:'=i l>-nl 2 !(x 1 en)l 2 < +oo) et est continu : 

OO OO 

n=l n=l 
Comme U(en) = Ànen = T(en) pour tout n ~ 1, on a U = T. 

VIl.4. Annexe : Théorème d 'Ascoli 

Théorème VII.4.1 (Théorème d'Ascoli). Soit X un espace métrique 
compact, et§ Ç 'C(X). Alors§ est relativement compacte dans 'C(X) si et 
seulement si § est bornée et est équicontinue. 

D 

Preuve. 1) Condition nécessaire. Supposons § relativement compacte dans 'C(X). 
Alors § est bornée, comme toute partie compacte d'un espace métrique. Prouvons 
qu'elle est équicontinue. Soit x0 E X et soit e > O. § étant relativement compacte, 
elle est précompacte; il existe donc un nombre fini de fonctions fi, ... , f P E § telles 
que: 

p 

§ ç LJ B(fj,e/3). 
j=l 

Chacune de ces fonctions fj étant continue en x0 , il existe Oj > 0 tel que : 

d(x,xo)::::; Oj ==} l!J(x) - fj(xo)I::::; e/3. 

Soit o = min{81 , ... ,8p}, et soit x EX tel que d(x,xo)::::; o. Pour toute f E §,il 
existe j::::; p tel que f E B(fj,e/3). On a: 

sup IJ(t) - fj(t)I = Il! - fj lloo ::::; e/3; 
tEX 
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donc: 

lf(x) - f(xo)I ::::; lf(x) - fj(x)I + lfj(x) - fj(xo)I + lfj(xo) - f(xo)I 
é é é é 

::::; llJ - Jilloo + 3 + llJ - Jilloo::::; 3 + 3 + 3 = é. 

2) Condition suffisante. Supposons§ bornée et équicontinue. Nous allons montrer 
que de toute suite Un)n d'éléments de§, on peut extraire une sous-suite convergente 
(pour la norme de 'ii?(X), c'est-à-dire uniformément). 

Tout d'abord, notons que la compacité de X entraîne que § est uniformément 
équicontinue : 

(Vé > 0) (38(é) > 0) (Vx, y EX) : d(x, y) ::::; 8 =? [lf(x) - f(y)I ::::; é, Vf E ff]. 

La preuve est la même que celle du Théorème de Heine usuel. 

a) § étant bornée, il existe M < +oo tel que : 

sup lfn(x)I = llfnlloo ::::; M, Vn;:;: 1. 
xEX 

Soit: 
tl = {xi,x2, ... } 

une partie dénombrable dense de X. 
On a: 

Plaçons-nous en x1: de la suite numérique bornée (fn(xi))n, on peut extraire une 
sous-suite convergente : 

Ensuite, en se plaçant en x2, de la sous-suite numérique bornée (f1,n(x2))n, on peut 
extraire une sous-suite convergente : 

Notons que, comme on a pris une sous-suite de la première sous-suite, on a encore 
limn-+oo h,n(x1) =li. 

Continuons à extraire de cette façon des sous-suites de la sous-suite précédente : 
pour tout q;:;: 1, on aura : 

lim fq n(xk) = lk, pour 1 ::::; k ::::; q. 
n--+oo ' 

Utilisons alors le procédé diagonal de Cantor : la suite diagonale Un,n)n vérifie : 
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b) Nous allons maintenant utiliser l'équicontinuité uniforme de§' pour montrer 
que la suite (gn)n est uniformément de Cauchy, ce qui prouvera que Un)n possède 
une sous-suite convergente, puisque (gn)n est elle-même une sous-suite de Un)n· 

Soit t: >O. 
Pour chaque k ;;::: 1, soit 8 = 8(t:/3) > 0 le nombre associé à t:/3 dans la définition 

de l'équicontinuité uniforme. Comme~= {xk; k;;::: 1} est dense dans X, on a: 

X = U Bd(xk, 8), 
k;;,:1 

où Bd(xk, 8) désigne la boule ouverte de l'espace métrique X de centre Xk et de rayon 
8. La compacité de X permet de trouver un K;;::: 1 tel que : 

K 

X= U Bd(xk, 8). 
k=l 

Mais, d'après le partie a) de la preuve, pour chaque k ;;::: 1, il existe un entier Nk ;;::: 1 
tel que : 

Soit N = max{N1, .. .,NK}, et soit x EX. Il existe k ~ K tel que d(x,xk) < 8; 
alors, pour m, n ;;::: N : 

l9m(x) - 9n(x)I ~ l9m(x) - 9m(Xk)I + l9m(Xk) - 9n(Xk)I + lgn(Xk) - 9n(x)I 
é é é 

~3+3+3=c. D 
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VIl.5. Exercices 

Exercice 1. 
Dans cet exercice, les espaces seront complexes. 
Soit <p: [O, 1] -+ lR une fonction continue. 
1) Montrer que la formule 

(Af)(x) = <p(x) fo1 <p(t) f(t) dt 

définit une application linéaire continue de l'espace L2 ([0, 1]) dans lui-même. 
2) Montrer que A est auto-adjoint : A* =A. 
3) Montrer qu'il existe À ~ 0, que l'on précisera, tel que A2 = ÀÂ. 

4) Déterminer le rayon spectral de A en fonction de À ; le calculer pour <p( x) = 1 ~x · 

Exercice 2. 
Soit K: [O, 1] x (0, 1] -+ lR une fonction continue. Pour f E 'if([O, 1]), on définit : 

(Tf)(x) = 1x K(x, t) f(t) dt. 

1) Montrer que, pour tous x,x' E [O, 1], on a: 

l(Tf)(x) - (Tf)(x')I:::;; (11Klloolx - x'I + sup IK(x, t) - K(x', t)i) llflloo; 
tE(O,lj 

en déduire que T f E 'if ( [O, 1]), puis que T: 'if ( [O, 1]) -+ 'if ( [O, 1]) est un opérateur 
compact (utiliser le Théorème d'Ascoli). 

3) Montrer que l(Tnf)(x)I:::;; llfll 00 llKll~xn/n! pour tout x E [O, 1] et en déduire 
le rayon spectral de T (on pourra utiliser que n! ~ kn-k pour tout n ~ k pour montrer 
que (n!) 1 fn -----t +oo). n-too 

4) En déduire le spectre de T. 

Exercice 3 (Shift et Backward shift). 
On considère l'espace f 2 des suites de nombres complexes de (module de) carré 

sommable. 
1) On considère l'opérateur B: f2 -+ f2 (appelé le backward shift ou décalage à 

gauche) défini par B(x1, x2, X3, ... ) = (x2, X3, ... ). 
a) Montrer que tout À E <C tel que IÀI < 1 est valeur propre de B. 
b) Déterminer le spectre de B (on pourra remarquer que llBll = 1). 

2) Soit S: f2 -+ f2 l'opérateur (appelé shift ou décalage à droite) défini par 
S(x1,x2,x3,. .. ) = (O,x1,x2,. .. ). Montrer que S ne possède aucune valeur propre 
(on pourra distinguer les cas À = 0 et À # 0). 

3) Soit H un espace de Hilbert. Montrer que pout tout opérateur T: H-+ H, on 
a a(T*) = a(T)~, T* étant l'adjoint de T, et A~= {z; z E A} pour A Ç <C. 

4) Montrer que le spectre de S est le disque unité fermé ïiJ) = {À E <C; IÀI :::;; 1 }. 
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Exercice 4 (Compact non vide arbitraire comme spectre). 
1) Soit (cn)n~l une suite bornée de nombres complexes, et T: f2---+ f2 l'opérateur 

défini par T(x) = (cnXn)n~b pour tout x = (xn)n~l E f2. 

a) Montrer que chaque en, n?: 1, est une valeur propre de T. 
b) Montrer que si À~ {en; n?: 1}, alors À~ cr(T). 
c) En déduire le spectre cr(T) de T. 

2) Soit K une partie compacte non vide arbitraire de C. Montrer qu'il existe un 
opérateur TE 2'(f2) tel que cr(T) =K. 

Exercice 5 (Spectre approché et isométries). 
On note ID>={>. E C; l>.I < 1} et âlD> = {>. E C; l>.I = l}. 
Soit E un espace de Banach (complexe pour fixer les idées), et TE 2(E), où 2(E) 

désigne l'espace des opérateurs (c'est-à-dire des applications linéaires continues) sur 
E. 

On note R la résolvante de T: R(>.) = (T- >.r)-1 pour À E p(T) = C \ cr(T). 

A. 1) Montrer que llR(>.1) - R(>.2)11 :::; l>.1 - À2l llR(>.1)ll llR(>.2)ll· 
2) Soit Àn E p(T) tels que Àn---+ À E C, et tels qu'il existe une constante M > 0 

n-too 
telle que llR(>.n)ll:::; M, pour tout n?: 1. 

a) Montrer qu'il existe U E 2(E) tel que R(Àn)---+ U. 
n-too 

b) Vérifier que U (T- >.I) = (T- >.I) U = I, et donc À E p(T) et U = R(>.). 

B. On suppose à partir de maintenant que T est une isométrie. 
1) Montrer que cr(T) Ç IDi. 
2) Montrer que si cr(T) Ç âlD>, alors l'isométrie Test surjective. 

On suppose désormais que cr(T) ~ âlD>, et on pose A = cr(T) n ID>. 

3) Soit Àn E ID>\ A tels que Àn---+ À E ID>. 
n-too 

a) Montrer que pour tout x E E, on a ll(T - Àn I)xll ?: (1 -1>.nl) llxll· 
b) En déduire qu'il existe 8 > 0 et N ?: 1 tels que pour tout x E E et pour 

n ?: N, on ait : 
Il (T - Àn I) xll ?: Ô llxll · 

c) En déduire que la suite (llR(>.n)ll)n~l est bornée. Que peut-on dire pour À? 

d) En déduire que A = ID>, puis, que cr(T) = IDi. 

Exercice 6. 
On considère l'espace complexe L2 =L2 ([0,1],C), et on pose (Sf)(t) = tf(t). 
1) a) Vérifier que Sf E L2 pour toute f E L2 et que l'on définit ainsi un opérateur 

borné S: L 2 ---+ L 2 . 

b) Montrer que S n'a aucune valeur propre. 
2) Soit À E [O, 1 [, et soit c > 0 tel que [>.,À+ t:] Ç [O, l]. On considère la fonction 

Je = }e 1[>.,>.+e] · 

a) Montrer que lime-to(S - >.!)(Je) =O. 
b) En déduire que À est dans le spectre cr(S) de S. 

3) Montrer que si À E C \ [O, 1], alors À ~ cr(S). 
4) Déterminer cr(S). 
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Exercice 7 (Spectre des opérateurs de multiplication sur L2 (m)). 

Soit (S, T, m) un espace mesuré a-fini. 

1) Montrer que pour toute partie mesurable B non négligeable, il existe une partie 
mesurable A Ç B non négligeable de mesure finie. 

2) Pouru E L00 (m), on pose, pour toute f E L 2 (m) : 

Mu(!)= uf. 

a) Montrer que Mu définit une application linéaire continue de L2 (m) dans 
lui-même, de norme ~ llulloo· 

b) Montrer que li Mu li = llulloo (si /3 < llulloo, utiliser la question 1} pour trouver 
f E L 2 (m) de norme 1 telle que llMu(f)ll2 ~ /3). 

3) Soit >. E <C. 
a) Montrer que si u - XU: ne s'annule pas m-presque partout et que u!.u E 

L 00 (m), alors Mu - >.Id est inversible. 
b) En déduire que s'il existe un voisinage V de>. tel que u-1 (V) soit négligeable, 

alors >. n'est pas dans le spectre de Mu. 
c) Inversement, on suppose que u- 1 (V) n'est pas négligeable, pour tout voisinage 

V de >.. Montrer que pour tout € > 0, il existe fé E L2 (m) de norme 1 telle que 
ll(u - >.)féll2 ~ € (en choisissant V convenablement, et en utilisant la question 1}, 
trouver une partie mesurable A telle que 0 < m(A) < +oo et lu(t) - .XI ~ € pour 
t E A). 

Qu'en conclut-on pour >.? 
d) Montrer que a(Mu) Ç u(S). 

4) On suppose maintenant que S est un espace topologique et que Test sa tribu 
borélienne. On suppose de plus que tout ouvert non vide a une mesure > O. Montrer 
que si u est continue (bornée), alors a(Mu) = u(S). 

Exercice 8 (Opérateur de Volterra). 
Pour toute fonction continue f: [O, 1] -+ R, on pose, pour x E [O, 1 J : 

(Tf)(x) =fox f(t) dt. 

1) Montrer que l'on définit ainsi un opérateur T: 'ef([O, 1]) -+ 'ef([O, 1]), appelé 
opérateur de Volterra, et qµe cet opérateur est compact. 

2) a) Pour toute fonction continue g: [O, 1] -+ R et>. ER\ {O}, résoudre l'équation 
différentielle F - À F' = g avec F(O) = 0 (on commencera par résoudre l'équation 
sans second membre F - À F' = 0, puis on utilisera la méthode de variation de la 
constante; on posera G(x) =fox g(t) e-t/>. dt). 

b) En déduire le spectre de T. Est-ce que 0 est une valeur propre de T? 
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Exercice 9. 
On considère l'espace de Banach '6"([0, 1]) des fonctions complexes continues sur 

[O, 1], muni de la norme uniforme. 
On définit l'opérateur T de '6"([0, 1]) dans lui-même par 

T(f)(x) = ll-x f(t) dt. 

1) a) Montrer que ITJ(x) -Tf(y)I ~ llflloo lx - YI· 
b) En déduire que l'opérateur Test compact. 

2) Montrer que 0 est une valeur spectrale de T, mais n'en est pas une valeur 
propre. 

3) Soit À une valeur propre de T, et g un vecteur propre associé. 
a) Montrer que g est de classe C1 , que g(l) = 0, et que g vérifie une équation 

différentielle du premier degré, que l'on précisera. 
b) En déduire que g est de classe C2 , que g'(O) = 0 et Àg'(l) = -g(O), et que g 

vérifie : 
À2g"(x) = -g(x), Vx E [O, 1]. 

c) Résoudre l'équation différentielle À2y" + y = 0, avec la condition initiale 
y'(O) =O. 

, 1 
d) Montrer que l'on a forcement À= (7r/2) + 2k7f avec k E Z, et vérifier que 

toutes ces valeurs sont bien des valeurs propres de T. 
4) a) Décrire le spectre de T. 

b) En déduire limn--too llTnlll/n. 

Exercice 10. 
Dans cet exercice, les espaces seront réels. 
On dit qu'une application linéaire U: '6"(X) --+ '6"(Y) (X, Y espaces compacts) est 

positive si U(f) ~ 0 pour toute f ~ O. 
1) Montrer que si U est positive, alors U(f) ~ U(g) si f ~ g, et en déduire que U 

est continue et que llUll = llU(I)lloo· 
2) Soit cp: [O, 1] x [O, 1]--+ IR+ une fonction continüment différentiable et telle que 

la dérivée par rapport à la première variable ~ soit positive. Montrer que la formule 

(U'Pf)(x) = 11 
cp(x, t) f(t) dt 

définit un opérateur (linéaire continu) sur '6"([0, 1]) dans lui-même et que l'on a llU'Pll = 

f0
1 cp( 1, t) dt (on montrera que la fonction h = U 'P ( 1) est croissante). 

3) Montrer que l'opérateur U'P est compact. 

Exercice 11. 
Montrer que tout opérateur compact T: E --+ F, avec F = fp, 1 ~ p < oo, ou 

F = c0 , est limite d'opérateurs de rang fini (utiliser l'Exercice 13 du Chapitre I). 
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Exercice 12. 
1) Montrer que tout opérateur de Hilbert-Schmidt (voir Exercice 23 du Cha­

pitre II) sur un espace de Hilbert séparable (réel) est compact. 
2) Soit w = (wn)n;;::1 une suite bornée. Pour tout x = (xn)n;;::1 E f.2, on pose 

T(x) = (wnxn)n):l· 
a) Montrer que T = Tw est un opérateur continu et calculer sa norme. 
b) Montrer que T est compact si et seulement si Wn -----+O. 

n-too 
c) Donner un exemple d'opérateur sur f.2 qui est compact, mais pas de Hilbert-

Schmidt. 

Exercice 13. 
Soit E un espace de Banach. On veut montrer que pour tout opérateur compact 

T: E---+ E qui n'est pas de rang fini, on a 0 E T(SE), où SE= {x E E; llxll = 1}. 

Soit T: E---+ E un opérateur tel que 0 tJ_ T(SE)· 
1) Montrer qu'il existe c > 0 tel que llTxll ;;::: c llxll pour tout x E E, et en déduire 

que T(E) est fermé dans E. 
2) En déduire qu'il exister> 0 tel que Br(EJ(O,r) Ç T(BE) (BE= B(O, 1) est la 

boule unité fermée de E). 
3) En déduire que si Test de plus compact, alors il est de rang fini (c'est-à-dire 

que dimT(E) < +oo). 

Exercice 14 (Opérateurs compacts et hypercyclicité). 
On rappelle (Exercice 19 du Chapitre IV) qu'une application linéaire continue 

T: X ---+ X sur un espace de Banach séparable X est dite hypercyclique s'il existe 
x EX dont l'orbite O(x, T) est dense dans X. On suppose dans cet exercice que X 
est un espace de Banach complexe de dimension infinie. 

1) Montrer que si le rayon spectral de Test < 1, alors T n'est pas hypercyclique. 
2) a) Montrer que pour tout opérateur U: X ---+ X, on a im U* Ç (ker U).L, où 

A.L = {<p EX*; (<p,x) = O,\T'x E A}, pour A Ç X. 
b) Montrer que pour tout opérateur T: X ---+ X, toute valeur propre de T est 

une valeur spectrale de T*. 
3) Montrer que si T est hypercyclique, alors son adjoint T* n'a pas de valeur 

propre. 
4) Montrer que si Test un opérateur compact, alors T n'est pas hypercyclique. 

Exercice 15 (Théorème de Lomonosov). 
On dit qu'un opérateur T: X---+ X sur un espace de Banach X possède un sous­

espace invariant non trivial (s.e.i.n.t.) s'il existe un sous-espace fermé X 0 de X, 
différent de {O} et X, tel que T(Xo) Ç Xo. Le but de l'exercice est de montrer que 
si X est de dimension infinie, alors tout opérateur compact possède un sous-espace 
invariant non trivial. Soit donc T: X ---+ X un opérateur compact, que l'on peut 
supposer non nul (expliquer pourquoi). 

1) Montrer qu'il existe un vecteur xo E X tel que llxoll > 1 et tel que, en posant 
Bo= {x EX; llx - xoll < 1}, Ki= T(Bo) soit compact et ne contienne pas O. 
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On pose ltT = {U E .sf(X); UT = TU}. 
2) On suppose qu'il existe x1 E K1 tel que l'espace X1 = {Ux1; U E ltT} ne 

rencontre pas B 0 • Montrer que X1 est un s.e.i.n.t. pour T. 
3) On suppose qu'il n'existe pas de tel x1. 

a) Montrer que pour tout x E K1 il existe Ux E ltT tel que Ux(x) E Bo. 
b) Montrer qu'il existe U1, ... Un E ltT tels que pour tout x E X il existe 

k E {1, ... , n} tel que Uk(x) E Bo. 
c) On définit cpi, ... , 'Pn: K1 ---+ 1R par 'Pk(x) = max{O, 1 - llUk(x) - xoll}. 

Montrer que L.::~=l 'Pk(x) '# 0 pour tout x E K1. 

d) Pour X E K1, on pose Q(x) = L.::~En'Pk(x) r)(x). Montrer que Q est une 
k=l 'Pk X 

fonction continue de K1 dans Bo. 
e) Montrer que l'enveloppe convexe fermée K = convQ(K1) de Q(K1) est com­

pacte et convexe. 
f) Pour cette question, on utilisera le Théorème du point fixe de Schauder, que 

l'on admet : Toute fonction continue f: C ---+ C envoyant une partie convexe fermée 
C d'un espace de Banach dans elle-même et telle que f(C) soit compact possède un 
point fixe. 

Montrer qu'il existe Yo E K tel que Q[T(yo)] = Yo· 
1 n 

g) On pose L(x) = L.::n (T ) L 'Pk(Tyo) Uk(x). Montrer que L E ltT et 
k=l 'Pk Yo k=l 

que Yo E ker {Idx - LT). 
h) Montrer que ker {Idx - LT) est de dimension finie, puis que c'est un s. e. i. n. t. 

pour T. 





Chapitre VIII 

DUALITÉ 

VIll.1. Topologie faible 

Dans tout ce qui suit E sera un espace de Banach (même si la complétude sera 
souvent inutile). 

VIII.1.1. Définition 

Définition VIII.1.1. La topologie faible de E est la topologie la moins fine 
pour laquelle toutes les formes linéaires continues cp E E* restent continues. 

On la note a(E, E*), ou plus rapidement w. 

On a: 

Proposition VIII.1.2. Une base de voisinages pour la topologie faible de 
Xo E E est donnée par les parties : 

Ve,\01, ... ,\0n(xo) = {x E E; /cpj(X-xo)/::;; c, Vj = 1, ... ,n}, 

avec é > 0, n;;:,: 1, et cpi, ... , 'Pn E E* arbitraires. 

Preuve. On vérifie facilement qu'on peut définir une topologie f7 à partir de ces 
ensembles Ve,\01, ... ,\0n (xo), en disant qu'une partie n Ç E est ouverte si et seulement 
si pour tout Xo E n, il existe é > 0, n ;;:,: 1, et 'Pl' ... ' 'Pn E E* tels que Ve .\01, ... ,\On ( Xo) ç 
n. Alors les Ve,\01, .. .,\0n (xo) forment une base de voisinages de Xo pour cette topologie. 
Comme ce sont clairement des voisinages de x0 pour la topologie faible, la topologie 
faible est plus fine que la topologie 9". D'autre part, cette topologie f7 est moins fine 
que la topologie de la norme, et toute cp E E* est continue pour elle (car Ve,\0(0) est 
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un voisinage de 0). Donc .'Y est plus fine que la topologie faible. Elle lui est donc 
égale. D 

On notera que pour cp E E* : 

Ve,cp(O) = {x E E; lcp(x)I ~ t:} 

1 ker <p 

est une "bande" (intersection de deux demi-espaces de même direction), et que : 

en particulier : 

n 

v. (o) = n v. (o) . e,cp1, ... ,<fJn e,cpj , 

\ 

\ 

' \ 

\ 
\ I 

< 
I \ 
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V.:,cp 1 , ... ,cpn(O) 2 n kercpj, 
j=l 

qui est un sous-espace vectoriel (fermé) de codimension finie. 

Par définition, la topologie faible Cl(E, E*) est moins fine que la topologie de la 
norme, c'est-à-dire que l'application identité 

Id: (E, 11. /I)-+ (E,w) 
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est continue. Si dim E < +oo, ces deux topologie coïncident; en effet, si on se donne 
une base { e1, ... , ed} de E, le voisinage Vi,ip1 ·····'Pd (0), associé aux formes linéaires 
(automatiquement continues) : 

E ---+ oc 

est égal à la boule unité de E pour la norme llxlloo = max1:o:;;j:o:;;d lxjl· La topologie 
faible est donc égale à la topologie de (E, li· 11 00 ), qui est la même que celle de (E, li· li). 

Par contre, si dim E = oo, elles sont différentes puisque la boule unité ouverte 
UE = {x E E; llxll < 1} ne sera jamais ouverte pour cr(E, E*) : tout ouvert faible 
contenant 0 contient un sous-espace de codimension finie, ce qui n'est pas le cas de 
U E, puisqu'elle est bornée. On a même mieux : 

Exercice. Si dimE = oo, et SE= {x E E; llxll = 1}, alors s;n =BE (Exercice 10). 

VIII.1.2. Convergence 

Nous nous contenterons de parler de la convergence des suites, même si celles-ci 
ne suffisent pas pour étudier la topologie faible (voir ci-dessous). 

Il résulte immédiatement de la description des voisinages faibles que l'on a : 

Proposition VIII.1.3. La suite (xn)n~l converge vers x pour la topologie faible si 
et seulement si : 

<p(xn)--+<p(x), '</<p E E*. 
n--+oo 

On notera: 

W u(E,E') 
Xn--+ x ou Xn---'--'---? x ou encore w- lim Xn = x. 

n-too n-too n-too 

Exemples. Les théorèmes de représentation du dual pour les espaces de Hilbert et 
pour les espaces LP donnent : 

1) Si E = H est un espace de Hilbert, alors Xn ~ x si et seulement si : 
n--+oo 

(xn 1 y) --+(x 1 y), '</y E H. 
n--+oo 

2) Soit (S, !Y, m) un espace mesuré. Pour 1 < p < oo et pour p = 1 lorsque 
m est cr-finie, fn ~ f dans LP(m) si et seulement si : 

n--+oo 

{ fngdm--+ { fgdm, '</g E U(m), Js n--+oo Js 
où q est l'exposant conjugué de p G + i = 1). 
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Comme on va le voir, toute suite faiblement convergente est bornée (mais il faut 
prendre garde que pour des familles plus générales que les suites, leur convergence 
faible n'entraîne pas leur bornitude). 

Proposition VIII.1.4. Toute suite (xn)n~l faiblement convergente dans un 
espace de Banach est bornée. De plus, si la limite est x, on a llxll ~ liminf llxnll· n-too 

Preuve. Cela résulte du Théorème de Banach-Steinhaus (Corollaire IV.2.2), appliqué 
aux applications (formes) linéaires continues : 

Xn : E* --+ OC 
cp f--t Xn(cp) = cp (xn), 

puisque xn(cp) = cp (xn)-----+ cp (x) = x(cp), et que llxnll = llxnll et llxll = llxll (Corol-n-too 
laire Vl.2.5). D 

Remarque. En général l'inégalité ci-dessus est stricte ; par exemple, si H est un 
espace de Hilbert séparable et si (en)n~l est une base orthonormée de H, on a: 

OO 

(car (en 1 x)-----+0=(01 x) pour tout x EH, puisque L: l(en 1 x)l2 = llxll 2 < +oo), n-too n=l 
bien que llenll = 1 pour tout n? 1. 

En fait cet exemple n'est pas fortuit; en effet, on a : 

Proposition VIII.1.5. Soit H un espace de Hilbert. Si l'on a les deux conditions 
suivantes : 

1) Xn~Xj n-too 
2) llxn Il -----+ llxll ; n-too 

alors llxn - xll-----+ 0 (il y a convergence en norme). n-too 
Preuve. Il suffit de développer : 

llxn - xll 2 = llxn 11 2 + llxll 2 - 2 Re (xn 1 X) -----+ llxll 2 + llxll 2 - 2 Re (x 1 x) = 0. D n-too 
Remarque. Cette propriété, très intéressante, n'est pas spécifique aux espaces de 
Hilbert. On peut montrer qu'elle est vraie dans tous les espaces LP(m), pour 1 < p < 
oo, mais c'est plus difficile. Par contre, elle n'est pas vraie dans les espaces L1(m), 
L00 (m) et <ef(K) (lorsqu'ils sont de dimension infinie). On le voit facilement dans 
<ef([O, 1]), en prenant fn(x) = 1 pour x E [O, 1/n] U [3/n, 1], fn(2/n) = 0, et fn affine 
sur [1/n, 2/n] et sur [2/n, 3/n]; on a llfnlloo = 1 pour tout n ? 1, et fn(x)-----+ 1 n-too 
pour tout x E [O, 1], de sorte que (voir la Proposition VIll.1.6 ci-dessous) fn ~ ][, n-too 
bien que llf n - ][lloo = 1 pour tout n ? 1. 
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VIIl.1.3. Convergence faible dans l'espace des fonctions conti­
nues 

Pour l'espace 'îff'(K) des fonctions continues sur un compact K, on a le résultat 
suivant. 

Proposition VIII.1.6. Soit K un espace compact. Alors la suite Un)n~l 
converge faiblement vers f dans 'îff'(K) si et seulement si : 

a) la suite Un)n~l est bornée dans 'îff'(K) : (3M > 0) llfnlloo ~ M, Vn ~ 1 
(en tant que suite de fonctions, elle est uniformément bornée}; 

b) cette suite converge simplement: fn(x)---+ f(x), Vx E K. 
n-+oo 

Que ces conditions soient nécessaires est immédiat : la condition a) provient de la 
Proposition VIIl.1.4, et la condition b) résulte de la Proposition VIIl.1.3 et du fait 
que pour tout x E K, l'application Ex: f E 'îff'(K) t-7 f(x) E !K. est une forme linéaire 
continue (IEx(f)I = lf(x)I ~ 11/lloo)· 

La preuve du fait que ces conditions soient suffisantes va nécessiter un théorème 
de représentation du dual de 'îff'(K) (voir Annexe 1). 

Théorème. Soit K un espace compact. Pour toute forme linéaire continue 
<P: 'îff'(K) --+ lR (respectivement C}, il existe une unique mesure réelle (respecti­
vement complexe) µ sur ( K, ~or (X)), régulière, telle que : 

<P(f) = l f dµ, Vf E 'îff'(K). 

De plus, ll<Pll = 11µ11· 

En d'autres termes, ['îff'(K)] * est isométrique à vltr(K), l'espace des mesures ré­
gulières sur K. 

Rappelons qu'une mesure µ est régulière si pour tout borélien B, on a : 

lµl(B) = inf{lµI (n); n ouvert et B Ç n} = sup{lµI (L); L compact et L Ç B}. 

Rappelons aussi que si K est métrique (compact), alors toute mesure de Borel est 
régulière. 

Preuve de la Proposition VIII.1.6. La nécessité des conditions a déjà été expli­
quée. 

Pour voir la suffisance, on doit montrer que pour toute mesure régulière µ E 

vlt(K) : 

{ f n dµ ---+ { f du. lx n-+oo lx 
Mais cela résulte du Théorème de convergence dominée : si µ = h.lµI est la décom­
position polaire de µ, Unh)n converge vers f h, partout, et lfnhl = lfnl ~ M, qui est 
lµl-intégrable puisque la mesure positive lµI est bornée. D 
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VIII.1.4. Quelques propriétés de la topologie faible 

Tout d'abord, on a: 

Proposition VIIl.1.7. Soit E un espace de Banach. Muni de sa topologie faible, E 
est un espace vectoriel topologique, localement convexe et séparé. 

Preuve. Montrons que l'addition est w-continue. Soit x 0 , y0 E E et W un voisinage 
faible de so = xo + Yo· Il existe e > 0 et <pi, ... , <pn E E* tels que ll,;,cp1 , ... ,cpn (so) Ç W. 
Posons: 

Ona: 

d'où, puisque les <pj sont linéaires : 

l'Pj(x + y)-<pj(xo + Yo)/ 

= /<pj(x) + <pj(Y) - <pj(xo) - <pj(Yo)/ 

~ /<pj(x) - <pj(xo)/ + /<pj(Y) - <pj(Yo)/ ~ e, 1 ~ j ~ n; 

et donc x + y E W. 
La continuité de la multiplication par un scalaire se montre de la même façon. 
On obtient une topologie localement convexe puisque les voisinages élémentaires 

Ve,cp 1 , ••• ,cpn (x) de x sont convexes. 
Il reste à voir que la topologie est séparée. Or si x1 "1- x2 , il existe (voir Chapitre 

6, Corollaire 2.3) <p E E* telle que <p (x1) "1- <p (x2); alors, si e = (1/3)/<p (x1)-<p (x2)/, 
les voisinages V0 ,cp(x1) et V0 ,cp(x2) sont disjoints. D 

Le fait suivant est une conséquence directe de la définition de la topologie faible, 
mais comme il est fondamental, nous l'énoncerons en tant que théorème. 

Théorème VIII.1.8. Pour tout espace de Banach E, les formes linéaires 
sur E qui sont continues pour la topologie faible sont exactement les mémes 
que celles qui sont continues en norme (c'est-à-dire les éléments de E* ). 

Il en résulte une compatibilité des topologies pour les convexes. 

Théorème VIII.1.9. Toute partie convexe C d'un espace de Banach E qui 
est fermée (en norme) est aussi faiblement fermée. 

En particulier, les sous-espaces vectoriels fermés sont les mémes pour les 
deux topologies. 

Remarque. Comme la topologie de la norme est plus fine que la topologie faible, toute 
partie faiblement fermée est fermée pour la norme. Mais, si dim E = oo, cr(E, E*) est 
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strictement moins fine que la topologie de la norme ; il y a donc des parties fermées 
pour la norme qui ne sont pas faiblement fermées. Toutefois, le théorème dit que les 
convexes fermés sont les mêmes pour les deux topologies. 

Preuve. Toute cp E E* est w-continue, donc u = Re cp aussi. Les demi-espaces H-;t = 
{ x E E ; u( x) ;;::: a} sont donc w-fermés, et par conséquent C aussi, puisque C = n H-;t, par le Théorème de Minkowski. D 
CÇH;t 

Corollaire VIII.1.10 (Théorème de Mazur). Si Xn ~ x, il existe une suite de 
n-+oo 

combinaisons convexes : 

Cn = L ÀjXj OÙ Àj ;;::: 0, j E In, et L Àj = 1, 
jEln jEln 

qui convergent en norme vers x : lien - xi! ---t O. 
n-+oo 

Preuve. Soit Co l'ensemble de toutes les combinaisons convexes des Xn, n;;::: 1; c'est 

un convexe, et C = Gb 11 · 11 est convexe et fermé, en norme, donc aussi faiblement. Il 
ne reste plus qu'à remarquer que: 

X E { Xn ; n ;;::: 1} ç c; = c = Gb Il . 11 • D 

Corollaire VIII.1.11 (Mazur [1933]). Soit K un espace compact et fn: K -+ IK, 
n ;;::: 1, des fonctions continues. On suppose que la suite Un)n~l est uniformément 
bornée et converge simplement vers une fonction continue f: K -+ !K. Alors, il existe 
des combinaisons convexes des f n qui convergent uniformément vers f. 

Voyons maintenant se qui se passe pour les applications linéaires entre espaces de 
Banach. 

Théorème VIII.1.12. Soit E et F deux espaces de Banach et T: E -+ F 
une application linéaire. Alors l'application T: (E, 11 • llE) -+ (F, 11 · llF) est 
continue pour les normes si et seulement si T: ( E, w E) -+ ( F, w F) est conti­
nue pour les topologies faibles. 

Preuve. 
1) Supposons T continue pour les normes. Pour toute 'ljJ E F*, l'application : 

E -+ lK 
x H 'l/J[Tx] 

est une forme linéaire continue pour la norme, donc aussi pour WE = a(E, E*). Cela 
signifie que Test continue de (E,a(E,E*)) dans (F,a(F,F*)). En effet, pour tout 
é > 0 et toute 'ljJ E F*, il existe un voisinage faible V(e,'l/J) de x0 tel que: 

xEV(e,'ljJ) ===} l'l/J(Tx)-'l/J(Txo)l::;;e. 
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Soit alors W un voisinage faible de Txo ; il existe i:: > 0 et ,,P1 , ... , 'l/Jn E F* tels que 
Ve,..p1 ,. .. ,1/Jn (Txo) Ç W. On a donc : 

n n 

x E n V(t:, 'l/Jk) ::::} Tx E n Ve,1/Jk (Txo) = V,.,..p1 , ... ,..p,. (Txo) Ç W. 
k=l k=l 

2) Réciproquement, supposons T continue pour les topologies faibles. Si T n'est 
pas continue pour les topologies normiques, il existe une suite (xn)n~I de la sphère 
unité de E telle que llTxnllF---+ +oo. Si l'on pose Un = (1/11Txnll 1/ 2 ) Xn, on a 

n-too 

llunllE---+ O. Alors, a fortiori Un~ O. Comme Test continue pour les topologies 
n~~ n~~ 

faibles, on obtient Tun ~O. Mais alors la suite (Tun)n~I doit être bornée, par la 
n-too 

Proposition VIII.1.4. On obtient une contradiction car llTunllF = 11Txnll 1/ 2 ---+ +oo. 
n-too 

Signalons un autre argument : si T est continue pour les topologies faibles, son 
graphe Gr est fermé dans ExF, muni de la topologie-produit de a(E, E*) et a(F, F*); 
a fortiori, Gr est fermé pour le produit des topologies des normes. Le Théorème du 
graphe fermé assure que T est continue pour les normes. D 

VIll.1.5. Métrisabilité 

Nous avons parlé de la convergence des suites au §2; pourtant, elles ne suffisent 
pas pour étudier la topologie faible. Par exemple, si (en)n~I est la base naturelle de 
f.2 et si A= {en +nem; n ~ m}, alors 0 E A, bien qu'aucune suite d'éléments de A 
ne converge faiblement vers 0 (Exercice 4). 

Ce fait est relié au suivant : si dim E = oo, alors 0 ne possède aucune base 
dénombrable de voisinages pour la topologie faible (Exercice 19); en particulier, 
a(E, E*) n'est pas métrisable. 

Notons toutefois que, dans l'exemple précédent, la partie A n'est pas bornée. 
Lorsque l'on se restreint à des parties bornées, on peut avoir de la métrisabilité, 
comme l'assure la proposition suivante. 

Proposition VIII.1.13. Soit E un espace de Banach dont le dual E* est 
séparable. Alors la boule unité BE de E est métrisable pour la topologie faible. 

Notons que toutes les boules fermées (de rayon > 0) étant homéomorphes entre 
elles (pour la topologie faible), elles seront toutes métrisables; toute partie bornée de 
E sera donc aussi métrisable. 

Notons aussi que l'on peut montrer la réciproque: si (BE, w) est métrisable, alors 
E* est séparable (Exercice 12). 

Preuve. Soit (<pn)n~I une suite dense dans E*. Posons, pour x, y E E : 

d X _ ~ ~ l'Pn(X -y)I . 
( ,y)-~2nl+l'Pn(x-y)I 
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C'est une distance sur E (parce que l'application t H 1!t est strictement croissante 
sur IR+; on notera que si d(x, y) = 0, alors 'Pn(x - y) = 0 pour tout n ;;:: 1; donc 
cp (x - y) = 0 pour toute cp E E*, par densité, et donc x = y, puisque E* sépare les 
points de E). Alors : 

a) Cette distance induit sur E une topologie moins fine que la topologie faible. En 
effet, soit : 

~e(x) ={y E E; d(x,y) ~ ê} 

une boule fermée pour la distance d de centre x. Si l'entier N ;;:: 1 est tel que 1/2N ~ 
ê/2, et si : 

on a: 

de sorte que ~e(x) 2 V(x). 

b) Sur B-e, les deux topologies coïncident. En effet, si l'on se donne un voisinage 
faible V de x E BE, il existe ê > 0 et 'ljJ1 , ... 'l/Jn E E* telles que : 

Ve:,1p1, ... ,,µn(x) Ç V. 

Par densité de la suite (cpk)k;~1, il existe des entiers k1 < · · · < kn tels que \\'l/Jj-cpki \\ ~ 
ê/4 pour 1 ~ j ~ n. Alors : 

W(x) = Ve:;2,cpk1, ... ,cpkn (x) nBE Ç V 

car si y E W ( x), on a, pour 1 ~ j ~ n : 

Cela termine la preuve puisque W(x) contient ~a(x) avec a= ~ 1~~2 . En effet, si 
d( ) ~ 1 l'P1 (x-y)i / 1 e/2 l ..._ 1 . d l'P1 (x-y)i / e/2 

x, y ....,, a, on a 21 l+lcpi(x-y)I ;::::, 2kn l+e/2 pour tout ,::; , one l+lcpi(x-y)I ;::::, l+e/2 

pour l ~ kn, et \cpki (x - y)\ ~ ê/2 pour j = 1, ... , n. D 

Remarque. Pour la partie a) de la preuve, on a seulement besoin d'une suite ( 'Pn)n;;,l 
qui sépare les points de E : 

(cpn(x) = 0, Yn;;:: 1) X =0. 

C'est en particulier le cas lorsque E est séparable. En effet, on a le résultat suivant. 

Lemme VIII.1.14. Si E un espace de Banach séparable, il existe une distance sur 
E définissant une topologie moins fine que la topologie faible. 

Preuve. En effet, si (un)n;;, 1 est une suite dense dans E, le Théorème de Hahn-Banach 
permet d'obtenir, pour tout n ;;:: 1, une forme linéaire 'Pn E E* telle que \\cpn\\ = 1 
et 'Pn(un) = \\un\\; cette suite (cpn)n;;.1 sépare les points de E : soit x E E tel que 
'Pn(x) = 0 pour tout n;;:: 1; il existe, par densité, une sous-suite (uni)j;;,1 telle que 
\\un. - x\\ --:----+O. Mais alors : 

J J-tOO 



208 CHAPITRE VIII. DUALITÉ 

llun -Il = <pn3· (un ) = <pn3 (un3· - x) :::; llun,· - xll-:---+ 0, 
J 3 J-'>00 

ce qui entraîne x = O. 
La première partie de la preuve de la Proposition VIIl.1.13 donne ensuite le ré-

sultat. D 

Cela permet de montrer le théorème suivant. 

Théorème VIIl.1.15 (Théorème d'Eberlein-Smulian). Si K est une partie 
faiblement compacte dans un espace de Banach E, alors de toute suite d'élé­
ments de K, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente, vers un 
élément de K. 

Notons que la réciproque est vraie, mais elle est plus difficile à montrer. Elle est 
de toutre façon moins utile (du moins en ce qui concerne ce cours). 

Il faut bien noter que le résultat est vrai même si (K,w) n'est pas métrisable. 

Preuve. Soit (xn)n;:;:i une suite d'éléments de K. Soit G = vect 11 ·11{xn; n ~ 1} le 
sous-espace vectoriel fermé engendré par cette suite. Par construction, Gest séparable. 
Soit d une distance sur G induisant une topologie moins fine que la topologie faible 
de G (il en existe d'après le Lemme VIIl.1.14). 

G étant faiblement fermé dans E, K n Gest faiblement compact dans E, c'est-à­
dire pour la topologie a(E, E*). 

Mais le Théorème de Hahn-Banach permet d'étendre toute forme linéaire continue 
sur G (c'est-à-dire tout élément de G*) en une forme linéaire continue sur E, c'est-à­
dire un élément de E*; il en résulte que la trace sur G de la topologie faible a(E, E*) 
de E est la topologie faible a(G, G*) de G. Par conséquent K n G est faiblement 
compact dans G, pour la topologie faible a(G, G*) de G. La topologie définie sur 
G par la distance d étant moins fine que la topologie faible, ces deux topologies 
coïncident sur le compact faible K n G. Ainsi, la topologie faible est métrisable sur le 
compact K n G, et l'on peut donc extraire de la suite (xn)n;:;: 1 , qui est dans K n G, 
une sous-suite convergente, vers un élément de K n G Ç K. D 

VIll.2. Topologie *-faible sur un dual 

La topologie faible sur un espace de Banach, si elle est intéressante car naturelle et 
compatible avec la topologie de la norme, présente l'inconvénient lié à son avantage : 
étant "proche" de la topologie de la norme, elle n'a pas, en général, assez de "bonnes" 
propriétés de convergence ou de compacité. Lorsque E = X* est un espace dual, on 
peut introduire une autre topologie qui, elle, aura ces bonnes propriétés. 

Cela ne s'applique pas à tous les espaces de Banach, puisque, par exemple, ni c0 

ni L1 (0, 1) n'est le dual d'un espace de Banach (voir !'Exercice 28); ils ne sont même 
pas isomorphes au dual d'un espace de Banach. 

Dans toute cette partie, X sera un espace de Banach et E = X* sera son dual. 
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VIIl.2.1. Définition 

Définition VIII.2.1. On appelle topologie *-faible, ou topologie weak-star, 
sur X* la topologie la moins fine rendant continues toutes les formes linéaires 
issues de X : 

x: X* ----+ OC 
'P t---+ x(cp) = 'P (x) 

pour x EX. 

On la note a(X*, X), ou plus simplement w*. On dit aussi que c'est la topologie 
préfaible sur X*. 

On a donc maintenant trois topologies sur E = X* : 
• w* = a(X*,X) 
• w = a(X*, X**)= a(E, E*) 
• la topologie de la norme Il. llx• = 11 · llE· 
D'après la définition, w* est moins fine que la topologie faible w (qui elle-même 

est moins fine que la topologie de la norme). 

Comme pour la topologie faible, on démontre : 
• Une base de voisinages de 'Po E X* est donnée par : 

W,,,x 1 , ... ,xn('Po) = {cp EX*; l'P (xj) - 'Po(xj)I ~ ê 1 ~ j ~ n} 

pour ê > 0, n ~ 1, et X1, ... ,Xn EX. 
• C'est une topologie d'espace vectoriel topologique localement convexe. 
• Elle est séparée : si 'Pl f= 'P2, il existe x E X tel que 'Pl ( x) f= 'P2 ( x) ; alors, pour 

e = l'P1(x) - cp2(x)l/3, on a W,,,x('P1) n W,,,x('P2) = 0. 

Alors qu'il était immédiat, d'après la définition, que les formes linéaires continues 
pour la topologie faible étaient les mêmes que celles continues pour la norme, cette 
propriété n'est plus vraie, en général, pour la topologie préfaible. En effet, on a le 
résultat suivant. 

Théorème VIIl.2.2. Les formes linéaires w* -continues sur X* sont exacte­
ment les x, pour x E X. 

Preuve. Les formes linéaires x, pour x E X, sont w* -continues, par définition. 
Inversement, soit <I>: X* -+ OC une forme linéaire w*-continue. L'ensemble : 

{cp EX*; l<I>(cp)I ~ 1} 

est un w*-voisinage de 0; il contient donc un voisinage du type W,,,x 1 , ... ,xJO), et donc 
a fortiori n;=1 ker xj. Cela signifie que : 

n 

'P En kerxj ==} l<I>(cp)I ~ 1. 
j=l 



210 CHAPITRE VIII. DUALITÉ 

Comme n;=l ker Xj est un espace vectoriel, on doit en fait avoir l>-1 l<I>(cp)I = l<I>(>.cp)I ~ 
1 pour tout À E K Cela n'est possible que si <I>(cp) =O. 

Ainsi : 
n n kerxi ç ker<I>. 

j=l 

Il ne reste plus qu'à appliquer le lemme d'algèbre linéaire suivant : 

Lemme VIII.2.3. Soit E un espace vectoriel et <I>, <I>1, ... , <I>n: E -+ IK des formes 
linéaires. On a : 

n n ker <I>j Ç ker <I> <==> (3a1, ... , an E ][{ : <I> =ai <1>1 + · · · + an<I>n). 
j=l 

pour obtenir le résultat. D 

C'est un inconvénient de cette topologie par rapport à la topologie faible. Il en 
résulte que les convexes fermés (en norme ou pour la topologie faible) dans X* ne 
sont pas en général, w*-fermés. Par exemple, si <I> E X** n'est pas de la forme x 
pour x EX alors ker<I> est fermé en norme, mais pas w*-fermé (à titre d'exercice, on 
pourra montrer qu'un hyperplan H de X* est w*-fermé si et seulement si il est de la 
forme H = kerx, avec x EX, non nul). 

Cet inconvénient est largement compensé par le théorème suivant. 

Théorème VIIl.2.4 (Théorème d'Alaoglu (1940]). La boule-unité Bx· de X* 
est w*-compacte. En particulier, elle est w*-fermée. 

Lorsque l'espace X est séparable, cela avait été montré avant par Banach en 1929. 
Notons que comme toutes les boules sont homéomorphes, pour la topologie pré­

faible (pour chacune des trois topologies, en fait) entre elles, car la topologie préfaible 
est une topologie d'e.v.t., toutes les boules fermées sont donc w*-fermées. 

Preuve. Posons, pour tout x E Bx, Dx = {À E OC; l>-1 ~ llxll}. On a une injection : 

J: Bx· 
cp 

I1xEBf Dx 
(cp(x)JxEBx' 

qui réalise un homéomorphisme entre Bx·, muni de la topologie préfaible, et J[Bx·], 
comme sous-espace de l'espace produit I1xEBx Dx, muni de la topologie-produit (il 
suffit de remarquer que les bases de voisinages pour les deux topologies ont exactement 
le même description). Comme I1xEBx Dx est compact, par le Théorème de Tychonov 
(voir Annexe 2), il en est de même de K = J[Bx· ], car K est fermé dans I1xEBx Dx. 

En effet, soit À= (>-x)xEBx E K, alors si x,y E Bx sont tels que x +y E Bx, il 
existe, pour tout E: > 0, une cp E Bx· telle que : 
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(donnée par le voisinage We,x,y,x+y(À)); cela entraîne JÀx+y-(Àx +Ày)J ~ 3€, et donc 
Àx+y = Àx+Ày, puisque ê > 0 était arbitraire. De même, Àax = aÀx pour tout x E Bx 
et tout a E K tels que ax E B x. On peut alors définir une forme linéaire 'lj;: X -+ ][( 
telle que 'lj;(x) = Àx pour tout x E Bx. Elle sera continue puisque 'lj;(x) = Àx E Dx 
signifie que j'lj;(x)J ~ JJxJJ pour tout x E Bx. De plus À= J('lj;). 0 

VIII.2.2. Réflexivité 

La topologie préfaible w* coïncide avec la topologie faible w sur X* si et seulement 
si les formes linéaires x, pour x E X, composent l'ensemble des formes linéaires 
continues (en norme, ou pour la topologie faible) sur X*; en d'autres termes, si et 
seulement si l'injection canonique : 

i: X --+ X** 
X 1----t X=i(x) 

est surjective. 

Définition VIII.2.5. On dit que l'espace de Banach X est réflexif si l'injection 
canonique : 

i: X --+ X** 
x i---t x=i(x) 

est suriective. 

Exemples. 
1) .=-1 ~-o-u_t_e_s_p_a-ce_d_e_H_i-lb_e_r_t -e-st_r_é_fi_e_x-...,if I · 

En effet, si H est un espace de Hilbert, rappelons que toute cp E H* s'écrit de 
façon unique cp = cpy, avec cpy(x) = (x J y), Vx EH; l'application y EH H cpy EH* 
est un anti-isomorphisme (dans le cas complexe; c'est un isomorphisme dans le cas 
réel) : 'Pay = acpy pour tout a E C et tout y E H. On peut donc munir H* d'un 
produit scalaire, en posant (cpy 1 'Py') =(y' 1 y) pour y,y' EH, qui fait de H* un 
espace de Hilbert. Par conséquent, pour toute <I> E H**, il existe cp E H* telle que 
<I>( cp) = ( 'lj; J cp), pour toute 'lj; E H*. Autrement dit, il existe x E H tel que, pour 
toute 'lj; = cpy E H*, on ait : 

<I>(îf;) = ('lj; 1 cp) = (cpy 1 'Px)= (x 1 y)= cpy(x) = x(cpy) = x('lj;) j 

donc <I> = x. 0 
2) 1.-P-o_u_r_l_<_p_<_oo_, _L_P_( m-)-e-st_r_é_fi-ex_i__,f I · 

Le raisonnement est le même. Si q est l'exposant conjugué de p, on a 1 < q < oo, 
et l'on sait que les applications : 

<I> : LP(m) --+ et Ill: 
f 1----t 
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sont bijectives, avec : 

Soit alors r.p E [LP(m)]**. On a r.p o W E [Lq(m)]* : 

U(m)~ [LP(m)]* ~IK; 

il existe donc f E LP(m) telle que r.po W =<Pt, c'est-à-dire r.p (w 9 ) = iP 1(9), pour toute 
g E Lq(m). Mais si i: LP(m)---* [LP(m)]** est l'injection canonique, on a: 

donc r.p = i(f). D 

Il résulte de la définition que si X est réflexif, les topologies faible et préfaible 
coïncident sur X*, et donc que la boule-unité Bx· de X* est faiblement compacte. 
Mais celle Bx de X est alors aussi w-compacte; en effet, pour tout espace de Banach 
X, l'image par l'injection canonique i: x EX H x EX** de la topologie faible 
a(X, X*) sur X est la trace sur i(X) de la topologie préfaible a(X**, X*) de X** : 
c'est évident, cela résulte de la définition. Donc, lorsque X est réflexif, (Bx, w) est 
homéomorphe à (Bx··, w*), qui est compacte, par le Théorème d'Alaoglu. Ainsi : 

Pour tout espace de Hilbert H, la boule-unité Bs est faiblement compacte. 

Pour 1 < p < oo, et toute mesure m, la boule-unité de LP(m) est faiblement 
compacte. 

En fait, on a mieux. 

Théorème VIII.2.6 (Théorème de Kakutani [1940]). Un espace de Banach 
X est réflexif si et seulement si sa boule unité est faiblement compacte. 

Ce théorème permet donc de tester la réflexivité, sans faire appel au bidual. 

Nous avons déjà vu un sens. L'autre résulte du théorème suivant. En effet, si Bx 
est faiblement compacte, son image Bx = i(Bx dans X** par l'injection canonique 
est faiblement compacte, puisque i est continue pour les topologies faibles, par le 
Théorème VIII.1.12. Elle est a fortiori préfaiblement compacte, donc préfaiblement 
fermée dans X**. 
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Théorème VIII.2.7 (Théorème de Goldstine [1938]). Pour tout espace de 
Banach X, la boule unité B x de cet espace est w* -dense dans la boule unité 
Bx·· de X**. 
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-w• -w• 
Preuve. Soit <I> E Bx·· telle que <I> ~ Bx . Comme Bx est convexe, et w*-fermé 

(et même w*-compact), on peut séparer <I> et Bx w* par une forme linéaire sur X** 
qui est w*-continue (en appliquant le Théorème VI.3.6 à l'espace localement convexe 
X** muni de la topologie préfaible w* = a(X**, X*)), c'est-à-dire par un élément 
ep E X* (Théorème VIII.2.2) : 

{ lep (<I>)I = 1 -w· 

sup{Reep (w); w E Bx } < 1; 

mais ce n'est pas possible car : 

1 =lep (<I>)I ~ llepll ll<I>ll ~ llepll, 

et: 
-w• 

1 > sup{Reep (w); w E Bx } ;;?! sup{Reep (w); w E Bx} = llepll · D 

Corollaire VIII.2.8. Pour tout espace de Banach X, on a : 

X est réflexif si et seulement si X* est réflexif. 

Preuve. Si X est réflexif, on a vu que Bx· est faiblement compacte; donc X est 
réflexif. 

Inversement, si X* est réflexif, alors X** aussi, par ce qui précède. Mais X est un 
sous-espace vectoriel fermé (en norme) de X**. Il suffit donc d'appliquer le résultat 
suivant. D 

Proposition VIII.2.9. Si Z est un espace de Banach réflexif, alors tout sous-espace 
fermé Y de Z est aussi réflexif. 

Preuve. Le Théorème de Hahn-Banach permettant de prolonger les formes linéaires 
continues sur Y, il en résulte que la topologie faible a(Y, Y*) de Y est la trace 
sur Y de la topologie faible a(Z, Z*) de z. Comme Bz est faiblement compacte 
et que By Ç Bz est faiblement fermée (comme convexe fermé en norme), il en résulte 
que By est aussi faiblement compacte, et donc que Y est réflexif. D 

VIII.2.3. Métrisabilité 

Comme pour la topologie faible, on a, dans X*, en vertu Théorème VIII.2.2 : 

'Pn~ep {::::::::} [epn(x)--+ep(x), VxEX], 
n~oo n~~ 
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et alors (epn)n est bornée et JlepJI ::::; liminfn-HXJ Jlepnll, grâce au Théorème de Banach­
Steinhaus. 

Mais on peut montrer, comme pour la topologie faible, que si X est de dimension 
infinie, il n'y a pas de base dénombrable de voisinages pour la topologie préfaible; les 
suites ne suffisent donc pas pour décrire a(X*, X), et en particulier, cette topologie 
n'est pas métrisable. Néanmoins, si l'on se restreint aux parties bornées de X*, on 
peut avoir de la métrisabilité. 

Théorème VIII.2.10. (Bx·, w*) est métrisable si et seulement si X est séparable. 

Dans ce cas, toute partie bornée sera w* -métrisable. 

Preuve. Si X est séparable, on introduit, comme pour la topologie faible, une distance 
sur Bx· en prenant une suite (xn)n dense dans X et en posant : 

d( "'') = ~ _!_ lep (xn) - 'l/J(xn)I . .J, B 
ep, 'f' ~ 2n 1 +lep (xn) - 'l/;(xn)I ' ep, 'f' E x•' 

et elle définit a(X*, X) sur Bx·. 
Inversement, si 8 est une distance sur Bx· définissant a(X*, X), soit : 

Un= {ep E Bx·; ô(ep,O)::::; 1/n}. 

Il existe E: > 0 et une partie finie Fn Ç X tels que : 

Un 2 Wn = {ep E Bx·; lep(x)I::::; E:, 'Vx E Fn}· 

Alors: 

est dénombrable et dense dans X, car si ep E Bx· et : 

ep(x) = 0 Vx E Li, 

on a ep E Wn, et donc ep E Un, pour tout n ~ 1; donc ep =O. 

Remarque. On a en fait : 

( B x, w) métrisable 
(Bx·,w*) métrisable 

{::=} X* séparable; 
{::=} X séparable. 

D 

Ces deux équivalences sont liées : on peut montrer que si X* est séparable, alors 
X est aussi séparable (Exercice 12). Par contre l'inverse est faux : par exemple, l 1 est 
séparable, mais son dual l 00 ne l'est pas. De même, L1(0, 1) est séparable, mais son 
dual L00 (0, 1) ne l'est pas. 

Notons le corollaire suivant. 

Corollaire VIII.2.11. Si Y est un espace de Banach réflexif et séparable, alors sa 
boule unité By, munie de la topologie faible, est métrisable. 

En effet, si l'on pose X= Y*, alors Y= X*, et Wy = wx•· D 
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VIII.2.4. Applications 

Résumons quelques résultats précédents. 

a) Si X est un espace de Banach séparable, alors de toute suite bornée (cpn)n 
dans X*, on peut extraire une sous-suite préfaiblement convergente. 

b) Si X est un espace de Banach réflexif, alors de toute suite bornée (xn)n dans X 
on peut extraire une sous-suite faiblement convergente. 

Comme application du b), on montrera en exercice que L1(0, 1) n'est pas réflexif. 

Voici deux exemples d'application. 

Exemple 1. 

Soit X un espace de Banach réflexif réel et G: X -+ ~ une application convexe : 

G(>.x+(l->.)):::;;>.G(x)+(l->.)G(y), o:::;;>.:::;;1, 

qui est semi-continue inférieurement (pour la norme} et telle que G(x) +oo. 
/lx/1--++oo 

Alors, il existe xo E X tel que : 

G(xo) = inf G(x). 
xEX 

Preuve. Soit Ào = infxEX G(x) E [-oo, +oo[. Pour tout À> Ào, posons : 

K>. = {x EX; G(x):::;; >.}. 

Alors K>. est convexe (car Gest convexe), fermé, en norme (car Gest semi-continue 
inférieurement), et borné, car sinon il existerait des Xn E K>. tels que llxnll----+ +oo; 

n--+oo 
on aurait G(xn)-----+ +oo, ce qui contredit G(xn) :::;; À. Les ensembles Kn sont donc 

n--+oo 
faiblement compacts. Comme ils ne sont pas vides et que K>. Ç KN pour À:::;; >.',on 
a: n K>. =/:- 0. 

À>Ào 

Si xo est dans cette intersection, on a : 

G(xo) :::;; À, V>. > Ào; 

donc G(xo) = Ào (et par conséquent Ào =1- -oo). 

Exemple 2. 

0 

Soit X un espace de Banach et C un convexe préfaiblement fermé de X*. Alors, pour 
toute cp E X*, la distance : 

est atteinte. 

dist(cp,C) = inf llcp-'!fillx· 
1/JEC 

C'est en particulier le cas lorsque C = F est un sous-espace vectoriel w*-fermé. 

La preuve est laissée en exercice. 
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VIll.3. Annexe 1 Représentation du dual de lf0 (L) 

Théorème VIII.3.1. Soit L un espace localement compact. Pour toute forme li­
néaire continue <I> : 'ifo ( L) --+ ~ (respectivement C), il existe une unique mesure réelle 
{respectivement complexe)µ sur (L,~or(L)), régulière (c'est-à-dire une mesure de 
Radon}, telle que : 

<I>(f) = h f dµ, 't:/f E 'ifo(L). 

De plus, JJ<I>JJ = JJµJJ. 

En d'autres termes, si .AR(L) est l'ensemble des mesures de Radon sur L: 

1 ['ifo(L)]* est isométrique à .AR(L) I· 

En effet, il est clair que touteµ E .A(L) définit une forme linéaire continue <I>µ sur 
'ifo(L) en posant <I>µ(f) =IL f dµ, et que JJ<I>µJJ ~ JJµll. 

On notera que la régularité ne sert que pour assurer l'unicité. On peut d'ailleurs 
montrer que si Lest métrisable et dénombrable à l'infini, alors toute mesure de Borel 
est régulière. Dans ce cas, ['ifo(L)]* est isométrique à .A(L). C'est en particulier le 
cas si L = K est un compact métrique, et si L = ~d (ou plus généralement si Lest 
un ouvert de ~d). 

La preuve est basée sur le Théorème de représentation de Riesz (voir un cours 
d'Intégration pour une preuve). 

Théorème VIII.3.2 (Théorème de représentation de Riesz). Soit L un espace loca­
lement compact et A: .)(:' ( L) --+ ~ une forme linéaire positive : 

f ~ 0 =? A(f) ~ O. 

Alors, il existe une tribu .A de parties de L, contenant la tribu borélienne ~or(L) 
et une unique mesure positive m = mA sur (L, .A) telle que : 

1) A(f) =IL f dm, 't:/f E Jf:'(L); 
2) m(K) < +oo pour tout compact K; 
3) a) m(O) = sup{m(K); K compact et K Ç n} pour tout ouvert n de L; 

b) m(B) = sup{m(K); K compact et K Ç B} pour toute partie B E .A 
telle que m(B) < +oo; 

4) m(B) = inf{m(O); n ouvert et B Ç il} pour tout BE .A. 

Preuve du Théorème VIIl.3.1. a) Unicité. Soitµ E .AR(L) telle que: 

h f dµ = 0 , V f E 'ifo ( L). 

Soit µ = h.JµJ la décomposition polaire de µ. Comme Jhl = 1 JµJ-p.p., on a h E 

L00 (JµJ) Ç L1 (JµJ). Par densité de Jf:'(L) dans L 1 (JµJ), il existe fn E Jf:'(L) telles 
que: 

j JÏÏ - J ni dJµJ---+ O. 
L n--+oo 

Mais, comme IL fn dµ = 0, on a, puisque Jhl = 1 : 
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lµl(L) = [ lhl 2 dlµI = [ hhdlµI = [ lïdµ 

= [(h-fn)dµ= [(h-fn)hdlµI ~ [lh-fnldlµI; 

on a donc lµl(L) = 0, doncµ= O. 

b) Existence. Soit <I> E ['&'o(L)]*. On peut supposer ll<I>ll = 1. On a: 
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Lemme VIII.3.3. Pour toute forme linéaire continue <I> E ['&'0 (L)]*, il existe une 
forme linéaire positive A: X ( L) -+ JR. ou C telle que : 

l<I>(f)I ~ A(lfl) ~ ll<I>ll llflloo, 't:/f E X(L). 

Admettant cela pour l'instant, le Théorème de représentation de Riesz donne une 
mesure de Borel positive v telle que : 

A(f) = [ f dv, 't:/f E X(L). 

Comme, d'après la définition de v (voir la preuve du Théorème de représentation de 
Riesz), on a: 

v(L) = sup{A(f); f E X(L) et 0 ~ f ~ 1} 

~ sup{llflloo; f E X(L) et 0 ~ f ~ 1} ~ 1, 

la mesure v est bornée; elle est donc régulière, d'après le Théorème de représentation 
de Riesz. 

D'autre part, le lemme donne : 

l<I>(f)I ~ A(lfl) = [ lfl dv = llfllu(v), 't:/f E X(L); 

donc <I> est une forme linéaire sur X(L), continue pour la norme de L1(v). Par densité 
de X(L) dans L1(v), elle s'étend en une forme linéaire continue ~ sur L1(v) tout 
entier, avec la même norme. On peut donc trouver g E L00 (v), avec ll9lloo = ll<I>ll = 1, 
telle que: 

~(!) = [ f gdv, 't:/f E L1(v). 

Par restriction à '&'0 (L) (Ç L1(v) car v est bornée), on obtient : 

<I>(f) = [ f gdv, 't:/f E '&'o(L). 

Cela prouve la première partie du théorème avecµ= g.v. 
De plus, puisque ll<I>ll = 1, (*)donne: 

1 = !l<I>!I = sup{l<I>(f)!; f E '&'o(L), llflloo ~ 1} ~ [ lgl dv · 
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Comme v(L) ~ 1 et IYI ~ 1, on a JL IYI dv ~ v(L) ~ 1, et l'inégalité précédente 
entraîne JL IYI dv = 1. Alors : 

llµll = lµl(L) = [ dlµI = [ d(lgl.v) = [ IYI dv = 1 = llcI>ll· 

Cela achève la preuve du théorème. D 

Notons qu'en fait, les égalités précédentes montrent que v(L) = 1 et IYI = 1; donc 
lµI = lgl.v = v. 

Preuve du lemme. 1) Pour f E %(L) et f;;:: 0, posons: 

A(f) = sup{lcI>(h)I; h E %(L) et lhl ~ !}. 

On a: 
0 ~ A(f) ~ llcI>ll llhlloo ~ llcI>ll 11/lloo· 

On a clairement A(af) = aA(f) pour tout a E IR+· Nous allons montrer que : 

A(f + g) = A(f) + A(g), Vf, g E x+(L). 

Fixons pour cela f,g E Jf:+(L). 

•Pour tout é > 0, il existe hi,h2 E %(L) telles que lh1I ~ f, lh2I ~ g et: 

Soit 0:1, 0:2 E C tels que 10:1 I = 10:2 I = 1 et : 

Alors : 

A(f) + A(g) ~ lcI>(h1)I + lcI>(h2)I + 2é = cI>(o:1h1 + Œ2h2) + 2é 

~ A(l(o:1h1 + 0:2h21) + 2é ~ A(lh1I + lh21) + 2é ~ A(f + g) + 2é; 

d'où A(f) + A(g) ~ A(f + g). 
•Soit V= {x EL; f(x) + g(x) > O}. 
Pour toute h E %(L) telle que lhl ~ f + g, posons: 

h1(x) = f(x) h(x) , h2(x) = g(x) h(x) , six EV; 
f(x) + g(x) f(x) + g(x) 

h1(x) = h2(x) = 0 six (j. V. 

Les fonctions h1 et h2 sont alors continues sur L. C'est clair en tout point de 
l'ouvert V. Pour xo (j. V, on a hj(xo) =O. La continuité de h et l'inégalité lhj(x)I ~ 
lh(x)I, Vx EL, entraînent la continuité de hj en xo. Cette inégalité entraîne aussi que 
supp (hj) Ç supp (h); donc hj E %(L). 

Maintenant, puisque h1 + h2 = h et lh1I ~ f, lh2I ~ g, on a: 
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Prenant la borne supérieure sur toutes les h possibles, on obtient : 

A(!+ g) ~A(!)+ A(g). 

2) Pour f E %(L) réelle, on a: 

et on pose: 

f+ = ~(lfl + f) E /C(L) 

1 r = 2c111 - J) E K(L), 

A(!)= A(J+) - A(!-). 

Pour f complexe, on pose A(!) = A(Re f) + iA(Im f). 

219 

On vérifie sans difficulté que A est bien une forme linéaire (réelle ou complexe, 
selon les cas) positive sur %(L), et cela achève la preuve du lemme. D 
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VIII.4. Annexe 2 Théorêrne de Tychonov 

VIII.4.1. Filtres et ultrafiltres 

Nous allons rappeler les propriétés élémentaires des filtres et ultrafiltres. 

Définition VIII.4.1. Soit E un ensemble, non vide; on dit qu'une famille de parties 
§ Ç &'(E) est un filtre sur E si : 

1) elle n'est pas vide, et 0 ~ .f/; 
2) si A et B sont dans§, alors AnB E .f/; 
3) si A E § et B :2 A, alors B E §. 

On dit qu'un filtre .f/2 est plus fin qu'un filtre .Y/1 (et que .Y/1 est moins fin que 
.Y/2) si .Y/2 :2 .Y/1. 

Un filtre Cilf est un ultrafiltre s'il est maximal, au sens de l'inclusion, c'est-à-dire 
qu'il n'y a pas de filtre strictement plus fin que lui. 

Notons que l'ensemble total E est donc toujours contenu dans un filtre. 

Il est souvent pratique de ne pas travailler avec tous les éléments du filtre; si .f/ 
est un filtre, on dit que~ Ç § est une base du filtre .f/ si pour tout A E .f/, il existe 
B E ~tel que B Ç A. Pour qu'une famille non vide de parties ~ Ç &'(E) soit la 
base d'un filtre (on dit alors que~ est une base de filtre), il faut et il suffit que 0 ~ ~ 
et que, pour tous A, BE~. il existe CE~ tel que C ÇA n B; ~est alors la base 
du filtre §g,(J formé de toutes les parties qui contiennent au moins un élément BE~; 
c'est le plus petit filtre (le moins fin) qui contienne ~-

Exemples. a) Sur N, l'ensemble des parties dont le complémentaire est fini est un 
filtre, appelé filtre de Fréchet. 

b) Plus généralement, soit I un ensemble muni d'un ordre filtrant : pour tous 
i,j E J, il existe k E I tel que k? i et k? j; alors, si l'on note Ji= {i E J; i? j}, 
l'ensemble ~ = {Ji; j E I} est la base d'un filtre .Y/1 sur I, dit filtre des sections de 
I. 

c) Si E est un espace topologique, alors, pour tout x E E, l'ensemble P'(x) des 
voisinages de x est un filtre. 

d) Pour tout ensemble E, et tout a E E fixé, l'ensemble des parties de E contenant 
a est un ultrafiltre Cilla ; ces ultrafiltres sont dits ultrafiltres triviaux. 

A l'exception des ultrafiltres triviaux, l'existence des ultrafiltres n'est assurée que 
par le Lemme de Zorn. 

Proposition VIIl.4.2. Pour tout filtre .f/ sur un ensemble E, il existe un ultrafiltre 
plus fin que .f/. 

Preuve. Il est clair que la réunion de toute famille totalement ordonnée de filtres est 
encore un filtre; par conséquent, l'ordre donné par la finesse sur l'ensemble des filtres 
plus fins que § est inductif, et donc cet ensemble possède des éléments maximaux. D 

Une propriété importante des ultrafiltres est la suivante. 
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Proposition VIII.4.3. Un filtre § sur l'ensemble E est un ultrafiltre si et seulement 
si, pour tout A Ç E, A E § ou N = E \ A E §. 

Preuve. Soit d'abord %' un ultrafiltre, et soit A Ç E tel que Ac fj. %'; nous allons 
montrer que A E %'. Pour cela, considérons ~ = { B n A ; B E %'} ; comme 0 fj. ~ 
(car 0 E ~ signifierait que %' contient une partie B Ç Ac, et donc que Ac E %'), on 
en déduit que~ est une base de filtre; le filtre§~ engendré contient tous les An B 
pour B E %', donc tous les B E %' car B 2 B n A. Ainsi § ~ est plus fin que %', et 
donc, par maximalité, lui est égal. Comme, clairement, A E §~,on a bien A E %'. 

Réciproquement, soit § un filtre ayant la propriété énoncée. Si ce n'était pas un 
ultrafiltre, on pourrait trouver un filtre§' strictement plus fin, et donc un A E §'\§; 
comme A fj. §, l'hypothèse entraînerait que Ac E §,et donc que Ac E §'; mais 
alors, on aurait 0 = An Ac E §', ce qui est exclu. § est donc bien un ultrafiltre. 0 

Corollaire VIII.4.4. Si %' est un ultrafiltre sur E et si A1 U ... U An E %', alors 
l'un des Ak E %'. 

Preuve. Sinon, on aurait, par la Proposition VIII.4.3, Ak E %' pour tout k ~ n; 
alors 0 = Aî n ... n A~ n (A1 U ... U An) E %', ce qui n'est pas possible. 0 

VIII.4.2. Limite selon un filtre 

Définition VIll.4.5. Soit X un espace topologique; on dit qu'un filtre § sur X 
converge vers xo E X s'il est plus fin que le filtre des voisinages de xo. 

En d'autres termes, si tout voisinage V de xo est un élément du filtre§. Si~ est 
une base du filtre §, elle converge vers xo si et seulement si tout voisinage V de xo 
contient un élément B de~- Si X est séparé, un filtre ne peut converger que vers un 
seul point xo ; on dit alors que xo est la limite du filtre §. 

Il est clair que, pour toute partie A Ç X, xo E A si et seulement si il existe un 
filtre § convergeant vers xo et tel que An F f=. 0 pour tout F E §. Comme alors 
§A = {An F; FE§} est un filtre d'éléments de A, on en déduit que xo E A si et 
seulement si il existe un filtre de parties de A convergeant vers xa. 

La notion de valeur d'adhérence d'une suite se généralise de la façon suivante : on 
dit qu'un point x 0 est adhérent au filtre § si x 0 E F pour tout F E §. Il revient 
au même de dire que tout voisinage V de x0 rencontre tout élément F du filtre § : 

V n F f=. 0; il en résulte que x0 est adhérent au filtre § si et seulement si il existe un 
filtre §' plus fin que § qui converge vers x 0 . Par conséquent, tout point adhérent à 
un ultrafiltre est la limite de cet ultrafiltre. 

VIIl.4.3. Compacité et filtres. 

Théorème VIII.4.6. Si X est un espace topologique séparé, X est compact si et 
seulement si tout ultrafiltre sur X est convergent. 

Preuve. Supposons X compact, et soit%' un ultrafiltre sur X. Pour tous Ui, ... , Un E 
%', on a U 1, ... , Un E %' ; donc U 1 n ... n Un f=. 0. La compacité entraîne alors 
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n u f- 0, et par conséquent %' possède un point adhérent, qui est donc la limite de 
UEU 

%' (et l'intersection précédente est réduite à cet unique point). 
Réciproquement, soit (Fa)aEA une famille arbitraire de fermés de X telle que 

Fa1 n ... n Fan f- 0 pour tous Œ1' .•. 'Œn· L'ensemble des intersections finies des Fa 
est alors une base de filtre sur X ; si %' est un ultrafiltre plus fin que ce filtre, il a, 
par hypothèse, un point adhérent, et donc, en particulier, n Fa f- 0, de sorte que 

aEA 
X est compact. D 

Comme application de ce théorème, on a : 

Théorème VIII.4.7 (Théorème de Tychonov). Tout produit d'espaces compacts est 
encore compact. 

Preuve. D'abord, le produit est séparé. Ensuite, si%' est un ultrafiltre sur ce produit, 
les images de%' par les projections canoniques sont des bases d'ultrafiltres sur chacun 
des facteurs; ils sont convergents puisque les facteurs sont compacts. Par conséquent 
%' est convergent, et le produit est compact. D 
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VIIl.5. Exercices 

Exercice 1. 
Soit H un espace de Hilbert. On rappelle qu'une suite (xn)n)l converge faiblement 

vers x si (xn 1 y) -----+(x 1 y) pour tout y E H. 
n---+oo 

On considère une suite ( un)n)l d'éléments de H deux-à-deux orthogonaux. Montrer 
l'équivalence des conditions suivantes : 

a) la série Ln Un converge pour la norme; 
b) la série Ln Un converge faiblement ; 
c) la série Ln !lunll2 converge 

(pour montrer que b) => c), on considérera les sommes partielles Xn = L~=l uk)· 

Exercice 2. 
Montrer que si la suite Un)n)l converge faiblement vers f dans L1 (JR), alors la 

suite des transformées de Fourier (În)n)l converge simplement vers f. 
Remarque. Comparer avec !'Exercice 20 du Chapitre III. 

Exercice 3. 
Soit 1 ~ p < oo et f E LP(JR), non nulle. On pose fn(x) = f(x) e2"inx, pour n E Z. 

Montrer que la suite Un)n)l converge faiblement dans LP(JR), mais pas en norme. 

Exercice 4. 
Soit (en)n)l la base canonique de f2. Montrer que 0 est dans l'adhérence pour la to­

pologie faible de { vfnen; n ~ 1 }, mais qu'il n'existe aucune sous-suite de ( J1ï en)n)l 
convergeant faiblement vers 0 ion notera que si z E f 2 , alors, pour tout a > 0, 
lz(n)l 2 ~ a/n pour une infinité den). 

Remarque. Cela montre que la topologie faible de f 2 n'est pas métrisable. 

Exercice 5. 
Soit (S, 7, m) un espace mesuré et 1 < p < oo. Montrer que pour toute suite 

décroissante de convexes fermés bornés non vides Cn de LP(m), l'intersection nn)l Cn 
n'est pas vide. 

Exercice 6. 
1) Montrer que si Best une partie d'un espace de Banach (disons, complexe) E 

telle que supxEB l'P (x) 1 < +oo pour toute <p E E*, alors B est une partie bornée 
de E (on pourra considérer les les formes linéaires continues x E E** associées aux 
éléments x E B). 

2) Soit u = (un)n)l une suite de nombres complexes. On suppose que pour toute 
suite a= (an)n)l telle que L:=l lanl 2 < +oo, la série Ln)l an un converge. Montrer 
que L:=1 lunl 2 < +oo (on montrera que les sommes partielles sont uniformément 
bornées). 

Exercice 7. 
Soit E et F deux espaces de Banach et T: E -+ F une application linéaire continue. 

On suppose que E est réflexif. Montrer que T(BE) est une partie fermée de F. 
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Exercice 8. 
Soit (cn)nEZ une suite de nombres complexes. 
On pose: n 

Sn(t) = L Ck e2nikt et 
k=-n 

1) Montrer que pour tout l E Z, la suite 
limite. 

l N-1 
KN(t) = N L Sn(t). 

n=O 

(K';:;(l)) N~l converge, et préciser sa 

On se donne maintenant un exposant p avec 1 < p < oo, et on suppose que 
(KN )N~1 est bornée dans LP(O, 1). 

2) Montrer que l'on peut extraire de (KN )N~l une sous-suite faiblement conver­
gente. 

3) Si f est la limite (faible) de cette sous-suite, montrer que Î(l) = c1 pour tout 
l E Z. 

Exercice 9 (Une autre preuve du Théorème de Goldstine). 
Utiliser le Lemme de Helly (Exercice 5 du Chapitre VI) pour montrer le Théorème 

de Goldstine. 

Exercice 10. 
1) Montrer que dans tout espace de Banach X de dimension infinie, l'adhérence 

pour la topologie faible de la sphère unité Sx est égale à la boule unité (fermée) 
Bx (si llxoll < 1 et x =f. 0, considérer f(t) = llxo + txll, pour t E JR; choisir x 
convenablement). 

2) Montrer que dans tout espace de Banach X, la norme est semi-continue infé­
rieurement pour la topologie faible, mais que si X est de dimension infinie, elle n'est 
pas faiblement continue. 

Exercice 11. 
Soit X et Y deux espaces de Banach et T: X --+ Y une application linéaire, 

continue de X muni de la topologie faible dans Y muni de la norme. 
1) Montrer qu'il existe cp1, ... 'Pn EX* telles que nl~j~n kercpj Ç kerT. 
2) En déduire que T est de rang fini. 

Exercice 12 (Séparabilité des espaces à dual séparable). 
Montrer que si le dual X* de l'espace normé X est séparable, alors X est lui-même 

séparable. 

Exercice 13 (Non réflexivité de L1 ). 

On veut montrer que L1([0, 1]) n'est pas réflexif. 
1) Montrer qu'il existe une forme linéaire continue <I> sur L00 ([0, 1]) telle que <I>(f) = 

f(O) lorsque f est continue. 
2) En utilisant le lemme de Riemann-Lebesgue, montrer qu'il n'y a aucune g E 

L1([0, 1]) telle que <I>(f) = fo1 f(t) g(t) dt pour toute f E L00 ([0, 1]). Conclure. 

Remarque. Voir aussi !'Exercice 11 du Chapitre VI. 
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Exercice 14 (Propriété de Schur de t\, autre méthode). 
Soit (xn)n~l une suite d'éléments Xn = (xn,k)k~l de f 1 faiblement convergente 

vers O. On veut montrer (avec une méthode différente de celle de l'Exercice 18 du 
Chapitre I) qu'elle converge fortement (c'est-à-dire pour la norme). 

1) Montrer que pour tout entier k ? 1, limn---too Xn,k =O. 
2) Soit B = Be00 (0, 1) la boule unité (fermée) de .e00 , que l'on munit de la topologie 

préfaible a(f00 , f1). 
a) Montrer que B est un espace compact métrisable. 

Soit é > 0 et Fn = {b E B; j(b,xn)I ~ €, 't/k? n}, pour tout entier n? 1. 
b) Montrer qu'il existe no tel que Fn0 soit d'intérieur (dans B) non vide. 
c) Montrer que la topologie préfaible a(f00 , f 1) coïncide sur B avec la topologie 

de la convergence simple (c'est-à-dire la trace sur B de la topologie produit de ocW). 
d) Montrer qu'il existe No tel que pour tout b = (bn)n~l E B vérifiant bn = 0 

pour n ~ N0 , on a b E Fno (utiliser le fait que Fn0 est convexe et symétrique par 
rapport à 0). 

3) Conclure. 

Exercice 15 (L1 faiblement séquentiellement complet, suite.et fin). 
Il s'agit de la suite de !'Exercice 4 du Chapitre V. 

Rappelons que l'on travaille sur l'espace (réel, par commodité) L1(0, 1) et que 
l'on considère une suite Un)n~l de fonctions intégrables sur [O, 1] telle que la limite 
limn---too JA fn(x) dx existe (dans IR) pour tout borélien A Ç [O, 1], et que l'on a mon­
tré dans !'Exercice 4 du Chapitre V qu'il existe f E L1 (0, 1) tel que JA f(x) dx = 
limn---too JA fn(x) dx, pour tout borélien A de [O, l]. 

1) a) En utilisant le 4) de !'Exercice 4 du Chapitre V, montrer que la suite Un)n~l 
est bornée dans L1(0, 1). 

b) En déduire que la suite Un)n~l converge faiblement vers f. 
2) Montrer que toute suite de Cauchy pour la topologie faible de L1([0, 1]) est 

faiblement convergente. 

Exercice 16 (Théorème du point fixe de Browder). 
Soit H un espace de Hilbert (complexe pour fixer les idées), et soit C une par­

tie convexe fermée et bornée (non vide) de H et contenant O. Soit T: C --+ C une 
application telle que : 

llT(x) -T(y)ll ~ llx -yll 't/x,y E C. 

1) On pose Tn(x) = n;;- 1 T(x). Montrer que Tn a un unique point fixe Xn E C. 
2) Justifier pourquoi on peut extraire de (xn)n une sous-suite (xnk)k = (yk)k 

faiblement convergente vers un élément y E C. 
3) a) Pouru, v E Cet n, m? 1, développer llT(u) - T(v)ll 2 en fonction de Tn(u) 

et Tm(v). 
b) En déduire que 11Ykll 2 ~ ~~~=~ Re(yk 1 y). 

4) En déduire que (yk)k converge en norme vers y et donc que T(y) =y. 
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Exercice 17 (Théorème de Stampacchia.). 
Cet exercice complète l'Exercice 14 du Chapitre IL On reprend les mêmes nota­

tions : H est un espace de Hilbert réel, et B: H x H -+ lR une forme bilinéaire continue 
(c'est-à-dire qu'il existe une constante M > 0 telle que IB(x, y)I ~ M llxll llYll pour 
tous x, y E H : voir l'Exercice 7 du Chapitre VI) qui est coercive, c'est-à-dire qu'il 
existe une constante a> 0 telle que B(x,x) ~a llxll2 pour tout x EH). On suppose 
de plus que B est symétrique. 

1) Montrer que le produit scalaire défini par B sur H induit une norme Ill· Ill 
équivalente sur H. 

2) Soit L: H -+ lR une forme linéaire continue sur H. Pour tout v E H, on 
pose J(v) = B(v,v) - 2L(v). Soit C une partie convexe fermée de H. On pose 
m = infvec J(v). 

a) Montrer qu'il existe une suite (vn)n;;;.1 d'éléments de C qui est faiblement 
convergente et telle que limn--+oo J(vn) =m. 

b) Soit vo = w - limn--+oo Vn· Montrer que Vo E C. 
c) Montrer que J(v0 ) ~ m (utiliser le fait que H est isomorphe à (H, 111 · llD, et 

donc qu'ils ont la méme topologie faible), et en déduire que J(vo) =met que (vn)n;;;.1 
converge en norme vers Vo. 

3) On rappelle (voir l'Exercice 14 du Chapitre II) qu'il existe un unique u E H tel 
que L(v) = B(u, v) pour tout v E H. 

a) Montrer que lllu - volll ~ lllu - vlll pour tout v E C. Qu'en déduit-on pour 
Vo par rapport à u? 

b) En déduire que B(v0 , v - v0 ) ~ L(v - vo) pour tout v E C. 

Exercice 18 (Non métrisabilité de la topologie faible des espaces de Hilbert). 
Soit H un espace de Hilbert séparable, et (en)n;;:.1 une base orthonormée de H. 
1) Montrer que la suite (en)n;;;.1 converge faiblement vers O. 
2) On suppose qu'il existe une distance d sur H définissant la topologie faible. 

a) Montrer que pour tout entier k ~ 1, il existe Xk E H tel que llxkll = k et 
d( 0, x k) ~ 1 / k (utiliser la question précédente). 

b) Montrer que c'est impossible (on remarquera que la suite (xk)k converge faible­
ment vers 0). 

Exercice 19 (Non métrisabilité de la topologie faible). 
On veut montrer que pour tout espace de Banach X de dimension infinie, la topo­

logie faible a(X, X*) n'est pas métrisable (la même méthode vaut pour la topologie 
préfaible des duaux d'espaces de dimension infinie). 

On suppose, par contradiction, qu'elle l'est. 
Première méthode 

1) Montrer que pour tout n ~ 1, il existe ên > 0 et une partie finie Fn Ç X* 
telle que, si Yn = {x E X; lep (x)I ~ ên, Vcp E Fn}, alors tout voisinage de 0 pour la 
topologie faible contient l'un des Vn. 

2) Montrer que, en notant Yn le sous-espace engendré par Fn, il existe cpo E X* 
tel que 'Po~ Un;;:.l Yn. 

3) Montrer que U = {x EX; lcpo(x)I ~ 1} ne contient aucun des Vn. 
4) Conclure. 
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Deuxième méthode 
Soit dune distance définissant la topologie faible. Utiliser !'Exercice 10 pour mon­

trer qu'il existe des Xn E X tels que llxn Il = n et d(xn, 0) ----t 0 et conclure. 
n-too 

Exercice 20 (Séparabilité préfaible). 
1) Soit X un sous-espace de dimension infinie de R1. Montrer que X* n'est pas 

séparable (utiliser l'Exercice 10 et la propriété de Schur de R1). 
2) Montrer que pour tout espace de Banach séparable X, le dual X* est w* -

séparable (noter que X*= Un~l nBx·) . 
3) Montrer que (R00 )* est w*-séparable (utiliser le Théorème de Goldstine). 

Exercice 21 (Opérateurs dont l'adjoint est surjectif). 

Soit E et F deux espaces de Banach et T: E --+ F une application linéaire continue. 
On rappelle qu'il existe une application linéaire continue T*: F* --+ E* telle que 
(T*cp, x) = (cp, Tx) pour tous cp E F* et x E E. 

1) Montrer que si infnxll=l llTxll = 0, alors il existe des Xn E E, n ;;:: 1, tels que 
llxn Il ----t +oo et tels que llTxn 11----+ O. 

n-too n-too 
2) On suppose maintenant T* surjectif. 

a) Montrer que si llTxnll----+ 0, alors la suite (xn)n converge faiblement. 
n-too 

b) En déduire qu'il existe a> 0 tel que llTxll ;;:: a llxll pour tout x E E. 

Exercice 22 (Opérateurs à image fermée). 
A. Soit E et F deux espaces de Banach (réels ou complexes), et soit S: E--+ F une 
application linéaire continue. 

1) On suppose S surjective. 
a) Montrer qu'il existe ô > 0 tel que S(BE) 2 ô Bp, où BE et Bp désignent les 

boules unité fermées de E et F. 
b) En déduire que llS*cpllE· ;;:: ô ll'PllF• pour toute cp E F*, S* étant l'adjointe 

de S. 
c) En déduire que S* ( F*) est fermé dans E*. 

2) On suppose S*: F* --+ E* surjective. Montrer que S(E) est fermé dans F. 
B. Soit X et Y deux espaces de Banach et T: X --+ Y une application linéaire 
continue. 

1) On suppose que T(X) est fermé dans Y. 
a) Soit j: T(X) --+Y l'injection canonique. Montrer que j* est surjective. 
b) En déduire que T* (Y*) est fermé dans X*. 

2) a) Soit Z un sous-espace fermé de X et q: X--+ X/Z la surjection canonique. 
Montrer que q* est une isométrie. 

b) Montrer que si T*(Y*) est fermé dans X*, alors T(X) est fermé dans Y 
(considérer T: X/kerT--+ T(X), définie par T(x) = T(x)). 

Exercice 23 (Un resultat de A Beurling). 
Soit X un espace de Banach et T: R1 --+X une application linéaire continue. On 

suppose que T*(X*) est dense dans .e00 , et l'on veut montrer qu'en fait T*(X*) = R00 • 

1) Montrer qu'il existe c > 0 tel que llTÇll ;;:: c llÇlli pour tout Ç E R1 (utiliser 
l'Exercice 14; voir aussi l'Exercice 18 du Chapitre !). 

2) En déduire que T*(X*) est fermé et conclure. 
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Exercice 24 (Opérateurs de Dunford-Pettis). 
On dit qu'un opérateur T: X --+ Y entre deux espaces de Banach X et Y est 

de Dunford-Pettis si l'image par T de toute suite faiblement convergente dans X 
converge en norme dans Y. 

1) Montrer que tout opérateur compact est de Dunford-Pettis. 
2) Montrer que si X est réflexif, alors tout opérateur de Dunford-Pettis est com­

pact. 
3) On considère l'opérateur de Volterra V: L1([0, 1])--+ 'it'([O, 1]), défini par: 

V f(x) = 1x f(t) dt, f E L1 ([0, 1]). 

a) Montrer que V est un opérateur de Dunford-Pettis (utiliser le 4) de l'Exer­
cice 4 du Chapitre V). 

b) Montrer que V n'est pas compact (on pourra utiliser fn = n :U:[o,i/nJ)· 

Exercice 25. 
1) Montrer que tout opérateur T: Z--+ f 1 d'un espace de Banach réflexif Z dans 

f 1 est compact (utiliser l'Exercice 14; voir aussi l'Exercice 18 du Chapitre I). 
2) Montrer que tout opérateur U: co --+ Y de co dans un espace de Banach réflexif 

Y est compact. 

Exercice 26 (Quotient d'un espace réflexif). 
On se reportera à !'Exercice 15 du Chapitre 1 pour la définition de l'espace quotient. 

Soit X un espace de Banach, M un sous-espace fermé de X, que l'on suppose 
différent de X. Montrer que si X est réflexif, alors X/ M est aussi réflexif (on rap­
pelle qu'un espace de Banach est réflexif si et seulement si sa boule unité fermée est 
faiblement compacte). 

Exercice 27 (Opérateurs faiblement compacts). 
Soit X un espace de Banach (réel pour fixer les idées). 
1) Soit K une partie de X faiblement compacte (c'est-à-dire compacte pour la 

topologie faible a(X, X*) de X). 
a) Montrer que pour toute cp E X*, il existe une constante Cep > 0 telle que 

lep (x)I ~Cep pour tout x E K. 
b) En déduire, en utilisant le Théorème de Banach-Steinhaus, qu'il existe une 

constante C > 0 telle que llxll ~ C pour tout x E K. 
2) Soit A une partie de X. On suppose que pour tout c > 0, il existe une partie 

de Ke: Ç X faiblement compacte telle que A Ç Ke: + c Bx. 
a) Montrer que A est bornée. 
b) Montrer que si H et L sont deux parties a(X**,X*)-compacte dans X**, 

alors leur somme H +Lest aussi a(X**, X*)-compacte dans X** (utiliser l'application 
(u, v) EX** x X** i--+ (u + v) EX**). 

c) En déduire que Ke: + c Bx·· est a(X**, X*)-compacte dans X**. 

d) Montrer que la fermeture Aw• de A dans X** pour la topologie J?réfaible 
a(X**, X*) est contenue dans ne:>o(X + c Bx·· ). 
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e) En déduire que Aw• Ç X, puis, que A est faiblement relativement compacte, 
c'est-à-dire que l'adhérence faible de A dans X est faiblement compacte (résultat d'l2 
à Grothendieck). 

3) On dit qu'un opérateur T: X -+ Y est faiblement compact si l'adhérence de 
T(Bx) est faiblement compacte dans Y. 

a) Montrer que tout opérateur compact est faiblement compact. 
b) Montrer que si X ou Y est réflexif, alors tout opérateur T E 2'(X, Y) est 

faiblement compact. 
c) Montrer que si T E 2'(X, Y) est faiblement compact, alors, pour tout RE 

.Sf(W,X) et tout SE .Sf(Y,Z), l'opérateur STR: W-t Z est faiblement compact. 
d) Montrer que l'ensemble #'(X, Y) des opérateurs faiblement compacts de X 

dans Y est un sous-espace vectoriel de l'espace 2'(X, Y) des applications linéaires 
continues de X dans Y et qu'il est fermé en norme dans l'espace 2'(X, Y). 

e) Montrer qu'un opérateur T: X -+ Y est faiblement compact si et seulement 
si T**(X**) Ç Y (on montrera que T**: X** -+ Y** est continue pour les topologies 
pré faibles). 

Exercice 28 (Théorème de Krein-Milman). 
Soit E un espace vectoriel topologique séparé localement convexe réel, et soit K 

une partie compacte convexe de E (non vide). On appelle face extrémale de K toute 
partie convexe fermée non vide F de K pour laquelle tx + (1- t)y E F, avec x, y E K 
et 0 < t < 1, entraîne x, y E F. On notera que si une face extrémale est réduite à 
un point e, ce point est un point extrémal (voir !'Exercice 24 du Chapitre 1 pour la 
définition). Le but de l'exercice est de montrer le Théorème de Krein-Milman, disant 
que K est l'enveloppe convexe fermée de l'ensemble de ses points extrémaux. 

1) Montrer que si F est une face extrémale de K et si e est un point extrémal de 
F, alors e est un point extrémal de K. 

2) Montrer qu'il existe une face extrémale minimale (pour l'inclusion) Fo dans K. 
3) On suppose que F0 contient au moins deux points distincts x et y. Soit cp une 

forme linéaire continue sur E telle que cp (x) f:. cp (y). On pose m = maxzEFo cp (z) et 
C = { z E F0 ; cp ( z) = m}. 

a) Montrer que C est une face extrémale de K. 
b) Montrer que C n'est pas égal à F0 . 

c) Qu'en conclut-on? 
4) Soit Ko l'enveloppe convexe fermée de l'ensemble des points extrémaux de K. 

On suppose que Ko f:. K. 
a) Montrer qu'il existe une forme linéaire continue 'l/J sur E telle que 

maxyEKo 'l/J(y) < maxxEK 'l/J(x). 

b) On pose M = maxxEK 'lj;(x) et C' = {x E K; 'l/J(x) = M}. Montrer que C' 
contient un point extrémal de K (raisonner comme au 3) a), et utiliser le 1)). 

5) Conclure. 
6) Utiliser ce résultat pour montrer que c0 et L1 (0, 1) ne sont pas isométriques à 

un espace de Banach dual. 
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Exercice 29 (Une preuve du Théorème de Stone-Weierstrass). 
Cette méthode est due à Louis de Branges (1959). 

Soit K un espace compact et soit E un sous-espace (fermé) de l'espace complexe 
'if(K), stable par conjugaison. On note %E l'ensemble des mesures réelles µsur K 
telles que JK f dµ = 0 pour toute f E E. On le munit de la topologie préfaible 
a(~(K), 'if(K)). 

1) Montrer que si E n'est pas dense dans 'if(K), alors %E contient un point 
extrémalµ tel que 11µ11 = 1. 

2) Soit v E %E telle que llvll = 1, et soit g E L 00 (lvl), qui n'est pas lvl-presque 
partout constante, et telle que J K f g dv = 0 pour toute f E E. 

a) Montrer qu'on peut supposer g réelle et positive lvl-presque partout, et aussi 
que JKgdlvl = 1. 

b) Soit M < +oo tel que lgl ~ M lvl-p.p .. Montrer que M > 1 (si l'on avait 
M ~ 1, montrer que l'on aurait JK II - gl dlvl = 0). 

c) Montrer que v n'est pas un point extrémal de %E (considérer les mesures 
définies par v1(B) = J8 gdv et v2(B) = J8 \-_~9 dv, avec À= l/M). 

3) On suppose maintenant que E, en plus d'être stable par conjugaison, est stable 
par multiplication (donc est une sous-algèbre fermée de 'if(K)), et que E sépare les 
points de K. On suppose de plus que E n'est pas dense dans 'if(K). 

a) Soitµ la mesure du 1). Montrer que toute g E E est lµl-presque partout égale 
à une constante. 

b) Pour toute mesure positive m sur K, on appelle support de m le complémen­
taire du plus grand ouvert sur lequel m s'annule (autrement dit, le support su ppm 
de m est le plus petit fermé portant m). Montrer que si une fonction g continue sur 
K est m-presque partout égale à une constante, alors, elle est partout constante sur 
suppm. 

c) Montrer qu'il existe a E K tel que g(a) = 0 pour toute g E E. 

Exercice 30 (Opérateurs p-sommants et Théorème de Dvoretzky-Rogers). 
Soit X et Y deux espaces de Banach On dit qu'un opérateur de T: X -+ Y 

est p-sommant (1 ~ p < oo) s'il existe une constante C > 0 telle que, pour tous 
x1, ... ,XN EX, on ait: 

La meilleure constante C possible est notée 1rp(T). On a llTll ~ 1rp(T) (prendre 
N= 1). 

1) Soit H un espace de Hilbert séparable et TE !L'(H). 
a) Montrer que si Test un opérateur 2-sommant , alors_T est un opérateur de 

Hilbert-Schmidt (voir Chapitre II, Exercice 23) et llTllns ~ 7r2(T). 
b) On suppose que Test un opérateur de Hilbert-Schmidt. Montrer qu'il existe 

une base orthonormée de vecteurs propres de T*T (utiliser le Théorème VII.3.10), et 
en déduire que Test 2-sommant et 7r2(T) ~ llTllns· 
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2) Soit K un espace compact et µ une mesure de probabilité régulière sur K, 
muni de sa tribu borélienne. Montrer que, pour 1 ::;; p < oo, l'injection canonique 
jp: 't'(K) --+ LP(K, µ) est p-sommante et 1rp(jp) = 1. 

3) Soit T: X --+ Y un opérateur p-sommant. Montrer que si L::'=i jÇ(xn)IP < +oo 
pour toute Ç E X*, alors L::'=i llTxn llP < +oo (utiliser le Théorème du graphe fermé 
pour montrer la continuité de l'application linéaire U: Ç EX* H (Ç(xn))n~l E f.p)· 

4) Soit T: X --+ Y un opérateur p-sommant. 
On note K l'espace compact (Bx·, w*) formé de la boule unité de X* munie de 

la topologie préfaible. 
a) On pose: 

N N 

<t={cti:K--t!R; :lx1, ... ,XNEX, <P(Ç) = [7rp(T)]P L jÇ(xn)iP - L llTxnllP}. 

Montrer que <test un cône convexe de 't'(K). 
n=l n=l 

b) Montrer que <t- = {Vi E 't'(K); supK Vi < O} est un cône convexe ouvert de 
't'(K). 

c) Montrer qu'il existe une mesure régulière v sur K telle que : 

f V1 dv :( 0, VVi E <t- , et f <li dv ? 0, \:/<li E <t. 
jK jK 

d) Montrer que la mesure v est positive. 

e) En déduire que llTxll::;; 1rp(T) (JK jÇ(x)IPdv(Ç))11P (Théorème de factorisa­

tion de Piets ch, 1967). 
5) Montrer qu'il existe un isomorphisme isométrique i: X --+ Xo Ç 't'(K), un 

sous-espace fermé Xp de LP(K, v) et une application linéaire continue T: Xp --+ Y 
tels que T = T o Jp o i, où Jp: 't'(K) --+ LP(K, v) est l'injection canonique. 

6) En déduire que pour tout opérateur p-sommant T: X --+ Y, 1 ::;; p < oo est 
r-sommant pour tout r ? p. 

7) Déduire de ce qui précède que pour tout opérateur p-sommant (1 ::;; p < oo) 
est : 

(i) faiblement compact (voir !'Exercice 27) (pour p = 1, utiliser le 5)); 
(ii) Dunford-Pettis (voir !'Exercice 24). 

8) Montrer que si X est réflexif, alors tout opérateur p-sommant T: X --+ Y est 
compact. 

9) En déduire que si l'identité de X est p-sommante pour un p < oo, alors X est 
de dimension finie. 

10) Soit X un espace de Banach. On dit qu'une série Ln~l Xn d'éléments de X 
est inconditionnellement convergente si pour toute permutation 7r est entiers ? 1, 
la série Ln~l x"(n) est convergente. On dit qu'elle est absolument convergente si 
L::'=i llxnll < +oo. On rappelle le résultat de Riemann : dans lR (et donc aussi dans 
JRd et dans tout espace normé de dimension finie) la convergence inconditionnelle 
équivaut à convergence absolue (on peut modifier l'ordre des termes de toute série est 
semi-convergente de façon à la rendre divergente). 

a) Donner un exemple de série dans f.2 , et un dans c0 , qui est inconditionnelle­
ment convergente, mais pas absolument convergente. 

b) On admettra le résultat suivant (Théorème de Bessaga-Pelczynski, 1958) : Si 
X est espace de Banach ne contenant pas de sous-espace isomorphe à co, toute série 
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Ln~I Xn telle que L:::=1 IÇ(xn)I < +oo pour toute Ç EX*, est inconditionnellement 
convergente. 

Montrer que si dans X, toute série inconditionnellement convergente est absolu­
ment convergente, alors X est de dimension finie (Théorème de Dvoretzky-Rogers, 
1950). 



Chapitre IX 

ESPACES DE SOBOLEV 

IX.1. Introduction 

La méthode que l'on va décrire s'applique à un grand nombre de cas (voir le livre 
de H. Brézis, Analyse Fonctionnelle : théorie et applications, ou les exercices). 

IX.1.1. Équation du pendule 

On considère l'équation du pendule forcé : 

o/' +sin a= g (EPF) 

où a = a(t) est l'angle que fait le pendule avec la verticale (vers le bas) à l'instant 
t, et g est une fonction continue donnée, représentant l'impulsion que l'on donne au 
pendule. 

On cherche si cette équation a une solution a telle que a(O) = a(l) = 0 (c'est­
à-dire que l'on veut que le pendule soit à la verticale au départ, et qu'à la fin, au 
temps t = 1, il soit revenu à sa position initiale). Par solution, on entend une fonction 
a: [O, 1] --+~de classe C2 sur [O, 1]. 

IX.1.2. Stratégie 

Notons lt'J([O, 1]) l'espace des u E 16'2 ([0, 1]) vérifiant u(O) = u(l) =O. 
Pouru E lfJ([O, 1]), on pose: 

On a une application I: 16'2 ([0, 1]) --+ ~, et l'on va voir que fil I possède un minimum 
en u, alors u est solution de (EPF). 

Fixons u et h E lfJ([O, 1]); on obtient une fonction <ph: ~--+~définie par : 

cph(s) = I(u + sh). 
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Alors si I a un minimum en u, on a <p~O) =O. Comme 

rl 1 
<ph(s) = Jo [2 (u' + sh') 2 + cos(u + sh) + (u + sh) g] (t) dt, 

on a, par dérivation sous le signe intégral : 

<p~(s) = 11 [(u' + sh') h' - hsin(u + sh) +hg] (t) dt, 

et donc: 11 [u'h' + h(- sin u + g)] (t) dt= 0. 

Comme h(O) = h(l) = 0, on a, en intégrant par parties : 

11 u'(t)h'(t) dt= [u'(9Ât)]~ -11 
u"(t) h(t) dt. 

On obtient: 11 h(t) [u"(t) +sin u(t) - g(t)] dt= 0. 

Comme c'est vrai pour toute h E '6"if ([O, 1]), il en résulte que : 

U = u" + sin u - g 

est nulle, c'est-à-dire que u est solution de (EPF). 

En effet, en prenant h(t) = (1 - e-2nint), on obtient Û(n) - Û(O) = 0 pour tout 
n E Z; donc U - Û(O)][ = 0 et U est constante. Ensuite, en prenant h telle que 
h(t) > 0 sur JO, 1[ (par exemple h(t) = sin2 (27rt) ou h(t) = t(l - t); mais en fait, il 
suffit que l'intégrale de h ne soit pas nulle), on obtient U =O. 

Ainsi, on pourra trouver une solution de (EP F) si on sait minimiser I. 

Le problème est que dans 'ifJ([O, 1]), qui n'est pas un dual, et en particulier n'est 
pas réflexif, on a peu de compacité. L'idée est donc de remplacer '6"if ([O, 1]) par un 
espace réflexif (un espace de Hilbert) pour lequel les propriétés de compacité faible 
de la boule unité permettrons la minimilisation. 

Ce que l'on gagne d'un côté étant forcément perdu de l'autre, en faisant cela, on 
perdra la dérivabilité des fonctions. On est amené à un compromis en introduisant la 
notion de dérivée faible. 

IX.2. Espaces de Sobolev 

IX.2.1. Dérivées faibles. 

Dans ce qui suit, on considérera un intervalle ouvert (non vide) Ide IR, borné ou 
non, d'extrémités a et b (-oo::::; a< b::::; +oo); et on notera Ï son adhérence dans IR: 
Ï = [O, +oo[ si I =JO, +oo[. 
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On notera ~1 (J) l'espace des fonctions continûment dérivables à support compact 
contenu dans I (voir le paragraphe III.1.5.1). Plus généralement, pour tout k E N, on 
notera ~k(J) l'espace des fonctions de classe Ck à support compact contenu dans J, 
et ~00 (1) l'espace des fonctions indéfiniment dérivables à support compact contenu 
dans I: ~00 (1) = nkEN ~k(J). 

Le point de départ est la remarque suivante : si u est continûment dérivable sur I 
et si <p E ~1 (J), alors, en intégrant par parties, on obtient : 

1 u(t) cp'(t) dt= -1 u'(t) cp(t) dt, 

puisque le fait que supp ( <p) soit un compact de ]a, b[ entraîne 

[ucp]~ = u(b) cp(b) - u(a) cp(a) = 0. 

Cela conduit à : 

Définition IX.2.1. On dit que u E LP(J), 1 ~ p < +oo, a une dérivée faible 
s 'il existe v E LP ( I) telle que : 

1 u(t) cp'(t) dt= -1 v(t) cp(t) dt, Vcp E ~1 (1). 

{ 
Ü si -1 <X~ Ü . Exemple. Pour I =] - 1, 1[ et u(x) = . 0 _,,. 1 , on a (Exercice 1) : 
X Sl :::.,, X< 

{ 
Ü Si -1 <X~ Ü , . 

u'(x) = 1 si 0 ~ x < 1 (u' est defime presque partout). 

Notons que, puisque ~1 (1) Ç ~0 (J) = X(I) Ç U(J) (~ + i = 1), cela peut 
s'écrire, avec la dualité entre LP(I) et Lq(I) : 

1 (u, cp') = -(v, cp), Vcp E ~l(J) I· 
On a unicité d'une telle dérivée faible. 

Proposition IX.2.2. Si un tel v existe, il est unique. 

Notation. On notera 1 v = u' 1 . 

Cette unicité résulte directement de la proposition suivante. 

Proposition IX.2.3. Soit v1 , v2 : I ----+ R deux fonctions localement intégrables sur 
I, c'est-à-dire qu'elles sont intégrables sur tout intervalle borné contenu dans I. Si 
f1 v1 ( t) cp( t) dt = f 1 v2 ( t) cp( t) dt pour toute <p E ~1 ( I), alors v1 = v2 presque partout. 
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Preuve. Nous allons montrer que v = v1 - v2 est nulle. 
Soit Xo E I et r > 0 tel que [xo - 2r, Xo + 2r] Ç I. Soit Pe: lR. ---+ JR., e > 0, des 

fonctions de classe C00 telles que supp (Pe) Ç [-r, r], formant une unité approchée 
pour la convolution. Lorsque lx - xol :::;:; r, la fonction 

est C00 sur lR. et à support dans [x0 - 2r, x0 + 2r] Ç I. Elle est donc dans ~00 (1) Ç 
~l(J). 

Définissons v: lR. ---+ lR. par : 

On a 

v(x) = { v(ox) si lx - xol < 2r 
sinon. 

D'autre part, comme v E LP(JR.), on a : 

Donc v = 0 presque partout sur JR.. Cela signifie que v = 0 presque partout sur 
[xo - 2r, xo + 2r]. Comme c'est vrai pour tout Xo E I et pour tout r > 0 tel que 
[xo - 2r, xo + 2r] Ç 1, il en résulte que v = 0 presque partout sur I. D 

Remarque. On peut donner d'autres interprétations des dérivées faibles. 
1) Si p = 2 et I = JR., alors u E L2 (JR.) a une dérivée faible si et seulement si : 

l (1 + t2 )l§u(t)l2 dt< +oo, 

où § est la transformation de Fourier-Plancherel (Exercice 3). 
2) Pour I = JR., si l'on a : 

avec Thu(t) = u(t - h), alors u a une dérivée faible et u' = v. La réciproque est vraie, 
mais un peu plus délicate à montrer. 
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IX.2.2. Espaces de Sobolev 

Définition IX.2.4. Pour 1 ~ p < +oo, on définit l'espace de Sobolev W 1·P(I) 
par: 

W 1·P(I) = { u E LP(J); u a une dérivée faible u' E LP(I)} 

On le munit de la norme 1 llullw1,p = llullLP + llu'llLP I· 
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On pourrait définir de même W 2·P(I), comme l'espace des u E LP(I) ayant une 
dérivée faible seconde, et plus généralement Wk·P(I) pour tout entier k ;;::: 1. 

Pour p = 2, on note : 

et on le munit du produit scalaire 1 (u 1 v) = (u 1 v)p + (u' 1 v')L2 I· La norme asso­
ciée est : 

qui est équivalente à llullw1.2: l llullH' ~ Jlullw1.2 ~ v'21iulJH1 I· 
Pour k;;::: 1, on note Hk(J) = Wk· 2 (J). 

Proposition IX.2.5. W 1·P(J) est un espace de Banach séparable. Il est réflexif pour 
1 < p < +oo. 

H 1 (!) est un espace de Hilbert séparable. 

Preuve. 1) Si (un)n~1 est une suite de Cauchy dans W 1·P(I), alors (un)n~1 et (u~)n~1 
LP LP 1 

sont de Cauchy dans LP(I). Donc Un-----+ u et u~-----+ v. Pour toute <p E ~ (I) : 
n--+oo n--+oo 

(u, <p1) = lim (un, <p1 ) = - lim (u~, <p) = -(v, <p); 
n--+oo n--+oo 

donc u a une dérivée faible et u' = v. 
2) Soit 

T: LP(I) x LP(I) 
T(u) = (u, u'). 

Alors Test une isométrie, si l'on met sur le produit LP(I) x LP(I) la norme ll(u, v)ll = 
llullP + llvllP, et LP(I) x LP(I) est séparable, et, pour 1 < p < oo, est réflexif; donc 
W 1·P(I) aussi (Proposition VIII.2.9). D 
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IX.2.3. Théorèmes d'immersion 

Le premier de ces théorèmes dit que, pour p < oo, le fait, pour une fonction de 
LP(I) d'avoir une dérivée faible, entraîne qu'elle est en fait continue. 

Théorème IX.2.6 (Sobolev, 1935). Pour toute fonction u E W 1·P(I), avec 
1 ~ p < oo, il existe une fonction u continue sur Ï dont la restriction à I est 
un représentant de u. De plus : 

u(y) - u(x) = 1y u'(t) dt, Vx, y E I. 

Dans la suite, on identifiera u à son représentant continu, de sorte que l'on peut 
écrire : 

1 Wl·P(J) ç Cef'(Ï) I · 

Remarque. Il se passe ici un phénomène un peu particulier. En dimension supé­
rieure N ;;::: 2, et en remplaçant l'intervalle I par un ouvert "régulier" n Ç ~N, on a 
W1·P(f!) Ç Cef'(n) seulement pour p > N (voir par exemple le livre de Brézis). 

Preuve. Fixons x0 E I et posons : 

uo(x) =lx u'(t) dt, Vx E Ï. 
XQ 

•Pour p = 1, il est clair que cela a un sens et que u0 est continue, par le Théorème 
de convergence dominée. 

• Pour 1 < p < oo, cette définition a un sens car si J Ç Ï est un intervalle de 
longueur finie, on a LP(J) Ç L1(J). De plus, comme 

uo(x) - uo(Y) =lx u'(t) dt, Vx, y E I, 

la fonction u0 : I---+ ~est uniformément continue, par l'inégalité de Hi:ilder : 

luo(x) - uo(Y)I ~lx -yl 11qllu'llP ~lx -yl 11qllullw1.p. 

On peut donc la prolonger en une fonction uniformément continue sur Ï. 
Notons qu'en particulier u0 est intégrable sur tout sous-intervalle J de I de lon­

gueur finie. 

Maintenant, pour toute cp E ~1 (!), on a: 
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(uo,cp') = r ( r u'(t)dt)cp'(x)dx 11 f,; 0 

= - 1xo ( 1~ u' ( t) dt) cp' ( x) dx + 1: ( 1~ u' ( t) dt) cp' ( x) dx 

=: .- r 0 u'(t)( rtcp'(x)dx)dt+ fbu'(t)(lbcp'(x)dx)dt 
Fubm1 la la lxo t 

= - r 0 u'(t) [cp(t) - cp,(û)] dt+ rb u'(t) [cpffi) - cp(t)] dt 
<pE~ 1 la lxo 

= - lb u'(t)cp(t)dt = -(u',cp) = (u,cp'). 

Remarquons ensuite que 

{ cp'; cp E ~1 (1)} = {1/1 E ~0(!); 1 'ljl(t) dt= 0}. 
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En effet, si supp (cp) Ç [a, b], on a cp(a) = cp(b) = 0 et, puisque cp' est continue, 
l 1 cp'(t)dt = cp(a)-cp(b) =O. Inversement, si supp('l/I) Ç [a,b] et 11 1/l(t)dt = 0, on 
pose cp(x) = 1: 'ljl(t) dt. Comme 1/1 est continue, cp est continüment dérivable et cp' = 'ljl. 
De plus cp(x) = 0 pour x ~a (car 'ljl(t) = 0 pour t ~a) et cp(x) = 0 pour x ~ b, parce 
que, d'une part 1: 'ljl(t) dt= 11 'ljl(t) dt= 0, et, d'autre part, 'ljl(t) = 0 pour t ~ b. 

Considérons alors les formes linéaires 

et 
---+ lR. 
i---+ l1 [u(t) - uo(t)] 1/l(t) dt. 

Les égalités précèdentes disent que ker J1 Ç ker h. Il existe donc c E lR. tel que 
J2 = cJ1. Cela veut dire que 

J[u(t) - uo(t) - c] 'ljl(t) dt= O, V'ljl E ~0 (J). 

C'est en particulier vrai pour toute 'ljl E ~1 (J), et l'on a vu (Proposition IX.2.3) 
qu'alors u - uo - c = 0 presque partout sur l. 

Ainsi u est presque partout égale sur I à la fonction u0 + c, qui est continue sur 
I o 

Théorème IX.2.7 (Théorème de Rellich-Kondrachov). Supposons que l'inter­
valle I =]a, b[ soit borné. Alors, pour 1 < p < oo, l'injection naturelle 

j: Wl,P(J) ---+ ~(Ï) 

est compacte. 
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Remarques. 1) En particulier, j est continue : 

(uk ---tu dans W1·P(J)) ::::::::} (uk ---tu uniformément sur ï). 
k--too k--too 

2) En fait, la continuité de j: W 1·P(J) --+ 'ifb(Ï) reste vraie même si I n'est pas 
borné et si p = 1. 

Preuve. On utilise le Théorème d'Ascoli. 
•D'abord, j(Bw1.p) est équicontinue car pour llullw1.p ::( 1, on a: 

lu(x) - u(y)I = l 1Y u'(t) dt' ::( llu'llLP lx -yll/q ::( llullw1,p lx -yll/q ::(lx -yll/q. 

• Ensuite, j ( Bw1,p) est bornée. En effet, l'inégalité précédente montre que : 

lu(x)I ::( lu(y)I +lx -yl 1/q ::( lu(y)I + (b - a) 1fq; 

d'où, en intégrant par rapport à y : 

(b- a) lu(x)I ::( llullL1 + (b- a)1+1/q ::( llullLP (b- a)1fq + (b- a)l+l/q, 

et donc: 

llulloo ::( (b _ ~)l/p llullLP + (b - a)lfq ::( (b _ ~)l/p [ 1 + (b - a) J . D 

IX.3. Retour à l'équation du pendule 

Nous prenons I =JO, 1[ et nous travaillerons dans 

J HJ={uEH1 ; u(O)=u(l)=O} I· 
Comme l'injection j: H 1 --+ 'if([O, 1]) est continue, HJ est un sous-espace fermé de 
H1. 

Proposition IX.3.1 (Inégalité de Poincaré). Pour 1 u E HJ J, on a : 

Par conséquent, u 1-t llu' Il L2 est une norme équivalente sur HJ. 

Rappelons que llullH1 = (llulli2 + llu'lli2) 112 . 
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Preuve. On a : 

lu(x)I = lu(x) - u(O)I ::::; lx lu'(t)I dt::::; ../X llu'llL2; 

d'où: 

llulll2 = fo1 
iu(x)l2dx::::; llu'lll2 fo1 

xdx = ~ llu'lll2, 

ce qui donne bien llulls1 ::::; Jî llu'llL2. 
Posons alors, pour u E HJ : 

I(u) = fo 1 G u'2 + cosu + ug )(t) dt. 

Cela a un sens puisque u E 'ef([O, 1]) et que u' E L2 ([0, l]). 
On a: 

I(u) = ~ llu'lll2 + fo 1 
(cosu + ug)(t) dt. 

Lemme IX.3.2. I est continue sur HJ et I(u) +oo. 
/lullH1-t+oo 
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D 

Preuve. a) La fonction u f-t f0
1 (cosu + ug)(t) dt est continue sur 'ef([O, 1]), donc sur 

HJ car j: HJ -t 'ef([O, 1]) est continue. D'autre part, l'application u f-t ~ llu'lll2 est 
continue sur HJ ; donc I est continue sur HJ. 

b) On a: 

1 1 
I(u) ~ 2 llu'lll2 - (1 + llglloollullu) ~ 2 llu'lll2 - (1 + llglloollullL2) 

~ -32 X -2
1 llull~1 - (1 + llglloo llulls1) +oo · D 

llullH1-t+oo 

Conséquence. Il existe R > 0 tel que : 

m = inf I(u) = inf I(u). 
uEHJ /lullHfi ,,;;R 

Or HJ est un espace de Hilbert. Donc ses boules fermées sont faiblement compactes. 
Toutefois, I n'étant pas linéaire, on ne peut pas dire que sa continuité pour la norme 
entraîne sa continuité pour la topologie faible (J n'est d'ailleurs lli!§. faiblement conti­
nue, car sinon, u r--+ llu'lll2, et donc u f-t llu'llL2 aussi, serait faiblemement continue; 
mais ce n'est pas possible, puisque c'est une norme équivalente sur HJ et que cet 
espace est de dimension infinie). Néanmoins, si 

on peut extraire une sous-suite, que l'on notera encore ( uk)k~l faiblement convergente, 
vers un uo E HJ. Comme l'injection j: HJ -t 'ef([O, 1]) est compacte, la suite (uk)k~l 
converge uniformément vers u0 , en vertu du lemme suivant (voir aussi !'Exercice 24 
du Chapitre VIII). 
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Lemme IX.3.3 (Lemme de Dunford-Pettis). Soit T: E --t F un opérateur compact. 
Alors : 

w T JLIL.r X k -----t X :::===} X k ------, X • 
k-+oo k-+oo 

Preuve. On sait que Test continu pour les topologies faibles. Donc (Txk)k~ converge 
faiblement vers Tx. Donc la seule valeur d'adhérence, pour la norme, possible pour 
(Txk)k~ 1 est Tx. La compacité donne la convergence. D 

Par conséquent : 

rl ( COSUk(t) + Uk(t)g(t)) dt-----t rl ( COSUo(t) + Uo(t)g(t)) dt. Jo k-+oo Jo 
Mais on a aussi, puisque u H /lu'/IL2 est équivalente à u H /lullH1 (et donc les 

0 

topologies faibles associées à ces deux normes sont les mêmes) : 

/lu~/IL2 ~ liminf /lu'llL2, 
k-+oo 

de sorte que : 

I( uo) ~ lim inf ~ llu'/li2 + lim f 1 
(cos Uo + uog )(t) dt = lim inf J( Uk) = m. 

k-+oo 2 k-+oo } 0 k-+oo 

Il en résulte que m = I(u0 ) : la borne inférieure est atteinte (et, en particulier, on 
am> -oo). 

Maintenant, si l'on pose, comme dans l'introduction, pour h E HJ : 

'Ph(s)=I(uo+sh), sE~, 

on a cp~(O) = 0, soit : 

11 
[ u~ h' + h ( - sin uo + g)] ( t) dt = 0 . 

Toutefois, uo n'a a priori pas de dérivée seconde (même au sens faible); on ne peut 
donc pas raisonner en intégrant par parties comme dans l'introduction. Néanmoins, 
c'est vrai, et on va voir que u0 est de classe C2 • En effet, la fonction ( - sin u0 + g) 
étant continue a une primitive U0 sur [O, 1], qui est donc de classe C1. Si h E 'i&'1 et 
h(O) = h(l) = 0, on peut intégrer par parties : 

11 
h(t)(-sinu0 +g)(t)dt= [h~o(t)J: -11 

h'(t)U0 (t)dt. 

L'égalité ( *) devient donc : 

11 h'(t) [u~(t) - U0 (t)] dt= 0. 
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Pour h(t) = (1 - e-211"int), cela donne : 

27rin(~(n) - Ûo(n)) = 0, 'in E Z. 

Par conséquent, u0 - Uo est presque partout constante. Mais alors, si C est cette 
constante, on a : 

uo(x) =fox u~(t) dt= fox [Uo(t) + C] dt; 

le Théorème Fondamental du Calcul Intégral dit alors, puisque Uo+C est continue sur 
[O, 1], que u0 est (plus précisément, a un représentant) continûment dérivable (c'est­
à-dire de classe ci) et que sa dérivée, au sens usuel, est U0 + C. Comme U0 + C est 
de classe ci, Uo est donc de classe C2 • 

On a alors vu dans l'introduction que uo est solution de l'équation (EPF). 0 
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IX.4. Exercices 

Exercice 1. 
1) Calculer la dérivée faible dans LP(] - 1, 1[) (1 ~ p < oo) de la fonction u avec 

u(x) = 1 - lxl. 
. { 1 si -1 <X< Ü 

2) Même quest10n avec u(x) = + 1 · 0 1 X Sl <x<. 

Exercice 2 (Caractérisation des fonctions lipschitziennes). 
Soit F: :IR -+ :IR une fonction. Le but de l'exercice est de montrer l'équivalence des 

deux propriétés suivantes : 
( i) F est lipschitzienne; 
(ii) il existe une fonction f E L00 (JR) telle que F(x) = F(O) + J; f(t) dt pour tout 

xER 
1) Montrer l'implication facile. 
2) On suppose F lipschitzienne. 

a) Montrer que si <.p: :IR -+ :IR est une fonction de classe C1 à support compact, 
alors : 

{ F(x) <.p1(x) dx = - lim { F(x + h~ - F(x) <.p(x) dx. 
}IR. h-to}IR. 

b) En déduire qu'il existe une constante 0 < C < +oo telle que l'on ait 
J JJR. F(x) <.p'(x) dxJ ~ C JIR. l<.p(x)I dx, pour toute t.p E ~1 (JR). 

c) Montrer qu'il existe f E L00 (JR) telle que JJR. F(x) <.p1(x) dx = - JIR. f(t) <.p(t) dt 
pour toute <.p E ~l(JR). 

d) Conclure. 

Exercice 3 (Caractérisation des fonctions de H 1 par transformation de Fourier). 
1) Soit <.p une fonction continüment dérivable sur :IR à support compact; montrer 

que (Î)' (y) = 27riy ép(y) pour tout y E R 
2) Soit f E H 1 . 

a) Montrer que pour <.p E ~1 (JR), on a 

k 27riy (§ f)(y) (§<.p)(y) dy = - k f(x) <.p'(x) dx = k [ff(f')](y) (.9'<.p)(y) dy. 

b) En déduire que la fonction §(!') est égale (presque partout) à la fonction 
y H 27riy(§j)(y) et que JIR.y2 l(fff)(y)l 2 dy < +oo. 

3) Inversement, on suppose que f E L2 (JR) et que la fonction y H y(§ f)(y) est 
dans L2 (JR). 

a) Montrer qu'il existe g E L2 (JR) telle que (ffg)(y) = 27riy(§f)(y) pour 
(presque) tout y E R 

b) Si <.p E ~1 (JR), montrer que 

k f(x) <.p1(x) dx = - k 27riy (§ f)(y) (§ <.p)(y) dy = - k g(x) t.p(x) dx. 

c) Conclure. 
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Exercice 4 (Norme de l'injection canonique de HJ(O, 1) dans L 2 (0, 1)). 
1) Soit I un intervalle ouvert de IR, et soit 1 < p < oo. Soit f E W 1·P(I). Montrer 

que si la dérivée faible f' de f possède elle-même une dérivée faible, alors f est 
(la classe d'équivalence d'une fonction) dérivable au sens usuel, et f' est (la classe 
d'équivalence de) la dérivée forte, c'est-à-dire la dérivée usuelle, de f (on se rappellera 
le Théorème fondamental du Calcul Intégral). 

2) On considère maintenant HJ(O, 1). On le munit de la norme définie par 11!1/ = 
llf'l/L2 pour f E HJ(O, 1). On rappelle que, en vertu de l'inégalité de Poincaré, cette 
norme est équivalente à la norme usuelle de HJ(O, 1). 

a) Soit J: HJ(O, 1)-+ L2 (0, 1) l'injection canonique: J(f) = f. Montrer qu'il 
existe fo E HJ(O, 1) telle que llfôllL2 = 1 et llfollL2 = llJll (on utilisera le Théorème 
de Rellich-Kondrachov, et le Lemme de Dunford-Pettis). 

b) On pose, pour cp de classe C1 à support compact contenu dans JO, 1[, 

Fip(t) = llJl/ 2 llfo + t cp' lli2 - llfo + t cpl/i2 · 

Montrer que F~(O) =O. 
c) En déduire que fô a une dérivée faible fff et que fô' = -(1/llJll 2) fo. 
d) En utilisant la question 1), en déduire fo (on rappelle que fo(O) = fo(l) = 0), 

puis que llJll = lf'rr. 

Exercice 5 (Prolongement de W 1·P(I) à W 1·P(IR)). 
Soit I un intervalle ouvert de IR et 1 ~ p < oo. On veut montrer qu'il existe une 

application linéaire continue P: W 1·P(J)-+ W 1·P(IR) telle que (Pu)1 1 = u pour toute 
u E W 1·P(J). Par des changements de variable affines, il suffit de le faire dans les cas 
I =JO, +oo[ et I =JO, 1[. 

1) Expliquer pourquoi si l'on pose, pour u E W 1•P(I), u(x) = u(x) si x E 1 et 
u(x) = 0 si XE IR\ I, alors u n'est pas forcément dans W 1·P(IR). 

2) On prend I =JO, +oo[ dans cette question. 

{
u(x) six> 0, 

Montrer que si l'on pose, pour u E W 1·P(IR'.f-), u*(x) = ( ) . alors 
U -X Sl X< 0, 

u* E W 1·P(IR) et llu*l/w1.v(JR) ~ 2 llul/w1.v(1R:f_)· 
3) On prend maintenant I =JO, 1[. Pouru: JO, 1[-+ IR, on pose: 

u(x) = { u~x) siO<x<l, 

Si X~ 1. 

On fixe une fonction 'f/ E '6"1(IR) telle que 0 ~ 'f/ ~ 1, 'TJ(x) = 1 six< 1/4 et 'TJ(x) = 0 
Si X> 3/4. 

a) Montrer que si u E W1·P(JO, 1[), alors 'f/U E W 1·P(IR'.f-) et il existe une constante 
C > 0, ne dépendant que de 'f/, telle que ll"lullw1.v(JR:jJ ~ C llullw1.v(o,1)· En déduire 
un prolongement de 'f/U à W 1·P(IR). 

b) Montrer que l'on peut prolonger de même (1 - 'T/)u à W1·P(] - oo, 1[), puis à 
W 1·P(IR) (faire le changement de variable t = 1 - x). 

c) Conclure. 
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Exercice 6 (Problème de Dirichlet). 
Étant donnée f E 'if([O, 1]), on cherche à résoudre le problème suivant, avec condi­

tions aux limites : 

{ -u" + u = f sur JO, 1[ 
u(O) = u(l) = 0. 

(PD) 

Soit f E L 2 (0, 1). On considère l'espace de Hilbert HJ = HJ(O, 1), et l'on pose, 
pour u,v E HJ: 

a(u, v) = 11 [u(x) v(x) + u'(x) v'(x)] dx et L(v) = 11 f(x) v(x) dx. 

1) Montrer qu'il existe une unique uo E HJ telle que : 

11 [uo(x) v(x) + u~(x) v'(x)] dx = 11 f(x) v(x) dx, Vv E HJ (PDF) 

(utiliser le Théorème de Lax-Milgram de l'Exercice 14 du Chapitre II, ou le Théorème 
de représentation de Riesz). 

2) Montrer que si f E 'if([O, 1]), alors uo est deux fois continüment dérivable sur 
[O, 1]. 

3) En déduire que u0 est solution du problème (PD). 

Exercice 7 (Problème de Dirichlet non homogène). 
Étant donnés a, /3 E ~et f E 'if([a, b]), on cherche à résoudre le problème suivant, 

avec conditions aux limites : 

{
-u" + u = f sur ]a, b[ 
u(a) =a, u(b) = /3. 

(PDNH) 

1) Montrer C = {u E H 1(a, b); u(a) =a et u(b) = /3} est convexe et fermé dans 
H 1(a,b). 

2) Montrer que, pour toute f E L2 (a, b), il existe une unique u0 E H 1 (a, b) telle 
que l'on ait, pour tout w E C : 

lb u~(t) [w'(t) - u~(t)] dt+ lb uo(t) [w(t) - uo(t)] dt~ lb f(t) [w(t) - uo(t)] dt 

(utiliser le Théorème de Stampacchia de l'Exercice 17 du Chapitre VIII). 
3) En déduire que : 

lb u~(t) v'(t) dt+ lb uo(t) v(t) dt= lb f(t) v(t) dt, Vv E HJ(a, b). 

4) Montrer que si f E 'if([a, b]), alors uo est deux fois continüment dérivable sur 
[a,b]. 

5) En déduire que u0 est solution de l'équation (PDNH). 
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Exercice 8 (Problème de Neumann 1 ). 

On considère le problème suivant, dit de Neumann : 

{ -u" + u = f sur ]a, b[ 
u' (a) = 0 , u' ( b) = 0 . 
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(PN) 

1) Montrer que pour toute f E L2 (a, b), il existe une unique u0 E H 1 (a, b) telle 
que: 

1b u~(t) v'(t) dt+ 1b uo(t) v(t) dt= 1b f(t) v(t) dt, 't:/v E H 1(a, b). 

2) Montrer que u0 E H 2 (a, b) et que -u~ + u0 = f presque partout. 
3) Montrer que si f E 'if([a, b]), alors u0 est deux fois continûment dérivable sur 

[a, b] et uo est solution de (PN). 

Exercice 9 (Un problème mixte). 
On considère le problème suivant, avec des conditions aux limites mixtes : 

{ -u" + u = f sur ]a, b[ 
u(a) =a, u'(b) = /3. 

(PM) 

1) Montrer que l'ensemble C = {w E H 1(a, b); w(a) =a} est une partie convexe 
fermée de H 1(a,b). 

2) Montrer que pour toute f E L2 (a, b), il existe une unique u0 E H 1 (a, b) telle 
que l'on ait, pour toute w E C: 

1b u~(t) [w'(t) - u~(t)] dt+ 1b uo(t) [w(t) - uo(t)] dt 

~ 1b f(t) [w(t) - uo(t)] dt+ /3 [w(b) - uo(b)J 

(utiliser le Théorème de Stampacchia de l'Exercice 17 du Chapitre VIII). 
3) En déduire que, si l'on pose K = {v E H 1(a, b); v(a) = O}, alors: 

1b u~(t) v'(t) dt+ 1b uo(t) v(t) dt= 1b f(t) v(t) dt+ f3v(b), 't:/v E K. 

4) Montrer que si f E 'if([a, b]), alors uo est deux fois continûment dérivable sur 
[a, b] et en déduire que uo est solution de (PM). 

1. Du nom de Carl Neumann (1832-1925). 



248 CHAPITRE IX. ESPACES DE SOBOLEV 

Exercice 10 (Valeurs propres d'opérateur différentiel). 
Pour toute f E L2 (0, 1), on pose Tf = u, où u E HJ(ü, 1) est l'unique solution de 

l'équation (PDF) : 

fo 1 
[u(x) v(x) + u'(x) v'(x)] dx = fo 1 

f(x) v(x) dx, Vv E HJ (PDF) 

de !'Exercice 6. 
1) Montrer que T: L2 (0, 1)-+ L2 (0, 1) est linéaire continue. 
2) Montrer que T est un opérateur compact. 
3) Montrer que Test auto-adjoint positif (montrer que (Tf 1 g) = (J 1 Tg) pour 

f, g continues). 
4) Montrer qu'il existe une base orthonormée (un)n;;,:l de L2 (0, 1) et une suite de 

nombres positifs Àn--+ +oo tels que Un E 1f00 ([0, 1]), un(O) = un(l) = 0, et : 
n--+oo 

pour tout n ~ 1. 



Chapitre X 

NOTIONS SUR LES DISTRIBUTIONS 

On ne parlera que des distributions sur un ouvert n de JR, mais on peut étendre 
pratiquement tout, sans changement essentiel, à des ouverts de JRN. 

X.1. Définitions 

X.1.1. Espace de fonctions-test 

Soit n un ouvert de R Rappelons les notations suivantes. 

1) Si K Ç n est compact, on note, pour tout entier m E N, çgj((O) l'espace des 
fonctions cp: n -+ C de classe cm dont le support est contenu dans K. On le munit 
de la norme: 

m 

ll'Pllcm) = L ll<p(j) lloo' 
j=O 

où: 

117/Jlloo = sup 17/J(x)I = sup 17/J(x)I, 
xE!1 xEK 

qui en fait un espace de Banach. L'espace : 

çg!((O) = n çgj((O) 
mEN 

est simplement noté J çgj((O) J. Cet espace n'est pas normé; néanmoins, on peut le 
munir de la distance suivante : 

~ 1 llcp - 7/Jllcm) 
dK(cp,7/J)= ~ 2m+ll+llcp-7/Jll ' 

m=O (m) 

qui en fait un e.v.t. localement convexe métrique complet (ce que l'on appelle un 
espace de Fréchet), et pour laquelle on a : 
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Une suite (cpn)n converge vers <p dans Pj((D) si et seulement si : 

<p~m)-----+ <p(m) uniformément sur f2, pour tout m EN. 
n--+oo 

2) L'espace : 

/ P(n) 1 = u PK(n) 
K compact, KÇ!1 

est l'espace des fonctions <p: n--+ <C indéfiniment dérivables à support compact (con­
tenu dans D). On dit que c'est l'espace des fonctions-test. 

Définition X.1.1. Soit <pn,<p E P(D); on dit que la suite (cpn)n~l converge 
vers <p dans P(D) si : 

1) il existe un compact K Ç n tel que 1 supp<pn Ç K /pour tout n ~ 1; 

2) la suite (cp~))n~l converge uniformément sur K, donc sur n, vers <p(j), 
pour tout j EN. 

En d'autres termes : 

(3K Ç n, compact) 'Pn, <p E PK(n) et 'Pn-----+ <p dans PK(n). 
n--+oo 

X.1.2. Distributions 

Définition X.1.2. On appelle distribution sur l'ouvert n toute forme liné­
aire T: 91(0) --+ <C ayant la propriété de continuité suivante : 

T(cpn)----+T(cp) pour toute suite (cpn)n convergeant vers <p dans P(D). 
n--+oo 

On note/ P'(D) /l'ensemble des distributions sur n. 

En d'autres termes : 

T: 91(0) --+ <C est une distribution si et seulement si, pour tout compact 
K ç n, la restriction r,gJK(n) est une forme linéaire continue sur PK(n). 

On notera souvent : / T( <p) = (T, <p) /. 
Remarque. On peut munir P(D) d'une topologie, dite limite inductive des topologies 
des PK(n), pour K parcourant les compacts den, de la façon suivante: si JZf' Ç P(D) 
est convexe, on dit que c'est un voisinage de 0 dans 91(0) si, pour tout compact 
K Ç n, JZf' n PK(n) est un voisinage de 0 dans PK(n). On montre que cela forme une 
base de voisinages de 0 pour une topologie sur P(D) en faisant un e.v.t. localement 
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convexe séparé (mais non métrisable), et qu'une forme linéaire T: 9 ( n) -----+ C est une 
distribution si et seulement si elle est continue pour cette topologie; c'est-à-dire que, 
bien que la topologie de 9(f2) ne soit pas métrisable, tester sur des suites convergentes 
suffit pour la la continuité des formes linéaires. 

Ces considérations topologiques, délicates, ne seront d'aucun intérêt pour la suite. 

La caractérisation suivante montre que l'on peut en fait se contenter d'un nombre 
fini de dérivées pour vérifier que l'on a une distribution. 

Proposition X.1.3. Soit T: 9(D) -----+ C une forme linéaire. C'est une distri­
bution sur n si et seulement si : pour tout compact K ç n, il existe un entier 
m = m(K) EN et une constante CK > 0 tels que : 

'Vcp E 9K(f2) 

Preuve. 1) La condition suffisante est évidente : si cpn-----+ cp dans 9(D), il existe 
n--+oo 

un compact K Ç n tel que cpn, cp E 9K(n) et cpW,l-----+ cp(j) uniformément, pour tout 
n--+oo 

j E N; a fortiori, llcpn - cpll(m) ---+0, et donc, en utilisant (*), T(cpn) - T(cp) = 
n--+oo 

T( cpn - cp) -----+ 0, de sorte que T est une distribution. 
n--+oo 

2) Inversement, si T est une distribution, alors, pour tout compact K Ç n, la 
restriction '.ZlqJK(n) est continue pour la topologie de 9K(n) (tester sur des suites 
convergentes suffit, puisque la topologie de 9K(n) est définie par une distance). Il 
existe donc a > 0 tel que : 

dK(cp,O) ~a ==? IT(cp)I ~ 1. 

Choisissons m = m(K) EN tel que 2~ ~a. Alors : 

==} IT(cp)I ~ 1. 

Puisque 11 · ll(m) est une norme sur 9K(D), on obtient, par homogénéité: 

IT(cp)I ~ (2/a) llcpll(m) 

pour toute cp E 9K(n). D 
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Définition X.1.4. On dit qu'une distribution T sur n est d'ordre fini s'il 
existe un entier m E N tel que, pour tout compact K Ç n, il existe CK > 0 tel 
que: 

Autrement dit, dans la Proposition X.1.3, l'entier m peut être choisi indépendem­
ment du compact K. Notons qu'une forme linéaire T: ~(n)---+ C vérifiant la condition 
de la définition est forcément une distribution, en vertu de la Proposition X.1.3. 

Le plus petit entier possible s'appelle alors l'ordre de la distribution T. Une dis­
tribution qui n'est pas d'ordre fini est dite d'ordre infini. 

X.2. Exemples 

X.2.1. Fonctions localement intégrables 

Notons Lf0 c(!l) l'espace des (classes de) fonctions f: n---+ C qui sont localement 
intégrables sur n (pour la mesure de Lebesgue), c'est-à-dire telles que f'1f.K E L1(0) 
pour tout compact K ç n. 

On a, pour 1 ~ p ~ oo : 

Proposition X.2.1. Toute fonction f E Lf0 c(!l) définit une distribution T1 
sur n, qui est d'ordre o. 
On a TJ = T9 pour g E Lf0 c(!l) si et seulement si f = g presque partout. 

C'est en ce sens que l'on dit que les distributions généralisent les fonctions. 

On identifiera souvent f et T1, et on peut alors écrire : 

Lfoc(n) <;;; ~'(n). 

Preuve. Posons, pour toute cp E ~(n) : 

(TJ, cp) =ln f(x) cp (x) dx, 

ce qui a un sens car cp est à support compact, bornée, et f.Ilsupp'f' E L1(n). Cela définit 
une distribution sur n car si K est un compact den, on a, pour toute cp E ~K(n) : 

avec: 

CK = [ lf(x)I dx. 

Cela prouve aussi que T1 est d'ordre O. 
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Reste à voir que f = 0 presque partout si Tt = 0 (on a en fait déjà vu cela : voir 
la Proposition IX.2.3). 

Soit Xo E net r > 0 tel que [xo - 2r, Xo + 2r] ç n. Soit (voir Chapitre III) (pt:)t:>O 
une unité approchée pour la convolution de classe C00 telle que : 

supp (p") Ç [-r, r] pour 0 < € ~ €r. 

Alors, si lx - xol ~ r, la fonction : 

'Pt:,x: Y 1---7 Pt:(x - y) 

est C00 et son support est contenu dans [x0 - 2r, x0 + 2r] Ç n; elle est donc dans 
8?(!1). 

D'autre part, en posant f = f.ll:[xo-r,xo+r]> on a: 

(f * Pt:)(x) = f(y) Pt:(x - y) dy = f(y) Pt:(x - y) dy = (TJ, 'Pt:,x) =O. 1xo+r 1 
xo-r !1 

Mais 1 E L1 (JR), et donc (voir Chapitre III) : 

Il existe donc une suite de nombres strictement positifs en -----+ 0 pour laquelle 
n--700 

on a (f * Pt:n)(t)-----+ f(t) pour presque tout t E R Comme (f * Pt:)(x) = 0 pour 
n--700 

lx - xol ~ r et que 1 est nulle en dehors de [xo - r, xo + r], on a 1 = 0 presque 
partout. 

Cela signifie que f = 0 presque partout sur [xo - r, xo + r]. Mais Xo était arbitraire 
dans n; on obtient donc f = 0 presque partout sur n. D 

X.2.2. Mesures 

De la même façon, on a : 

Proposition X.2.2. Soit µ une mesure de Borel positive, ou une mesure 
complexe sur (n, ~or(n)). Alors la formule : 

(Tµ, cp) =ln cpdµ, Vcp E 8?(!1), 

définit une distribution d'ordre 0 sur n. De plusµ= v si Tµ = T 11 • 

On identifiera Tµ et µ. 

Définition X.2.3. On dit qu'une distribution est positive si : 

cp?: 0 ==? T(cp)?: O. 
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Proposition X.2.4. Toute distribution positive est d'ordre O. 

Preuve. Soit Kun compact den, et soit PK E ~(O) telle que 0 ~PK ~ 1 et PK = 1 
sur K. Pour toute cp E ~K(O), on a lcpl = lcpPKI ~ llcplloo PK· Si cp est à valeurs réelles, 
cela signifie que : 

la linéarité de T et sa positivité entraînent : 

Lorsque cp est à valeurs complexes, on écrit cp = Re cp + i lm cp, et on obtient : 

Corollaire X.2.5. Pour toute distribution positive T, il existe une mesure 
de Borel positiveµ sur n telle que T = Tµ-

Preuve. Nous allons voir que T se prolonge en une forme linéaire positive sur X(O) = 
~0(0); le Théorème de représentation de Riesz donnera le résultat. 

Soit (Pe:)e:>O une unité approchée avec Pe: E ~(n) et Pe: ~O. Soit cp E ~0 (0) et soit 
0 

Kun compact den tel que supp (cp) Ç K. Pour e > 0 assez petit, on a <p*Pe: E ~K(n); 
donc: 

IT(cp * Pe:J - T(cp * Pe:2)I ~ CK llcp * Pe:, - cp * Pe:2 lloo· 

Comme llcp * Pe: - cplloo---+ 0, on voit que lime:-to T(cp * Pe:) existe. Notons la T(cp). 
e:--+0 

Il est clair que T: ~0(0) ---+ C ainsi définie est linéaire; elle est de plus positive 
puisque Pe: ~ 0 entraîne : 

cp * Pe: ~ 0 ===? T(cp) = lim T(cp * Pe:) ~ 0, 
e--+0 

et cela termine la preuve. D 

Remarque. On voit de même que toute distribution T d'ordre 0 se prolonge en 
T: ~0 (n)---+ c, de sorte que, pour tout compact K den : 

Si T est à valeurs réelles, T le sera aussi, et l'on peut poser pour cp E ~0 (0) 
positive: 

{ r+(cp) = sup{T(j); 'ljJ E ~0(n) et o ~ 'ljJ ~ cp} 
r-(cp) = sup{-T('l/J); 'ljJ E ~0(0) et 0 ~ 'ljJ ~ cp}. 



X.2. EXEMPLES 255 

Alors, r+ et r- se prolongent en des formes linéaires positives sur ~0(n) et T = 
r+-r-. 

Il résulte du corollaire que, pour toute distribution d'ordre 0, il existe quatre 
mesures de Borel positives µi, µ2, µ3, µ4 telles que : 

X.2.3. Distributions d'ordre ;:: 1 

Proposition X.2.6. Soit p EN, et soit a En fixés. Posons : 

(T, cp) = cp(P)(a), Vcp E ~(n). 

Alors T est une distribution sur n d'ordre p. 

Preuve. Que ce soit une distribution d'ordre ~ p est clair. Pour voir que l'ordre est 
exactement p, on peut supposer p ?: 1 (puisque si p = 0 l'ordre ne peut être que 0; 
d'ailleurs Test alors la distribution associée à la mesure de Dirac en 0), considérons 
p E ~(!R) telle que p(O) = 1, et posons, pour é > 0 : 

( x-a) 'Pe(x) = (x - a)Pp -€- · 

Pour e assez petit, le support de 'Pe, qui est compact, est contenu dans n; on a donc 
'Pe E ~(n), et : 

D'autre part, pour j ~ p - 1, on a, pour 0 < é ~ 1 : 

où C3 ne dépend que de j et de p ; donc : 

où C ne dépend que de p. Il n'existe donc aucune constante CK telle que: 

pour toute> 0 (car on aurait p! ~ CCK e), T n'est pas d'ordre~ p - 1. D 

Corollaire X.2.7. Si l'on pose, pour cp E ~(JR) : 

OO 

(T,cp) = L'P(P)(p), 
p=O 

alors T est une distribution sur lR d'ordre infini. 
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Preuve. Comme supp (cp) est compact, la somme n'a qu'un nombre fini de termes 
non nuls, et (T, cp) est donc bien défini. De plus, pour tout compact K de JR, on a, si 
KÇ [-N,N]: 

l(T, cp)I ~ ll'Pll(N), îlcp E ~K(JR); 

de sorte que T est bien une distribution sur R 
Elle est d'ordre infinie car, pour tout p EN*, si l'on considère le compact K = 

[P - ~,p + U, on a (T, cp) = cp<P>(p) pour toute cp E ~K(JR); or, on a vu dans la 
proposition précédente que le plus petit entier m pour lequel : 

(3C > 0) (Vcp E ~K(JR)) 

est m = p; cela signifie que T ne peut être d'ordre ~ p - 1. 
Comme c'est vrai pour tout p E N*, T est bien d'ordre infini. D 

X.2.4. Valeur principale 

La fonction x i-+ .!. est localement intégrable sur JR* et définit donc une distribution 
X 

sur JR* ; nous allons voir que, bien qu'elle ne soit pas localement intégrable sur JR, elle 
définit une distribution sur R 

Proposition X.2.8. Pour toute cp E ~(JR), la limite : 

1. 1 cp(x)d lm -- X 
e-tO lxl>e X 

existe, et définit une distribution d'ordre 1 sur JR, appelée valeur principale de l/x, 

et notée 1 vp (1/x) I · 

Preuve. Elle utilise le fait que xi-+ l/x est impaire : si supp (cp) Ç [-A, A], on peut 
écrire: 

{ cp (x) dx = r-e cp (x) - cp (0) dx + 1A cp (x) - cp (0) dx. 
llxl>e X }_A X e X 

Mais xi-+ cp (x) - cp (O) se prolonge par continuité en 0 par cp'(O); donc : 
X 

lim [ cp (x) dx = [A cp (x) - cp (O) dx. 
e-tO llxl>e X 1-A X 

Le Théorème des accroissements finis donne : 

11: cp (x): cp (O) dxl ~ 2A llcp'lloo ~ 2A ll'Pllcl), 

ce qui prouve que T: cp i-+ lim f cp(x) dx est une distribution d'ordre~ 1. 
e-tO Jlxl>e X 
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Pour voir qu'elle est d'ordre 1, considérons des fonctions <pn E ~(IR), impaires, 
telles que supp (<pn) Ç J - 1, O[ U JO, 1[, 0 ~ <pn ~ 1 sur IR+, et <pn = 1 sur [* ,1 - *]. 

1 

-1/n 1/n 1-1/n 1 

t _, 
Si K = [-1, 1], on a <pn E ~K(IR), ll<pnll(o) = ll<pnlloo = 1, et: 

(vp (1/x), <pn) = 2 f 1 <pn(x) dx;;:: 2 log(n - 1)' 
lo X 

de sorte que vp (1/x) n'est pas d'ordre O. 

X.2.5. Parties finies 

D 

Pour des fonctions qui ne sont pas impaires, ce procédé ne marche plus; il faut 
donc corriger la divergence de l'intégrale. 

Notation. La fonction indicatrice ll[o,+oo[ est notée Y : j Y = llio,+oo[ j, et est appelée 

fonction de Heaviside. 

Proposition X.2.9. Pour toute <p E ~(JR), la limite : 

lim ( 1+oo <p (x) dx + <p (0) log c) 
e-+0 e X 

existe et définit une distribution T d'ordre 1 sur IR. 

On dit que c'est la partie finie de Y(x)/x, et on la note 1 Pf (Y(x)/x) I · 

Preuve. Si supp<p Ç [-A,A]: 

l +oo <p (x) dx = 1A <p (x) - <p (O) dx + <p (0) log A - <p (0) loge, 
e X e X . 
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d'où l'existence de la limite. Le Théorème des accroissements finis montre que c'est 
une distribution d'ordre ~ 1. Elle est d'ordre 1 car si 'Pn est la fonction utilisée 
dans la preuve précédente, alors la fonction 'l/Jn = cpnY est dans ~[o,t] (IR) et l'on a 
(Pf[Y(x)/xJ,'l/Jn) ~ log(n -1). D 

X.3. Opérations sur les distributions 

X.3.1. Multiplication par une fonction de classe C00 

Notation. On désigne par gm(n) l'espace des fonctions f: n-+ CC de classe cm, et 
par c&"(f!) = nmEN gm(f!) celui des fonctions de classe C00 (c'est-à-dire indéfiniment 
dérivables) . 

La preuve de la proposition suivante résulte de la formule de Leibniz, qui entraîne 
que ll(fcp)(m)lloo ~ (l:j:oC!nllf(jllloo) ll'Pll(m)· 

Proposition X.3.1. Pour toute TE ~'(f!) et toute f E c&"(f!), on définit une distri­
bution fT E ~'(n) en posant: 

(JT, cp) = (T, fcp), "lep E ~(n). 

On remarquera que si Test d'ordre m, on peut en fait définir fT pour f E gm(n). 

Exemple. On a xvp (1/x) = 1. En effet: 

(xvp(l/x),cp) = (vp(l/x),xcp) = lim 1 xcp(x) dx = r cp(x)dx = (1,cp). 
e:-+0 lxl>e: X lift 

X.3.2. Dérivation. 

Il est immédiat de prouver la proposition suivante. 

Proposition X.3.2. Pour toute distribution TE ~'(n), la formule : 

1 (T',cp) = -(T,cp') 1, Vcp E ~(f!) 

définit une distribution T' E ~'(f!), appelée la dérivée de T. 
De plus, si T est d'ordre m, alors T' est d'ordre~ m + 1. 

Exemple. On a (c5~, cp) = -(ôa, cp') = -cp'(a). 

L'ordre est m + 1 si m ~ 1 (Exercice 6). Par contre, si T = T1 pour une fonction 
continüment dérivable f, il est clair, par intégration par parties, que (TJ )' = TJ', et 
qu'elle est donc aussi d'ordre O. 

Corollaire X.3.3. Toute distribution est indéfiniment dérivable. 

La dérivation est linéaire sur ~'(n) et l'on a 1 (JT)' = f'T + fT' 1 pour toute f E 

c&"(f!), ainsi qu'il est facile de le voir. La proposition suivante se montre exactement 
comme le Théorème d'immersion de Sobolev (voir Chapitre IX). 
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Proposition X.3.4. Soit I un intervalle ouvert de lR et f E Lf0 c(I). Alors les so­
lutions de l'équation T' = f dans ;;)'(!) sont les distributions TF+c, où C est une 
constante et F est la fonction continue définie, pour a E 1, fixé, par : 

F(x) = 1x f(t) dt. 

Corollaire X.3.5. Si u E WP(J) est dans l'espace de Sobolev WP(J), et si u' est sa 
dérivée faible, alors (Tu)' = Tu'. 

Corollaire X.3.6. Si I est un intervalle ouvert de lR et TE ;;)(!), alors T' = 0 
si et seulement si T est constante. 

"Constante" signifiant que c'est la distribution associée à une fonction constante. 

Proposition X.3.7 (Formule des sauts). On a: 

1) 1 Y'= ôo li. 
2) Si f: lR -t C est de classe ci par morceaux, discontinue en ai, ... , an, alors, si 

f' E Lf0 c(IR), on a la formule des sauts : 

n 

(TJ)' = Tf' + L [f(at) - f(a;;)] Ôak 
k=i 

Preuve. 1) Pour toute cp E ;;)(JR) : 

(Y',cp) = -(Y,cp') = -1+= cp'(x)dx = cp(O), 

puisque, cp ayant un support compact, elle est nulle pour x assez grand. 
2) De même, en intégrant par parties : 

((T1)',cp) = - L f(x)cp'(x)dx 

= -1-: f(x) cp'(x) dx - ~ 1:k+i f(x) cp'(x) dx -1:= f(x) cp'(x) dx 

= -f(a!) cp(ai) + [J'(x) cp(x) dx - ~ [f(ak"+i) cp(ak+i) - f(at) cp(ak)] 

+ ~ 1:k+1 f' (x) cp (x) dx + f(a~) cp (an)+ 1:= J'(x) cp (x) dx 

= ~ [f(at) - f(a;;)] cp (ak) + L J'(x) cp (x) dx, 

d'où la formule des sauts. D 

1. La mesure de Dirac ôo est souvent notée simplement ô. Elle est appelée ''fonction de Dirac" par 
les Physiciens. 
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X.4. Théorème de structure 

Ce théorème dit, qu'en un certain sens, les distributions ont été définies de façon 
optimale: on ajuste introduit ce qu'il fallait pour que toute fonction continue possède 
des dérivées de tous les ordres. 

Théorème X.4.1 (Laurent Schwartz). Soit TE ~'(O) une distribution sur 
n, et K un compact de n. Alors il existe une fonction continue f E 'if(O) et 
un entier r EN tels que, sur ~K(il), T soit égale à (Tt )(r). 

Preuve. On sait qu'il existe un entier m = m(K) EN et une constante CK > 0 tels 
que: 

i(T,cp)I ~ CK li'Pli(m), Vcp E ~K(O). 

On peut prolonger chaque cp E ~K(n) en cp E ~K(~) (par 0 en dehors den). Alors : 

cpUl(x) = 1-xoo cpU+il(t) dt, Vj EN (1) 

et: 
ll'P(m)lloo ~ ll'P(m+l)llL1{1R) = ll'P(m+l)llL1(K)· 

Si supp (cp) Ç [-A, A], le Théorème des accroissements finis (sur [x, A]) donne : 

ll'P(j)lloo ~ 2A llcp(Hl)lloo, Vj ~ O; 

donc: 

ll'P(j) lloo ~ (2A)m+l-j ll'P(m+l) llLl(K), pour 0 ~ j ~ m, 

et il existe donc B > 0 tel que : 

On a donc une constante BK > 0 telle que : 

(2) 

Notons que la formule (1) permet, par itération, de définir une application linéaire 
U: cp(m+l) i-+ cp. Les inégalités (2) s'écrivent donc : 

l(T O U)(cp(m+l)I ~BK ll'P(m+l)llL1(K), 

ce qui signifie que TU est continue sur le sous-espace {cp(m+l); cp E ~K(n)} de L 1(K), 
pour la norme de L1(K). Le Théorème de Hahn-Banach permet de la prolonger en 
une forme linéaire continue sur L1(K); il existe donc g E L00 (K) telle que : 

(T, cp) = (Tu)(cp(m+1l) = L g(x) cp<m+ll(x) dx, Vcp E ~K(O). (3) 
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Prolongeons g par 0 en dehors de K, et posons : 

G(x) = [~ g(t) dt. 

Alors Gest continue sur lR. et on a vu à la Proposition X.3.4 que (Tc)'= T9 • 

Si l'on pose f = (-1r+1a, alors l'égalité (3) montre que : 

pour toute cp E !11K(O), ce qui achève la preuve. 

X.4.1. Support d'une distribution 
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D 

Sin' est un ouvert contenu dans l'ouvert 0, on peut considérer !11(n') comme un 
sous-espace de !11(0), en prolongeant les fonctions par 0 sur O\n'. Toute distribution 
T sur 0 définit donc une distribution sur n', par restriction de T: !11(0) --+ Cà !11(n'); 
on dit que c'est la restriction de T à n', et on la note T1œ. Par exemple, la restriction 
à IR.* de vp (1/x) est la fonction 1/x, qui est localement intégrable sur IR.*. On dit que 
deux distributions Ti et T2 sur 0 sont égales sur n' si Ti1œ = T2/œ, c'est-à-dire si 
(Ti,cp) = (T2 ,cp) pour toute cp E !11(n'). On dit que la distribution T s'annule sur 
l'ouvert n' si 71œ = 0, c'est-à-dire si (T, cp) = 0 pour toute cp E !11(n'). 

Proposition X.4.2. Si la distribution TE !11'(0) s'annule sur des ouverts Uj Ç 0, 
j E J, alors elle s'annule sur u = ujEJ Uj. 

Preuve. Soit cp E !11(U) et soit K = suppcp Ç U. Comme K est compact, il existe 
une partie finie Jo de J telle que K ç ujEJo Uj. Soit (cpj)jEJo une partition de l'unité 
de K subordonnée à ce recouvrement. On a cpcpj E !11(Uj) et cp = L,jEJo(cpcpj); donc 
(T,cp) = 'L,jEJo(T,cpcpj) =O. D 

Il en résulte qu'il existe un plus grand ouvert de 0 sur lequel T s'annule. 

Définition X.4.3. On appelle support de la distribution T le complémentaire du 
plus grand ouvert sur lequel T s'annule. On le note su pp T. 

Remarque. Par définition, on a (T,cp) = 0 si (suppT) n (suppcp) = 0. Par contre, 
on peut avoir (T,cp) =I 0 avec cp(x) = 0 pour tout x E suppT, comme on le voit en 
prenant T = ôb, dont le support est {O} et cp(x) = x'l/J(x), où 'l/J E !11(JR.) vaut 1 sur 
] - 1, 1[; on a cp(O) = 0, alors que (T, cp) = -1. Par contre, si T = T,,, est associée à 
une mesureµ (et donc aussi si Test d'ordre 0), et si cp(x) = 0 pour tout x E suppµ, 
alors : 

(T,,,, cp) = { cp(x) dµ(x) = 1 cp(x) dµ(x) = 0. 
Jn suppµ 

On peut montrer que si T est une distribution d'ordre m et si cp, cp', ... , cp(m) 
s'annulent sur suppT, alors (T,cp) = 0 (voir !'Exercice 7). 
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Proposition X.4.4 (Localisation). Soit T une distribution sur l'ouvert n et S = 
suppT. Soit c > 0 tel que Se = S + [-c, c] = {x ER; dist (x, S) ~ c} soit contenu 
dans n. Il existe une fonction Xe indéfiniment dérivable sur R à support dans Be telle 
que S = XeB, c'est-à-dire telle que : 

(T, cp) = (T, cp Xe) , Vcp E 91(!1). 

Notons qu'il est possible qu'il n'existe aucun c > 0 tel que Se Ç n (on peut avoir, 
par exemple supp T = n) ; par contre, il y en a toujours si T est à support compact. 

Preuve. Soit Pe E 91(R) telle que supp Pe Ç [-c/3, c/3] et JIR Pe(u) du= 1. On pose, 
pour tout x E R : 

Xe(x) = (Ils2 , 13 * Pe)(x) = 1 Pe(X - t) dt. 
S2e/3 

Alors Xe est indéfiniment dérivable sur R et supp Xe Ç S2e;3 + supp Pe Ç Se. De plus, 
si x E Se/3> on a lx - tl > c/3 pour tout t i S2e/3; donc Pe(x - t) = 0, de sorte que 
Xe ( x) = f IR Pe ( x - t) dt = f IR Pe ( u) du = 1. Alors cp - cp Xe E 91 ( f2) et su pp ( cp - cp Xe) Ç 
n \ Be;3 Ç n \ S; donc (T, cp - cp Xe) = 0, de sorte que (T, cp) = (T, cp Xe)· D 

Corollaire X.4.5. Toute distribution T à support compact est d'ordre fini. De plus, 
il existe un voisinage compact K de su pp T et une constante C > 0 tels que, m étant 
l'ordre de T, on ait : 

l(T,cp)I ~ C sup sup lcp(j)(x)I, Vcp E 91(!1). 
O~j'(mxEK 

Preuve Avec les notations de la proposition, Se est compact et donc Xe E 91s, (R), 
de sorte que cp Xe E 91s, (fi) pour toute cp E 91(!1) ; on connaît donc S dès que l'on 
connaît ses valeurs sur 91s, (n). Le Théorème de structure dit qu'il existe un entier 
p;;:: 0 et une fonction continue f tels que, pour toute cp E 91(0) : 

donc S = Xe(TJ )<P>, et S est d'ordre m ~p. 
Par conséquent il existe une constante C > 0 telle que l(T,cp)I ~ Cll'PXellcm) 

pour toute cp E 91(!1). Notons K =Se; c'est un voisinage compact de suppT =S. 
Comme ll('PXe)(j)lloo ~ C1 sup0~h~j supxEK lcp(h)(x)I, d'après la formule de Leibniz, 
on obtient l(T,cp)I ~ Csup0,çj,çmsupxEK lcp(j)(x)I pour toute cp E 91(0). D 

X.5. Transformation de Fourier 

De l'avis même de Laurent Schwartz, c'est dans le domaine de la transformation 
de Fourier que l'introduction des Distributions est essentielle. Il n'est toutefois pas 
possible de définir la transformée de Fourier pour toutes les distributions, et on doit 
se restreindre à une sous-classe, celle des distributions tempérées. Nous nous contente­
rons, ce chapitre n'étant destiné qu'à donner un aperçu de la Théorie des Distributions, 
de définir les distributions tempérées, et leur transformée de Fourier. 
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X.5.1. Impossibilité de définir la transformée de Fourier pour 
toutes les distributions 

Tout d'abord, la définition naturelle à laquelle on pourrait penser : (§T, cp) = 
(T, §cp), 'Vcp E ~(fi!) ne fonctionne pas, parce qu'en général §cp ~ ~(fi!). Il faut donc 
trouver un espace de fonctions S"'(rn!) tel que §cp ait un sens pour toute cp E S"'(rn!) 
et cp E S"'(rn!) => §cp E S"'(rn!). L'espace L2 (rn!) vérifie cette implication, mais n'a pas 
d'assez bonnes propriétés vis-à-vis de la dérivation. On doit chercher un espace S"'(rn!) 
dont les fonctions sont indéfiniment dérivables. 

D'autre part, on aimerait pouvoir définir une transformation de Fourier § sur 
~'(fi!), qui, comme la transformation de Fourier-Plancherel sur L2 (rn!), envoie bijec­
tivement ~'(fi!) sur lui-même, et §- 1 ayant les "mêmes" propriétés que §. Si l'on 
cherche à avoir une définition "acceptable", il est indispensable de lui demander d'être 
linéaire, et continue, au sens où §(Tn) ---t §(T) lorsque Tn ---t T (la convergence 

n-too n-too 
étant la convergence simple sur les éléments de ~(fi!)). Il est aussi naturel de lui de-
mander de "bien se comporter" vis-à-vis de la dérivation, c'est-à-dire que l'on voudrait 
que §(xT) = ( - 2;J (§T)'. En particulier, comme §(Il) = 80 , on devrait avoir 

§(xm) = ( - 2;J m Obm), pour tout m E N. Comme la série Lm;;,l ~ converge unifor-
m o<ml 

mément sur tout compact de fi! vers ex, donc dans ~'(fi!), la série Lm;;, 1 ( - 2;i) ~ 
devrait aussi converger dans ~'(fi!). Mais on peut montrer que ce n'est pas possible: 
il faudrait pour cela qu'il existe un mo ~ 0 fixe tel que les termes de la série s'écrivent 
(TJm)(mo), pour des fonctions continues fm: fi! -7 <C, ce qui n'est pas le cas. 

Il faut donc se placer dans un sous-espace vectoriel de ~'(fi!), muni d'une notion de 
convergence plus forte, empêchant la série Lm;;,l ~ de converger dans ce sous-espace. 

X.5.2. L'espace ..9'(IR) de Schwartz des fonctions indéfiniment 
dérivables à décroissance rapide 

Définition X.5.1. On note S"'(!R!) l'ensemble des fonctions f: fi! -7 <C de 
classe C00 telles que : 

On dit que S"'(ffi!) est l'espace de Schwartz des fonctions indéfiniment dérivables 
à décroissance rapide. 

Il est immédiat que si f E S"'(rn!), alors jU) et x1f(x) (avec l'abus de notation 
usuel) aussi, pour tous j, l EN. 

Remarque. L'espace vectoriel S"'(rn!) est, comme t&"(rn!), muni de deux opérations en 
faisant une algèbre. 

- D'une part, la multiplication usuelle. En effet, on sait que si f et g sont in­
définiment dérivables, leur produit f g aussi. De plus, pour tous k, n E N, on a, si 
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f, g E .9'(1R) : 

donc f g E .9'(1R). 
- D'autre part, la convolution. En effet, on sait que si l'une des fonctions est 

indéfiniment dérivable, leur produit de convolution l'est aussi. Notons maintenant 
que si u,v E .9'(1R), alors, pour tous l,h EN, on a, en posant u1(x) = x1u(x) et 
vh(x) = xhv(x) : 

(u1 * vh)(x) = 1 (x - tiu(x - t) thv(t) dt; 

donc, par la formule du binôme, pour tout n E N : 

xn(u * v)(x) = r xnu(x - t) v(t) dt= :L c~ ( r (x - t)1u(x - t) thv(t) dt) 
Jiw. h+l=n Jiw. 

= L C~(u1 * vh)(x)--+0, 
lxl-Hoo h+l=n 

parce que, par exemple, u1, vh E L 2 (1R), et donc u1 * vh E '"lfo(IR). 
Pour f,g E .9'(1R), on obtient, pour tous k, n EN, en appliquant cela à u = J(k) 

etv=g: 

de sorte que f * g E .9'(1R). 

Proposition X.5.2. L'espace de Schwartz a les propriétés suivantes : 

1) On a .9'(1R) Ç L1 (JR) et f E .9'(1R) :::} § f = f E .9'(1R). 
2) § réalise une bijection de .9'(1R) sur lui-meme. 

3) Pour toutes f, g E .9'(1R) , on a : 

§(! * g) = (ff f)(ff g) et ff(fg) = (ff f) * (ff g). 

4) Pour tout k, n EN, on a, pour tout y E IR : 

j(kl(y) = h(y), où fk(x) = (-27rix)k f(x) 
et 

JN (y) = (27riy)n f(y). 

Preuve. 1) Si f E .9'(1R), f est continue; comme f(x) = o (x- 2), elle est intégrable 
sur R 

Montrons maintenant que f E .9'(1R) :::} § f = f E .9'(JR). 
Pour tout k EN, posons fk(x) = (-27rix)kf(x), x ER 
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a) Î est indéfiniment dérivable si f est continue et f(x) = o(lxl-n) pour tout 
n EN. L'hypothèse entraîne que fk(x) = o(x-2 ); donc fk E L1 (1R). En particulier, 
fi E L1 (JR). Le Théorème de dérivation sous le signe intégral (voir !'Exercice 11 du 
Chapitre III) nous dit que Î est dérivable sur lR et (Î) 1 (y) = J;. (y) pour tout y E R 
Une récurrence nous montre alors, en utilisant le fait que fk E L1 (1R) pour tout k EN, 

que Î est indéfiniment dérivable sur lR et Î(k) = J,; pour tout k E N. 
b) Les dérivées de Î sont à décroissance rapide si f E Y'(JR). Une intégration 

par parties nous montre (voir !'Exercice 11 du Chapitre III) que si g: lR ---+ C est conti­
nüment dérivable sur lR et g,g' E L1 (1R), alors 9'(y) = (27riy)g(y). Par récurrence, 
on obtient, en utilisant le fait que j(n-I) et f(n) sont intégrables (car à décroissance 
rapide), que : 

(27riyt Î(Y) = fW (y), \l'y E lR. 

Comme f E Y'(IR) entraîne J(n) E Y'(IR), on a f(n) E L1(1R); donc fW (y)---+ 0 
lvl-++oo 

(Théorème III.2.2). Il en résulte que (27riy)n Î(Y)---+ 0 et ainsi Î(Y) = o (IYl-n). 
lvl-++oo 

Maintenant, f E Y'(!R) entraîne que fk E Y'(JR) pour tout k EN car fkn)(x) = 

E7=o Pj(x) jUl(x), où les Pj sont des polynômes (de degré k - n + j si n :::;; k, et 
~ (k) -

Pj = 0 si n > k). Comme on a vu que (!) = fk, on obtient, en remplaçant dans 
ce qui précède f par f k : 

(Î) (k) (y) = J,; (y) = o (IYi-n) pour tout n EN. 

2) Il résulte du 1) que sij E Y'(JR), on a f, Î E L1 (1R). On peut donc utiliser le 

Théorème d'inversion: on a Î (x) = f(-x) pour tout x E lR (c'est vrai pour tout x, et 
pas seulement pour presque tout x car f est continue). Alors pour toute g E Y'(JR) on 
a g = Î, avec f(x) = g(-x). Donc§ envoie Y'(JR) sur lui-même. Comme on sait que 
la transformation de Fourier est injective sur L1 (JR) 2 Y'(IR), elle réalise une bijection 
de Y'(JR) sur lui-même. 

3) L'égalité §(j * g) = (§j)(§g) est vraie pour toutes f,g E L1 (1R), donc en 
particulier pour f, g E Y'(JR). Pour l'autre, on utilise la bijectivité de la transformation 
de Fourier, et donc aussi de la co-tranformation de Fourier §, sur Y' (JR). Si f, g E 
Y'(IR), il existe u, v E Y'(JR) telles que f = §u et g = §v. Alors fg = (§u)(§v) = 
§(u * v); d'où, par le Théorème d'inversion (puisque l'on a vu au a) que Y'(JR) Ç 
A(IR)), §(fg) = u *V= (§f) * (§g). 

4) Cela a déjà été vu au cours de la preuve du 1). D 

On va maintenant introduire une topologie sur Y'(JR). Pour toute f E Y'(IR), on 
pose, pour k, n EN : 

ce sont des semi-normes sur Y'(JR). Notons que l'on utilise plus couramment les semi-
normes: 
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qui leurs sont équivalentes, mais sont moins naturelles. On pose alors, pour f, g E 

Y(JR.) : 
~ 1 qk,nU - g) 

d(f,g) = k'.'20 2k+n 1 + qk,n(f - g). 

C'est une distance sur Y(JR.). En effet, l'inégalité triangulaire résulte de l'inégalité 
triangulaire pour les semi-normes qk,n et du fait que l'application t E IR.+ i--+ l~t est 
croissante. D'autre part, si d(f, g) = 0, on a qk,nU - g) = 0 pour tous k, n ~ 0; en 
particulier, Il! - glloo = qo,oU - g) = 0, donc f = g. 

Remarquons que l'on a: 

d(fj, f)--:------+ 0 si et seulement si qk,n(fi - f)--:------+ 0 pour tous k, n E N. (1) 
J-tOO J-tOO 

Il est facile de voir que pour cette distance Y(JR.) est un espace vectoriel topo­
logique. Il est localement convexe car toute boule de centre f et de rayon c pour la 
distance d contient l'intersection d'un nombre fini de boules Bqk,n (!, t:/2), qui est un 
voisinage convexe de f. En effet, si l'on choisit N ~ 0 tels que Lk+n>N 2k~n ~ t:/2, 
alors qk,n(f- g) ~ c/2 pour 0 ~ k + n ~ N entraîne d(f,g) ~ c. On peut montrer 
qu'il est complet (on dit que c'est un espace de Fréchet); mais nous n'aurons pas 
besoin de cela. 

Proposition X.5.3. La transformation de Fourier est continue sur Y(IR.). 

Preuve. Soit f E Y(JR.). Pour tout y E IR., on a, pour tous k, n E N, d'après le 4) de 
la Proposition X.5.2 : 

(27riy)n Pkl(y) = (27riyt(-27riy)k Î(y) = (-l)k ~)(y). 

Donc qk,n(Î) ~ ll~llloo ~ llJ(k+n)ll1· 
Mais, pour toute g E Y(JR.), on a : 

llglli = { lg(x)I dx ~ ( sup[(l + x2) lg(x)ll) { 1 +dx 2 = 7r [qo,o(g) + qo,2(g)]. 
liw. xER liw. X 

On obtient donc qk,n(Î) ~ 7r [qo,o(J(k+n)) + qo,2(J(k+n))] = 7r [qk+n,oU) + qk+n,2(!)], 
ce qui prouve, grâce à (1), la continuité de $Z" sur Y(JR.). D 

X.5.3. Distributions tempérées 

Définition X.5.4. On dit qu'une forme linéaire T: ~(JR.) -7 CC est une dis­
tribution tempérée s'il existe une constante C > 0 et un entier m E N tels 
que: 

l(T,<p)l~C sup qk,n(<p), \f<pE~(IR.). 
o,,;;;k,n,,;;;m 
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La cohérence de la définition résulte de la proposition suivante. 

Proposition X.5.5. Toute distribution tempérée est une distribution sur IR. Elle est 
de plus d'ordre fini. 

Preuve. On utilise la Proposition X.1.3. Soit Kun compact de IR. Soit CK ~ 1 tel 
que K Ç [-CK, CK]· Pour toute <p E ~K(IR), on a, pour 0 ~ n ~ m: 

donc: 

m 

l(T,<p)I ~ C sup C_Kll<p(k)lloo ~ (CC_K) L ll<p(k)lloo = (CC_K) ll<pll(m), 
o,,;;;k,n,,;;;m k=O 

ce qui montre que Test une distribution d'ordre ~m. 

Proposition X.5.6. Une forme linéaire T: ~(IR) --+ C est une distribution 
tempérée si et seulement si elle se prolonge en une forme linéaire continue 
T: Y(IR)--+ c. 

Notation. On note j Y'(IR) l'espace des distributions tempérées. j2 

On aura besoin du lemme suivant. 

Lemme X.5.7. ~(IR) est dense dans Y(IR). 

D 

Preuve du lemme. Soit p E ~(IR) telle que p(x) = 1 pour !xi ~ 1. On pose Pi(x) = 
p(x/j) pour tout j EN*. Alors Pi E ~(IR), Pi(x) = 1 si !xi~ jet l!Pjk)lloo ~ llP(k)lloo 
pour tout j ~ 1. 

Soit f E Y(IR). On pose fi= Pif· Alors fj E ~(IR), car supp fj Ç supp Pi· On va 
montrer que (fj )i;;;. 1 converge vers f. Cela revient à montrer que : 

Qk,n(fi - !) -:---+ 0 pour tous k, n EN. 
J-+00 

Posons (Ji= Pi - 1 et 9i =fi - f. La formule de Leibniz donne, pour tout k EN : 

k 

g}k) = L: cz o;k-h) J(h) . 

h=O 

2. La lettre .9', utilisée par Schwartz, vient du fait qu'il les appelait "distributions sphériques", 
car elles se prolongent au compactifié d 'Alexandrov de ~. qui peut être vu comme un cercle; en 
dimension supérieure, elles se prolongent à des sphères. 
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Comme ey-h) s'annule sur [-j,j], on a, pour tout n EN: 

k 

qk,n(9j) = sup lxngy)(x)I = sup lxng]k)(x)I:::;; ck L sup lxnf(h)(x)I, 
xEIR lxl;;i:j h=O lxl;;i:j 

où ck = 2k11eY) lloo :::;; 2k(llP;k) lloo + 1) :::;; 2k(llP(k) lloo + 1). Mais, comme on l'a 

dit, la fonction x H xn f(h)(x) est dans Y(JR); donc elle tend vers 0 à l'infini, d'où 
suplxl~i lxnf(h)(x)J ~O, ce qui entraîne que Qk,n(9j) ~O et termine ainsi la 

7 J~OO J~OO 
preuve. 0 

Preuve de la proposition. 1) Si T se prolonge en f: Y(JR)-+ C continue, fixons un 

E"o > O. Il existe ôo > 0 tel que d(f, 0) :::;; ôo entraîne 1 (T, f) J :::;; E"o. On choisit m E N tel 
que L:(k,n)~Im 2k~n :::;; ôo/2, où l'on a noté lm= {O, 1 ... , m}2. Pour toute f E Y(JR) 

telle que SUPo(k,n(m Qk,n(f) :::;; ôo/8, on a I:o(k,n(m 2k~n 1 !~:.~~j) :::;; ôo/2; donc 

d(f, 0) :::;; Ôo, de sorte que I (T, f) I :::;; éo. Mais Qm = supo(k,n(m Qk,n est une semi­
norme sur Y(JR); donc, par homogénéité, on obtient : 

- (8éo) l(T, f)I:::;; Ta qm(f), V f E Y(JR) . 

En particulier, l(T, <p)I :::;; (~) Qm(<p) pour toute <p E ~(JR), et Test une distribution 
tempérée. 

2) Inversement, soit T une distribution tempérée. Il existe un entier m E N et une 
constante C > 0 tels que l(T,<p)I:::;; C SUPo(k,n(mQk,n(<p) pour toute <p E ~(JR). Soit 

<po E ~(JR) et é > O. Posons ô = 2im 1 ~~~c. Si d( <p, <po) :::;; ô, on a : 

_1_ Qk,n(<p - <po) ~ d( ) ~ 0 __ 1_ é/C 
2k+n l+qk,n(<p-<po)""' <p,<po ""' - 22m l+é/C 

pour tous k, n E N. En particulier, pour k, n :::;; m, cela donne Qk,n(<p - <po) :::;; é/C. 
On obtient donc 1 (T, <p) - (T, <po) 1 = 1 (T, <p - <po) 1 :::;; é. Ainsi donc, T est continue sur 
~(JR) pour la distance d de Y(JR). Comme ~(JR) est dense dans Y(JR), T se prolonge, 
de façon unique, en une forme linéaire f continue sur Y(JR). 0 

Corollaire X.5.8. La dérivée de toute distribution tempérée est aussi une distribution 
tempérée. 

Donnons maintenant des exemples de distributions tempérées. Pour cela, donnons 
d'abord la définition suivante. 

Définition X.5.9. On dit qu'une fonction mesurable g: lR -+ C est à croissance lente 
''l · t w t l r lg(x)I d s i exis e m E 1"1 e que JJR (Hx2 )m x < +oo. 

Proposition X.5.10. Toute fonction à croissance lente définit une distribution tem­
pérée. En particulier, toute fonction g E LP(JR), 1 :::;; p :::;; oo définit une distribution 
tempérée. 
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Preuve. Soit g une fonction à croissance lente. Notons qu'elle est localement inté­
grable sur lR. Pour toute cp E ÇJ1(~), on a : 

l(Tg,cp)j = 1 k cp(x)g(x)dxl ::( k jcp(x)j jg(x)ldx 

:::;; sup[lcp(x)I (1 + x2rJ f l9(x)I dx, 
xEIR }IR (1 + x2)m 

ce qui prouve que T,,_ est une distribution tempérée puisque : 

m m 

sup[jcp(x)I (1 + x2)m]:::;; L C-fnsupx23 jcp(x)I = L c-tn qo,23(cp):::;; 2m sup qk,n('P). 
xEIR j=O xEIR j=O k,n,,;;2m 

Il est clair que toute g E L1 (~) est à croissance lente (prendre m = 0). Pour 
1 < p :::;; oo, l'inégalité de Hè)lder donne, q étant l'exposant conjugué de p, tel que 
l::(q<oo: 

f lg(x)I ( f dx ) 11q 
JIR 1 + x2 dx :::;; ll9llp JJR (1 + x2)q < +oo; 

et donc g est à croissance lente. D 

Pour finir, on définit la transformée de Fourier des distributions tempérées par 
transposition. 

Définition X.5.11. Pour toute distribution tempérée T, on définit sa trans­
formée de Fourier §T comme la distribution tempérée définie par : 

(§T,f) = (T,§f), Vf E .9'(~). 

§T est bien une distribution tempérée car §T = T o § est la composée de 
l'application linéaire continue §: .9'(~) -+ .97(~) avec la forme linéaire continue 
T: .97(~) -+ C; c'est donc une forme linéaire continue sur .9'(~). D'autre part, § 

étant bijective sur .9'(~), elle l'est aussi sur l'espace .9''(~) des distributions tempé­
rées. 

On s'arrêtera ici. Il faudrait bien sûr voir ce que l'on peut faire avec la transformée 
de Fourier. Il faudrait aussi introduire le produit de convolution des distributions 3 , qui 
n'existe pas pour toutes les distributions, mais existe, par exemple, lorsque l'une des 
distributions est à support compact. On renvoie au livre de F. Hirsch et G. Lacombe 
pour cela. 

3. Lors d'une conférence destinée à des étudiants, Laurent Schwartz avait raconté qu'il n'arrivait 
pas à définir le produit de convolution, que l'on appelait alors produit de composition, des distribu­
tions. S'étant endormi sur sa table de travail, il s'était pris à rêver qu'il était capable de composer 
deux distributions, mais que ça ne lui donnait pas une distribution, mais un concerto ! 



270 CHAPITRE X. NOTIONS SUR LES DISTRIBUTIONS 

X.6. Exercices 

Exercice 1. 
Chercher les fonctions continues f: lR--+ C vérifiant l'équation : 

f(x) +fox sin t f(t) dt= g(x), Vx E lR, 

où g: lR --+ C est continue. 

Exercice 2. 
1) Montrer que e1/x2 E L[0 c(IR*). 
2) a) Soit cp E 8&(1R). On pose 'Pn(x) = e-ncp(nx). Montrer que (cpn)n)l converge 

dans 8&(1R). 
b) Montrer qu'il existe cp E 8&(1R) telle que, avec la notation du a), su pp 'Pn Ç IR* 

pour tout n ~ 1 et fut e1/x2 'Pn(x) dx---+ +oo. 
n-too 

3) En déduire qu'il n'existe aucune distribution sur lR dont la restriction à IR* soit 
l/x2 e . 

Exercice 3 (Convergence de distributions). 
On dit qu'une suite de distributions Tn E 8&'(1R) converge vers la distribution 

TE 8&'(JR) si (Tn, cp) ---+(T, cp) pour toute cp E 8&(1R). 
n-too 

Si f E L[0 c(!R), on identifiera la distribution Tt et la fonction f. 
1) On pose fn = nll-i->i-I et 9n = n2 Il-i->H Déterminer si les suites Un)n)l et 

(gn)n)l ont des limites dans 8&'(JR). Comparer avec leur limite ponctuelles presque 
partout. 

2) On pose hn(x) = J:rr e-n2 x2
• Déterminer la limite dans 8&'(1R) de (hn)n)l· 

3) Calculer la limite dans 8&'(JR) de (sinnx)n)l et de (sinxnx)n)l' 

4) Si f E Lfoc(JR), on notera J~: f(x) dx la limite dans 8&'(1R), si elle existe, de 

(ln f(x) dx) . Calculer l+oo e-211'ixy dx et l+oo x e-211'ixy dx. 
-n n)l -oo -oo 

Exercice 4 (Distributions x~iO et x!iO). 
Si F: I --+ 8&'(1R) est une fonction d'un intervalle Ide lR dans l'espace des dis­

tributions sur IR, on dit que F a une limite T E 8&'(1R) lorsque t tend vers a E 1 si 
(F(t), cp) ---+(T, cp) pour toute cp E 8&(JR). 

t-ta 
1) Pour tout c > 0, on considère la distribution sur lR associée à la fonction 

localement intégrable log(x + ic). 
a) Montrer que l'on a lime-to+ log(x + i c) =log lxl + i1rY(-x), dans 8&'(1R). 
b) En déduire que x~ie possède une limite, notée xiiO' dans 8&'(1R), et que l'on 

a xiiO = vp (1/x) - inô (formule de Sokhotski). 

2) De la même manière, on obtient x!io = vp (1/x) + inô en posant x!iO = 
lim~-to+ _1.- . 

... x-iE 

Utiliser cela pour calculer lima-ta+ x2~a2 dans 8&'(JR). 
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Exercice 5 (Division des distributions). 
1) Montrer que pour toute 'ljJ E ~(JR) telle que 'l/J(O) = 0, il existe x E ~(JR) telle 

que 'l/J(x) = xx(x) (remarquer que x(x) = 1; 'l/J'(tx) dt). 
2) Soit TE ~'(JR). On fixe une fonction 0 E ~(JR) telle que 0(0) = 1. 

a) Montrer que l'on définit une distribution To sur lR en posant (To, cp) = (T, x), 
pour toute cp E ~(IR), avec cp (x) - cp (0) O(x) = xx(x). 

b) Expliciter T0 lorsque T = I. 
c) Montrer que les solutions SE ~'(JR) de l'équation xS = T sont S = T0 + C 8, 

avec CE C. 

3) Résoudre dans ~'(JR), pour a=/:- b E IR, l;?: 1, les équations suivantes : 
a) (x-a)S=O; b) (x-a)S=ob; c) (x-a)S=ôa; d) (x-a)S=o~; 
e) (x-a)S=o~; f) (x-a) 28=0; g) (1-x4 ) 28=0; h) (x-a) 18=0; 

4) Résoudre dans ~'(JR) l'équation PB = 0, où P polynôme (montrer que le 
support de S est contenu dans l'ensemble des zéros de P, puis utiliser une partition 
de l'unité, ainsi que 8} h}). 

Exercice 6 (Dérivation). 
A. Soit J =]a, b[ un intervalle ouvert de lR et T E ~'(J) une distribution d'ordre 
m;?: 1. 

1) Montrer qu'il existe un compact K Ç Jet des fonctions 'Pn E ~K(J) telles que 
(T,cpn) = 1 pour tout n? 1 et ll'Pnll(m-1) --+O. 

n--too 
2) Soit 'ljJ E ~(J) telle que JJ 'ljJ(x) dx = 1. Pour tout n;?: 1, on pose: 

Œn = l 'Pn(X) dx et Xn(x) = 1x [cpn(t) - Œn'l/J(t)j dt. 

Montrer que Xn E ~(J) et que llxnll(m)----+ 0, alors que (T', Xn)----+ -1. 
n--too n--too 

3) En déduire que T' est d'ordre m + 1. 

B. 1) a) Montrer que si l'on pose f(x) =log lxl, alors f E Lioc(IR). 
b) Montrer que (TJ )' = vp (1/x). 

2) Montrer que si g(x) = Y(x) log lxl, alors (T9 )' = Pf [Y(x)/x]. 
3) On pose, pour cp E ~(JR) : 

(Pf (1/x2), cp) = lim [ { cp(~) dx - 2 cp(O)] . 
e--tO Jlxl>e X ê 

Montrer que Pf (1/x2) est la distribution -[vp (1/x)]' et qu'elle est d'ordre 2. 
4) a) Montrer que l'on définit une distribution, notée Pf [Y(x)/x2] en posant, pour 

cp E ~(!R) : 

(Pf[Y(x)/x2],cp) = lim [[+oo cp(:) dx- cp(O) +cp'(O) loge]. 
e--tO e X ê 

b) Calculer la dérivée de Pf[Y(x)/x]. 
c) En déduire que Pf [Y(x)/x2] est d'ordre 2. 
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5) Calculer x (Pf [Y(x)/xl)' et en déduire une relation entre les distributions 
Pf [Y(x)/x2] et Pf [Y(x)/x]. 

6) Résoudre dans ~'(IR.) les équations différentielles (on utilisera !'Exercice 5) : 

a) xy' +y= ô; 
b) xy' +y= Pf[Y(x)/x] (on introduira la distribution définie par: 

(Pf[Y(x)loglxl/x],cp) = lim (1+00 cp(x)logx dx+cp(O) (lo~c)2) ). 
e~O e X · 

Exercice 7 (Support des distributions). 
A. Soit c&"(IR.) l'espace des fonctions f: IR. -t C indéfiniment dérivables sur R Pour 
f E c&"(IR.) et K Ç IR. compact, on pose PK,m = supxEK lf(ml(x)I. Si K = [-n,n], on 
note PK,m = Pn,m· On munit c&"(IR.) de la distance définie par : 

( ) -~ 1 (~ 1 Pn,m(f-g)) 
d J,g - ~ 2n ~ 2m 1 +Pn,m(f- g) . 

1) Soit Tune forme linéaire continue sur c&"(IR.). 
a) Montrer que T définit une distribution TE ~'(IR.), et qu'elle est d'ordre fini. 

b) Montrer que T est à support compact. 

2) Montrer que toute distribution T E ~'(IR.) à support compact se prolonge en 
une forme linéaire continue sur c&"(IR.). 

3) Montrer que toute distribution TE ~'(IR.) à support compact est tempérée. 

B. 1) Soit Kun compact de R On pose Ke = {x E IR.; dist(x,K) ~ c} pour c >O. 
a) Montrer qu'il existe Xe E ~(IR.) telle que supp Xe Ç K3e, Xe(x) = 1 pour tout 

x E Ke, et llx~1)(x)lloo ~ C3/c1, pour tout j EN et tout x E IR., où C3 > 0 ne dépend 
pas de c. 

b) Soit m EN et 'l/; E c&"(IR.) telle que 'lj;Ul(x) = 0 pour tout x E K et 0 ~ j ~m. 
Montrer qu'il existe une constante M > 0, ne dépendant pas de c, telle l'l/J(Jl(x)I ~ 
M cm-J+ 1 pour tout x E K Je et 0 ~ j ~ m (utiliser une formule de Taylor). 

c) En déduire que si T est une distribution sur IR. d'ordre m et de support 
contenu dans K, on a (T, 'I/;) =O. 

d) En déduire que si Test une distribution dont le support est égal à {O}, alors 
T s'écrit T = "L,~0 c3oU) pour un entier m ~ 0 et des nombres co, ... , Cm E C. 

2) Soit T E ~'(IR.) une distribution d'ordre fini m. Montrer que si <p E ~(IR.) est 
telle que <p(j) (x) = 0 pour tout x E su pp T et tout j = 0, ... , m, alors (T, cp) = 0 
(utiliser le 1) c)). 

3) Soit TE ~'(IR.). Montrer que si <p E ~(IR.) est telle que cpUl(x) = 0 pour tout 
x E supp Tet tout j E N, alors (T, cp) = 0 (utiliser une partition de l'unité et le 1} c)). 
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Exercice 8 (Support des distributions 2). 
1) Soit TE ~'(n) une distribution à support compact K. Montrer qu'il existe un 

entier m E N tel que si les fonctions 'Pn E 0"(!1) sont telles qu'il existe un voisinage V de 
K pour lequel cpr,;,) ----7 0 uniformément sur V pour 0 ~ j ~ m, alors (T, 'Pn) ----? O. 

n-too n-too 

2) On pose, pour cp E ~(~), (T, cp) = .J~oo [~ cp(~) - mcp (0) - cp'(O) logm]. 

a) Montrer que T est une distribution d'ordre fini et montrer que son support 
est contenu dans K = {O} U {1/k; k;;,, 1}. 

b) Montrer que l'on peut trouver une suite (cpn)n~l qui converge uniformément 
sur K vers 0 et telle que cpr,;,) ( x) = 0 pour tout x E K pour tout j ;;,, 1, mais pour 
laquelle ( (T, 'Pn) )n~l ne converge pas dans R 

Exercice 9 (Distributions tempérées). 

1) Parmi les distributions suivantes : 'L:%:o ôkk), log lxl, vp (1/x), lesquelles sont 
tempérées? 

2) On veut montrer que ex n'est pas une distribution tempérée. 
Soit g une fonction positive localement intégrable sur ~ telle que la distribution 

associée T9 soit tempérée. 
a) Montrer qu'il existe un voisinage V de 0 dans Y(~) tel que l(T9 ,cp)I ~ 1 

pour toute cp E V n ~(~). 
b) Soit 'ljJ E ~(~) telle que 0 ~ 'ljJ ~ 1 et telle que 'lj;(x) = 1 pour lxJ :::;; 1. 

Montrer qu'il existe un entier m E N et À > 0 tels que, si 'Pi(x) = (f~~~)~, alors 
Àcpj EV pour tout j;;,, 1. 

c) En déduire que g est à croissance lente. 
d) Conclure. 

Exercice 10 (Calcul de transformées de Fourier). 
1) a) Calculer ff(ô). 

b) Calculer$(][) et ff(P), où Pest un polynôme. 
2) Montrer que pour toute distribution tempérée T, ff(T') = (27rix) ff(T). 
3) a) Montrer qu'il existe CE C tel que §(Y)= 2~i vp (1/x) + C ô (utiliser le 2} 

de l'Exercice 5). 
b) Montrer que C = 1 /2 ( utiliserle fait que Y ( x) +Y ( -x) = 1 pourtout x "1- 0). 
c) En déduire ff[vp (1/x)]. 

4) (Autre méthode). 
a) Calculer ff[Y(x) e-211"Àx] pour À> O. 
b) Montrer que Y(x) e-21rÀx ----7 Y(x) dans Y'(~). 

À-tO 

c) En déduire §(Y) (utiliser l'Exercice 4). 
5) a) Montrer que pour toute TE Y'(~), on a ff(xT) = - 2~i [ff(T)]'. 

b) Déterminer ff(lxl) (remarquer que lxJ = x[Y(x) - Y(-x)] pour tout x E ~). 





XI 

CORRIGÉS DES EXERCICES 

Xl.1. Exercices du Chapitre 1 

Exercice 1 
Soit f E L2([0, 1]) telle qu'il existe des fn E Boo tels que llfn - f//2----+ O. On peut n--+oo 

extraire une sous-suite (fnk)k~l convergeant presque partout vers f. Comme /fnk/ :( 1 
presque partout, on obtient If 1 :( 1 presque partout. Par conséquent Boo est fermée dans 
L2 ([0, l]). 

Exercice 2 
Comme ôo est linéaire, l'inégalité lf(O)I :( llflloo montre que ôo est continue pour la 

norme uniforme Il . Il oo. 
Pour voir qu'elle n'est pas continue pour la norme li· Ili, considérons la suite de fonctions 

définies par fn(t) = 1 - nt pour 0 :( t :( 1/n et fn(t) = 0 pour l/n :( t :( 1. On a 
llfnll1 = 1/(2n); donc (fn)n~l converge vers 0 pour la norme li· 111, mais ôo(fn) = 1, alors 
que ôo(O) = O. 

Exercice 3 
1) Soit Xn E co tels que Xn ----+ x E Poo. Cela signifie que pour tout é > 0, il existe un n--+oo 

N? 1 tel que lxn(k)-x(k)/ :( é pour tout k? 1 et tout n? N. Comme XN Eco, il existe un 
K? 1 tel que lxN(k)I :( é pour tout k? K. On a alors /x(k)I :( lxN(k)I + lxN(k) - x(k)/ :( 
é + é = 2 é pour tout k ? K. Cela signifie que x E co. 

2) a) Commençons par montrer que Poo est complet. Soit (xn)n~l une suite de Cauchy 
dans Poo. Pour tout é > 0, il existe N? 1 tel que llxn -xn+vlloo :( é pour tous n? N, p? O. 
Cela signifie que : 

lxn(k) - Xn+v(k)I :( é pour tout k? 1, et tous n? N,p? O. 

En particulier, pour chaque k? 1, la suite (xn(k))n~l est de Cauchy dans IK. Elle est donc 
convergente, et si l'on note x(k) sa limite, on obtient, en faisant tendre p vers l'infini dans 
(*), lxn(k) - x(k)I :( é pour tout k? 1 et tout n? N. On en déduit, d'une part, en fixant 
é = co > 0, que /x(k)/ :( /xN(k)I + co :( l!xNlloo + co, et donc que x E Poo, et, d'autre part, 
que llxn -xlloo :( é pour n? N. Comme c'est vrai pour tout é > 0, cela signifie que (xn)n~l 
converge vers x dans Poo. 
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Remarque. On a en fait montré que si une suite de fonctions bornées sur N* = {1, 2, ... } est 
uniformément de Cauchy, elle converge uniformément vers une fonction bornée. Le même 
raisonnement vaut avec un ensemble arbitraire au lieu de N*. 

b) La complétude de c0 résulte alors de celle de foo et du 1). On peut aussi la montrer 
directement, comme au a), la seule différence étant que l'on exploite ( *) en utilisant, comme 
au 1), si les Xn E co, lxN(k)I ~ ê pour k ? K, ce qui donne lx(k)I ~ lxN(k)I + ê ~ 2ê, 
montrant que x E c0 (inversement, si l'on avait montré directement la complétude de co, on 
en aurait déduit sa fermeture dans foo). 

c) La complétude des espaces fp, pour 1 ~ p < oo se démontre de la même façon que 
celle des espaces LP(m) (Théorème de Riesz-Fisher), mais avec des simplifications (le Lemme 
de Fatou est masqué par l'utilisation de sommes finies). Elle est aussi, en fait, analogue à 
celle faite pour f 00 , aux notations près. Soit (xn)n;;.1 une suite de Cauchy dans fp. Pour tout 
ê > 0, il existe N? 1 tel que llxn - Xn+illv ~ ê pour tous n? N, l? O. Cela signifie que : 

OO 

L lxn(k) - Xn+1(k)IP ~ êP pour tous n? N, l ? O. 
k=I 

En particulier, lxn(k) - Xn+1(k)I ~ ê pour tous n? Net l? O; la suite (xn(k))n;;,I est de 
Cauchy dans !K. Elle est donc convergente, et si l'on note x(k) sa limite, on obtient, en faisant 
tendre l vers l'infini dans (**), E{;=1 lxn(k) - x(k)IP = lim1-+oo Ef:=1 lxn(k) - Xn+1(k)IP ~ 
limsup1-+oo E;;':1 lxn(k)-xn+1(k)IP ~ êP pour tout K? 1 et tout n? N. On en déduit que 
E;;':1 lxn(k) - x(k)IP ~ êP pour n? N. Donc, d'une part, XN - x E fp, de sorte que x E fp, 
et, d'autre part, llxn - xllv-----+ O. 

n-+oo 
3) Considérons les fonctions fn, n ? 1, définies par fn(t) = 1 si 0 ~ t ~ ~. fn(t) = 0 

pour ~ + 21., ~ t ~ 1, et fn affine sur [~, ~ + 21..] (explicitement, mais c'est sans intérêt, 
fn(t) = -2nt + 2n-I + 1). Alors la suite Un)n;;.1 est de Cauchy pour la norme li· Ili car 
llfn - fn+vlli ~ 1/2n. Comme L1 (0, 1) est complet, cette suite converge dans L1 (0, 1), vers 
une fonction f. Comme on peut extraire une sous-suite (Jnk)k;;.1 convergeant presque partout 
vers f, cette fonction f doit être égale à 1 presque partout sur [O, 1/2] et à 0 presque partout 
sur ]1/2, 1]. Mais il n'existe aucune fonction continue g sur [O, 1] égale presque partout à une 
telle fonction f. En effet, g devrait être partout égale à 1 sur [O, 1/2] (car si g(to) "# 1, il 
existe par continuité un intervalle contenu dans [O, 1/2], de longueur strictement positive et 
contenant t0 , sur lequel g ne prend pas la valeur 1; g ne peut donc pas être presque partout 
égale égale à 1 sur [O, 1/2]), et, de même, g devrait être partout égale à 0 sur ]1/2, 1]; g ne 
peut donc pas être continue sur [O, 1]. 

Donc Un)n;;.1 ne converge pas dans 'if([O, 1]) pour la norme Il· Ili. 
4) a) Il est bien connu que toute fonction convexe sur un intervalle est continue en 

tout point intérieur à cet intervalle. Il ne reste qu'à voir la continuité en O. Mais, comme 
cp(O) = 0, la convexité de cp donne, pour 0 ~ t ~ 1, cp(t) = cp((l - t) 0 + tl) ~ tcp(l), et cela 
montre que cp est continue en O. D'autre part, cp étant continue et strictement croissante, 
elle réalise une bijection (et même un homéomorphisme) sur son image. Il suffit donc de 
montrer que cette image est ~+, et pour cela de montrer que cp(u) ---t +oo. Mais, pour 

u-t+oo 

u ? 1, on a t = 1/u E]O, 1]; donc la convexité de cp donne cp(l) = cp(tu) = cp( (1 - t) 0 +tu) ~ 
(1 - t)cp(O) + tcp(u) = tcp(u), de sorte que cp(u) ? cp(l)u. 

b) Montrons que fcp est un sous-espace vectoriel de l'espace de toutes les suites de 
nombres complexes. 

Évidemment, la suite nulle est dans f"'. Ensuite, si x E f"', il existe C > 0 tel que 
E:=I cp(lxnl/C) < +oo. Alors, si a E C*, on a E:=I cp(laxnl/(lal C)) < +oo; donc ax E 
fcp. Soit maintenant x, y E fcp; il existe Ci, 02 > 0 tels que E:=I cp(lxnl/Ci) < +oo et 
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E;:"=1 <p(IYnl/C2) < +oo. Soit C = max(G1,G2). Comme <p est croissante, on a <p(lxnl/C) ~ 
<p(lxnl/C1) et <p(IYnl/C) ~ <p(lynl/C2). Alors, comme <p est convexe et croissante, 

( lxn+Ynl) & (lxnl+IYnl) & <p(jxnl/C)+<p(IYnl/C) 
<p 2G "' <p 2G "' 2 ' 

et donc: 

f <p( lxn 2~Ynl) ~ ~ f [<p(jxnl/G) + <p(IYnl/C)] ~ ~ f [<p(jxnl/G1) + <f'(IYnl/G2)] 
n=l n=l n=l 

1 OO 1 OO 

= 2 L <f'(lxnl/C1) + 2 L <p(IYnl/C2) < +oo, 
n=l n=l 

de sorte que X+ y E f.'f'. 

Montrons maintenant que Il. ll'f' est une norme sur f'f' (en fait, c'est la jauge du convexe 
des XE e'{> tels que E::"=l <p(lxnl) ~ 1: voir l'Exercice 17). 

Notons d'abord que E;:"=1 <p(lxnl/llxll'f') ~ 1. En effet, pour tout C > llxll'f', on a 
E;:"=1 <p(lxnl/C) ~ 1 (on a utilisé le fait que <p est croissante). Donc, pour tout N ~ 1, 
on a E:=l <p(lxnl/C) ~ 1. En faisant tendre C vers llxll'f', et en utilisant la continuité 
de <p, on obtient E:=l <p(lxnl/llxll'f') ~ 1. Comme c'est vrai pour tout N ~ 1, on a 
E;:"=l <f'(lxnl/llxll'f') ~ 1. 

• Il est clair que llOll'f' = O. Si llxll'f' = 0, on a E;:"=1 <p(lxnl/C) ~ 1 pour tout C > O. En 
particulier, pour tout n ~ 1, on a <p(lxnl/C) ~ 1 pour tout C >O. On a donc lxnl ~ C <p-1(1) 
pour tout C > O; donc Xn = 0 pour tout n ~ 1, et x =O. 

•Comme, pour a =1- 0, on a E;:"=1 <p(jaxnl/lal C) ~ 1 si et seulement si E;:"=1 <p(lxnl/C) ~ 
1, on obtient llaxll'f' = lal llxll'f'· C'est aussi évidemment vrai pour a= O. 

• Pour l'inégalité triangulaire, on peut supposer que x =f. 0 et y =f. O. Alors, d'après le 
premier point, llxll'f' + llYll'f' >O. Commet= 11 ,, 11 ~"'1WYll.,. E [O, 1], on peut utiliser la convexité 

d l ' b . l . d 1 t llYllp e <p, et on o tient, avec a cr01ssance e <p, en remarquant que - = llxll.,.+llYll.,. : 

donc, en sommant : 

~ ( lxn + Ynl ) llxll'f' ~ ( lxnl ) llYll'f' ~ ( IYnl ) 
~ <p llxll'f' + llYll'f' ~ llxll'f' + llYll'f' ~ <p llxll'f' + llxll'f' + llYll'f' ~ <p llYll'f' 

& llxll'f' + llYll'f' _ 1. 
"' ilxli'f' + llYll'f' llxli'f' + llYll'f' - ' 

cela entraîne que llx + Yll'f' ~ llxll'f' + llYll'f'· 
c) Dire que la suite (x(k))k;,, 1 est de Cauchy signifie que, pour tout é > 0, il existe K ~ 1 

tel que llx(k) - x(!)ll<f' ~ é pour k,l ~K. Autrement dit, on a E;:"=1 <p(lx~k) - x~)l/c) ~ 1. 

En particulier, pour tout n ~ 1, on a <p(jx~k) - x~) l/c) ~ 1. Cela s'écrit aussi: lx~k) - x~)I ~ 
<p- 1 (1) c, pour k, l ~ K. La suite (x~k))k;H est donc de Cauchy dans IC. 
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b) Elle converge donc dans C. Soit Xn = limk-+oo x~k) et x = (xn)n;;.1. Pour tout N;?: 1, 
on a: 

N OO 

L'P(lx~k) -x~ll/e) ~ L'P(lx~k) -x~>l/e) ~ 1 't/k,l;?: K; 
n=l n=l 

comme cp est continue, on obtient I:;:1=1 cp(lx~k) -xnl/e) ~ 1, en faisant tendre l vers l'infini. 
Comme c'est vrai pour tout N;?: 1, on obtient I:;:1=1 cp(lx~k) - xnl/e) ~ 1, pour k;?: K. Cela 
prouve, d'une part, que x(k) - X E f,'P, et donc que X = x(k) - (x(k) - x) E f.'P, et, d'autre 
part, que llx(k) - xll'P ~ e pour k ;?: K. Autrement dit, on a llx(k) - xll'P---+ O. 

k-+oo 

Exercice 4 
1) Il suffit de montrer que Lip (X) est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel de 

toutes les applications de X dans lR. 
Or il est clair que la fonction nulle est dans Lip (X) et que si f E Lip (X), alors af E 

Lip(X) pour tout a E IR, car Lip(af) = lalLip(f). D'autre part, si f,g E Lip(X), alors, 
pour tous x,y EX: 

l[f(x) + g(x)] - [f(y) + g(y)JI ~ lf(x) - f(y)I + lg(x) - g(y)I 

~ Lip (f) d(x, y)+ Lip (g) d(x, y) 

= [Lip (f) + Lip (g)] d(x, y); 

donc f + g est lipschitzienne, et de constante Lip (f + g) ~ Lip (f) + Lip (g). 

2) a) Il est clair que llOllLip,a = 0 et, d'après ce qui a été vu à la question 1) que 
llaf llLip,a = lai llJllLip,a et llf + YllLip,a ~ llf llLip,a + llYllLip,a pour tous f, 9 E Lip (X) et 
a E IR.. 11 • llLip,a est donc une semi-norme sur Lip (X). Montrons que c'est une norme. Si 
llJllLip,a = 0, alors f(a) = 0 et lf(x) - f(y)I = 0 pour tous x #-y; en particulier, avec y= a, 
on a f(x) = f(a) = O, pour tous les x #-a, et donc pour tous les x EX. On a bien f =O. 

b) On a IJ(b)I ~ lf(a)l+lf(b)-f(a)I ~ lf(a)l+Lip (f) d(a, b). Comme lf(a)I ~ llfllLip,a 
et Lip (f) ~ llfllLip,a, on obtient: llJllLip,b ~ max[l, d(a, b)J llfllLip,a· Par symétrie, on a aussi 
llfllLip,a ~ max[l, d(a, b)] llJllLip,b· Donc : 

1 
max[l, d(a, b)] llJllLip,a ~ llJllLip,b ~ max[l, d(a, b)] llJllLip,a, 

et les deux normes sont donc bien équivalentes. 

c) On sait que lcp(x)I ~ llcpllx• llxll pour tout x E X; comme cp est linéaire, on en 
déduit : lcp(x) - cp(y)I = lcp(x - y)I ~ ll'Pllx• llx - Yll pour tous x, y E X. Donc cp est 
lipschitzienne et ll'PllLip,O = Lip (cp) ~ llcpllx•. Il y a égalité car 

llcpllx• = sup lcp(x)I = sup lcp(x) - cp(O)I ~ sup lcp(x) - cp(y)I = ll'PllLip,O. 
x;o!O llxll x;o!O llx - Oii x;o!y llx - Yll 

3) Comme toutes les normes 11 · llLip,a sont équivalentes entre-elles, il suffit de montrer la 
complétude pour l'une d'entre-elles. 

Soit Un)n;;.1 une suite de Cauchy dans Lip (X). Pour toute> 0, il existe un entier N;?: 1 
tel que sin, k;?: N, alors : 

If ( ) _ f ( )1 + l[fn(x) - fk(x)] - [fn(Y) - fk(y)JI ~ 
n a k a sup d( ) "' e . 

x;o!y x,y 
(1) 
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En particulier : 

lfn(a) - fk(a)I ~ ê pour n, k ): N. (2) 

Cela dit que la suite (fn(a))n;;,l est de Cauchy dans IR et donc converge. Notons f(a) sa 
limite. Il résulte d'autre part de (1) que, pour xi- a, on a, pour n, k): N : 

l!fn(x) - fk(x)] - [fn(a) - fk(a)JI ~ êd(x,a), 

et donc, avec (2) : 

lfn(x) - fk(x)I ~ lfn(a) - fk(a)I + ê d(x, a) ~ [1 + d(x, a)] ê pour n, k ): N. 

La suite (fn(x))n;;,l est de Cauchy dans IR et donc converge. On note f(x) sa limite. 

On a donc obtenu la convergence simple de la suite Un)n;;,1. 

Montrons que la suite (fn)n;;.1 converge vers f pour la norme 11 · llLip,a· Dans (1), faisons 
tendre k vers l'infini; on obtient, pour n): N : 

If ( ) _ J( )1 + l[fn(x) - f(x)] - [fn(Y) - f(y)JI ~ 
n a a sup d( ) "' ê . 

x#y x,y 

Cela entraîne d'une part que fn - f E Lip (X), et donc que f E Lip (X); et d'autre part que 
llfn - JllLip,a ,,:; ê pour n): N, et donc que llfn - fllLip,a ----* O. 

n-+oo 

Exercice 5 

1) Les applications No: f 1--7 lf(O)I et N2: f 1--7 (f0
1 IJ'(t)l2dt) 112 sont des semi-normes 

sur 'if1 ([O, 1]) (c'est clair pour la première; pour la seconde, il s'agit de la composée de 
la norme li· 112 avec la forme linéaire f 1--7 J'). Donc llfll = [No(f)2 + N2(!)2]112 définit 
une semi-norme sur 'if1([0, 1]). C'est en fait une norme car si llfll = 0, on a f(O) = 0 et 
f0

1 If' (t)l2 dt = O. Alors J' est nulle presque partout, donc partout car elle est continue 
(on peut bien sû.r aussi utiliser le résultat élémentaire disant que l'inégrale d'une fonction 
continue positive non nulle est strictement positive). Donc f est constante sur [O, 1], et comme 
f (0) = 0, f = o. 

2) Supposons que llfn - !Il----+ O. Alors, d'une part fn(O)-----+ f(O), et, d'autre part, 
n--+oo n--too 

Il f~ - J' li 2 -----+O. Comme f n - f est continû.ment dérivable, le Théorème fondamental du 
n-+oo 

Calcul Intégral nous dit que, pour tout t E [O, 1), on a [fn(t) - J(t)] - [fn(O) - f(O)] = 
f;[J~(u) - J'(u)] du. Alors lfn(t) - f(t)I ~ lfn(O) - f(O)I + f0

1 lf~(u) - J'(u)I du, et, en 
utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient : 

lfn(t) - f(t)I ~ lfn(O) - f(O)I + (fo1 IJ~(u) - J'(u)l2 du) 
112. 

Ainsi llfn - flloo ~ lfn(O) - f(O)I + llJ~ - J'll2-----+ O. 
n-+oo 

3) On a fn(O) = 0 et f~(t) = tn- 1[n - (n + l)t], d'où, en élevant au carré, [f~(t)] 2 = 
n2t2n-2 - 2n(n + l)t + (n + 1)2t2 et (sauf erreur de calcul!) f; [f~(t)]2 dt= n [2nn-l - 2';:,~\), 
ce qui donne llfnll =V 4n2'_1 · 
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Exercice 6 
1) On a l(Tf)(x)I ::;; 3 lf(x)I + 2 lf(x + 4)1 ::;; 3 llflloo + 2 llflloo = 5 llflloo; donc llTflloo ::;; 

5 llflloo , de sorte que Test continue et llTll ::;; 5. 
Si l'on prend une fonction f E 'l&"b(JR) de norme 1 telle que f(O) = 1 et /(4) = -1 (par 

exemple f(x) = 1 pour x::;; 0, f(x) = -1 pour x ~ 4 et f(x) = -~ + 1 pour 0::;; x::;; 4), on 
aura (Tf)(O) = 5; donc llT/lloo = 5. Il en résulte que llTll = 5. 

2) Puisque lunl ::;; llulloo pour tout n ~ 1, on a l<p(u)I ::;; E:=l 11 ~~= = llulloo· Donc 
<p est continue et ll'Pll ::;; 1. Pour voir que ll'Pll = 1, considérons l'élément uk de co défini 
par (uk)n = 1 pour 1 ::;; n ::;; k et (uk)n = 0 pour n ~ k + 1. On a lluklloo = 1 et 
<p(uk) = E!=l 2~ = 1 - 21'1 ---+ 1, et a fortiori supk:>l l<p(uk)I ~ 1 (donc = 1, puisque 

k-too r 

l'on a vu l'inégalité inverse). La norme n'est pas atteinte, car pour tout u E eo de norme 1, 
il existe, puisque Un ---+ 0, un entier N ~ 1 tel que lun 1 ::;; 1/2 pour n ~ N + 1 ; alors 

n--too 
l<p(u)I ::;; I::;:1=1 in + E:=N+l 1,}1 = (1 - ~) + W = 1 - 2N1+i < 1. 

Exercice 7 

Si x = (xi )i,;;;j,;;;d, on a Ax = ( E;=l ai,jXj) l,;;;i,;;;d' 
1) On a, pour llxlli ::;; 1 : 

donc llAll 1,1 ::;; max1,;;;k,;;;d E1=1 lai,k I· Pour voir qu'il y a égalité, considérons la base canonique 
{e1, ... , ed} de 1Rd. On a, pour tout k = 1, ... , d, Aek = (ai,kh:;;;i,;;;d; donc E1=1 lai,kl = 
llAeklli < llAlli,1 (puisque llekll1=1), et max1,;;;k,;;;d:L:1=1 lai,kl < llAll1,1. 

2) Pour llxlloo ::;; 1, on a : 

1 
d 1 d d 

llAxlloo = max L ai,jXj < max L Jai,il lxil < max L lai,jl; 
l~i:s;;d j=l l~i:s:;d j=l l~i~d j=l 

donc llAlloo,oo::;; max1,;;;i,;;;d E;=1 lai,jl· Pour voir l'inégalité inverse, considérons, pour chaque 
k = 1, ... , d, le vecteur xk = (sgn ak,1, ... , sgn ak,d); il est de norme ::;; 1 (et de norme 1 si 
ak,1, ... , ak,d ne sont pas tous nuls), et (Axk)k = lak,11+· · ·+lak,dl· Donc lak,11+· · ·+lak,dl::;; 
llAxklloo ::;; llAlloo,oo· 

On aurait pu raisonner par dualité et montrer que llAlloo,oo = llA*ll1,1. 

3) La matrice A* A, étant symétrique, possède une base orthonormée de vecteurs propres 
{!1, ... , fd} (ou, avec la terminologie matricielle, est diagonalisable dans une base orthonor­
mée). On a (A* A)fk = Àkfk pour tout k = 1, ... , d, À1, ... , Àd étant les valeurs propres 
de A* A (écrites autant de fois que leur multiplicité). Elles sont positives, puisque A* A est 
positive. Puisque llfkll2 = 1, on a Àk = (((A* A)fk 1 fk) = (Afk 1 Afk) = llAfkll~ < 
llAll~.2· Donc max1,;;;k,;;;d ..;>;; ::;; llAll2,2. Inversement, tout x E JRd de norme llxll2 = 1 
s'écrit x = E~=l akfk, avec E~=l a.% = 1. Alors llAxll~ = (Ax J Ax) = (A* Ax 1 x) = 
((A* A)( E~=l akfk) 1 E;=l aifi) = I::;,k=l O.jak(A* Afk 1 fi)= E;,k=l O.jO.kÀk(/k 1 fi) = 
E~=l a.%>.k, en utilisant l'orthonormalité de {!1, ... , fd}. On obtient par conséquent llAxll~ ::;; 
(max1,;;;j,;;;k Àj) E~=l a.%= max1,;;;j,;;;k Àj. 
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Exercice 8 
Soit E un espace normé de dimension infinie et xi, x2, ... une suite infinie de vecteurs 

linéairement indépendants de norme 1. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par ces 
vecteurs. On peut définir une forme linéaire <po: F-+ ][{en posant <po(xn) = n. En effet, tout 
x E F s'écrivant, de façon unique, comme combinaison linéaire finie x =ai xi+···+ anXn 
des xi,x2, .. ., on a <po(x) =ai+ 2a2 + · · · + nan. Cette forme linéaire n'est pas continue 
puisque supl/:i:l/=i l'Po(x)I ? SUPn;;.i l'Po(xn)I = +oo . 

Pour obtenir une forme linéaire <p sur E, il suffit de prendre un supplémentaire algébrique 
G de F et de prolonger <po en posant <p(x) = 0 pour x E G. Cette forme linéaire ne peut être 
continue puisque sa restriction <po à F ne l'est pas. 

Exercice 9 
Soit E un espace de Banach et L':n;;.i Xn une série absolument convergente. Comme 

L::=i llxn Il < +oo, on a JI L:~~~ Xk Il :::;; L:~~~ llxk Il --+ 0, uniformément en p. La suite 
n-+= 

des sommes partielles de la série L':n::.i Xn est donc de Cauchy. Puisque E est complet, elle 
converge, ce qui signifie que la série En;;.i Xn converge. 

Réciproquement, supposons que toute série absolument convergente soit convergente, et 
soit (un)n;;.i une suite de Cauchy dans E. Pour tout é > 0, il existe un entier N? 1 tel que, 
pour n,p? N, on ait llun -upll:::;; é. On peut alors trouver une sous-suite (unk)k;;.i telle que 
llunk+ 1 - Unk Il :::;; 1/2k pour tout k ? 1. En effet, partant de é = 1/2, on trouve un ni ? 1 
tel que llup - Un 1 Il :::;; 1/2 pour tout p? ni. Prenant ensuite é = 1/4, on trouve un n2 ? 1, 
mais que l'on peut augmenter au besoin pour avoir n2 >ni, tel que llup - Un2 li :::;; 1/4 pour 
tout p? n2. On note que, puisque n2 >ni, on a llun2 - Un 1 Il :::;; 1/2. On continue ensuite de 
même, en prenant é = 1/8, et l'on trouve n3 > n2 tel que llup -un3 li :::;; 1/8 pour tout p? n3 
et l'on a llun3 - un2 li :::;; 1/ 4. On obtient la sous-suite ( Unk )k;;.i en continuant par récurrence. 

Comme llunk+l - Unkll :::;; 1/2k pour tout k ? 1, la série L:k;;.i(unk+ 1 - Unk) est ab­
solument convergente. Grâce à l'hypothèse, ell est donc convergente, ce qui signifie que 
S = limK-+= L:f:=i(unk+ 1 - Unk) = limK-+=(unK+i - Un 1 ) existe dans E. La sous-suite 
(unk)k;;.i est donc convergente. Alors, (un)n;;.i étant une suite de Cauchy avec une sous-suite 
convergente, est elle même convergente, de sorte que E est complet. 

Exercice 10 
Soit (Yn)n;;.i une suite d'éléments de im (T) convergeant vers y E Y. Pour chaque n? 1, 

il existe Xn EX tel que T(xn) = Yn· Par hypothèse, on a llYn -Ykll = llT(xn) -T(xk)ll = 
llT(xn - Xk) Il ? c llxn - Xk Il pour tous n, k ? 1. Comme la suite (Yn)n est convergente, elle 
est de Cauchy : pour tout é > 0, il existe N ? 1 tel que llYn - Yk Il :::;; é pour n, k ? N. On a 
donc llxn - Xkll :::;; c/c pour n, k ? N. Puisque é > 0 est arbitraire, cela signifie que la suite 
(xn)n est de Cauchy dans X. Comme X est complet, elle converge. Si on appelle x sa limite, 
on a, par continuité de T: y= limn-+= Yn = limn-+= T(xn) = T(x). Ainsi y E im (T). On a 
bien montré que im (T) est fermée. 

Alors T réalise un isomorphisme entre X et im (T) puisque l'on ac llxll :::;; llTxll :::;; llTll llxll 
pour tout x EX. 

Notons que, puisque X est complet et T est un isomorphisme de X sur im (T), cela 
montre que im (T) est aussi complet, donc fermé dans Y. Mais la preuve du fait qu'un 
espace isomorphe à un espace complet est lui-même complet est identique à celle faite ci­
dessus montrant que im (T) est fermée. 

Exercice 11 
1) Cela résulte du Lemme de Fatou : 

r Ill dm:::;; liminf r lfnl dm= llfnlli :::;; M < +oo. ls n-+ex> ls 
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2) Si Un)n converge pour la norme Il Ili, vers une fonction g E L1(m), il existe une 
sous-suite (fnk)k convergeant m-presque partout vers g. On a donc g = f m-p.p .. 

On prend S = (0, 1], m la mesure de Lebesgue, et fn = n 110,1/n); la suite (fn)n converge 
(partout) vers 0, mais llfnlli = 1 pour tout n. La suite (fn)n ne peut pas converger pour la 
norme 11-111, puisque ce serait vers 0, et cela voudrait dire que llfnlli tend vers O. 

3) Puisque fn----+ f m-presque partout, on a lfn - fi----+ 0 et lfnl----+ lfl m-p.p.; 
n~= n~= n~oo 

donc lfn - fi - lfnl + lfl----+ 0 m-p.p.; d'autre part, on a lfnl - lfl ~ lfn - fi ~ lfnl + lfl; 
n~oo 

donc 0 ~ lfn - fi - lfnl + lfl ~ 2 lfl. Comme f, et donc aussi lfl, est m-intégrable, par le 
1), on peut appliquer le Thêorême de convergence dominée, et l'on obtient : 

lim f (lin -fi - Ifni+ lfl) dm= o. 
n~=ls 

4) Si l'on suppose de plus que llfnlli----+ llflli, c'est-à-dire f8 (lfnl- lfl) dm----+ 0, on 
n~oo n~= 

obtient fs If n - f 1dm----+0, c'est-à-dire llf n - !Ili ----+O. 
n~~ n~~ 

Exercice 12 
1) Pour tout n ~ 1, il existe Xn E F tel que lia - Xnll ~ d(a, F) + 1/n. Alors llxnll ~ 

llall + d(a, F) + 1/n ~ llall + d(a, F) + 1; donc la suite (xn)n~1 est bornée dans F. Comme F 
est de dimension finie, ses parties bornées sont relativement compactes, et la suite (xn)n~l 
a par conséquent une sous-suite (xnk)k~l convergente. Si xo = limk~oo Xnk, on a donc 
lia - xoll = limk~oo lia - Xnk Il ~ limk~oo[d(a, F) + 1/nk] = d(a, F). Comme xo E F, cela 
implique que lia - xoll = d(a, F). 

2) Pour tout u E ker<p, on a lcp(a)I = lcp(a - u)I ~ ll'Pll lla - ull; d'où llcp(a)I ~ 
ll'Pll d(a,kercp). 

3) a) Pour tout u E kercp et t E R, on a lcp(u + ta)I = ltl lcp(a)I et, pour t E IR*, 

llu + tall = ltl lltu +ail~ ltl d(a,kercp). Donc 1 'fiL'1t~î1ll ~ d(~~:i 1'1') pour t #O. 
b) Tout x E E s'écrit x = u +ta, avec u E kercp et t E IR. Pour t = 0 (mais u # 0), 

l'inégalité du a) reste vraie, puisque le membre de gauche est égal à ''fi~ïi'' =O. Donc, puisque 

Il Il - l'l'(x)I - l'l'(u+ta)I bt" t Il Il ,;::: l'l'(a)I . l'é l"té â cp - SUPx;o!O Txil - SUP(u,t);o!(O,O) llu+tall , on 0 1en cp "" d(a,ker 'I'), pms ga 1 , gr ce 
au 2). 

4) (i) ~ (ii). Par (i) et 3) b), on a lep( a -uo)I = lcp(a)I = ll'Pll d(a, ker cp) = ll'Pll lla - uoll; 
donc si on pose xo = 11 ::::~~ 11 , on a llxoll = 1 et lcp(xo)I = ll'Pll· 

(ii) ~ (i). On peut écrire xo = vo + toa avec vo E kercp et to E R. Alors lcp(xo)I = 
ltol lcp(a)I. Par (ii) et 3) b), on a donc ltol d(a,kercp) = 1. Comme llxoll = 1, on a llvo+toall = 
ltol d(a, ker cp), d'où (en notant que to # 0, puisque ltol d(a, ker cp) = 1) d(a, ker cp) = lla-uoll, 
avec uo = -vo/ltol. 

5) a) On a lcp(f)I ~ ! llflloo + ! llflloo = llflloo; donc cp est continue et ll'Pll ~ 1. 
Soit, pour n ~ 2, f n la fonction continue valant 1 sur [ 0, ! - ~], -1 sur [ ~ + ~, 1] et affine 

sur l'intervalle [!- ~,!+~].On a llfnlloo = 1 et (par symétrie) cp(fn) = 2 l(!- ~) + 2~] = 
1 - ~- Comme ll'Pll ~ l'P(fn)I pour tout n ~ 2, on obtient ll'Pll ~ 1, et finalement ll'Pll = 1. 

b) Si lcp(f)I = 1 avec llflloo = 1, on peut supposer, en remplaçant au besoin f par - f, 
que cp(f) = 1. On a donc f0

112 f (t) dt- f1112 f(t) dt = 1. Mais 1 = J;12 dt+ f1112 dt; on obtient 
donc: 

11 (-1 - f(t)] dt= 1112 (1 - f(t)] dt. 
1/2 0 

Comme llflloo = 1, on a -1 ~ f(t) ~ 1 pour tout t E (0, 1]. Donc l'intégrale de gauche est 
~ 0 et celle de droite est ~ 0; elles sont par conséquent toutes les deux nulles, ce qui, avec 
le fait que -1 - f(t) ~ 0 et 1 - f(t) ~ 0, entraîne que -1 - j(t) = 0 presque partout sur 
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[1/2, 1] et 1 - f(t) = 0 presque partout sur [ü, 1/2]. Mais ce sont des fonctions continues; on 
a donc f(t) = -1 partout sur [1/2, 1] et f(t) = 1 partout sur [O, 1/2]. Ce n'est pas possible. 
Il n'existe donc aucune f E E telle que Jlflloo = 1 et lcp(f)I = ll'Pll· 

Exercice 13 
Si E = co et x E co, on a Xn ~ 0 ; donc : 

n-+oo 

Si E = fp et x E fp, on a E;:"=1 lxnlP < +oo; donc: 

Exercice 14 
1) Commençons par le cas X = co (voir le 3) de !'Exercice 15). Si E;:"=1 lbnl = llbll1 < 

+oo, on a l'Pb(a)I = 1 E;:"=1 anbnj ~ E;:"=l lanl lbnl ~ SUPk;;.1 lakl L::°=1 lbnl = llalloollbll1; 
donc 'Pb est continue et Il 'Pb Il ~ Il b Il 1. 

Inversement, si cp E (co)*, soit bn = cp(en)· Il existe E:n tel que lénl = 1 etjbnl = E:nbn. 
Pour tout N ? 1, on a E;;'=l lbnl = E;;'=l E:nbn = cp( E;;'=l E:nen) = jcp( Ln=l E:nen) 1 ~ 
ll'Pll Il E;;'=l E:nenll 00 = ll'Pll· Donc E;:"=1 lbnl ~ ll'Pll < +oo. D'autre part (voir !'Exercice 13), 
cp(a) = cp( E;:"=1 anen) = E;:"=1 ancp(en), puisque cp est linéaire continue. On a bien cp ='Pb· 
De plus, comme llblli ~ ll'Pll = ll'Pbll ~ llbll1, on a ll'Pll = llblli-

2) Le cas de X= f1 est analogue. Si b E foo; on a: 

donc 'Pb est continue et ll'Pbll ~ llblloo· 
Inversement, si cp E (Ri)*, soit bn = cp(en)· Pour tout n ? 1, on a lbnl = lcp(en)I ~ 

ll'Pll llenlli = ll'Pll; donc b E foo et llblloo ~ ll'Pll· De plus, puisque cp est linéaire continue, on 
a, en utilisant !'Exercice 13, cp(a) = cp( E;:"=1 anen) = E;:"=1 ancp(en) = E;:"=1 anbn; donc 
cp ='Pb et ll'Pll = llblloo puisque ll'Pbll ~ llblloo et llbJloo ~ ll'Pll· 

3) Passons au cas de X = fp, avec 1 < p < oo. L'inégalité de HO!der donne la continuité 

de 'Pb: l'Pb(a)I ~ E;:"=1 lanl lbnl ~ (E;:"=1 lanlP) 11P(E;:"=1 lbnl9) 119 = llallvllbllq, de sorte 
que ll'Pbll ~ llbllq· 

Inversement, si cp E (Rv)*, posons bn = cp(en) et soit On tel que lbnl9 = Onbn (on prend 
On = 0 si bn = 0). Pour tout N ? 1, on a E;;'=l lbnl9 = E;;'=l Onbn = cp( E;;'=l Onen) = 

jcp(E;;'=l Onen)I ~ ll'Pll Il E;;'=l Onenllp = ll'Pll (E;;'=1 IOnlP) 11P. Mais IOnlP = lbnlp(q-l) = 

Ibn 19 ; donc ( E;;'=1 IOn IP) l/p = ( E;;'=1 Ibn 19) l/p, de sorte qu'en simplifiant (si E;;'=1 Ibn 19 =I 
O; mais la conclusion est évidemment vraie sinon), on obtient (E;;'=1 lbnl9) 119 ~ llcpll, 

puisque 1- ~=~.Ainsi (bn)n;;.1 E f 9 et llbll9 = (E;:"=1 lbnl9) 119 ~ ll'Pll· De pluf;!, comme 
précédemment, cp(a) = cp(E;:"=1 anen) = E;:"=1 ancp(en) = E;:"=1 anbn; donc cp = 'Pb et 
llcpll = ll'Pbll = llbllq· 
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Exercice 15 
1) a) Notons d'abord que llxll~ = inf{llx - ull; u EN}. 
Il est clair que llOll~ = 0, et donc que llaxll~ = 0 si a= O. Pour a =I 0, on a llaxll~ = 

inf{llax - ull; u EN}= inf{llax - avll; v EN}= lai inf{llx - vll; v EN}= lai llxll~· 
Si x,y E E, on a llx+Y-11~= inf{llx+y-ull; u EN}= inf{llx+y-(v+w)ll; v,w EN}:::;; 
inf{llx - vll; v E N} + inf{lly - wll; w E N} = llxll~ + llY-11~· Donc li· li~ est une semi­
norme sur E/N. Maintenant, si llxll- = 0, il existe, pour tout n ~ 1 un Un E N tel que 
llx - unll :::;; 1/n; alors Un---+ x et donc, puisque N est fermé, x E N, c'est-à-dire que 

n-+oo 
x =O. Par conséquent li· li~ est une norme sur E/N. 

L'application quotient q est linéaire (par définition des opérations sur E/N) et llq(x)ll~ = 
llxll~ :::;; llxll; donc q est continue, et llqll :::;; 1. 

b) Comme llq(x)ll~ :::;; llxll, il est clair que l'image de la boule ouverte BË(O, r) de Ede 
centre 0 et de rayon r est contenue dans la boule ouverte BË;N(O,r) de E/N de centre 0 et 
de rayon r. Inversement, soit Ç E E/N tel que llÇll- < r. Comme llÇll~ = inf{llxll; q(x) = Ç}, 
il existe x E Etel que Ç = q(x) et llxll < r, d'où l'inclusion inverse. 

Ce n'est pas vrai en général pour les boules fermées. Si l'on a bien q[Bs(O, r)] Ç 
Bs;F(O,r), car llq(x)ll-:::;; llxll, il n'y a pas égalité en général. Pour voir cela, considérons la 
forme linéaire continue sur E = 'if([O, 1]) définie dans le 5) de !'Exercice 12, et F = ker<p. 
Comme ll'Pll = 1, la formule du 3) de cet exercice dit que l<p(f)I = dist(f,ker<p) = 11111~ 
pour toute f E 'if([O, 1]). Or on a vu qu'il n'existe aucune f E E telle que llfll = 1 et vérifiant 
l<p(f)I = 1, c'est-à-dire llJil~ = 1 (a fortiori aucune f E Bs ne peut le vérifier). Autrement 
dit, si 11111~ = 1, alors f <f. BE. Ainsi q(Bs) Ç Be;F(O, 1). 

L'égalité q[BË(O, 1)] = BË;N(O, 1) entraîne que l'on a llqll = supxEB~(o,i) llq(x)ll = 

SUPyEBo llYll = 1. 
E/N 

Soit n un ouvert de E, non vide j pour tout ç E q(O), il existe X E n tel que ç = q(x). 
Comme 0 est ouvert, il existe r > 0 tel que BË(x, r) Ç O. On obtient alors BË;N(Ç, r) = 

Ç + BË;N(O, r) = q[x + BË(O, r)] = q[BË(x, r)] Ç q(O). 
Si 0 est ouvert dans E/N, q-i(O) est ouvert dans E, puisque q est continue. Inversement, 

si q-i(O) est ouvert dans E, alors 0 est ouvert dans E/N, d'après ce qui précède, car 
0 = q[q-i(O)]. 

c) Si f: E/N-+ X est continue, il en est de même de f o q, puisque q est continue. 
Inversement, supposons f oq continue; pour tout ouvert U de X, q-i[f-i (U)] = (f oq)-i(U) 
est ouvert dans E; 1-i(U) est donc ouvert dans E/N, par la question précédente. 

d) Utilisons !'Exercice 9. Soit Xn E E tels que E:=i ·llXn:ll~ = M < +oo. Pour tout 
n ~ 1, il existe Un E N tel que llxn -Un Il :::;; llXn:ll~ + 1/2n. Alors E:=i llxn - Un Il :::;; M + 1 < 
+oo. Comme E est complet, la série Ln~i (xn-un) converge dans E. Comme q est continue, 
et comme q(xn - un)= q(xn) = i;;:, la série Ln~i i;;: converge dans E/N, et ainsi E/N est 
complet. 

2) Par définition, on a llq(x) lleoo/co = dist (x, co). Notons d cette distance et posons 
l = limsupn-+oo lxnl· 

Pour tout n ~ 1, on a, en notant en le nème vecteur de la base canonique de co, d :::;; 
llx - L~=i Xkek 11 00 = supk~n+i lxkl; donc d:::;; l, en faisant tendre n vers l'infini. 

Inversement, soit i;; > O. Pour tout y E co, on a Yn ---+ 0; il existe donc ni ~ 1 tel que 
n-+oo 

IYkl:::;; €pour k ~ni. On a alors lxk - Ykl ~ lxkl - €pour k ~ni. Alors: 

llx - Ylloo ~ sup lxk - Ykl ~ sup lxkl - € ~ l - € 
k~n1 k~n1 

(rappelons que l 
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borne inférieure sur tous les y Eco, on obtient d;;:;: l - E:. Ceci étant établi pour tout i:; > 0, 
il en résulte que d;;:;: l; d'où l'égalité. 

3) Comme Test continu, kerT est fermé; l'espace quotient E/kerT est donc normé. 
Pour tout x E E et y E ker T, on a llT(x) JI = llT(x - y) Il ~ llTll Jlx - Yll ; en prenant la borne 
inférieure du dernier terme lorsque y E kerT, on obtient llT(x)ll ~ llTll llxll~· Donc Test 
continu et JITJI ~ llTll· 

Il y a en fait égalité car, si q: E -t E/kerT est la surjection canonique, on a T = T o q 

et donc JITll ~ llTll Jlqll = llTll· 
4) On sait que E/kerT est isomorphe (algébriquement) à imT = T(E). Comme Test de 

rang fini, E/kerT est de dimension finie. D'autre part, comme kerT est fermé, l'espace quo­
tient E/kerT est normé. Il résulte du Corollaire 1.2.4, 3), que Test continue. Par conséquent 
T est continue, puisque T = T o q. 

5) Il est clair que si I:;:'=1 lbnl = M < +oo, alors I:;:'=1 lanbnl < +oo; on peut donc 
définir cp(a) = I:;:'=1 bnan, ce qui donne une application linéaire telle que lcp(a)I ~ M lla)lloo; 
elle est donc continue. Inversement, si <p est une forme linéaire continue sur co, posons 
bn = cp(en)· Pour tout a= (an)n;;.1 Eco, on a a= I:;:'=1 anen (voir !'Exercice 13). Comme 
<p est linéaire et continue, on obtient cp(a) = I;;:'=1 ancp(en) = I;;:'=1 anbn. D'autre part, si 
IEnl = 1 et lbnl = E:nbn, on a, pour tout n? 1 : 

puisque Il I:~=l E:kekll 00 = max1.;;k.;;n IEkl = 1. Donc I;~1 lbkl ~ JlcpJI < +oo. 
6) (Voir !'Exercice 8) Pour obtenir une forme linéaire discontinue sur co, complétons les 

vecteurs linéairement indépendants en, n ? 1, en une base algébrique de co. On sait que 
pour définir une forme linéaire, il suffit de se donner les valeurs en les vecteurs de cette base. 
En particulier, on peut prendre cp(en) = 1 pour tout n ;;=;: 1 (et ce que l'on veut sur les autres 
vecteurs de base). Comme I:;:'=1 lcp(en)I = +oo, il résulte de la question précédente que cp 
est discontinue. 

Il est clair que T(a1,a2, ... ) = 0 entraîne ai = a2 = ... = 0, et donc kerT = {O} 
est fermé. Pourtant T n'est pas continue, car si elle l'était, sa composée avec la première 
projection serait continue; or ce n'est pas le cas, puisque cette composée est cp. 

Exercice 16 
1) G étant de dimension finie, il en est de même pour q( G) ; donc q( G) est fermé dans 

E/ F (Corollaire 1.2.4, 2)). Alors F + G = q-1(G) est fermé dans E. 
2) a) Six E BE(O, 1), il existe, par hypothèse, un k tel que x E BE(Xk, 1/2). On a donc 

Jlx - XkJI ~ 1/2, et comme Xk E F, on obtient llq(x)llE/F = dist (x, F) ~ Jlx - Xkll ~ 1/2. 
b) On a vu à !'Exercice 15 que q[BE(x,r)] = B_B;p(q(x),r) pour tout x E E et pour 

tout r >O. Comme B_B;p(O, 1) = q[BE(O, 1)] Ç q[BE(O, 1)], on obtient donc B_B;p(O, 1) Ç 

B_B;p(O, 1/2), ce qui n'est possible que si E/F = {O}. 
Il en résulte que E = F, et donc que E est de dimension finie, et dim E ~ n. 

Exercice 17 
1) Supposons K absorbant. Par définition, pour tout x E E, il existe t > 0 tel que (0, tx] Ç 

K (on notera qu'un ensemble absorbant contient toujours 0). En particulier tx E K, de sorte 
que x E (1/t) K. Ainsi E = UA>O >.K. Réciproquement, supposons que E = UA>O >.K, et 
soit x un vecteur arbitraire de E. Il existe>.> 0 tel que x E >.K, c'est-à-dire que (1/ >.)x E K. 
Comme K est convexe et contient 0, le segment (0, (1/>.)x] est contenu dans K, et donc K 
est absorbant. 
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2) Soit E un espace normé et V un voisinage de O. Pour tout x E E, on a limt-+O tx = 0; 
il existe donc un o > 0 tel que tx E V pour itl < o. Donc [O, ox] Ç [-ox, ox] Ç V, et V est 
absorbant. 

3) Notons d'abord que, six E K (K n'est pas vide), alors -x E K, par symétrie, et donc 
0 = x+~-x) E K. 

a) Tout d'abord, K étant absorbant, on a jK(x) < +oo pour tout x E E. Ensuite, 
comme 0 E K, il est clair que jK(O) =O. Pour tout x E E, on a donc jK(ax) = 0 si a= O. 
Lorsque a > 0, on a jK(ax) = inf{>. > 0; ax E ,\K} = inf{>. > 0; x E (>./a) K} = 
a inf { t > 0 ; x E tK} = aj K ( x). Lorsque a < 0, il suffit de remarquer que, grâce à la 
symétrie de K par rapport à 0, on a ax E K si et seulement si -ax E K; donc jK(ax) = 
jK(-ax) = (-a)jK(x) = laliK(x). Reste à vérifier l'inégalité triangulaire. Soit x,y E E. 
Pour tout€ > 0, on peut trouver >.,µ > 0 tels que ,\ < jK(x) + €, µ < jK(Y) +€et 
(1/ ..\)x, (1/ µ)y E K. Comme K est convexe, >.! (x +y) = >.~ (1/ ,\) x + if:µ (1/ µ)y E K; 
donc jK(x +y) < >.+ µ < jK(x) + jK(Y) + 2€. ëeci étant valabre pour tout€> 0, on obtient 
jK(X +y) < jK(X) + jK(y). 

b) Si jK(x) < 1, il existe,\> 0 tel que,\< 1 et x E ,\K. Mais tK Ç K pour 0 < t < 1 
car K est convexe et contient 0 : si u E K, alors tu= tu+ (1 - t) 0 E K. Donc x E K. Par 
ailleurs, six E K, il est clair que jK(x) < 1. 

c) Pour montrer que c'est une norme, supposons que l'on ait jK(x) = O. Alors, pour 
tout n ? 1, on peut trouver des Àn tels que 0 < Àn < 1/n et x E ÀnK. On a alors 
(1/ ..\n) x E K pour tout n ? 1; mais ce n'est possible que pour x = 0 car sinon Il (1/ >.n) xll = 
(1/>.n)llxll----+ +oo, ce qui est incompatible avec le fait que K soit borné. 

n-+oo 

4) Comme 0 est dans l'intérieur de K, K est absorbant, par le 2); jK est donc une norme, 
par 3) a) et 3) c). De plus, le fait que 0 soit dans l'intérieur de K entraîne l'existence d'un 
r > 0 tel que la boule B(O, r) soit contenue dans K. Pour tout x E E non nul, on a donc 

11 : 11 x E K. Par 3)b), on a donc jK( 11 : 11 x)<1, c'est-à-dire jK(x) < rllxll. Par ailleurs, K 
étant borné, il existe R > 0 tel que llxll < R pour tout x E K, et en particulier lorsque 
jK(x) < 1, par 3)b). Si XE E est arbitraire, non nul, on a iK(iKCx) x) =a< 1 pour 

0 < a < 1; donc Il iKCx) xll < R, et llxll < ~ jK(x). Ceci étant vrai pour tout a E]O, 1[, on 
obtient llxll < RjK(x). Par conséquent, la norme jK est équivalente à la norme Il. Il· 

Finalement, on a vu au 3) b) que K est contenu dans la boule unité fermée pour la norme 
jK. Pour montrer l'inclusion inverse, on utilise le fait que K contient la boule unité ouverte 
pour la norme jK. On sait (Corollaire 1.1.8) que l'adhérence d'une boule ouverte est la boule 
fermée correspondante ; ceci étant entendu pour la norme associée, ici j K. Mais comme cette 
norme est équivalente à la norme Il. Il, cette adhérence est la même si on la prend pour la 
norme Il. Il· Maintenant, comme K est fermé (pour la norme Il. Il a priori), cette adhérence 
est contenue dans K. Donc la boule unité fermée pour la norme jK est contenue dans K, et 
elle est donc finalement égale à K. 

Exercice 18 
1) a) Remarquons d'abord qu'en prenant, pour tout k? 1, bk = 1 et bj = 0 pour j =/= k, 

on a Xn,k ----+ O. 
n-+oo 

Prenons ni = 1. Comme E~=i lxi,kl < +oo, il existe ki ? 1 tel que E~=ki+i lxi,kl < 
a/5. Par la remarque précédente, on a Xn,i, Xn,2, ... , Xn,ki ----+O. Il existe donc un entier 

n-+oo 

N ? 1 tel que E~!oi lxn,kl < a/5 pour tout n ? N. Choisissons un tel entier n = n2 
tel que n2 > ni. On a donc E~!oi 1Xn2 ,kl < a/5. Comme E~=i lxn2 ,kl < +oo, il existe 
k2 ? 1, que l'on peut prendre > ki, tel que E~=k2+i lxn2 ,kl < a/5. On recommence comme 

précédemment : puisque Xn,i, Xn,2, ... , Xn,k2 ----+ 0, il existe n3 > n2 tel que E~~i lxn,k 1 < 
n-+oo 
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a/5 et, puisque L:;:1 lxn3 ,kl < +oo, il existe k3 > k2 tel que L:;::k3 +1 lxn3 ,kl ~ a/5. Par 
récurrence on obtient deux suites strictement croissantes (ni )J;~ 1 et (ki )J;~ 1 telles que, pour 

tout j;;::: 1, on ait L:;::k;+l IXn;,kl ~ a/5 et E:~1 lxn;+ 1 ,kl ~ a/5. 
Puisque L:;:1 lxn,kl = llxnll1 ;;::: a pour tout n;;::: 1, ces conditions entraînent, en notant 

ko = 0, que, pour tout j ;;::: 1, on a : 

k; OO kj-1 OO 

L lxn;,kl = L lxn;,kl - L lxn;,kl - L lxn;,kl;;::: a - ~ - ~ = 3
5a 

k=k;-1+1 k=l k=l k=k;+l 

(c'est la "bosse glissante"). 
b) Pour tout j;;::: 1, soit ei,k tel que lei,kl = 1 et lxn;,kl = ej,kXn;,k si kj-1 +1 ~ k ~ ki. 

Définissons bk = ei,k pour kj-1 + 1 ~ k ~ kj, j ;;::: 1. On a lbkl = 1 pour tout k;;::: 1 et, pour 
tout j;;::: 1 : 

2) Si llxn Ili ne converge pas vers 0, on peut supposer, quitte à extraire une sous-suite, 
que pour un certain a > 0, on a llxnlli ;;::: a pour tout n ;;::: 1. On a alors vu au 1) qu'il 
existe une sous-suite (xn; )i~l et suite bornée (bk)k~l telles que 1 L:;;'=1bkXn;,k1 ;;::: a/5, ce 
qui empêche L:;:1 bkXn,k de tendre vers O. 

Exercice 19 
1) Comme x et x' ne prennent que les valeurs 0 et 1, si x =I x', il existe un indice k ;;::: 1 

tel que Xk = 0 et xk = 1, ou l'inverse. Quoiqu'il en soit, on a llx - x'lloo ;;::: lxk - xkl = 1. Or 
si y E w,, nw,,1, on a !lx -x'lloo ~ llx -Ylloo + llY- x'lloo < 1/2+1/2 = 1; cela n'est donc 
possible que si x = x'. 

2) Comme t:i. est dense, il recontre l'ouvert non vide w,,; il existe donc un entier n(x) ;;::: 1 
tel que Vn(x) E w,,. Si n(x) = n(x'), on a Vn(x) = Vn(xl) E w,, n w,,1; donc x = x'. 

3) D'après l'axiome du choix, on a une application"(: {O, l}N* -+ t:i., et il résulte du 2) 
qu'elle est injective. Ce n'est pas possible car t:i. est dénombrable, alors que {O, l}N* ne l'est 
pas. Donc f 00 ne contient aucune partie dénombrable dense. 

Exercice 20 
1) On peut supposer que F =!Rd (en prenant une base de F). Alors, si Bp Ç B1 U· · ·UBN, 

où Bn = B(xn, e) = Xn + e Bp, on a Àd(BF) ~ L:;:=l Àd(Bn)· Mais, par l'invariance par 
translation et l'homogénéité de la mesutre de Lebesgue, on a Àd(Bn) = ed Àd(BF ). On a donc 
Àd(BF) ~ N ed Àd(BF ). Mais 0 < Àd(BF) < +oo, car BF est borné et d'intérieur non vide; 
on peut donc simplifier, et l'on obtient N;;::: (1/e)d. 

2) Supposons que la boule unité BE de E peut être recouverte par N boules Bl = 
B(x1, e), ... , BN = B(xN, e) de Ede rayon e. Soit G un sous-espace E de dimension finie, 
arbitraire. Considérons l'espace F engendré par G et les vecteurs x1, ... , XN. Il est de di­
mension finie, disons d, et BF = BE n F ç (B1 n F) u ... u (BN n F). Mais, pour tout 
n = 1, ... , N, Xn E F, par définition; donc Bn n Fest la boule fermée de F de centre Xn et 
de rayon e. Il résulte du 1) que N;;::: (1/e)d, c'est-à-dire que d ~ logN/log(l/e). A fortiori, 
dimG ~ logN/log(l/e). Ceci étant vrai pour tout sous-espace de dimension finie G de E, 
E lui-même doit être de dimension finie et dimE ~ logN/log(l/e). 
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3) a) Le fait que les boules B(xi, e/2) sont deux-à-deux disjointes résulte de la condition 
d'écartement llxi - Xj Il > e pour i # j : si llx - xdl ~ e/2 et llx - Xj Il ~ e/2, alors 
llxi - Xjll ~ llx - Xill + llx - Xjll ~ e, d'où i = j. Ensuite, si llx - Xill ~ e/2, on a llxll ~ 
llxill + (e/2) ~ 1 + (e/2); donc LJ~=l B(xi, ~) Ç B(O, 1 +~).Il en résulte, en utilisant la 
disjonction, que k (~)d>.d(BE) ~ (1 + ~)d>.d(BE), et donc que k ~ (1 + ~t 

b) Prenons un ensemble maximal de points x1, ... , Xk de BE tels que llxi - Xj Il > e 
pour i # j. Alors BE est recouvert par les boules B(xi, e). En effet, si ce n'était pas le cas, on 
aurait un x E BE dans aucune de ces boules; mais cela voudrait dire que llx - xill > e pour 
tout i = 1, ... , k, et on aurait un ensemble {x, x1, ... , xk} de k + 1 points de BE à distances 
mutuelles > e, contredisant la maximalité de k. Par conséquent, par définition, k ~ N(e). Il 
résulte alors du a) que N(e) ~ (1 + ~t 

c) Il résulte de b) que d ~ log Ne , pour toute E]O, l[. Donc d ~ limsupe-+O log((e)) · 
log H~ log 1+~ 

Mais 1/e tend vers l'infini quand e tend vers 0; donc log (1 + ~) ,...., log~ ,...., log~. Donc 

d ~ limsupH0 :~;m:J. D'autre part, on a vu au 1) que N(e) ~ (1/e)d pour 0 < e < 1; donc 
d:;:::: l' · f logN(e) Ü d d l' logN(e) "' 1mm e-+O log(l/e). na one = lme-+O log(l/e) · 

Exercice 21 
Considérons l'espace E de tous les polynômes de degré au plus 2013, restreints à l'in­

tervalle [11'1874 , 71'1932], muni de la norme uniforme. C'est un espace de dimension finie; donc 
la norme li · Ili est équivalente à la norme uniforme sur E. La condition sur les intégrales 
entraîne donc la bornitude de la suite (Pn)n~1, pour la norme uniforme. Les parties bornées 
des espaces normés de dimension finie étant relativement compactes, on peut extraire de 
(Pn)n~1 une sous-suite uniformément convergente sur [11'1874 , 71'1932]. 

Exercice 22 

1) Pour toute f E LP(R), on sait que limR-++oo fixl>R lf(x)JP dx = 0 (cela résulte direc­
tement du Théorème de convergence monotone), et que limt-to lift - fllp =O. 

Supposons que A Ç LJ~=1 B(fk, e/3). 
Pour chaque k = 1, 2, ... , n, il existe Rk,e > 0 et Ôk,e > 0 tels que : 

et 

Posons Re = max1.;;h;;n Rk,e et Ôe = min1,,;k,,;n Ôk,e· 
Soit f E A, arbitraire. Il existe k E {1, 2, ... , n} tel que Il! - fkllp ~ e/3. Alors : 

[ r lf(x)JP dx] l/p ~ [ r lfk(x)JP dx] l/p + [ r lf(x) - fk(x)JP dx] l/p 
}lxl>R, Jlxl>R, Jlxl>R, 

~ [ r lfk(x)JP dx] l/p + [ r lf(x) - fk(x)JP dx] l/p 
llxl>R, }Ill. 

e e e 2e 
~ 3 + llf-fkllP ~ 3 + 3 = 3 ~ e, 

et, pour ltl ~ Ôe (puisqu'alors ltl ~ Ôk,e) : 

lift - fllP ~lift - Cfk)tllP + ll(fk)t - fkllp + llfk - fllP 
e e 

= 2 llfk - fllp + llCfk)t - fkllp ~ 2 3 + 3 = e · 
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2) a) On peut écrire : 

1 [ ["'+"• {"' ] [cpe(f)](x) = Ôe Jo f(u) du - Jo f(u) du . 

La continuité de 'Pe résulte alors de la continuité de la fonction F: x E lR. i-+ J0"' f ( u) du 
(rappelons que la continuité de F vient, pour p = 1, du Théorème de convergence dominée, 
et pour 1 < p < oo, de l'inégalité de HOlder). 

b) Utilisons le Théorème d'Ascoli. Considérons l'ensemble : 

Ae = {[cpe(f)]l[-R,R) j JE A}• 

C'est une partie de 'i&'([-R, R]) et il est uniformément borné. En effet, comme A est borné, 
il existe M < oo tel que llfllp :( M pour toute f E A, et, pour tout x E lR. : 

{ f llflli pour p = 1, 
l[cpe(f)](x)I ::::; ./; llfllp ô:/q = i'7P llfllp pour 1 < p < oo 

(en utilisant l'inégalité de Hi:ilder dans le second cas, q étant l'exposant conjugué de p), de 
sorte que les fonctions cpe(f), pour f E A, sont uniformément bornées sur IR., et en particulier 
sur [-R, R]. 

D'autre part, Ae est équicontinu sur [-R, R]. En effet, on a, pour tout x E lR. : 

1 [ lx+o. lx+h+o. ] 
[cpe(f)](x) - [cpe(f)](x + h) = 8 J(t) dt - J(t) dt 

e x x+h 
1 [ {"'+•. rx+o. ] 

= Ôe }., J(t)dt- f, f(u+h)du 

1 lx+o. =8 [f(t)-f-h(t)]dt; 
e X 

donc, pour p = 1 : l[cpe(f)](x) - [cpe(f)](x + h)I :( i; llf- f-h/11, et, pour 1 < p < oo, par 
l'inégalité de Hi:ilder : 

1 1 1 1/q 1 
[cpe(f)](x) - [cpe(f)](x + h) :( 8 llJ - f-h/lp Ôe = l/p /If - f-h/lp · 

e Ôe 

Alors, d'après la condition (ii), on a, pour tout a> 0 : 

1 
l[cpe(f)](x)-[cpe(f)](x+h)I :( Ôe a, Vf EA. 

Cela signifie que l'ensemble des cpe(f), pour f E A, est équicontinu sur lR.; en particulier, Ae 
est équicontinu sur [-R, R]. 

c) Notons que f(x) = i; J;• f(x) dt et que : 

i r•· 
(cpef)(x) = Ôe Jo f(x + t) dt. 

Donc: 
i r•· f(x) - (cpef)(x) = Ôe Jo [f(x) - f(x + t)] dt. 
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•pour p = 1, on a, en utilisant le Théorème de Fubini-Tonelli : 

1 {Ôe [ r ] 1 ro· Il! - <peflli ~ Ôe Jo Ja lf(x) - f(x + t)/ dx dt= Ôe Jo Il! - f-tll1 dt~ ê, 

car 1- tl = /t/ ~ Ôe entraîne Il! - f-tlli ~ ê, par (ii). 
• Pour 1 < p < oo, on a : 

or, par l'inégalité de HO!der : 

{Ôe [ rô· ] 1/p lo lf(x) - f(x + t)I dt~ lo lf(x) - J(x + tW dt 0;1q; 

donc, en utilisant le Théorème de Fubini-Tonelli : 

par (ii), puisque, pour/ - tl = ltl ~ Ôe, on a l/f - f-tll~ ~ êP. 
d) Prenons R = Re dans b). L'ensemble Ae étant précompact dans 'if([-Re, Re]), il 

existe Ji, ... ,fn E A telles que Ae Ç LJ~= 1 Boo(</'dk,ê/(2Re) 1 1P) (les boules étant prises 
pour la norme uniforme sur [-Re, Re]). 

Soit f E A, arbitraire. 
Comme (<pef)l[-R.,R,] E Ae, il existe k E {1, ... , n} tel que: 

Ona: 

Il! - fkll~ = r lf(x) - fk(x)IP dx + r lf(x) - fk(x)IP dx. 
Jlxl>Re Jlxl,.,Re 

Or, d'une part: 

r IJ(x) - fk(x)IP dx ~ r [/f(x)I + lfk(x)IJP dx ~ 2p r [IJ(x)IP + /fk(x)IP] dx 
Jlxl>Re Jlxl>Re Jlxl>Re 

car pour a, b;;:: 0, on a (a+ b)P ~ [2 max( a, b)JP = 2P max(aP, bP) ~ 2P(aP + bP) 

= 2p r lf(x)IP dx + 2P r lfk(x)IP dx 
Jlxl>Re Jlxl>Re 

~2PX2êP, 

grâce à (i), vu que f et fk sont dans A. D'autre part, 



XI.l. EXERCICES DU CHAPITRE I 291 

[ r lf(x) - fk(x)IP dx] l/p ~ [ r lf(x) - (<pef)(x)IP dx] l/p 
llxl,.,R. llxl<!;,R. 

+ [ r l(<pef)(x) - (<pefk)(x)IP dx] l/p 
jl*R• 

+ [ r l(<pefk)(x) - fk(x)IP dx] l/p J,,,,,.,R. 
~ [_l IJ(x) - (<pef)(x)IP dx] l/p 

+ [2Re sup l(<pef)(x) - (<pefk)(xW] l/p 
lxl,.,R• 

+ [.l l(<pefk)(x) - fk(x)IP dx] l/p 

( ép )1/p 
~ llJ - 'PefllP + 2Re 2Re + llfk - <pefkllP 

~é+é+é=3é. 

Par conséquent Il! - fkll~ ~ 2.2PéP + 3P€P ~ 3P+1€P, c'est-à-dire que Il! - fkllP ~ 3.31/Pé. 
Cela signifie, puisque f E A était arbitraire, que A Ç LJ~=l B(fk, 3.31/Pé). Comme é > 0 
était arbitraire, A est bien précompact dans LP(IR). 

Exercice 23 
1) Il s'agit de montrer que f est intégrable sur JO, xJ. On a, en utilisant l'inégalité de 

Hi:ilder pour l'espace mesuré JO, xJ : 

1"' If (t)I dt ~ ( 1"' If (t)IP dt )11p ( 1"' 1 q dt )11
q = ( 1"' If (t)IP dt )11p x 11q 

~ ( .l. If (t)IP dt) l/p x 11q = llJllP x 1fq < +oo, 
+ 

ce qui prouve l'intégrabilité de f sur JO,xJ et l'existence de (Tf)(x). De plus l(Tf)(x)I ~ 
~ I0"' lf(t)I dt~ ~ llJllP x 1fq = x-l/Pllfllp· 

De même, si 0 < x < x', on a l(Tf)(x') - (Tf)(x)I ~ ~ I:' lf(t)I dt~ llfllp(x' - x) 1IP, 
ce qui prouve que Tf est uniformément continue sur IR+. 

2) Utilisons l'inégalité du 1), en remplaçant f par f - g; on obtient l(Tg)(x)-(T f)(x)I = 
l[T(g - f)](x)I ~ x-l/pllg - fllp· 

3) a) •Soit 0 <a< A tels que le support de g soit contenu dans (a, A]. Comme g(x) = 0 
pour 0 < x ~ a, g se prolonge en une fonction continue sur (0, +oo(, en posant g(O) = O. 
Alors IYI est aussi continue sur IR+ et le Théorème fondamental du Calcul Intégral dit que 
la fonction P: IR+ -+ IR définie P(x) = Io"' lg(t)I dt est continûment dérivable sur IR+ et 
P'(x) = lg(x)I pour tout x ~O. La fonction Gest par conséquent continûment dérivable sur 
IR't- et G'(x) = ~ lg(x)I - -f.; P(x) = ~ lg(x)I - ~ G(x). 

•Comme lg(t)I = 0 pour 0 ~ t ~a, on a évidemment G(x) = 0 pour 0 < x ~a. 
•Il est clair aussi que 0 ~ G(x) ~ .!. frl!t* lg(t)I dt= .!. llglli-

"' + X 

On a donc 0 ~ x[G(x)]P ~ x1-pl1Ylli---+ 0 (car 1 - p < 0), de sorte que lim x[G(x)]P =O. 
x--too x-++cx:> 
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Pour finir, on a aussi 0 ::;; [G(x)]P ::;; llYllf ,}P pour tout x > O. Donc Jt''"[G(x)]P dx = 
fc,+00 [G(x)]P dx ::;; llgllf J: 00 ~; < +oo, et QP est intégrable sur R+ (elle est mesurable car 
continue). 

b) La relation G'(x) = ~ lg(x)I - ~ G(x) donne: 

l" xG'(x) [G(x)]P- 1 dx + l' [G(x)]P dx = l" lg(x)I [G(x)]p-l dx. 

En intégrant par parties la première intégrale, on a : 

{"' xG'(x) [G(x)]p-l dx = [!X [G(x)]P] +oo - ! r+ 00 (G(x)]P dx = _! r+ 00 [G(x)]P dx, 
lo P o Plo Plo 

car Gest nulle au voisinage de 0 et limx-Hoo x [G(x)]P =O. On obtient donc : 

( 1 - ~) fo+oo (G(x)]P dx =Io"' lg(x)I [G(x)]p-l dx. 

c) L'inégalité de HOlder pour l'intégrale de droite donne : 

f"' ( roo )1/p( roo )l/q Jo lg(x)I [G(x)]p-l dx::;; lo lg(x)IP dx Jo [G(x)P- 1]q dx = llYllvllGll~/q 

(on a (p - l)q = p car ~ + ~ = 1). 

En reportant dans (*),on obtient (1- ~) llGll~ ::;; llYllvllGll~/q, d'où (1- ~) llGllv ::;; llYllv, 

puisque 1 - ~ = ~ (on peut diviser par llGll~/q si llGllv "1- 0; mais l'inégalité est évidemment 
vraie si llGllv = 0). 

Comme l(Tg)(x)I ::;; G(x), on en déduit, d'une part, que Tg E LP(R+) et, d'autre part, 
que llTYllv ::;; llGllv ::;; ~ llYllv· 

4) On sait (voir le cours d'intégration) que l'espace X(R+) des fonctions continues 
sur R+ à support compact est dense dans LP(R+). Voyons néanmoins comment on peut 
le déduire du Théorème IIl.1.2 du Chapitre III, disant que X(R) est dense dans LP(R), 
en considérant LP(R+) comme un sous-espace de LP(R) (chaque fonction de LP(R+) étant 
prolongée par 0 sur] - oo, O]). Soit f E LP(R+) Ç LP(R) et ê > O. Il existe h E X(R) telle 
que JJR lf(x) - h(x)IP dx ::;; (e/2)P. A fortiori, on a JJR. lf(x) - h(x)IP dx ::;; (e/2)P. Il faut 

+ 
modifier h en g continue et à support compact contenu dans JO, +oo[. h étant continue sur R 
et à support compact, elle est bornée: lh(x)I ::;; M < +oo pour tout x ER. On peut supposer 
M >O. Soit a> 0, qui sera précisé après. On pose g(x) = 0 si 0 < x::;; a et g(x) = h(x) si 
x ~ 2a, et on prend g affine sur [a, 2a]. Cette fonction g est continue sur R+ et son support 
est contenu dans [a, ,B] (où ,8 est un majorant du support de h). De plus llYlloo ::;; llhlloo ::;; M. 
On a: 

llf - Yllv ::;; llf - hllv + llh - gllv ::;; ~ + ( fo2
"' lh(x) - g(x)IP dx) l/p 

::;; ~ + ( fo2
"' (2M)P dx) l/p = ~ + (2M)(2a) 1/P ::;; ê, 

en ayant pris a=~ ( 4~ y. Cela prouve la densité de X(R+) dans LP(R+). 
5) Soit f E LP(R+); par le 4), il existe une suite de fonctions 9n E X(R+) telles que 

Il!- Ynllv --+O. Le 2) assure que (Tgn)(x)--+(Tf)(x) pour tout x > O; donc le Lemme 
n-+oo n-+oo 
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de Fatou donne : 

{ l(TJ)(x)IP dx:::; Jiminf { l(Tgn)(x)IP dx = liminf llTgnll~ 
}IR+ n-+oo }JR.f. n-+oo 

:::; liminf (_!!_1 )Pll9nll~ par le 3) c) n-+oo p -

= (p ~ 1 r11111~, 
d'où l'inégalité de Hardy. 

6) Pour A > 1, on prend f(x) = 1/x1/P pour 1 :::; x :::; A et 0 sinon; on a llfllp 
1/ 1-1/p 1 

(log A) P. D'autre part, on a (TJ)(x) = 0 pour 0 < x < 1; (Tf)(x) = ~'" '" - ;;:: 
_.R_ 1/p . 1 A (Tf)( ) _.R_ Al-1/p 1 _.R_ Al-1/p . A D p-1 X- SI :::; X :::; , et X = p-1 '" - ;;:: p-1 -.,- SI X ;;:: . one 

llTJll~ = fo+oo l(Tf)(x)IP dx;;:: (P ~ lr [[A~+ Ap-I L+oo ~:] 
= (-p-)P(logA + Ap-l_l_ - 1-) = (-p-)P(logA + - 1-), 

p - 1 p- 1 AP- 1 p- 1 p - 1 

de sorte que llTfllp--+ _.R_ • 
lifllp A-++oo p-1 

7) Si f E L1 (JR+) est telle que f(t) > 0 pour tout t > 0, on a, en utilisant Je Théorème 
de Fubini-Tonelli : 

donc Tf n'est même pas intégrable (on peut noter que Tf est mesurable car elle est continue, 
pour toute f E L1 (JR+); cela se voit en utilisant le Théorème de convergence dominée). 

Exercice 24 
1) La boule unité Q de (JR2 , 11 · lloo) est formée des points x = (u,v) E ll~.2 tels que 

-1 :::; u :::; 1 et -1 :::; v :::; 1. Si -1 < u < 1, le point (u, v) n'est pas extrémal car on peut 
trouver a > 0 tel que -1 < u - a < u < u + a < 1, de sorte que ( u - a, v), ( u + a, v) E Q, 
alors que (u, v) = ~ [(u - a, v) + (u +a, v)]. De même si -1 < v < 1. 

Les seuls points extrémaux de Q possibles sont donc (-1, -1), (-1, 1), (1, -1), (1, 1). 
Vérifions qu'ils sont bien extrémaux. Par symétrie, il suffit de Je faire pour (1, 1). Pour cela, 
il suffit d'observer que l'égalité (1, 1) = (u,v)t(s,t) = (~,~) avec lui, lvl, lsl, ltl :::; 1 n'est 
possible que si u = v = s = t = 1. 

2) Supposons que Il~ Il = 1, avec llxll = llYll :::; 1, et utilisons l'identité du parallélo-

gramme: llxll 2 + llYll 2 =2(11~11 2 +11711 2 ); on obtient 2;;:: 2(1+11711 2), ce qui n'est 
possible que si x = y. 

3) Si xo est dans l'intérieur du convexe C, il exister > 0 tel que B(xo, r) Ç C. Prenons 
y E Ede norme 1. Alors, puisque xo +ry, xo -ry E B(xo, r) et xo = ~[(xo +ry) + (xo -ry)], 
xo n'est pas extrémal dans C. 

4) Soit x E co tel que llxlloo :::; 1. Comme Xn -t 0, il existe N ;;:: 1 tel que lxnl :::; 1/2 n-+oo 
pour n ;;:: N + 1. Prenons Yn = Zn = Xn pour 1 :::; n :::; N et Yn = Xn + 2-n et Zn = Xn - 2-n 
pour n;;:: N + 1. On a y, z E co et llYlloo :::; 1, llzlloo :::; 1, et x = ~(y+ z). Donc x n'est pas 
extrémal dans la boule unité de co. 

5) Soit f E L1(0, 1) tel que llflli :::; 1. D'après Je 3), on peut supposer que llflli = 1. 
L'application définie par F(x) = J; lf(t)I dt est continue, d'après le Théorème de convergence 
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dominée (ou le Théorème de convergence monotone), et l'on a F(O) = 0 et F(l) = 1. Il 
existe donc, par le Théorème des valeurs intermédiaires, un xo E [O, 1) tel que F(xo) = 1/2. 
Considérons alors g = 2 flro,:x:o) et h = 2 f I1xo,l)· On a llYlli = 2 J;0 lf(t)I dt= 2 F(xo) = 1 
et llhll1 = 2 J:0 lf(t)I dt= 2[F(l) - F(xo)J = 1. Comme f = ! (g + h) (presque partout), f 
n'est pas extrémal dans la boule unité de L1([0, 1)). 

Exercice 25 
1) Tétant un homomorphisme du groupe additif (X,+) dans le groupe additif (Y,+), on a 

T(nu) = n T(u) pour tout n E Z et tout u EX. Rappelons pourquoi. Tout d'abord, T(O) = 0 
car T(O) = T(O + 0) = T(O) + T(O). On montre ensuite par récurrence que T(nu) = n T(u) 
pour tout entier n EN: c'est vrai pour n = 0, comme on vient de le voir, et si c'est vrai pour 
un entier n ~ 0, alors T((n+ 1) u) = T(nu+u) = T(nu) +T(u) = nT(u) +T(u), en utilisant 
l'hypothèse de récurrence, d'où T((n+ l)u) = (n+ l)T(u), de sorte que la propriété est 
vraie pour l'entier successeur (n + 1). Elle est donc vraie, par récurrence, pour tout entier 
n EN. Ensuite, comme T(-v) = -T(v) pour tout v EX, car T(v)+T(-v) = T(v+(-v)) = 
T(O) = 0, on a, pour tout entier n :E:;; -1, T(nu) = -T((-n)u) = -(-n)T(u), car -n EN*. 
On a donc bien T(nu) = nT(u) pour tout n E Z. Maintenant, si r E '()!, il s'écrit r = p/q, 
avec p E Z et q EN*. On a, pour tout u EX, qT(ru) = T(qru) = T(pu) = pT(u); donc 
T(ru) = (p/q)T(u) = rT(u). 

Finalement, si À E IR, il existe une suite de rationnels Tn convergeant vers À. Alors, puisque 
Test continue, T(Àu) = T( limn-+oo Tnu) = limn-+oo T(rnu) = limn-+oo TnT(u) = ÀT(u). 

2) T n'est évidemment pas linéaire puisque T(l, O, 0, ... ) = (1, 1, 0, 0, ... ), alors que 
T(-1,0,0, ... ) = (1,-1,0,0, ... ) #- -T(l,0,0, ... ). 

On a llT(x) - T(y)lloo = max{l lx1I - IY1l l,supn;;:1 IXn - Ynl} ~ SUPn;;,1 IXn - Ynl = 
llx-ylloo· D'autre part, grâce à l'inégalité l lx1l-IY111 :E:;; lx1 -y1I, on a aussi llT(x)-T(y)lloo = 
max{l lx1l-IY1l l,supn;;:1 lxn-Ynl} :E:;; max{lx1 -y1l,supn;;:1 lxn-Ynl} = SUPn;;,1 IXn -Ynl = 
llx - Ylloo· Donc T est une isométrie. 

On peut noter que, puisque Test continue (toute isométrie est continue), elle ne peut être 
additive, parle 1), mais cela se voit facilement: T(l, 0, 0, ... )+T(-1, 0, 0, ... ) = (2, 0, 0, ... ) #­
(0, 0, ... ) = T(O, 0, ... ). 

3) a) Pouru E Ko(a, b), posons v = u - ~. On au - a= v + b;a et u - b = v - b;a. 

Donc Kh = Ko(a, b) - ~ = { v E E; llv - b2a Il = llv + b2a Il = llb;all }. Alors, K~+l = 
Kn+1(a,b)- a~b = {v E K~; K~ Ç B(v,dn/2)}. 

Il est clair que Kh est symétrique par rapport à O. Supposons K~ symétrique par rapport 
à 0, et soit v E K~+l · Pour tout u E K~, on a -u E K~, par hypothèse de récurrence; 
donc -u E B(v, dn/2), c'est-à-dire llu +vil :E:;; dn/2, ou encore u E B(-v, dn/2). Ainsi 
K~ Ç B(-v, dn/2), et donc -v E K~+l· Par récurrence, tous les K~ sont donc symétrique 
par rapport à O. 

Par ailleurs, il est clair que 0 E Kh. Supposons que 0 E K~. Pour tout u E K~, on a 
2 llull = llu - (-u)ll :E:;; dn, puisque -u E K~, d'après ce que l'on vient de montrer; donc 
llull :E:;; dn/2, c'est-à-dire que u E B(O, dn/2). Ainsi K~ Ç B(O, dn/2). Comme on a supposé 
que 0 E K~, cela signifie que 0 E K~+l· Par récurrence, on a donc bien 0 E K~ pour tout 
n ~O. 

b) Soit u1,u2 E Kn+1(a,b). Alors Kn(a,b) Ç B(u1,dn/2). Comme u2 E Kn+1(a,b) Ç 
Kn(a,b), on a donc llu1 -u2ll :E:;; dn/2. Par conséquent, diamKn+i(a,b) :E:;; dn/2. 

c) Il résulte de a) que~ E nn;;:o Kn(a, b) et du b) que cette intersection a un diamètre 
nul ; elle est donc réduite à ce point ~ · 

4) T étant une isométrie surjective, elle est bijective et son inverse est aussi une iso­
métrie. Donc diamT[Kn(x,y)) = diamKn(x,y) pour tout n ~O. Cela implique aussi que 
T[Ko(x,y)J = Ko(T(x),T(y)) (car llT(u) - T(x)ll = llu - xll, llT(x) - T(y)ll = llx - Yll 
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et llT(u) -T(y)ll = !lu - Y!I). Supposons que T[Kn(x,y)] = Kn(T(x),T(y)). Alors u E 
Kn+i(x,y) si et seulement si Kn(x,y) Ç B(u,dn/2); cela équivaut à Kn(T(x),T(y)) = 
T[Kn(x,y)] Ç T[B(u,dn/2)] = B(Tu,dn/2), ce qui signifie que T(u) E Kn+1(T(x),T(y)). 
Ainsi T[Kn+1(x,y)] = Kn+i(T(x),T(y)). Par récurrence, on a montré que T[Kn(x,y)] = 
Kn(T(x),T(y)) pour tout n? O. 

Il résulte alors du 3) que {T(x);T(y)} = nn;;.oKn(T(x),T(y)) = nn;;.0 T[Kn(x,y)] = 
r[nn;;.oKn(x,y)] = T({~}) = {T(~)}, de sorte que T(~) = T(x);T(y). 

5) En particulier, puisque T(O) = 0, on a T(~) = ~ pour tout x E X. Alors, en 
remplaçant x par x+y, on a T(~) = T(x2+Yl. Comme T(~) = T(x);T(y)' on obtient 
T(x +y) = T(x) + T(y). Il résulte alors du 1) (puisque les isométries sont continues) que T 
est linéaire. 

Xl.2. Exercices du Chapitre II 

Exercice 1 

On a, en développant, !! llY!I x - !lx!I y !1 2 = !i llYll xl!2 - 2 !lx!l !IYll (x 1 y) + l! llx!I Y!i 2 = 
(!lxll !IYll)2 - 2 !lx!l !IY!I (x 1 y)+ (!lx!l !IY!l)2. Cette valeur étant positive, on obtient (x 1 y) ::::; 
l!xll llYI/, en divisant par !lx!l llY!I (si ce produit n'est pas nul; mais s'il l'est, on a x = 0 ou 
y = 0, et alors (x 1 y) = 0; l'inégalité obtenue reste donc vraie). En remplaçant x par -x, 
on a aussi -(x 1 y) ::::; !lxll llYI/. Par conséquent, l(x 1 y)j ::::; !lxll !IYll· 
Exercice 2 

1) a) On utilise l'identité du parallélogramme; on a !lx1 + x2 + 2y!l2 + llx1 - x2 !12 = 
ll(x1 +y)+ (x2 + y)!l2 + ll(x1 +y) - (x2 + y)!l2 = 2 (lix1 + Yll2 + !lx2 + Y!l2). De même, 
on a llx1 + x2 - 2yll2 + !lx1 - x2ll2 = !l(x1 - y)+ (x2 - y)Jl2 + !l(x1 - y) - (x2 - Y)ll2 = 
2 (llx1 - Y!l2 + !lx2 - y!l2). 

b) Soustrayons membre à membre; on obtient : !lx1 + x2 + 2yJl2 - llx1 + X2 - 2y!l2 = 
2 (llx1 +y!l2 + llx2 + Yll2 - !lx1 -y!l2 - !lx2 -y!l2, d'où B(x1, x2, 2y) = 2 (B(x1, y)+ B(x2, y)]. 

2) En prenant x2 = 0 et x 1 = x, on a B(x,2y) = 2B(x,y). Alors 2B(u + u',v) = 
B(u + u', 2v) = 2 [B(u, v) + B(u', v)], d'où B(u + u', v) = B(u, v) + B(u', v). 

3) Pour v EH fixé, considérons l'application l.{iv: H -7 lR définie par <pv(u) = B(u, v). Il 
résulte du 3) que 'Pv(u + u') = <pv(u) + <pv(u') pour tous u, u' EH. Comme l.{iv est continue: 
si Un ----7 u, alors llun +vll--+ llu+vll et llun-vll--+ llu-vll; donc 'Pv(un) ----7 'Pv(u), 

n-+oo n-+oo n-+oo n-too 
il résulte du 1) de !'Exercice 25 que <pv est linéaire. Donc B est linéaire par rapport à la 
première variable. Comme B(u, v) = B(v, u), Best une forme bilinéaire symétrique. Comme 
B(u,u) = llu!l2, elle est définie positive. C'est donc un produit scalaire sur H, et l'on vient 
de voir que la norme associée est la norme donnée sur E. 

Exercice 3 
1) Notons d'abord que, puisque T(O) = 0, on a llTx!I = llxll pour tout x E H. Ensuite, 

comme !lx+y!l2 = l!xll2+ !IYll2+2 (x 1 y), on a (x 1 y) = ~ [llx+y!l2-llxll2 -llYll2]. On obtient 
(T(x) 1 T(y)) = ~ (llT(x)+T(y)Jl2-llT(x)Ji2-!IT(y)Jl2] = ~ (ilx+yJl2-IJx!12-i1Yi12] = (x 1 y). 

2) On obtient alors llT(x +y) -T(x) -T(y)Jl2 = llT(x + y)!l2 + llT(x)!l2 + llT(y)Jl2 -
2 (T(x +y) 1 T(x)) - 2 (T(x +y) 1 T(y)) + 2 (T(x) 1 T(y)) = llx + Yll2 + !lx!l2 + !IYll2 -
2(x+y1 x)-2(x+y1 y) +2 (x 1 y)= !l(x+y)-x-y)ll2 = 0; donc T(x+y) = T(x) +T(y). 
Il résulte du 1) de !'Exercice 25 du Chapitre 1 (puisque Test clairement continue) que Test 
linéaire. 
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Exercice 4 
Pour tous n > k;;::: 1, on a 11 E;=k Uj 11 2 = E;=k llui 11 2 , par orthogonalité. Donc la série 

En;;,i Un est de Cauchy dans l'espace de Hilbert si et seulement si la série En;;,i llunll 2 est 
de Cauchy dans IR.. D'où le résultat. 

Exercice 5 
On le montre par récurrence. Pour n = 1, c'est évident : llxill2 = ~ (llx111 2 + Il - x111 2 ). 

Supposons l'égalité vraie à l'ordre n. On a alors : 

(en utilisant l'hypothèse de récurrence, et, pour le second terme, le fait qu'il y a 2n uplets 
(e1, ... , en) avec ek '= ±1); donc 

n+l l n 2 

L llxkll2 = 2n L (Il LêkXkll + llxn+ill2 ) 
k=l ek=±l k=l 

1 1 n 2 n 2 

= 2n L 2 (Il LêkXk + Xk+1ll +Il LêkXk - Xk+Ill ) 
Ek=±l k=l k=l 

(par l'identité du parallélogramme llx + Yll2 + llx - Yll2 = 2(llxll2 + llYll2)) 

2n~l L Il t êkXk + ên+iXk+1 ll2, 
ek=±l,en+1=±l k=l 

ce qui est l'identité à l'ordre n + 1. 

Supposons qu'il existe un isomorphisme T: fp --+ P2. Il existe alors deux constantes 
0 < a < b < +oo telles que a llxllp ~ llTxll2 ~ b llxllp pour tout x E Pp. Considérons la base 
canonique (en)n;;,1 de PP' On a: 

(1) 

Mais, par l'identité du parallélogramme généralisée, 

donc 

n l Il n 112 n an= a~ liekll; ~ 2n e~I ~ekTek 2 ~ Q ~ llekll; = bn. (2) 

Combinant (1) et (2), on obtient an21P ~ bn et an ~ bn21P. Or la premire inégalité n'est 
possible, pour tout n ;;::: 1 que si p ;;::: 2 et la seconde, que si p ~ 2. Donc le seul cas possible 
est p = 2. 

Remarque. Pour p = oo, le résultat est vrai aussi, puisque Poo n'est pas séparable, alors que 
f2 l'est. En fait, avec le même raisonnement, on voit que Poo n'est isomorphe à aucun espace 
de Hilbert (voir l'Exercice 13 du Chapitre IV). Le même raisonnement montre que co n'est 
pas isomorphe à P2. 



XI.2. EXERCICES DU CHAPITRE II 297 

Exercice 6 
On a: llx+ei9 Yll 2 = llxll 2 +2 Re (x 1 ei9 y)j-llei9 Yll 2 = llxll 2 +2 Re [e-i9 (x 1 y)]+ llYll 2 (car 

lei9 1=1), et llx+iei9yll 2 = llxll 2 +2Re [ie-i9 (x 1 y)]+llYll 2 =llxll 2+21m[e-i9(x1 y)]+llyll 2 • 

Donc 

2 (x 1 Y) = 2~ 12
" [llx + ei9 Yll 2 + i llx + i ei9 Yll 2] ei9 dB, 

puisque f0
2" ei9 dB = O. Comme i ei9 = ei(O+ ~ l, le changement de variable t = B + ~ donne 

f0
2" i llx + i ei9 yll 2 ei9 dB = f0

2" llx + eitYll 2 eit dt, et l'on obtient bien la formule (x 1 y) = 

2~ f~" llx + ei9Yll2 ei9 dB. 

Exercice 7 
1) On sait que {a}.L est un sous-espace vectoriel fermé de H. Par définition, on a donc 

d(x, {a}.L)) = llx - P(x)ll, où P(x) est la projection orthogonale de x sur {a}.L. Écrivons x 
dans la décomposition orthogonale de H : H = OC a EB {a} .L ; on a x = ta + P( x), avec t E K. 
Comme P(x) l_ a, on a (x 1 a)= (ta 1 a)= t llall 2 • Il en résulte, puisque llx - P(x)ll = lltall, 
que d(x {a}.L)) - l(xla)I . 

' - llall 
2) a) Cela résulte de l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

11 
lf(t)I dt::;; ( 11 

12(t) dt) 
112 

( 11 
IJ(t)12 dt) 

112 
= 11!112 < +oo. 

b) Puisque 1 f0
1 f(t) dtl ::;; f0

1 lf(t)I dt ::;; llfll2, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir 

le a) ci-dessus), il s'ensuit que l'application f E L2([0, 1]) i-+ f0
1 f(t) dt est linéaire continue. 

Comme F est son noyau, c'est un sous-espace vectoriel fermé. 
c) Pour toute f E L 2 ([0, 1]), on a f0

1 f(t) dt = (! 1 I); donc F = {I}.L. Donc p.L = 
{I}.L.L est le sous-espace vectoriel fermé engendré par 1, c'es-à-dire le sous-espace vectoriel 
fermé constitué par les fonctions constantes al, pour a E K. 

d) Puisque F = {I}.L, on a, par la question 1) : d(f, F) = l\1W;1 = f0
1 f(t) dt. Pour 

f(t) =et, cela donne d(f,F) = e -1. 

Exercice 8 
Pour tous x, y E H, on a (Tx 1 y) = (x 1 T*y). Or y E kerT* si et seulement si T*y = 0, 

et cela équivaut à dire que (x 1 T*y) = 0 pour tout x E H, c'est-à-dire encore à ce que 
(Tx 1 y) = 0 pour tout x EH. Mais cela signifie que y est orthogonal à Tx pour tout x EH, 
c'est-à-dire que y est orthogonal à lm (T). 

Exercice 9 
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a l(Tx 1 y)I ::;; llTxll llYll ~ llTll llxll llYll ~ llTll 

pour llxll, llYll ::;; 1. Inversement, prenons y = Tx/llTxll (si Tx =I= 0); on a llYll = 1; donc 
sup{l(Tx 1 y)I; llYll ::;; 1} ? l(Tx 1 Tx)/llTxll = llTxll et par conséquent (puisque l'on peut 
supposer Tx =I= 0) sup{l(Tx 1 y)I; llxll, llYll::;; 1}? sup{llTxll; llxll::;; 1} = llTll· 

Alternativement, on peut considérer la forme linéaire l.{!Tx: y i-+ (y 1 Tx). On sait que 
llTxll = supllvll~l lt.prx(Y)I '= supllvll~l l(Tx 1 y)I; on obtient donc llTll = supllxll~l llTxll = 
sup{l(Tx 1 y)I i llxll, llYll::;; l}. 

Exercice 10 
1) Soit y E imP; il existe x EH tel que y= Px. Alors y- Py =Px - P2x = O; donc 

y E ker (ldH - P). Inversement, si y E ker (IdH - P), on a y - Py = 0, donc y = Py E im P. 
Comme im P = ker (IdH - P), on a, si y E im P n ker P, on a Py = 0 et y - Py = 0; 

donc y= O. D'autre part, tout x EH s'écrit x =Px+ (x - Px) E imP + kerP (car 
P(x - Px)= Px - P2 x = 0). Donc H = imP EB ker P, algébriquement. 
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2) a) Pour tous A, BE 5t'(H), on a llABll ,,,;; llAll llB; donc llPll = llP2 ll < llPll 2 ; puisque 
P "1- 0 entraîne llPll > 0, on obtientJIPll ? 1. 

b) Pour x E H, on a (P* 2 x 1 y) = (P*x 1 Py) = (x 1 P 2 y) = (x 1 Py) = (P*x 1 y), 
pour tout y EH; donc P* 2x = P*x et P* est un projecteur. 

3) a) Si Pest auto-adjoint, on a, pour tout x EH: (Px 1 x) = (P2x 1 x) =(Px 1 P*x) = 
(Px 1 Px) = 11Pxll 2 • Comme, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a l(Px 1 x)I ,,,;; l!Pxll llxll, 
on obtient llPxll ,,,;; llxll· Donc llPll ,,,;; 1. Comme on a vu que llPll ? 1, on a finalement 
llPll = 1. 

b) Montrons que ker P et im P sont orthogonaux. Soit x E ker P et y E im P ; il existe 
u EH tel que y= Pu. Alors (x 1 y) = (x 1 Pu)= (P*x 1 u) = (Px 1 u) =O. 

4) a) On a llx - P*xll 2 = llxll 2 + llP*xll 2 - 2Re(x 1 P*x). Six E ker (ldH - P), on a 
x =Px; donc (x 1 P*x) =(Px 1 x) = (x 1 x) = llxll 2 . D'autre part, llP*ll = llPll = 1; donc 
llP*xll 2 ,,,;; (llP*ll llxll) 2 = llxll 2 , et par conséquent !lx - P*xll 2 11,,,;; llxll 2 + llxll 2 - 2 llxll 2 = 0, 
de sorte que x - P*x = 0 et x E ker (ldH - P*). Donc ker (ldH - P) Ç ker (ldH - P*). 

On fait de même en développant !lx - Pxll 2 (ou bien, l'on échange les rôles de Pet P*, 
ce qui est possible car P* est un projecteur de norme llP*ll = 1, et car P** = P), on obtient 
l'inclusion inverse, et donc l'égalité. 

b) Pour tout x E H, Px E ker (ldH - P); donc Px E ker (ldH - P*), c'est-à-dire 
que Px - P* Px= O. Donc P = P* P. En prenant l'adjoint, cela entraîne P* = (P* P)* = 
P* P** = P* P = P. 

Remarque. Comme la projection orthogonale sur tout sous-espace fermé non réduit à {O} 
est de norme 1, on obtient qu'il y a équivalence, pour un projecteur non nul P d'un espace 
de Hilbert, entre : a) llPll = 1; b) Pest auto-adjoint; c) Pest un projecteur orthogonal. 

Exercice 11 
a) Montrons que (i) et (i') sont équivalents. Si Test inversible, il existe U = T-1 E 5t'(H) 

tel que TU = UT = ldH; alors U*T* = (TU)* = (UT)* = T*U* = ldH, donc T* est 
inversible et (T*)- 1 = U* = (T- 1)*. Inversement, on montre de la même façon que si T* est 
inversible, alors T l'est aussi (ou bien, on applique l'implication (i) => (i') en remplaçant T 
par T*, sachant que T** = T). 

b) Si Test inversible, son inverse T-1 est continu; on a donc llT- 1yll ,,,;; llT- 1 11 llYll 
pour tout y EH. En particulier, pour tout x EH, on a llT- 1 (Tx)ll ,,,;; llT- 1 11 llTxll; d'où 
llTxll ? (1/llT- 1 11) llxll. De même, T* étant inversible, comme on vient de le voir, on a 
llT*xll? (1/ll(T*)- 1 11) llxll· On a donc (ii), avec c = min[(l/llT- 1 11), (1/ll(T*)- 1 11)]. 

c) Supposons maintenant que T vérifie ( ii). Montrons que im T est fermée. Soit Xn E H 
tels que Txn---+ y E H. La suite (Txn)n;;,1 est en particulier une suite de Cauchy : pour 

n--too 

toute:> 0, on peut trouver un N? 1 tel que llTxn -Txkll ,,,;; e: pour n, k? N. Il résulte de 
(ii) qu'alors llxn - xkll,,,;; (e:/c), pour n,k? N. La suite (xn)n;;,1 est donc de Cauchy dans 
H. Comme H est complet, elle converge, et, si x est sa limite, on a, puisque T est continue, 
Txn ---+ Tx. Il en résulte que y = Tx E im T. 

n--too 

Montrons maintenant que im T est dense dans H. Il suffit pour cela de montrer que 
[im T] 1- = { 0}. Mais on a vu à !'Exercice 8 que [im T] 1- = ker (T*), et comme ( ii) implique 
en particulier l'injectivité de T*, on obtient bien [im T]1- = {O}. 

L'image de Tétant à la fois fermée et dense dans H, elle est égale à H, c'est-à-dire que 
Test surjective. Comme (ii) implique en particulier l'injectivité de T, Test ainsi bijective. 
Son inverse T-1 est continu car, pour tout y E H, on peut écrire, à partir de (ii), llYll = 
llT(T- 1y)il ? c llT- 1yll, c'est-à-dire llT-1yll ,,,;; (1/c) llYll, ce qui prouve que T-1 est continue, 
i.e. T-1 E 5t'(H), et que llT- 1 11,,,;; (1/c). Par conséquent, Test inversible. 
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Exercice 12 
2) a) Si T*T = ldH, alors, pour tous x,y EH, on a (Tx 1 Ty) = (T*Tx 1 y)= (x 1 y). 

Inversement, si T conserve le produit scalaire, on a (T*Tx 1 y) = (Tx 1 Ty) = (x 1 y) pour 
tous x,y EH; donc T*Tx = x (car T*Tx - x E Hl.= {O}) pour tout x EH, c'est-à-dire 
que T*T = ldH. (i) et (ii) sont donc équivalents. 

Si l'on a (ii), alors, en prenant y= x, on obtient l!Txl!2 = l!x/12; donc Test une isométrie. 
Inversement, si Test une isométrie, on a l!T(x + y)l/2 = !lx+ yl/2; donc, en développant : 
l!Txl/2 + l/Tyl/ 2 + 2 Re (Tx 1 Ty) = l!xl!2 + l!Yl/2 + 2 Re (x 1 y). Comme l!Txll = !!xi! et 
l!Tyl/ = l!Y!I, on obtient Re (Tx 1 Ty) =Re (x 1 y). Dans le cas complexe, on remplace y par 
iy; on obtient lm(Tx 1 Ty) = Re[-i(Tx 1 Ty)] = Re(Tx 1 i(Ty)) = Re(Tx 1 T(iy)) = 
Re (x 1 iy) =lm (x 1 y). Donc (Tx 1 Ty) = (x 1 y). 

b) Pour tout x = (xn)n;;.1 et y = (Yn)n;;.1 dans P2, on a (S*x 1 y) = (x 1 Sy) = 
I;:,,1 Xn(Sy)n = X1 X 0 + I;;:'=2 XnYn-1 = I;;:'=l Xn+iYn· Donc S*x = (xn+1)n;;.1 = 
(x2, X3, .. . ). 

3) On a (S*S)(x1,x2,. .. ) = S*(O,x1,x2, ... ) = (x1,x2,. .. ); donc S*S = lde2 (c'est 
normal, vu le 1), puisque S est une isométrie). Dans l'autre sens, on a (SS*) ( x1, x2, ... ) = 
S(x2, X3, .. . ) = (0, X2, X3, .. . ) ; donc ss· est la projection orthogonale sur le sous-espace 
El = {x(xn)n;;.1 E P2; X1 = O}. 

4) Si T est unitaire, T est en particulier inversible, donc bijective; de plus, l'égalité 
T*T = ldH montre que T est une isométrie. Inversement, si T est une isométrie surjective, 
Test bijective; on a T-1T = TT- 1 = ldH. Comme on a vu au 1) que T*T = ldH, on a 
forcément T* = T- 1 (par exemple parce que T* = T*(TT- 1) = (T*T)T- 1 = T- 1 ). Donc 
T*T = TT* = ldH, et T est unitaire. 

Exercice 13 
1) (. 1 . )w est clairement une forme hermitienne; de plus (x 1 x)w = 2:;:'=1 wn/xnl2 ? 0 

et n'est nul que si Xn = 0 car Wn > 0, pour tout n ;;:,: 0, donc que si x = O. 
2) L'application iw clairement linéaire, et c'est une isométrie, par définition de la norme 

de P2(w). Elle est surjective car Wn f= 0 pour tout n ;;:,: 1. C'est donc un isomorphisme 
(isométrique); il en résulte que P2(w) est complet, comme P2. 

3) a) Si A est précompacte, pour toute:> 0, on peut recouvrir A par un nombre fini de 
boules B(x1, e:), ... , B(xn, e:) de rayon e:. Soit Fe le sous-espace de E engendré par x1, ... , Xn· 
Il est de dimension finie, et pour tout x E A, on a x E B(xk, e:) pour un k = 1, ... , n; 
donc dist (x, Fe) :::;; d(x, Xk) :::;; e:. Inversement, soit A tel que pour tout e: > 0, il existe un 
sous-espace vectoriel Fe de E de dimension finie tel que d(x, Fe) :::;; e: pour tout x E A. 
Donnons nous e: > 0 arbitraire. Pour chaque x E A, on peut trouver Ux,e E Fe;4 tel que 
l!x - Ux,e Il :::;; e:/2. Comme A est bornée, il existe R > 0 tel que A Ç B(O, R). On a donc 
l!ux,ell :::;; /lux,e - xi!+ l!xl! :::;; 34e + R. Comme Fe est de dimension finie, sa boule de centre 0 
et de rayon R + ~ est compacte. Elle peut donc être recouverte par un nombre fini de boules 
B(u1, e:/2), ... , B(un, e:/2) de rayon e:/2. Alors pour tout x E A, Ux,e E B(uk, e:/2) pour un 
k = 1, ... , n. On a l!x-uk/I :::;; l!x-ux,ell+ llux,e -ukll:::;; ~ + ~ = e:. Donc A ç U~= 1 B(uk,e:), 
de sorte que A est précompacte. 

b) Notons d'abord que P2(v) Ç P2(w). En effet, comme la suite (wn/vn)n;;.1 converge 
vers 0, elle est bornée : il existe C < +oo tel que 0 < Wn :::;; Cvn pour tout n ;;:,: 1. Alors 
I;;:'=l Wn/xn/ 2 :::;; CI;:'=l Vn/xn/ 2 < +oo; donc P2(v) Ç P2(w) et llxl!w :::;; C l/xl/v pour tout 
x E P2(v). 

Notons B la boule unité fermée de P2(v). On a l!xl!w :::;; C pour tout x E B; donc Best 
bornée dans P2(w). 

Par ailleurs, B est fermée dans P2(w). En effet, soit x(k) = (xk,n)n;;.1 E B tels que 
l!x(k) -xl!w--+ O. On a en particulier Xk,n--+ Xn pour tout n ? 1. Alors, L:;=l Vj /xi 12 = 

k->= k->ex> 
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limk-+oo E7=1 Vj lxk,j 12 ::;; 1, puisque E7=1 Vj lxk,j 12 ::;; Ej:1 Vj lxk,j 12 = llx(k) Il~ ::;; 1, pour 
tout n?: 1. Donc Ej:1 vilxil2 ::;; 1, c'est-à-dire que x E B. 

Notons que pour l'instant, on a juste utilisé le fait que Wn ::;; Cvn pour tout n ?: 1. 
Montrons maintenant que Best précompacte dans f2(w). On utilise pour cela le a). 
Pour tout e > O, il existe N ?: 1 tel que Wn ::;; evn pour n ?: N + 1. Notons ei 

(1, 0, 0, ... ), e2 = (0, 1, 0, 0, ... ), ... les vecteurs de la base canonique usuelle de f2. Soit Fe le 
sous-espace vectoriel de f 2(w) engendré par ei, ... ,eN. Pour tout x = (xn)n~I E B, on a: 

donc dist (x, Fe) ::;; e. Grâce au a), on en déduit que Best précompacte dans f2(w). 
Finalement, B étant précompacte et fermée dans l'espace complet f2(w) est compacte 

dans f2(w). 

Exercice 14 
1) a) Fixons x E H et considérons la forme linéaire cp., : y E H 1--t B ( x, y) E ~. On a 

lcp.,(y)I = IB(x, y)I ::;; C llxll llYll pour tout y E H; donc 'Px est continue, et ll'Pxll ::;; C llxll. 
Par le Théorème de représentation de Fréchet-Riesz, il existe un unique vecteur T., E H tel 
que B(x,y) = cp.,(y) =(y 1 T.,) pour tout y EH, et llTxll = ll'Pxll::;; Cllxll· Soit T: H-t H 
l'application définie par T(x) = T.,, pour tout x E H. Elle est linéaire car on a, grâce à la 
bilinéarité de B, pour tout y E H : 

(y 1 T(.>.1x1 + .À2x2)) = B(>.1x1 + .À2x2,y) = .À1B(x1,y) + >.2B(x2,y) 

= .À1 (y 1 T(xi)) + .À2 (y 1 T(x2)) = (y 1 .>.1T(x1) + .À2T(x2)) ; 

donc T(.>.1x1 +.>.2x2) = >.1T(xi) +>.2T(x2). Ensuite, comme llT(x)ll::;; C llxll, Test continue, 
et llTll ::;; C. De plus, B(x, y)= (y 1 T(x)) = (T(x) 1 y) pour tous x, y EH. 

b) Pour x # 0, on a : 

llTxll = ll'Pxll = sup lcpx(Y)I = sup IB(x,y)I?: IB(x,-11 x 11 )1 = -11 1 11 IB(x,x)I?: allxll. 
llYll~l llYll~l X X 

Cela reste évidemment vrai pour x = O. 
D'autre part, on a, pour l'adjoint T* de T, (T*x 1 y) = (x 1 Ty) = (Ty 1 x) = B(y, x). La 

forme bilinéaire B définie par B(x, y)= B(y, x) est aussi coercive, avec les mêmes constantes. 
Il en résulte que l'on peut appliquer ce qui précède en remplaçant B par B; l'application 
linéaire continue associée étant T*, on obtient llT*(x)ll?: allxll pour tout x EH. 

Il résulte alors de !'Exercice 11 que Test inversible, c'est-à-dire que c'est un isomorphisme 
de H sur lui-même. 

2) a) Si Lest une forme linéaire continue sur H, il existe, de nouveau par le Théorème 
de représentation de Fréchet-Riesz, un unique vecteur v E H tel que L(y) = (y 1 v) pour 
tout u EH. Posons u = T- 1(v) (ce qui est possible puisque Test inversible), de sorte que 
T(u) = v. On a L(y) = (y 1 Tu) = B(u, y) pour tout y EH. Un tel vecteur u est unique car 
si L(y) = B(u, y) pour tout y EH, on a L(y) = (Tu 1 y) = (y 1 Tu) pour tout y E H; donc 
Tu= v, par l'unicité de v, c'est-à-dire u = T-1(v). 

b) Il résulte du a) que J(x) = B(x,x) - 2B(u,x). En particulier J(u) = -B(u,u). 
Puisque Best symétrique, on a B(x-u,x-u) = B(x,x)-2 B(u, x)+B(u,u) = J(x)-J(u). 
Comme B(x - u, x - u) ?: a llx - ull 2, on a mina:EH B(x - u, x - u) = 0, et ce minimum n'est 
atteint que pour x = u. Il en résulte que minxeH J(x) = J(u), et que u est l'unique élément 
de H réalisant ce minimum. 
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3) a) La restriction de B à Fn x Fn reste coercive; le 2) a) appliqué à Fn au lieu de H 
donne un Un E Fn, unique, tel que B(un,Y) = L(y) pour tout y E Fn. 

b) Par définition de u et Un, on a à la fois L(x) = B(u,x) et L(x) = B(un,x) pour 
tout x E Fn. Donc B(un - u,x) = 0 pour tout x E Fn. En particulier, B(un - u,un) =O. 
Alors, pour tout x E Fn : 

a //un - u/1 2 ~ B(un - u, Un - u) = B(un - u, -u) = B(un - u, -u) + B(un - u, x) 

= B(un - u, x - u) ~ C //un - ul/ /lu - xi/; 

cela donne //un - ul/ ~ (C/a) /lu - xi/, d'où //un - ul/ ~ (C/a) dist (u, Fn)· 
Comme la suite (Fn)n~l est croissante et la réunion des Fn est dense dans H, on a 

dist (u, Fn)---+ O. En effet, puisque la réunion est dense, pour tout i;; > O, il existe x E 
n->oo 

Un~l Fn tel que /lx - ull ~ E:. Il existe N;;:: 1 tel que x E FN. Comme la suite (Fn)n~l est 
croissante, on a x E Fn pour tout n;;:: N. Alors, pour n;;:: N, on a dist (u, Fn) ~ l/u-xll ~ E:. 

Par conséquent, //un - u/I ---+ O. 
n->oo 

Exercice 15 
1) (TJ)(x) existe pour tout x E (0, 1], grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwarz: 

f'" ( r1 ) 112 ( rl ) 112 Jo lf(t)/ dt~ Jo /f(t)l 2 dt Jo [:ff(o,xJ(t)] 2 dt = /lfll2vfx ~ /lf/12 < +oo. 

De plus, Tf E L2 ([0, 1]) car, d'une part Tf est continue, donc mesurable, car, comme 
ci-dessus, l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne 

/(TJ)(x)- (Tf)(x')/ ~ ~l/f/12; 

et, d'autre part : 

11 l(Tf)(x)l 2 dx~11 
( 1"' lf(t)I dt) 

2 ~ llfll~, 
d'après le calcul précédent. Cela dit en plus que l/Tf/12 ~ l/f/12. 

Comme l'application T: f E L2 ([0, 1]) 1-t Tf E L2 ([0, 1]) est clairement linéaire, cette 
inégalité montre que T est continue. 

2) Par définition, l'adjoint T* de T est caractérisé par : 

Or: 

(Tf / g) = (f 1 T*g), \:/f,g E L2 ([0, 1]). 

(Tf 1 g) = 1\rf)(x) g(x) dx = 11 ( 11 
f(t) :ff10,x1(t) dt) g(x) dx 

= 11 (11 
g(x):rr[t,1J(x)dx) f(t)dt, 

par le Théorème de Fubini, que l'on peut appliquer car : 

11 (11 
IJ(t)g(x) :ff(o,xj(t)ldt) dx ~ (11 

lf(t)ldt) (11 
lg(x)/dx) 

~ (11 
lf(t)12 dt) 

112 (11 
lg(x)l2 dx) 

112= l/f/121/gl/2 < +oo. 

Donc (T*g)(t) = J/ g(x) dx = f01 g(x) dx - J~ g(x) dx. Donc T*g = [(Tg)(l)] :ff -Tg. 
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Exercice 16 
Pour 0 < r < 1, posons fr(t) = f(reit). On a fr(t) = E::"=o enrneint. Le système 

trigonométrique étant une base orthonormée de L2(0, 271'), il en résulte que Îr(n) = enrn 
pour tout n EN et Îr(n) = 0 pour n E Z \ N; puisque llfrll~ = J;" IJ(reit)l2 ;;, la for­
mule de Parseval donne J;" lf(r eit)l2 ;; = E::"=o JcnJ 2r 2n (cette égalité est appelée formule 
de Gutzmer). Par le Théorème de convergence monotone, on a sup0<r<l E::"=o JcnJ 2r 2n = 

limr->1 E~=O lcnJ2r 2n = E::"=o JenJ 2. Il en résulte qu'on a bien sup0 <r<l J;" Jf(reit)l2 ;; = 
E::"=o Jcnl · 
Remarque. Les fonctions analytiques f : ID> ~ C telles que f ( z) = E::"=o Cn zn pour lesquelles 
E::"=o lenl2 < +oo forment l'espace de Hardy (voir !'Exercice 31). 

Exercice 17 
1) Écrivons f (zo + r eit) = E::"=o anrneint, pour 0 ,::;; r ,::;; ro; alors, en passant en 

coordonnées polaires, en utilisant la convergence uniforme, on a : 

fvf(w)dA(w) =;for (fo2
" J(zo + reit) dt) rdr 

= ; ~an (faro rn+l dr) ( fo2
" enit dt) 

1 r~ 2 
= :;;: ao 2 271' = aor0 , 

car J;" eint dt= 0 pour n ~ 1. On obtient f(zo) = ao = ~ fw f(w) dA(w). 

Pour tout z E ID>, il existe r > 0 tel que D(z, r) Ç ID>. Pour un tel r, on a 1 - Jzl = 
dist (z, C \ID>) ,::;; r. Comme f(z) = -fI JD(z,r) f(w) dA(w), par ce qui précède, on obtient, en 
utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

IJ(z)I ,::;; 1
2 C lf(w)I dA(w) ,::;; 1

2 { lf(w)I dA(w) 
r Jv(z,r) r JD 

1 ( { 2 ) l/2 IJJllL2(D) 
,::;; (1 - Jzl)2 JIJ} lf(w)J dA(w) = (1 - lzi)2 . 

2) a) Si K est un compact contenu dans ID>, la distance d = dK de K à C\ID> est strictement 
positive (autrement dit, il exister= 1 - ô < 1 tel que K soit contenu dans le disque fermé 
D(O,r)). Alors 1- Jzl ~ dK pour tout z E K, et donc lfn(z) - fk(z)J,::;; fr llfn - fkl1L2(1J}) 

K 

pour tout z E K. Il en résulte que si (/n)n-;,1 est une suite de Cauchy dans B 2(ID>), alors 
(/n)n-;,1 est uniformément de Cauchy sur K. 

b) Soit (/n)n-;,1 est une suite de Cauchy dans B 2(ID>). Par le a), (/n)n-;,1 est unifor­
mément de Cauchy sur tout compact de ID>. Il résulte du Théorème de Weierstrass sur la 
convergence des suites de fonctions holomorphes que (/n)n-;,1 converge uniformément sur 
tout compact vers une fonction f holomorphe dans ID>. D'autre part, (/n)n-;,1 est aussi de Cau­
chy dans L 2(ID>); elle converge donc g E L 2(ID>), c'est-à-dire que llfn - glJL2(w) ---t O. Mais 

n->oo 
(/n)n-;,1 a alors une sous-suite convergeant preque partout vers g. Donc f = g presque par-
tout, de sorte que f E L2(ID>). Par conséquent f E .n"(ID>)nL2(ID>) = B 2(ID>) et llfn-flls2(w) = 
JI/ n - gJIL2(D) ---t Ü. 

n->oo 

Le produit scalaire est défini par (! 1 g) = fw f(w) g(w) dA(w). 
3) a) Posons fr(t) = J(reit) = E::"=o enrneint pour 0,::;; r < 1 et t E [O, 271']. La formule 

de Parseval dans L2(0,271') = L2([0,271'], ;;) donne llfrllI2co,2") = E::"=o lcnl2r 2n. Alors, en 
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passant en coordonnées polaires : 

llJll~2(ID>) = l 1f(w)l2 dA(w) = ~ 11 
( 12"' lfr(t)l2 dt) rdr 

= ~11 27rllfrll~2(0,2"')rdr=21 1 (f lcnl 2r2n)rdr 
0 0 n=O 

= 2 ~ (1cnl211 r2n+l dr) , 

par le Théorème de convergence monotone. Cela donne llfll~2(ID>) = E::'=o l~+I: · 
b) On a, en utilisant les coordonnées polaires : 

(en 1 ek) = wnwk dA(w) 1 1 -
J(n + l)(k + 1) Ill> 

= _!_ 1 ( 11 rn+k+l dr) ( 12"' ei(n-k)t dt) ; 
7r J(n + l)(k + 1) o o 

donc (en 1 ek) = 0 pour n =/:- k. D'autre part, pour k = n, cela donne : 
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Par conséquent la suite (en)n;;.1 est orthonormée dans B 2 (11JJ). Montrons que c'est une base 
orthonormée de B 2 (1Dl). En effet, toute fonction holomorphe f: IDl ~ «:: (donc en par­
ticulier toute f E B 2 (11JJ)) a un développement en série entière f(z) = E::'=o CnZn = 

E::'=o ~ en(z) convergent pour tout z E Jill. On a, par le a) : 

Il N 11
2 

Il OO 11
2 " Cn " Cn f- L---e - L ---e 

n=O Jn + 1 n B2(IlJ>) - n=N+l Jn + 1 n B2(IlJ>) 

"'°" lcnl2 llJll2 car L..m=O n+l = B2(IlJ>) < +oo. 

~ lcnl2 ----+ O 
L n+ 1 N-too ' n=N+l 

La formule de Parseval donne alors (f 1 g) = E::'=o ';~f si f(z) = E::'=o CnZn et g(z) = 
E;:'=0 bnzn. 

4) Il résulte du 1) que pour tout a E lill, la forme linéaire Oa: f E B 2 (11JJ) 1--t f(a) est 
continue (et de norme :::;; 1/(1 - lal)2); par conséquent, puisque B 2 (lill) est un espace de 
Hilbert, il existe, par le Théorème de représentation de Fréchet-Riesz, Ka E B2 (lill) tel que 
f(a) = (f 1 Ka) pour toute f E B 2 (lill). 

5) Puisque (en)n;;.o est une base orthonormée de B 2 (lill), on a Ka= E;:'=0 (Ka. 1 en) en. La 
continuité de la forme linéaire Oz entraîne que Ka.(z) = E;:'=0 (Ka. 1 en) en(z) pour tout z E Jill. 

Or (Ka 1 en)= (en 1 Ka)= en(a) = Jn + 1 an. Donc Ka(z) = E;:'=0(n+ 1) anzn = (l-~zl2 · 

6) Si f est holomorphe dans un voisinage de lill, elle est en particulier continue sur 
iîii, et donc bornée sur Jill. Par conséquent f E L00 (lill, A) Ç L2 (lill, A), de sorte que f E 
B2(lill). Il résulte de 3) b), 4) et 5) que l'on a f(a) = (f 1 Ka) = JID> f(w) Ka(w) dA(w) = 
JID> (l~<,;;'2)2 dA(w) pour tout a E Jill. 
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Exercice 18 
1) Remarquons d'abord que l'application T définie par (Tf)(u) = f(27ru - 7r) est un 

isomorphisme isométrique (donc un isomorphisme d'espaces de Hilbert) de L2([-7r, 7r], dt/27r) 
sur L 2([0, 1], du) car, en faisant le changement de variable t = 27ru -7r, on a J::"' If (t)l2 ;; = 

J; l(Tf)(u)l2 du. De plus si l'on pose ên(t) = eint et en(u) = e2,,.inu, pour n E Z, on 
a (Tën)(u) = (-1re2,,.inu = (-l)nen(u). Comme (en)nEZ est une base orthonormée de 
L 2([0, 1], du), (ën)nEZ en est une de L 2([-7r, 7r], dt/27r). Calculons les coefficients de Fourier 
de f associés à cette base: J(n) = J::,,. t2e-int ;;. 

Pour n = 0, J(O) = J::,,. t2 ;; = ,,.32 
• Pour n =1- 0, on intègre deux fois par parties : 

!,,. . dt [ e-int ] ,,. [ e-int ] ,,. !,,. 2 e-int dt 2 
t2e-mt_= t2-- - 2t--- + ----=(-1r-, 

27r -27rin -27rin2 -n2 27r n2 
-7r -11" -11" -71" 

car les premier et troisième termes sont nuls. 
La formule de Parseval nous dit que J::,,. t 4 ;; = EnEZ IJ(n)l2. Or EnEZ IJ(n)l2 

,,.4 2 "OO 4 f,,. 4 dt ,,.4 0 bt" t d "OO 1 ,,.4 9 + Lm=l n:r et _,,. t 2,,. = 5 . n o 1en one L..,n=l n:r = 90 · 

2) a) Calculons les coefficients de Fourier de f. On a : 

11 /1/2 /1/2 Î(n)= f(t)e-2,,.intdt= f(t)e-2,,.intdt= e2,,.iate-2,,.intdt 
0 -1/2 -1/2 

= [ e2,,.i(a-n)t] 1/2 = sin7r(a - n) = -1 n sin(7ra) . 
27ri(a - n) _112 7r(a - n) ( ) 7r(a - n) 

La fonction f étant dérivable par morceaux sur IR, le Théorème de Jordan-Dirichlet dit 
que EnEZ J(n) e2,,.int = f(t+)~f(t-) pour tout t E IR (la convergence étant au sens des 
sommes symétriques). Pour t = 1/2, cela donne : 

sin(7ra) + sin(7ra) f)-lt[-1- + _1_] (-l)n = e,,.ia +e-,,.ia, 
7ra 7r n=l a - n a+ n 2 

. sin(7ra) sin(7ra) Loo 2a 
s01t cos(7ra) = --- + --- - 2--2 , ou encore: 

7ra 7r a - n 

b) On a: 

n=l 

1 1 OO 2a 
cotan(7ra) = - + - '°' ---7ra 7r L..., a2 - n 2 

n=l 

2 4 4 
1- L + .L + o (t ) 

cotant= 2 24 
t - i:. + ~ + 0 (t5) 6 120 

1 [ ( t 2 t4 
4 ) ( t 2 t4 t4 

4 ) ] =- 1--+-+o(t) 1+---+-+o(t) 
t 2 24 6 120 36 

1 t t 3 3 
=-----+o(t)· t 3 45 , 

1 7ra 7r3a3 
donc cotan (7ra) = - - - - -- + o (a3 ). 

7ra 3 45 
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D'autre part, 

OO 1 OO ( OO 2k ) OO ( OO 1 ) 
~ a2 - n2 = - ~ ~ n~k+2 = - ~ ~ n2k+2 a2k 

la1 2 k (on peut intervertir l'ordre des sommes car E;:"=1 ( E~=o ~) < +oo). On obtient ainsi 
1 2 '\'OO ('\'OO 1 ) 2k+l 1 7Ta 7T 3 a3 ( 3) p • 'té d ffi · d "a - ;: L.,k=O L..,n=l n2k+2 a = ;:;;; - 3 - 45 + o a . ar umc1 es coe c1ents u 

développement limité, on obtient, pour k = 0 et k = 1, E;:"=1 ~ = "i,2 et E;:"=1 ;!;r = ;~ · 

Exercice 19 
On remarque d'abord que toute fonction a-hOldérienne est continue; donc f E L2(0, 1). 

On peut aussi remarquer que seules les valeurs a ~ 1 sont intéressantes car pour a > 1, f 
est constante (elle est dérivable et sa dérivée est nulle). 

1) Pour tout n E Z, on a, en posant u = t - x et en utilisant la périodicité de f, 
Îx(n) = fol f(t - x) e-27Tint dt = f~:"' f(u) e-27Tin(u+x) du = e-27Tinx fol f(u) e-21Tinu du = 

e-27Tinx J(n). 

2) Pour tout x E lR, ilf - fxll~ = f 0
1 lf(t) - f(t - x)l2 dt ~ C~ f 0

1 lt - (t - x)l2°' dt = 

C~lxl 2°'. D'autre part, la formule de Parseval dit que Il! - fxll~ = EnEZ IÎ(n) - Îx(n)l2 = 
EnEZ IJ(n)i211 - e-27Tinx12. Or Il - e-27Tinxl2 = 4sin2('rrnx) et l'on sait que lsintl?: ~ ltl 
pour ltl ~ ~; donc si lnxl ~ 1/2, on a Il - e-27Tin"'l 2 ?: 16n2x2. Pour tout j ?: 0, prenons 
X = Xj = r<H2). Pour lnl ~ 2H1, on a lnxj 1 ~ 1/2 j donc : 

2i+l:5lnl:52i+1 2i+l:5lnJ:52i+1 

;;::: L IJ(n)l2(22H4x~). 
2i+l:5JnJ:52i+l 

Puisque Il! - fx; 11~ ~ C~x~°', on obtient : 

L IÎ(n)l2 ~ C~2-2j-4x~°'-2 = C~T2°'j. 
2i+l:5lnl::;2i+l 

3) Remarquons d'abord que pour montrer que f E fp(Z), on peut supposer que p < 2. 
C'est possible car, a étant> 0, on a 2o:2+1 < 2 (et parce que fp 1 (Z) Ç fp2 (Z) si P1 ~ p2). 
On va alors appliquer l'inégalité de Hi:ilder pour l'exposant r = 2/p, qui est > 1. Notons s 
l'exposant conjugué der et lj l'ensemble des entiers n tels que 2j + 1 ~ lnl ~ 2H1. On a : 

en utilisant le 2). Comme 1 - (1 + 2a)~ < 0, la série Ej;;.o 2j(l-(i+2o:l~l converge, et l'on a 

E1nJ;;.2 IÎ(n)IP = E~o EnEI; IJ(n)IP < +oo, de sorte que Î E fp(Z). 

Exercice 20 
Posons x =et. On a 0 = f0a g(t) ent dt = f 1ea g(lnx) x<n-l) dx = f 1ea h(x) x<n-l) dx, en 

notant h(x) = g(lnx). La fonction h est dans L2(1,ea) et orthogonale à tous les monômes 
xk pour k EN, donc orthogonale à l'ensemble de tous les polynômes. Comme cet ensemble 
est dense dans L2(1, ea), d'après le Théorème de Stone-Weierstrass (voir la preuve du Théo­
rème II.4.3), on en déduit que h = 0, et donc g = O. 
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Exercice 21 
Il suffit d'appliquer le Théorème de Stone- Weierstrass. Vérifions ses hypothèses. On note 

E = ~(K) © ~(K). 
a) E est par définition un sous-espace vectoriel de ~(K2 ). 
b) E est une sous-algèbre de ~(K2 ); pour le voir, il suffit de vérifier que, pour tous 

ui,v1,u2,v2 E ~(K), on a (u1 ©v1).(u2 ©v2) E E. Or: 

[(u1 © v1).(u2 © v2)](x, y)= [(u1 © vi)(x, y)].[(u2 © v2)(x, y)]= [u1(x)v1(y)].[u2(x)v2(y)] 

= [(u1.u2)(x)].[(v1v2(y)] = [(u1u2) © (v1v2)](x,y). 

c) E contient évidemment les fonctions constantes. 
d) E sépare les points de K 2 : si (x1,y1) =I (x2,y2), on a, par exemple, x1 =I x2 (sinon 

y1 i= Y2 et le raisonnement est le même). Or il existe u E ~(K) telle que u(x1) i= u(x2) (on 
peut prendre, par exemple, u(x) = d(x, xi), où d est la distance sur K). Alors u ©JI E E et 
(u © JI)(x1, y1) = u(x1) =I u(x2) = (u © l)(x2, Y2). 

Exercice 22 
1) Pour tout ê > 0, on peut recouvrir K par un nombre fini de boules de rayon ê. Pour 

tout n ~ 1, il existe donc une partie finie Fn de K telle que K = UxEFn B(x, 1/n). Soit 
D = Un;;,i Fn; c'est un ensemble dénombrable, et il est dense dans K. En effet, pour tout 
z E K et"tout ê > 0, on peut choisir un n ~ l/ê; il existe alors x E Fn tel que z E B(x, 1/n), 
et l'on a ainsi un x E D tel que d(x, z) ~ 1/n ~ ê. 

2) a) Soit x, y E K et supposons que da(x) = da(Y) pour tout a E D. Comme D est 
dense dans K, on peut trouver une suite d'éléments an E D tels que d(an, x)----+ O. Mais 

n-->oo 

alors d(an, y) = dan (y) = dan (x) = d(an, x)----+ O. Par unicité de la limite, on a y = x. 
n-->oo 

Donc {da ; a E D} sépare les points de K. 
La sous-algèbre A de ~(K) engendrée par :U: et les fonctions da, pour a ED sépare donc 

a fortiori les points de K. Comme, par définition, elle contient les constantes (car :U: E A), 
et que dans le cas complexe, elle est stable par conjugaison (parce que les fonctions da sont 
réelles), le Théorème de Stone-Weierstrass dit que A est dense dans ~(K). 

b) Grâce au 1), on peut prendre D dénombrable. Soit Ao = {da, ; a E D} U {:U:}. 
L'algèbre A est le sous-espace vectoriel engendré par l'ensemble P des produits finis d'élé­
ments de Ao. Cet ensemble est donc total dans ~(K). Comme il est dénombrable, ~(K) est 
séparable. 

3) Les fonctions da sont lipschitziennes : Jda(x) - da(Y)I = Jd(x, a) - d(y, a)J ~ d(x, y); 
donc tous les éléments de Ao sont des fonctions lipschitziennes. Par ailleurs, l'ensemble 
Lip (K) des fonctions lipschitziennes sur K est une sous-algèbre de ~(K) : c'est clairement 
un sous-espace vectoriel et, si/, g E Lip (K), on a J(f g)(x) - (/g)(y)J ~ l/(x) - /(y)J Jg(x)J + 
l/(y)J lg(x)-g(y)I ~ C1d(x,y) llglloo+ll/llooC9 d(x,y); donc fg E Lip (K). Donc A Ç Lip (K) 
et il résulte du 2) a) que l'ensemble des fonctions lipschitziennes sur K est dense dans ~(K). 

Exercice 23 
1) On a: 

00 OO OO OO OO 

L llT*enll2 = L (L l(T*en 1 êk)l2) = L (L l(en 1 Têk)l2) 
n=l n=l k=l n=l k=l 

OO OO OO OO OO 

= L (L l(Têk 1 en)l2) = L ( L l(Têk 1 en)l2) = L llTêkll2 . 
n=l k=l k=l n=l k=l 

C'est en particulier vrai si (êk)k~l = (en)n~1, ce qui donne I::=l llT*enll2 = I:;;"=1 11Tekll 2, 
et donc I:;;"=1 11Tekll2 = I::=l llT*enll2 = I:;:1 llTêkll 2. 
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2) a) En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a : 

fs [fs 1K(x,y)l(x)ldµ(x)r dµ(y) 

~ l [ ( fs 1K(x, Y)l2 dµ(x)) ( fs 1l(x)l2 dµ(x))] dµ(y) 

= fs [11111~ fs 1K(x, Y)l2 dµ(x)] dµ(y) 
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.. = .11111~ r IK(x, y)l2 d(µ © µ)(x, y) = 11111~ llKlli2(µ@µ) < +oo; 
Fub1m-Tonelh lsxs 

donc fs IK(x, y) l(x)I dµ(x) < +oo pour µ-presque tout y E S. On peut donc définir, pour 
µ-presque tout y E S : 

(TK J)(y) = fs K(x, y) l(x) dµ(x). 

Cette application est mesurable car si l'on pose g(x, y) = K(x, y) l(x), le Théorème de 
Fubini-Tonelli nous donne la mesurabilité des applications Gk: y H fs gk(x, y) dµ(x), k = 
1, 2, 3, 4, où gl = (Reg)+, g2 = (Reg)-, g3 = (lmg)+ et g4 = (lmg)-. Ces applications sont 
finies µ-p.p., puisque fs IK(x, y) l(x)I dµ(x) < +oo pour µ-presque tout y E S; on a donc 
(TK J) = (G1 - G2) + i(G3 - G4) µ-p.p., d'où la mesurabilité de TK l· 

De plus, 

fs 1(rKJ)(y)l2 dµ(y) ~ fs [fs 1K(x,y) l(x)I dµ(x)r dµ(y) ~ 11111i2cµ>llKlli2cµ@µ) < +oo; 

donc TK l E L2 (µ). 
Maintenant, en notant Ky(x) = K(x, y), on a (les fonctions considérées étant positives) : 

~ llTKenll 2 = ~ fs 1(TKen)(y)l2 dµ(y) = ~ fs 1(en 1 Ky)l 2 dµ(y) 

= l (~(en 1 Ky)l2) dµ(y) = fs 11Kylli2(µ) dµ(y) 

= fs ( fs 1K(x, y)l 2 dµ(x)) dµ(y) = lxs IK(x, y)l2 d(µ © µ)(x, y) < +oo; 

donc TK est Hilbert-Schmidt. 
b) Il est clair que la famille (en© em)n,m;;.1 est orthonormée; en effet : 

lxs (en1 © em1 ) (en2 © em2) d(µ © µ) = ( fs en1 en2 dµ) ( fs em1 em2 dµ) , 

grâce au Théorème de Fubini, que l'on peut appliquer car en1 en2 E L1 (µ)et em1 em2 E L1 (µ). 
Pour voir qu'elle est totale, prenons K E L2(µ © µ) telle que (K 1 en© em) = 0 pour 

tous n, m;;;. 1. Cette égalité s'écrit fsxs K(x, y) en(x) em(Y) d(µ © µ)(x, y)= O. Comme : 

l [fs 1K(x,y) en(x)I dµ(x)] lem(Y)I dµ(y) 

~ (fs [fs 1K(x,y) en(x)I dµ(x)] 
2 

dµ(y)) 
112

(fs1em(Y)l2 dµ(y)) 
112 

= 1171KI (lenl) lli2(µ) llem llL2(µ) 

~ llenll llKllL2(µ©µ) llemllL2(µ) = llKllL2(µ©µ) < +oo, 
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d'après le calcul fait au a), on peut utiliser le Théorème de Fubini, et ainsi la condition 
(K 1en©em)=0 devient fs [f8 K(x, y) en(x) dµ(x)] em(Y) dµ(y) = 0, soit (TKen 1 em) =O. 
Comme c'est vrai pour tout m ~ 1 et que (em)m~l est une base orthonormée, cela implique 
que TKen = 0, et ceci pour tout n ~ 1. Nous avons donc, pour tout n ~ 1, (en 1 Ky) = 
(TKen)(y) = 0 pour presque tout y E S (ce qui est la même chose, puisque l'on a affaire 
à une suite, que, pour tout n ~ 1, on a (en 1 Ky) = (TKen)(y) = 0 pour presque tout 
y E S). Comme (en)n~l est une base orthonormée, on obtient Ky = 0, en tant qu'élément 
de L2 (µ), pour presque tout y E S. Cela veut dire que K(x, y) = 0 pour µ-presque tout 
x E S et µ-presque tout y E S. Par le Théorème de Fubini, cela signifie que K(x, y) = 0 
pour (µ©µ)-presque tout (x, y) ES x S, c'est-à-dire que K = 0 dans L2 (µ © µ), et montre 
que (en© em)n,m~l est totale dans L 2 (µ © µ). 

c) Puisque L::".m=l l(Ten 1 em)l2 = Ln=l [ :L:=1 j(Ten 1 em}l2] = Ln=l 11Tenll2 < 
+oo, il en résulte, grâce au b), que la série double :L::".m=l (Ten 1 em) en© em converge dans 
L 2 (µ©µ). Soit K E L 2 (µ©µ) sa somme. On a K = :L::".m=l (Ten 1 em) en ©em, c'est-à-dire 
que K(x, y)= l::::".m=l (Ten 1 em) en(x) em(y). Considérons l'opérateur TK associé; on a: 

(TKen 1 em) = fs (TKen)(y) em(Y) dµ(y) = fs [ fs K(x, y) en(x) dµ(x)] em(Y) dµ(y) 

= { K(x, y) en(x) em(Y) d(µ © µ)(x, y) = (K 1 en© em) = (Ten 1 em). 
lsxs 

Ceci étant vrai pour tous n, m ~ 1, on obtient TKen = Ten pour tout n ~ 1, et donc TK = T. 
3) a) Il est clair que 0 est Hilbert-Schmidt et que aT est Hilbert-Schmidt, pour tout 

a E IR, si T l'est. Si S, T sont Hilbert-Schmidt, on a (Sen)n~l E f.2 et (Ten)n~l E f.2; donc 
(Sen + Ten)n~l E f.2, ce qui signifie que S + T est Hilbert-Schmidt. 

b) On a, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz (utilisée deux fois, mais sous deux formes 
différentes) : 

donc la série Ln~l (Aen 1 Ben) converge. 
Il est clair que (A, B) f-t :L;:'=1 (Aen 1 Ben) est une forme bilinéaire symétrique, d'après 

les propriétés du produit scalaire de H. Comme (A 1 A)62(H) = :L;:'=1 llAenll2, la condition 
(A 1 A)s2 (H) = 0 entraîne que Aen = 0 pour tout n ~ 1, et donc A= 0, puisque (en)n~l est 
une base orthonormée de H. Ainsi (. 1 . ) 62 (H) est bien un produit scalaire sur 62(H). 

4) a) Il suffit d'utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

OO OO OO 1/2 OO 1/2 
L ll(x 1 en) Unll = L l(x 1 en)l llunll ~ ( L l(x 1 en)l2) ( L llunll 2) 
n=l n=l n=l n=l 

OO 1/2 
= llxll ( L llunll2) < +oo; 

n=l 

comme H est complet, la série Ln~l (x 1 en) Un converge, et l'on a Il Ln~l (x 1 en) Un Il ~ 
llxll ( L::°=1llunll 2) 112. 

b) Appliquons ceci a.vec Un = Ten, qui vérifie bien l::;:'=1 llunll2 < +oo; on obtient : 
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de sorte que llTll :;:;; 11Tlls2(H)· 
5) Pour montrer que 62(H) est complet, il suffit de montrer que toute série absolument 

convergente est convergente. Soit Tk E 62(H) tels que 2::;;"=1 11Tklls2(H) < +oo. Comme 
llTk Il :Ç llTk lls2(H)> on a I:~1 llTk Il < +oo. Comme !é'(H) est complet, la série I:k;;,l Tk 
converge (en norme) dans !é'(H). Soit T sa somme. On a en particulier Tx = I:~1 Tkx 
pour tout x EH. Le Lemme de Fatou donne: 

K OO OO OO OO 

= lk~~,f L L 11Tkenll 2 =LL11Tkenll 2 =L11Tkll~2 (H) 
k=ln=l k=ln=l k=l 

:;:;; (~11rk11s2(H)r < +oo 

(on a utilisé le fait que li· llt2 :Ç li· lle1 ); donc Test Hilbert-Schmidt. De plus, 

donc Test la somme de la série I:k;;,l Tk, au sens de la norme de Hilbert-Schmidt li· lls2(H), 
et l'on a bien montré que 62(H), pour le produit scalaire défini au 4), est un espace de 
Hilbert. 

Exercice 24 
1) a) On a évidemment v(T) ~ 0 et, pour llxll = 1, llTxll llxll :Ç llTll llxll 2 = llTll; donc 

v(T) :Ç llTll < +oo. Il est clair que v(O) = 0 et v(o:T) = lai v(T) pour tout réel (resp. 
complexe) a. Ensuite, si T, U E !é'(H) : 

v(T + U) = sup l(Tx 1 x) + (Ux 1 x)I :Ç sup l(Tx 1 x)I + sup l(Ux 1 x)I = v(T) + v(U). 
llxll=l llxll=l llxll=l 

L'inégalité l(Tx 1 x)I :Ç v(T) llxll 2 est évidente si x = 0 et est vraie, par définition de 
v(T), si llxll = 1. Si x E H et x -1 0, on a 11 11 : 11 11 = 1; donc 1(T 11 : 11 111 : 11 ) 1 :Ç v(T), ce qui 

donne l(Tx 1 x)I :Ç v(T) llxll 2 • 

b) Supposons maintenant T auto-adjoint et supposons que v(T) =O. Cela signifie que 
(Tx 1 x) = 0 pour llxll :;:;; 1. Par homogénéité, on a (Tx 1 x) = 0 pour tout x E H. Soit 
x, y EH. D'après ce qui précède, on a (T(x +y) 1 x +y) =O. Mais (T(x +y) 1 x +y) = 
(Tx 1 x) + (Tx 1 y)+ (Ty 1 x) + (Ty 1 y); donc, puisque (Tx 1 x) = 0 et (Ty 1 y) = 0, on 
obtient (Tx 1 y) + (Ty 1 x) = O. Comme T est auto-adjoint, on a (Ty 1 x) = (y 1 T*x) = 
(y 1 Tx) = (Tx 1 y). On obtient finalement Re (Tx 1 y) = O. Lorsque l'espace H est réel, 
on a donc (Tx 1 y) = O. Lorsque l'espace H est complexe, appliquons cela, en remplaçant 
y par iy; cela donne 0 = Re (Tx 1 iy) = Re [-i (Tx 1 y)) = lm (Tx 1 y). Donc, là aussi, 
on a (Tx 1 y) = O. Comme c'est vrai pour tous x, y E H, on obtient, d'abord Tx = 0 (car 
Tx E Hl..= {O}), puis T =O. 

Remarque. On a un résultat plus général à la Proposition VIl.3.1. 

2) a) En développant: (U(x+ty) 1 x+ty) = (Ux 1 x)+t (Uy 1 x)+t (Ux 1y)+t2 (Uy1 y); 

comme (Uy 1 x) = (X 1 Uy) = (x 1 U*y) car U est auto-adjoint, on obtient (Uy 1 x) = 
(Ux 1 y) et, par conséquent : (U(x + ty) 1 x + ty) = (Ux 1x)+2t Re (Ux 1 y)+ t2(Uy 1 y). De 
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même: (U(x - ty) 1 x - ty) = (Ux 1 x) - 2tRe (Ux 1 y)+ t2 (Uy 1 y), d'où, en soustrayant: 
(U(x + ty) 1 x + ty) - (U(x - ty) 1 x - ty) = 4t Re (Ux 1 y). Par conséquent : 

4t1Re(Ux 1 y)I::;; l(U(x+ty) 1 x+ty)I + l(U(x-ty) 1 x-ty)I 

::;; v(U) llx + tyll 2 + v(U) llx - tyll 2 = v(U) [llx + tyll 2 + llx - tyll 2]. 

b) Comme llx + tyll 2 + llx - tyll 2 = 2 llxll 2 + 2t2 llYll 2 , on obtient: 

v(U) llYll 2 t2 - 2 ltl IRe (Ux 1 y)I + v(U) llxll 2 ~ 0, 

pour tout t E lR. Lorsque v(U) llYll 2 =/= 0, cela exige que le discriminant du trinôme du second 
degré au premier membre de(*) soit négatif ou nul, soit: IRe (Ux 1 y)l2-v(U) 2 llxll 2 llYll 2 ,,;; 0, 
c'est-à-dire IRe (Ux 1 y)I ,,;; v(U) llxll llYll· Cela reste évidemment vrai si llYll = 0 (car alors 
y= 0) et aussi si v(U) = 0, car alors (*)devient -2 ltl IRe (Ux 1 y)I ~ 0 pour tout t ER, ce 
qui n'est possible que si Re (Ux 1 y) =O. 

3) Considérons l'opérateur U = ~ (S + S*); il est auto-adjoint. Remarquons que v(U) ,,;; 
~ [v(S) + v(S*)] = v(S) car v(S*) = v(S) (puisque l(S*x 1 x)I = l(x 1 Sx)I = l(Sx 1 x)I = 
l(Sx 1 x)I). En utilisant le 2) b), on obtient IRe [(Sx 1y)+(x1Sy)JI::;;2v(S) llxll llYll, puisque 
(S*x 1 y) = (x 1 Sy). 

4) Choisissons,\ E C tel que 1,\1=1 et ,\2 (T2x 1 x) ER+. Soit S =,\Tet y= Sx; on a 
alors : 

(Sx 1 y)+ (x 1 Sy) = 11Sxll 2 + (x 1 S 2 x) = 11Sxll 2 + X\x 1 T 2x) = llSxll 2 + À2 (T2x 1 x) 

= 11Sxll 2 + ,\2 (T2x 1 x) ER+; 

donc le 3) donne, puisque v(S) = 1,\1 v(T) = v(T) : 

11Txll 2 =11Sxll 2 ::;; llSxll 2 +À2 (T2x1x)::;;2v(S) llxll llYll = 2v(T) llxll l,\l llTxll 

= 2v(T) llxll llTxll, 

d'où llTxll ::;; 2v(T) llxll et dqnc llTll::;; 2v(T). 

Remarque. Ce résultat dit en particulier que pour les espaces de Hilbert complexes, le rayon 
numérique des opérateurs est une norme équivalente à la norme opérateur. Pour les espaces 
de Hilbert réels, G. Lumer a montré en 1972 que llTll,,;; 2v(T) + v(T2 ). Pour les espaces de 
Banach, on peut définir le rayon numérique d'un opérateur T E 2'(X) de façon analogue : 
v(T) = sup{lx*(Tx)I; x E X,x* EX* et x*(x) = llxll = llx*ll = 1}; il a été montré, par 
Bohnenblust et Karlin (1955) et Lumer (1961), que pour les espaces de Banach complexes, 
on a llTll ,,;; ev(T) pour tout T E 2'(X). De plus, e est la meilleure constante possible 
(Glickfeld, 1970). 

5) Il résulte du 4) que v est une norme sur 2'(H), équivalente à la norme opérateur. Donc 
T = T* si et seulement si v(T - T*) = 0, c'est-à-dire, si et seulement si, pour tout x E H, 
on a ((T-T*)x 1 x) = 0, ce qui est équivalent à (Tx 1 x) = (T*x 1 x) = (x 1 Tx) = (Tx 1 x), 
soit (Tx 1 x) ER. 

6) Il suffit de prendre pour T une rotation d'angle 7r /2, puisqu'alors Tx ..l x et donc 
(Tx 1x)=0 pour tout x E R2 • 
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Exercice 25 

1) Développons : llT*(x) - xll 2 = llT*(x)ll 2 + llxll 2 - 2(T*(x) 1 x). On a llT*(x)ll ~ 
llT*ll llxll et llT*ll = llTll ~ 1; de plus (T*(x) 1 x) = (x 1 T(x)). Donc 

llT*(x) - xll 2 ~ 2[llxll 2 - (x 1 T(x))]. 

2) On a x E ker (1-T) (respectivement x E ker (I -T*)) si et seulement si Tx = x (resp. 
T*x = x). 

Alors, si x E ker (I - T), le membre de droite de l'inégalité de la question 1) est nul, 
puisque (x 1 T(x)) = (x 1 x) = llxll 2 • Donc llT*x - xll 2 = 0, ce qui signifie que T*x = x, 
c'est-à-dire que x E ker (1 - T*). 

Inversement, si x E ker (I - T*), ce qui précède permet de dire que x E ker (1 - T**); 
mais T** = T, et donc x E ker (I - T). 

L'espace H se décompose en somme directe orthogonale : 

H = [ker(I -T)] ffi [ker (I -T)].L. 

Or on vient de voir que ker (1 -T) = ker (1 -T*); donc H = [ker (I -T)] ffi [ker (1-T*)]1-. 

Mais (I -T*) = (1 -T)* et on a vu à !'Exercice 8 que ker [(! -T)*] = [im (1-T)]1-. Donc : 

H = [ker (I - T)] ffi [im (I - T)] j_j_. 

3) Pour x E ker (I - T), on a T(x) = x; donc Tn(x) = x pour tout n:;:: 0, de sorte que 
Sn(x) =X. 

Si x E im (I - T), il s'écrit x =y - Ty pour un certain y E H. Alors, pour tout entier 
k :;:: 0, Tkx = Tky - Tk+1y et 

Comme llTll ~ 1, on a llTnll ~ llTlln ~ 1 et donc llSn(x)ll ~ ~(llyll + llTnyll) ~ ~ llYll tend 
vers 0 quand n tend vers ! 'infini. 

4) Soit x E H. Par la question 2), on peut écrire x = x 1 + x2, avec X1 E ker (1 - T) et 
x2 E [lm (1 - T)] 1-1-. On a Sn(x1) = x1 pour tout n:;:: 1 par la question 3). 

D'autre part, on sait que [im (1-T)]1-1- est égal à l'adhérence de im (1 -T). Donc pour 
tout c > 0, il existez E im (I - T) tel que llx2 - zll ~ c. Le point essentiel est maintenant 
que llSnll ~ 1 pour tout n:): 1 (car llSnll ~ ~ I::~;:~ llTkll et llTkll ~ 1). Ainsi: 

Comme llSn(z)ll tend vers 0 par la question 3), on obtient limsupn-->oo llSn(x2)ll ~ c. Comme 
c'est vrai pour tout c > 0, on obtient limn-->oo llSn(x2)ll =O. 

Ainsi Sn(x) tend vers x1, c'est-à-dire la projection orthogonale P(x) de x sur ker (I -T). 
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Exercice 26 
1) Il est clair que (x, y) i--t (Tx 1 y) est un semi-produit scalaire sur H. L'inégalité 

l(Tx 1 y)j 2 ::;; (Tx 1 x) (Ty 1 y) est donc tout simplement celle de Cauchy-Schwarz (que l'on 
sait valable dans ce cas). 

On a llTxll = supllyll,,;i l(Tx 1 y)I; or l(Tx 1 y)l 2 ::;; (Tx 1 x) (Ty 1 y). Comme, pour 
llYll::;; 1, on a (Ty 1 y)::;; llTYll llYll::;; llTll, on obtient 11Txll 2 ::;; llTll (Tx 1 x). 

2) Cela résulte du 1), appliqué à T = Bn+p -Sn, vu que llBn+p -Snll ::;; llBn+pll + llBnll ::;; 
2M. 

3) Par hypothèse, la suite de nombres réels ((Snx 1 x))n est croissante, et elle est majorée 
par M llxll 2 (car (Snx 1 x) ::;; llBnll l/xll 2 , par l'inégalité de Cauchy-Schwarz); elle est donc 
convergente ; en particulier elle est de Cauchy. Donc, pour tout e > 0, il existe N ? 1 tel que 
0::;; (Sn+pX 1x)-(Snx1 x)::;; e2 /2M pour n? Net p? 1. On a donc llBn+p(x)-Sn(x)ll 2 ::;; 

e2 pour n? Net p? 1. Cela signifie que la suite (Snx)n est de Cauchy dans H. Comme H 
est complet, elle converge. Si Sx = limn-too Snx, S est clairement une application linéaire de 
H dans H. Elle est continue car llBnxll ::;; M llxll pour tout n? 1 entraîne que llSxll ::;; M llxll· 

Exercice 27 
1) Posons a= a+ f3 et b = i(a - (3). Alors a= a2ib et f3 = atb. Comme a, b E IR, par 

hypothèse, on a f3 = a. 
2) a) Développons : (S(x +y) 1 x +y) = (Sx 1 x) + (Sx 1 y) + (Sy 1 x) + (Sy 1 y). 

Comme (S(x +y) 1 x +y), (Sx 1 x) et (Sy 1 y) sont réels par hypothèse, on obtient 
(Sx 1 y)+ (Sy 1 x) E lR. 

b) Remplaçant y par iy, on a aussi i[-(Sx 1y)+(Sy1 x)] = (Sx 1iy)+(S(iy)1 x) E IR. 
Il résulte du 1) que (Sy 1 x) = (Sx 1 y). Comme, par définition, (Sy 1 x) = (y 1 S*x) = 
(S•x 1 y), on obtient (S*x 1 y) = (Sx 1 y). Puisque c'est vrai pour tous x,y E H, on a 
S* =S. 

Remarque. Ceci n'est pas vrai pour un espace de Hilbert réel : dans ce cas, pour tout opéra­
teur A tel que llAll::;; 1, on a l(Ax 1 x)I::;; llAll llxll 2 ::;; l/xll 2 ; donc l'opérateur B = IdH - A 
vérifie (Bx 1 x) = (x 1 x) - (Ax 1 x) ? O. Il n'est pourtant pas auto-adjoint si A ne l'est pas. 

3) a) Puisque Ri et Rz commutent, on a (Ri + Rz)(Ri - Rz) = Rt - R~ = 0; donc 
im (Ri - Rz) Ç ker (Ri + Rz). 

b) L'inclusion (ker Ri) n (ker Rz) Ç ker (Ri + Rz) est évidente. Montrons l'inclusion 
inverse. Soit x E ker (Ri + Rz). On a Rix= -Rzx; donc (Rix 1 x) = -(Rzx 1 x). Comme 
Ri et Rz sont positifs, on a (Rix 1 x) ? 0 et (Rzx 1 x) ? 0; l'égalité précédente implique 
donc que (Rix 1 x) = (Rzx 1 x) = O. Pour tout y E ker (Ri + Rz), on a, puisque Ri est 
auto-adjoint : 

0 = (Ri(x +y) 1 x +y) =(Rix 1 x) +(Rix 1 y)+ (Ri y 1 x) +(Ri y 1 y) 

= 0+(Rix1 y)+ (y 1Rix)+0 = 2Re (Rix 1 y). 

Changeant y en iy, on obtient lm (Rix 1 y) =Re [-i(Rix 1 y)] =Re (Rix 1 iy) = 0, puisque 
iy E ker (Ri+ Rz). Donc (Rix 1 y)= O. Ainsi Rix E [ker (Ri+ Rz)].L. Comme Rix= -Rzx, 
on a donc Rix - Rzx = 2 Rix E [ker (Ri + Rz)].L. Mais Rix - Rzx E im (Ri - Rz), de 
sorte que Rix - R 2x E ker (Ri + Rz), par le a). Il en résulte que Rix - Rzx = O. Comme 
Rix= -Rzx, on obtient Rix= Rzx = 0, et ainsi x E (ker Ri) n (ker Rz). 

c) Comme au a), on a (Ri - Rz)(Ri + Rz) = 0; donc im (Ri + Rz) Ç ker (Ri - Rz). 
Puisque ker (Ri - Rz) est fermé, on a en fait im (Ri + Rz) Ç ker (Ri - Rz). Mais par 
!'Exercice 8 et le Corollaire 11.2.6, on a im (Ri + Rz) = [ker (Ri + Rz)].L, puisque Ri - R2 

est auto-adjoint par le 2). Donc H = im (Ri+ Rz) ffi ker (Ri + Rz). 
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Pour x E im (Ri + R2), on a x E ker (Ri - R2), c'est-à-dire Rix = R2x. Pour x E 
ker (Ri+ R2), on a Rix= R2x = 0, par le b). Il en résulte que Ri = R2. 

4) On a (T2x 1 x) = (Tx 1 T*x) = (Tx 1 Tx) = 11Txll 2 ? O. Supposons que, pour k ;:::: 2, 
T 1 soit positif pour 1 ~ l ~ k. Alors (Tk+ix 1 x) = (Tkx 1 T*x) = (Tk-i(Tx) 1 Tx) ;:::: O. Par 
récurrence, Tk est donc positif pour tout k ;:::: 1. 

5) Si l'on pose (x 1 y) = (Sx 1 y), (. 1 . ) est clairement une forme sesquilinéaire; elle est 
de plus positive car S est positif: (x 1 x) = (Sx 1 x) ;:::: O. La preuve de l'inégalité de Cauchy­
Schwarz donnée dans le cours n'utilisant pas la définie positivité du produit scalaire, mais 
seulement sa positivité, cette inégalité reste valable ici. On a donc l(x 1 y)j2 ~ (x 1 x) (y 1 y), 
soit l(Sx 1 y)j2 ~ (Sx 1 x) (Sy 1 y). Or la condition S ~ ldH signifie que (Sx 1 x) ~ (x 1 x) 
pour tout x E H. On a donc l(Sx 1 y)l2 ~ llxll 2ilyll 2 pour tous x,y E H. Il résulte de 
l'Exercice 9 que llSll ~ 1. 

6) (On comparera avec l'Exercice 26). 
a) La condition Sn ~ Sn+l pour tout n ;:::: 1 est équivalente à la croissance de la suite 

((Snx 1 x))n;;.i> et la condition Sn ~ ldH pour tout n;:::: 1 est équivalente au fait que cette 

suite est majorée par (x 1 x) = llxll2. Cela entraîne la convergence de cette suite et par 
conséquent l'existence de N(x) = [limn-->oo(Snx 1 x)ji/2. De plus N(x) ~ llxll. 

b) Comme Sn est auto-adjoint, on a (Sn(x +y) 1 x +y) = (Snx 1x)+2 Re (Snx 1 y)+ 
(Sny 1 y); cela montre l'existence de limn-->oo Re (Snx 1 y)= ~ [N(x +y)2 - N(x)2 - N(y)2]. 
Remplaçant y par iy, on a aussi l'existence de limn-->oo lm (Snx 1 y) = ~ [N(x + iy)2 -
N(x)2 - N(y)2], puisque lm (Snx 1 y) =Re [-i (Snx 1 y)] = Re (Snx 1 iy) et N(iy) = N(y) 
(car (Sn(iy) 1 iy) = i(-i) (Sny 1 y)). On obtient par conséquent l'existence de a,,(y) = 
limn-->oo(Snx 1 y). 

c) L'application y EH 1-t a,,(y) = limn-->oo(Y 1 Snx) est clairement une forme linéaire 
sur H. Elle est de plus continue et llaxll ~ llxll, car l(Snx 1 y)j ~ llSnll llxll llYll ~ llxll llYll 
entraîne ja,,(y)j ~ llxll llYll· Par le Théorème de représentation de Fréchet-Riesz, il existe un 
unique vecteur Sx EH tel que a,,(y) =(y 1 Sx), soit a,,(y) = (Sx 1 y), pour tous x,y EH. 

d) Pour tout y E H, on a (S(aixi + a2x2) 1 y) = limn-->oo (Sn(aixi + a2x2) 1 y) = 
limn-->oo[ai(Sn(xi) 1y)+a2(Snx21 y)]= ai(Sxi 1 y)+a2(Sx2 I y)= (aiS(xi)+a2S(x2) 1 y); 
donc S(aixi + a2x2) = aiS(xi) +a2S(x2), de sorte que S est linéaire. Elle est alors continue, 
puisque l'on a, pour tout x E H, l(Sx 1 y)I ~ llxll llYll pour tout y E H, de sorte que 
llSxll ~ llxll· 

7) a) Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a l(Tx 1 x)I ~ llTxll llxll ~ llTll IJxll 2 ~ 
llxll2 =(x1 x); donc (Vx 1 x) = (x 1 x) - (Tx 1 x)? O. Par conséquent V? O. D'autre part, 
comme Test positif, on a (Vx 1 x) = (x 1 x) - (Tx 1 x) ~ (x 1 x) pour tout x E H. On a 
ainsi 0 ~V~ ldH. Il résulte du 5) que llVll ~ 1. 

b) Raisonnons par récurrence. Pour n = 0, il est évident que 0 ~ So ~ I dH. Supposons 
0 ~Sn~ ldH. Alors (Sn+ix 1 x) = ~ [(Tx 1 x) + (S~x 1 x)) = ~ [(Tx 1 x) + (Snx 1 S~x)] = 
~ [(Tx 1 x) + (Snx 1 Snx)]. Donc, d'une part (Sn+ix 1x)?0, puisque T? 0 et Sn? 0, de 
sorte que Sn+i ? 0; d'autre part (Sn+ix 1 x) ~ ~ [llTll llxll 2 + (x 1 x)J ~ ~ [llxll 2 + (x 1 x)] = 
(x 1 x), donc Sn+i ~ ldH. 

c) Il suffit aussi de raisonner par récurrence. En effet, si Pn(X) est un polynôme à 
coefficients positifs et Sn= Pn(V), alors Sn+l = Pn+i(V), avec Pn+i(X) =~(X +[Pn(X)]2) 
et Pn+i est aussi un polynôme à coefficients positifs. 

d) 0 S S - v+s; v+s~-1 - S~-S~-1 - (Sn-Sn_i)(Sn+Sn-il L' . n a n+i - n - 2 - --2- - 2 - 2 . a aussi, 
il suffit de faire une récurrence. On a Si - So =Si = Pi(V), et Qi(X) = Pi(X) = X/2 
est un polynôme à coefficients positifs. Si l'on suppose que Sn - Sn-i = Qn-i(V), où 
Qn-i est un polynôme à coefficients positifs, alors Sn+i - Sn = (Sn-Sn-il2(Sn+Sn-il = 
Qn-lCV)!Pn~V)+Pn-l(V)) = Qn(V), avec Qn = Qn-l(P;+Pn-il, qui est encore un polynôme à 
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coefficients positifs. 
e) Écrivons Qn(X) = L,:~==0 an,kXk avec an,k ? O. On obtient (Qn(V)x J x) = 

L,:~==o an,k(Vkx J x) ? 0, par le 4). Donc Sn+l - Sn = Qn(V) ? 0 et Sn+l ? Sn. 
f) Il résulte du 6) qu'il existe S E .Z(H) tel que (Sx J y) = limn--too(Snx J y). 

Puisque 0 ::::;; (Snx J x) ::::;; (x J x) pour tout n ? 0, on a 0 ::::;; (Sx J x) ::::;; (x J x), donc 
0 ::::;; s ::::;; ldH. Comme (Sn+1X 1 y) = ~ [(Vx 1 y)+ s;x 1 y)], on obtient, en passant à la 
limite, (Sx J y)=~ [V+ (S2x J y)], pour tous x,y EH. Donc 2S =V+ S2 , ce qui donne 
(ldH - S) 2 = ldH -2S + S2 = ldH - V= T. Si l'on pose R = ldH -S, Rest positif et on 
bien R2 = T. Pour montrer l'unicité, soit R' un opérateur positif tel que R' 2 = T. Comme 
Rest la limite de la suite (IdH - Pn(ldH -T))n;;,o• formée de polynômes en T, et donc de 
polynômes en R', il commute avec R'. Il résulte du 3) que R' = R. 

8) Notons d'abord que (A* Ax J x) = (Ax J Ax) = JJAxJJ 2 ? 0; donc A* A est positif. 
Comme A est inversible, on a A f= 0; alors T = llA! Ali (A• A) est un opérateur positif 
de norme llTll ::::;; 1. Grâce au 7), il existe un opérateur positif Ro tel que R~ = T. Alors 
R = llA* All112R0 est positif et R2 =A* A (c'est-à-dire que R = v' A• A). Posons U = A*-1 R. 
Alors UR= A*- 1 R2 = A*-1(A* A)= A. 

D'autre part, UU* = (A*-1R)(R*A-1) = A*-1R2A-1 = A*-1(A*A)A-1 = ldH et 
U*U = (R* A-1)(A*- 1 R) = R(A* A)- 1 R =(A* A)-1 R2 (car R commute avec A* A), et donc 
u·u =(A* A)-1(A* A)= ldH. 

Vérifions l'unicité pour finir. Supposons que l'on ait aussi A = U' R', avec R' positif et 
U' unitaire. Alors A* A= (R'*U'*)(U' R') = R'(U'*U')R' = R' 2 • Grâce à l'unicité du 7) f), 
on obtient R' = R, et donc A = U' R. Il en résulte, puisque R = Au-1 est inversible, que 
U' = AR- 1 = U. 

Exercice 28 
1) Soit (Yn)n;;.1 une suite d'éléments de U(K) convergeant vers y E H. Pour chaque 

n? 1, il existe un (unique) Xn E K tel que Yn = Uxn. Comme U est une isométrie, on a 
llxn -xvJI = llU(xn -xv)JJ = JJYn -Yvll pour tous n,p? 1. Comme (Yn)n;;.1 est en particulier 
une suite de Cauchy, il en est de même de (xn)n;;:, 1 • Or, K étant fermé dans l'espace complet 
H, est lui-même complet. Il en résulte que la suite (xn)n;;:. 1 converge dans K, vers un élément 
x E K. Alors Yn = Uxn tend vers Ux. Donc y= Ux, et ainsi U(K) est fermé dans H. 

2) Par récurrence, il résulte du 1) que Uk(H) est fermé pour tout k ? 1 (prenant K = 
Uk(H), supposé fermé par hypothèse, on obtient la fermeture de Uk+1(H) = U(K)). Donc 
M est fermé comme intersection de fermés. 

Remarquons ensuite que l'inclusion U(H) Ç H entraîne l'inclusion Uk+1(H) Ç Uk(H), 
pour tout k ? 1, par récurrence. Donc U(M) = nk>-l U[Uk(H)] = nk>-l uk+1(H) = 
nk;;:.2 Uk(H) = nk;;:.1 Uk(H) = M (l'avant dernière égalité venant de ce que r.i(H) 2 Uk(H), 
pour tout k ;;;: 2). 

3) La restriction de U à M reste une isométrie. Comme on vient de voir que U(M) = M, 
cette restriction U1M: M -7 M est donc surjective. Il résulte de !'Exercice 12 que U1M est 
unitaire. 

4) •Soit 1::::;; h < k. Prenons y E Uh(N) et z E Uk(N). Soit x,w EN tels que y= Uhx 
et z = Ukw. On a (y J z) = (Uhx J Ukw) = (x J (Uh)•ukw). Si l'on pose v = uk-hw, on 
a (Uh)*Uv = v, d'après le 3), puisque Uh est une isométrie. Donc (y J z) = (x J v). Mais 
(x J v) = 0 car x E N = [U(H)].L et v = uk-hw E U(N) (en notant que k - h ;;;: 1). Donc 
y _l_ z. Il en résulte que Uh(N) et Uk(N) sont orthogonaux. 

• Soit maintenant y E Uh(N) et u E M. En particulier, u E Uh+l(H); donc u = uh+1t, 
avec t E H. Alors (y J u) = (Uhx J uh+1t) = (x J (Uh)*[UhUt]) = (x J Ut) = 0, puisque 
x E N = [U(H)].L et Ut E U(H). Donc Uh(N) est orthogonal à M. 
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5) On a donc M Ç [Uh(N)].L pour tout h): 0 et par conséquent M Ç nh;;.o[Uh(N)].L = 

[EBh;;.oUh(N)].L = z.L. 
Inversement, dans le calcul fait au 3), on a vu que (Ux 1 Uy) = (x 1 y) pour tous 

x, y E H; U conserve donc le produit scalaire, et, en particulier, l'orthogonalité. L'égalité 
H = N E!h U(H) entraîne donc que Uh(H) = Uh(N) E!h uh+1(H) pour tout h): O. Il en 
résulte que six E [Uh(N)].L pour h ): 0, alors x E Uh+1 (H). Donc z.L = [ E:Bh;;.o Uh(N)] .L = 

nh;;.o[Uh(N)].L Ç nh;;.o uh+1(H) =M. 
Ainsi M = z.L et donc H = M œ Z. 
6) Si u = (un)n;;.o E R2(N), posons Zn = un(un) pour tout n): o. Alors z = E:=O Zn E z 

et on a une application linéaire J: R2(N) --+ Z. Comme U est une isométrie, un aussi; donc 
llunll = llznll pour tout n): 0 et llull~ = E:=o llunll2 = E:=o llznll 2 = llzll2, de sorte que 
J est une isométrie. Elle est surjective car si z E Z, on a z = E:=o Zn avec Zn E un(N) 
pour tout n ): 0; il existe donc Un E N tel que Zn = un(un)· Comme tout-à-l'heure, on a 
llunll = llznll pour tout n): 0; donc u = (un)n;;.o E R2(N) et z = J(u). 

On a U(z) = U(E:=o zn) = E:=o U(zn), avec Zn E un(N) pour tout n): O. Alors 
U(zn) E un+1(N). Donc U envoie Z dans lui-même et agit sur f2(N) comme le shift 
S: f2(N)--+ f2(N), défini par S(uo,u1,u2, ... ) = (O,u1,u2, ... ) (voir !'Exercice 12); plus 
précisément, U = JSJ-1. 

7) Si u 1E est unitaire, c'est en particulier une bijection de E sur lui-même. Donc U(E) = 
E et, par récurrence, Uk(E) = E pour tout k ): 1. Alors E Ç nk;;.i Uk(H) = M. Comme 
E Ç Z = M.L, ce n'est possible que si E = {O}. 

8) Pour le shift S sur R2, Sk(R2) = {(xn)n;;.1 E R2; x1 = · · · = Xk = 0; donc M = 
nk;;.i Sk(f2) = {O}. Il en résulte que Z = M.L = f2. Ainsi S est complètement non-unitaire. 

Exercice 29 
Cette méthode, basé sur l'inégalité de Wirtinger, est due à Hurwitz (1904). 

1 1) On a 1'(s) = ie2"i•, donc l1'(s)I = 1etL=1. De plus S =!lm f0
1 ie2"ise-;;i• ds = 

41T. 

2) On fait une intégration par parties : 

,Y(n) = 11 1' (s) e-21Tins ds = [1(s) e-21Tins J: -11 1(s) [-27l'in e-21Tins] ds; 

le terme tout intégré est nul car 1(0) = 1(1), et l'on obtient donc ,Y(n) = 21l'in::Y(n). 
3) En utilisant la formule de Parseval, on obtient : 

1 / 1 (""' ~ :;::----) 1 (""' , 2) ""' 2 2 S = 2 lm ('Y l 1)2 = 2 lm L.. 1'(n)T(n) = 2 lm L.. 27l'm lcnl = 7l' L.. n lcnl . 
nEZ nEZ nEZ 

4) On a, par la formule de Parseval, en remarquant que l1'(s)i = l1'(s)i2, puisque 
l1'(s)i = 1: 

1 = L = fn1 
l1'(s)l2 ds = li'Y'll~ = L i-Y'(n)l2 = 47l'2 L n2lcnj2. 

0 nEZ nEZ 

5) On obtient donc S = 7r EnEZ n lcnl2 ~ 7l' EnEZ n2lcnl2 = 7l' ~ = 4~. 
6) Comme n2 ): n pour tout n E Z, l'égalité est obtenue si et seulement si n lcnl2 = 

n2lcnl2 pour tout n E Z, c'est-à-dire ssi Cn = 0 pour n ): 2 et pour n ~ -1. On a donc 
1( s) = Co+ ici 1 e2"i•. Comme 1 = 11' ( s) 1 = 27r Ici j, on a finalement, en écrivant c1 = Ici 1 e2";8 , 

1(s) = co + 2~ e2"i(s+o>. La courbe 1 est donc le cercle de centre co et de rayon 1/(27r), 
parcouru dans le sens positif. 
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Le fait que le cercle soit parcouru dans le sens positif n'est dû qu'au fait que la formule 
donnant la surface S n'est valable que dans ce cas; il faut changer son signe lorsque la courbe 
est parcourue dans le sens négatif. 

Scholie. La méthode est la même. On peut modifier f en 1 de façon à avoir f(O) = f(l). On 
a alors: 

11 IJ'x)l2 dx = L IÎ'(n)l2 = 47!'2 L n2IJ(n)l2 
0 nEZ nEZ 

? 47l'2 L IÎ(n)l2 = 47!'2 ( L IÎ(n)l2 - IÎ(O)l2) 
nEZ* nEZ 

= 47!'2 [11 IJ(x)l2 dx -111 
J(x) dxj2] . 

L'égalité est obtenue si et seulement si J(n) = 0 pour lnl ? 1, c'est-à-dire lorsque f(x) = 
c0 + c1 e2";"' + c-1 e-2"ix, 0 < x < 1, avec co, c1, C-1 E C. 

Exercice 30 
1) La série Ln~l (x 1 en) (en- fn) converge car H est complet et qu'elle vérifie le critère de 

Cauchy; en effet,(*) appliqué avec N +p au lieu de Net ai = · · · = aN-1 = 0 et an = (x 1 en) 
pour N < n < N + p donne : Il E::~(x 1 en) (en - fn)ll < C2 E::~ l(x 1 en)l2 N--+ 0, 

-+OO 

uniformément en p EN, car 2:;:'=1 l(x 1 en)l2 = llxll 2 < +oo. 
2) Il est clair que K est linéaire (car chaque application x f-7 (x 1 en) est linéaire). De 

plus, en faisant tendre N vers l'infini dans (*) (avec an = (x 1 en) pour tout n ? 1), on 
obtient llK(x)ll2 < C2 2:;:'=1 l(x 1 en)l2 = llxll2. Donc K est continue et llKll < C. 

3) Comme x = 2:;:'=1 (x 1 en) en, pour tout x E H, on a T(x) = 2:;:'=1 (x 1 en) fn· En 
particulier, T(en) = fn· 

Comme III -Tii = llKll < C < 1, Test inversible et d'inverse continu. En effet, comme 
llKll < C < 1, la série E;:1 llKllj converge; comme .C(H) est complet et que llKj Il < llKllj, 
la série U = E;:o Kj converge dans .C(H). Si l'on pose U = E;:o Kj, on a TU= (I-K)U = 
I et UT= U(I - K) = I. 

4) On a (fk 1 g1) = (fk 1 U*(et)) = (U(fk) 1 e1) = (ek 1 e1) car ek = T-1(fk) = U(fk)· 
Cela donne le résultat puisque (en)n~l est orthonormée. 

5) Pour tout x E H, on a U(x) = 2:;:'=1 (U(x) 1 en) en = 2:;:'=1 (x 1 U*(en)) en = 
E::'=l (x 1 9n) en; d'où, puisque u = T-1 et T(en) = fn : X= E::'=l (x 19n) fn· 

De même, T*(x) = 2:;:'=1 (T*(x) 1en)en=2:;:'=1 (x 1 T(en))en = E;:'=1(x 1 fn)en; 
d'où, puisque (T*)-1 = (T-1)* = u·: X= E::'=1(X 1 fn)9n· 

Il en résulte que (f n)n~l et (gn)n~l sont totales; en effet, si (x 1 f n) = 0 pour tout n ? 1, 
l'égalité x = 2:;:'=1 (x 1 fn) 9n entraîne x = 0; de même (x 1 9n) = 0 pour tout n? 1 entraîne 
X= Ü. 

Exercice 31 
1) a) Soit <pn, n E Z, les formes linéaires définies par <pn(f) = (x 1 en); elles sont 

continues, et l'on a H 2 = nnEZ\N ker 'Pn ; donc H 2 est un sous-espace vectoriel fermé de 

L 2 (0, 1). 
b) Par définition, tous les en, pour n E Z\N, sont orthogonaux à H 2 ; donc l'espace H­

qu'ils engendrent est contenu dans (H 2 )1-. Inversement, soit f E (H2 )1-. Comme (en)nez est 

une base orthonormée de L 2 (0, 1), on peut écrire f = Lnez Cnen, avec Cn = Î(n) = (! 1 en)· 
Remarquons maintenant que en E H 2 pour tout n EN; donc (! 1 en) = 0 pour tout n EN, 
et ainsi = LneZ\N Cnen E H-. 
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c) H 2 étant un sous-espace vectoriel fermé, on a H 2 ( H 2) 1- 1- = ( H-) 1-, d'après 
le 1) b). Donc pour toute f E H 2, on a (f 1 en) = 0 pour tout n E Z \ N, et ainsi 
f =Enez(! 1 en) en = E':=oU 1 en) en. Par conséquent (en)n;i,o est une base orthonormée 
de H 2 • 

2) Si f est à valeurs réelles, notons d'abord que l'on a co = f0
1 f(t) dt E ~. En-

suite, puisque f E H 2, on peut écrire f = E':=o cnen, par le 2). Alors f(t) = f(t) = 
"'oo - -21rint ' t à d' J "'oo - "" - D J LJn=O Cn e , ces - - ue que = LJn=O Cn e-n =Co eo + LJnEZ\N Cn en. one - co eo E 

H- = (H2)1-. Mais f - co eo E H 2. Il en résulte que f - co eo = 0, et donc f = co eo = col 
est constante. ~ __ 

On aurait aussi pu utiliser le fait que f(n) = Î(-n) pour toute f E L1(0, 1) et tout 

n E Z. Si f est à valeurs réelles, on a donc J(n) = Î(-n) pour tout n E Z. Mais, comme 
f E H 2, J(-n) = 0 pour tout n ;:;:. 1; on a donc aussi J(n) = 0 pour tout n ;:;:. 1. Par 
conséquent f = co eo est constante. 

3) a) On a vu au 1) c) que (en)n;i,o est une base orthonormée de H 2 ; donc si f E H 2, 
on a f(t) = E':=o J(n) e2""int, pour presque tout t E [O, 1], et la formule de Parseval dit que 

E':=o JÎ(n)l2 = llfll~ < +oo. Pour tout z E ID>, on a, en posant Cn = J(n) : 

on peut donc définir une fonction F: lD>-+ C en posant F(z) = E':=o cnzn. Elle est analy­
tique, comme somme d'une série entière. Il résulte de !'Exercice 16 que : 

12"" dt 
sup IF(reit)l2 -2 = llfll~· 

O<r<l O 7r 

b) Il résulte de !'Exercice 16 que E':=o lcnl2 < +oo. On peut donc définir f = 
E':=o Cnen E H 2 et l'on a J(n) = Cn pour tout n EN. 

4) a) Il est clair que VA est un sous-espace vectoriel de H 2 : 0 E VA et si Ji, h E VA 
et a1, a2 E C, alors aif1 + a2h = 0 presque partout sur A (si Ni et N2 sont deux parties 
négligeables de A telles que fi(t) = 0 pour t E A\ Ni et h(t) = 0 pour t E A\ N2, alors 
N1UN2 est une partie négligeable de Aet aif1(t)+a2f2(t) = 0 pour t E A\(N1UN2)); donc 
aif1 +a2h E VA. Maintenant, si fn E VA et fn----+ f dans L2(0, 1), il existe une sous-suite 

n-too 
(fnk)k;i.1 convergeant presque partout vers f. Montrons que f = 0 presque partout sur A, ce 
qui prouvera que f E VA, et donc que VA est fermé. Pour chaque k;:;:. 1, il existe une partie 
négligeable Nk de A telle que fnk (t) = 0 pour t E A\ Nk. D'autre part, il existe une partie 
négligeable N de A telle que fnk (t)----+ f(t) pour tout t E A \N. Alors N =NU ( LJk>-l Nk) 

n-too r 

est une partie négligeable de A et f(t) = 0 pour t E A\ N. Donc f E VA. 
b) Comme f E H 2, on peut écrire f = E~o Ckek. Alors f en = E~=O Ckek+n; en 

effet, notons d'abord que f en E L2(0, 1) car If enl = lfl, puis que l'on a: 

Donc f en E H 2. Il est ensuite clair que si f est nulle presque partout sur A, alors f en aussi. 
Donc f en E VA. 
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c) (i) Par définition u E VA et eo - u = eo - PA(eo) .l VA; donc, puisque uen E VA, 
par le 3), on a uen .l eo - u. 

(ii) On a donc (eo - u 1uen)=0, c'est-à-dire f0
1 (1 - u(t)) u(t) en(t) dt= 0, ce qui 

donne f0
1 lu(t)l2e2"int dt= J0

1 u(t) e2"int dt= (u 1 e-n)· Comme u E H 2 , (u 1e-n)=0 pour 
tout n ;;:: 1; donc f0

1 lu(t)l2 e2"int dt = 0 pour tout n;;:: 1. 

(iii) En prenant le conjugué, on a aussi f0
1 lu(t)12 e- 2"int dt= 0 pour tout n;;:: 1. Il 

en résulte que la fonction lul2 E L1(0, 1) a tous ses coefficients de Fourier nuls, à l'exception 
peut-être de celui en 0; elle est donc constante (presque partout) : si <p = lul2 - Îuf (O), on 
a îp(n) = 0 pour tout n E Z, donc <p = 0 (Théorème 11.4.13). 

d) Comme A est de mesure > 0 et u est nulle presque partout sur A, u (et donc lul 2) 
est nulle sur un ensemble de mesure > O. Comme lul2 est presque partout constante, elle est 
nulle presque partout, et u aussi. 

Puisque u = PA(e0 ), la nullité de u signifie que eo .l VA. 
e) (i) On a eo = (f 1 eo) = 0, puisque l E VA et co .l VA. D'autre part, par le 

même raisonnement qu'au 3), on a e-11 = .L:=o Cnen-1; donc, puisque co = 0, e-11 = 
_L;:'=0 Ck+iek E H 2 • 

(ii) Alors, puisque e-if s'annulle presque partout sur A (comme !), e-if E VA. 
Comme eo .l VA, on obtient e-if .l eo. Cela s'écrit : 0 = (e-if 1 eo) = f0

1 l(t) e-2"it dt= 
(f 1 e1), ce qui signifie quel .l e1. 

f) Montrons alors par récurrence que en .l VA pour tout n ;;:: 0, ce qui montrera que 
VA = {O} (puisqu'alors, pour toute l E VA, on a Cn = (f 1 en) = 0 pour tout n ;;:: 0 et 
donc l = 0). On a vu que c'est vrai pour n = O. Supposons que en .l VA. Pour toute 
l E VA, on a vu que e-if E VA; donc en .l (e-1!). Cela s'écrit : 0 = (e-if 1 en) = 
f0

1 l(t) e-2"it e-2"int dt = (f 1 en+i)· Ainsi en+1 .l VA, et l'hypothèse de récurrence est 
vérifiée à l'ordre (n + 1). 

Exercice 32 
1) Par hypothèse fn Un IK(x,y)l ll(Y)I dµ(y)]2 dµ(x) ::( 0 2 lllll~; cela signifie que l'ap­

plication x 1-+ Un IK(x, y)l Il (y)I dµ(y) ) 2 est intégrable; elle est donc finie µ-presque par­
tout et In IK(x, y)l ll(Y)I dµ(y) < +oo pour µ-presque tout X E n. On peut donc définir 
(TKJ)(x) = fnK(x,y)l(y)dµ(y) pour µ-presque tout XE n. Si l'on pose (TKJ)(x) = 0 
pour les autres valeurs de x, l'application TK l ainsi définie sur n est mesurable. En effet, le 
Théorème de Fubini-Tonelli nous dit que pour toute fonction mesurable positive g sur n X n, 
la fonction x 1-+ fn g(x, y) dµ(y) est mesurable, et, si l'on pose h(x, y) = K(x, y) l(y), on peut 
appliquer ce résultat à (Reh)+, (Reh)-, (Imh)+ et (Imh)-. De plus, l'hypothèse implique 
alors aussi que fn l(TKJ)(x)l2 dµ(x) ::( fn Un IK(x,y)l ll(Y)I dµ(y)] 2 dµ(x) ::( 0 2 lllll~, donc 
Tkl E L2 (µ) et llTKlll2 ::( 0111112. On a alors une application TK: l E L2 (µ) 1-+ TKl E 
L2 (µ), qui est clairement linéaire, et llTKll ::(O. 

2) Pour tous l,g E L 2 (µ), on a: 

(f 1 T;(g) = (TKl 1 g) = l [l K(x,y)l(y)dµ(y)] g(x)dµ(x) 

=; . f [ { K(x, y) g(x) dµ(x)] l(y) dµ(y) 
Fuhm1 } 0 } 0 

l [l K*(y,x)g(x)dµ(x)] l(y)dµ(y) 

l (TK• g)(y) l(y) dµ(y) = (f 1 TK•9); 

donc T;(g = TK•9 et Ti<= TK·· 
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L'utilisation du Théorème de Fubini est licite car, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

l [l IK(x,y)f(y)jdµ(y)] jg(x)jdµ(x) 

( [ ] 2 ) 1/2 ( ) 1/2 ~ l fn 1K(x, y) J(y)I dµ(y) dµ(x) fn ig(x)j2 dµ(x) 

~ C llfll21igll2 < +oo, 

où l'on a utilisé dans l'avant-dernière inégalité la condition donnée dans le 1). 3) Si K E L2 (Q X n, µ@ µ), on a, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

puis: 

[ ] 1/2[ ]1/2 fn 1K(x,y)l IJ(y)j dµ(y) ~ fn 1K(x,y)j 2 dµ(y) fn 1J(y)j2 dµ(y) , 

fn [fn 1K(x,y)l IJ(y)ldµ(y)r dµ(x) ~ (fn [fn 1K(x,y)l 2 dµ(y)] dµ(x)) 11111~ 
= ( kxn IK(x, y)j 2 d(µ © µ)(x, y)) llJll~ 
= llKll~ llJll~, 

en utilisant le Théorème de Fubini-Tonelli. Il résulte du 1) que K est un noyau borné sur L 2 (µ), et que llTKll ~ i1Ki12. 
Remarque. On comparera avec le 2) a) de !'Exercice 23. 

4) a) On a, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

l IK(x, Y)l lf(y)j dµ(y) = l [IK(x, y)j 112w(y)112] jK(x, y)j 112 ~~~112 dµ(y) 

b) Alors : 

~ [l1K(x,y)jw(y)dµ(yf
12

[fn1K(x,y)1 '~r;r dµ(y)r
12 

~(Hi) c112w(x) 112 [l IK(x, Y)l '~r;r dµ(y)] 
112

. 

L [l1K(x,y)llJ(y)ldµ(y)r dµ(x) 

~ c fn w(x) [fn 1K(x,y)1 '~r;r dµ(y)] dµ(x) 

. :== . c r [ r IK(x, y)j w(x) dµ(x)] lf((y))l2 dµ(y) Fub1n1-Tonelh } 0 } 0 W y 

~(H2) C2 L jj(y)j2 dµ(y) = 0 2 llfll~· 
Il résulte du 1) a) que K est un noyau borné sur L2 (µ), et que llTKll ~ C. 
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Exercice 33 
Posons K(i,j) = i!j pour i,j ;;::: 1. Vérifions la condition (H1) du test de Schur, avec 

w(j) = 1/../J. Comme la fonction t i-+ (i+~)Vt est positive et décroissante, on a: 

-- -- ~ = 2 -- = - arctan -
00 1 1 1+00 dt 1+00 du 2 [ u] +00 
~ i + j ../J "" 0 (i + t)Vt 0 i + u 2 Vi i o 

2 7r 1 
=--=7r-· 

Vi 2 Vi 

La condition (H2 ) s'obtient en échangeant i et j. Il en résulte que l'on peut définir, pour 
tout x = (xi )j;;,1 E f2, 

OO • • OO 1 
(Hx)i = LK(i,J)Xj = L:-. -. Xj, 

j=l j=l i + J 

que l'on obtient ainsi un élément Hx E f2 et que l'opérateur H: f2 ---+ f2 ainsi obtenu est 
continu et de norme llHll :::;; 7r. 

Remarque. On peut montrer que 7r est la meilleure constante. 
Il peut être intéressant de "voir" explicitement les calculs générés dans la preuve du test 

de Schur. On a : 

OO 1 _ OO 1 1 / 141Xjl 
E. i + . 1xj1 - E. (i + ')1/2 ·114 (i + ')1/2 
J=l J J=l J J J 

~ (OO _l _ _!_)1/2 ( 00 ../Jlxj12)1/2 
"" Ei+· fJ L: i+· 

j=l J V J j=l J 

~ fo (OO ../Jlxj12)1/2 • 
""il/4 L: i + . , 

j=l J 

donc: 

Cela prouve, d'abord que 2.::j:1 i!j lxil < +oo pour tout i ;;::: 1, ce qui permet de définir 

(Hx)i = L::_j:1 i!. Xj, et ensuite que L:::1 l(Hx)il2 :::;; 7r2 llxll~ < +oo, c'est-à-dire que Hx E 
f2 et llHxll2 :::;; 7r IÎxll2. 

Exercice 34 

On notera que cet opérateur a déjà été considéré à !'Exercice 23 du Chapitre 1. 

1) Soit T = {(x, t) E .IR+ x JR.+; 0 < t :::;; x }, et posons : 

1 1 1 
K(x, t) = ; ll[o,x] (t) = ; llt..;x = ; l!r(x, t). 
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On obtient une fonction K mesurable positive sur .IR'.f. x .IR'.f.. Notons que K fj. L2(.IR'.f. x IR'.f.); 
en effet : 

r+"" [ r+"" ] r+"" 1 [ r+"" ] lo lo [K(x, t)] 2 dt dx = lo x2 lo l[o,a:) (t) dt dx 

r+00 1 [ {"' ] r+"" dx 
= lo x2 lo dt dx = } 0 x = +oo · 

Néanmoins, nous pouvons utiliser le test de Schur. Prenons 0 < a < 1 et effectuons ce test 
avec w(t) = ca. Vérifions (H1). On a: 

r+"" K(x,t)Cadt= .!:_{"'Ca dt= - 1-x-a. 
lo x lo 1- a 

l +oo K( t) -a d 1+00 1 -a d 1 -a 
X, X X = - X X = - t . 

O t X Œ 

Le test de Schur est bien vérifié, avec Ca = max ( l~a, ~). On peut donc définir : 

(Af)(x) = r+"" K(x, t) f(t) dt= .!:. {"' f(t) dt 
lo x lo 

pour presque tout x E IR'.f., et l'on obtient un opérateur borné A: L2(.IR'.f.)-+ L2(.IR'.f.) tel que 
llAll ~Ca. 

Comme c'est vrai pour tout a tel que 0 < a < 1, on a llAll ~ C, avec C = info<a<l Ca. 
Mais il est clair que C ~ 2 (en prenant a= 1/2). Donc llAll ~ 2. 

2) Considérons, pour 0 < /3 < 1/2, la fonction ff3 définie par ff3(t) = 110,11(t)cf3, t >O. 
On a llff311~ = f01 t-a dt= 1_!2f3 . D'autre part : 

pour 0 < x ~ 1, (Aff3)(x) = .!:_ {"' cf3 dt=.!:_ - 1-x1-f3 = - 1-x-f3; 
X lo X 1 - /3 1 - (3 

pour x > 1, 111 1 1 (Aff3)(x) = - cf3 dt= - -1 /3, 
X o X -

de sorte que : 

1 2 - 1 { 1 -2(3 1 r+ 00 dx - 1 1 1 
1 Aff31b - (1- (3)2 Jo x dx + (1 - f3)2 11 x2 - (1 - /3)2 1 - 2/3 + (1 - f3)2 

2 

(1 - /3) (1 - 2/3) 

Par conséquent : 

llAll2 >- llAff311~ = c1-f3)t1-2(3) = _2_---+ 4 , 
,__ llf f3 li~ 1-12(3 1 - /3 (3-+1/2 

et donc llAll ;?: 2, de sorte que finalement llAll = 2. 
3) D'après le 2) de !'Exercice 32, l'opérateur adjoint A• est donné par A• = TK·, où 

K*(x, t) = K(t, x) = t lx.;;t = t l[x,+oo[(t), de sorte que (A* f)(x) = J.,+00 Iip dt pour 



322 XI. CORRIGÉS DES EXERCICES 

presque tout x > O. Alors, pour presque tout x > 0 : 

(A* AJ)(x) r+ 00 (Af)(t) dt= r+00 ! [! r J( u) du] dt 
lx t lx t t lo 

r+oo 1 [ r+00 
] lo It;;.xt2 lo Iu,,;_tf(u)du dt 

1+00 
[ 1+00 dt] ""':. f(u) lt;;.xlu,,;.tt2 du 

Fubini O 0 

r+00 
[ r+00 dt] lo f(u) lu It;;.x t 2 du 

rx [ r+00 dt] r+00 
[ r+ 00 dt] lo f(u) lx t2 du+ lx f(u) lu t2 du 

1x 1 1+00 du f(u) - du+ f(u) -
0 X x U 

(Af)(x) +(A* J)(x). 

L'utilisation du Théorème de Fubini est justifée car 

r 00 
[ roo 1 ] lo lo lf(u)I It;;.xiu,,;.tt2 du dt= [(A* A)(IJl)](x) < +oo 

pour presque tout x > O. 
De même: 

(AA*J)(x) = .! {x(A*J)(t)dt= .! {x [/+00 f(u) du] dt 
x lo x lo t u 

1 r+00 
[ r+00 f(u) ] = x lo It,,;.x lo Iu;;.tu du dt 

1 r+00 f(u) [ r+00 
] 

=X lo u lo It,,;.xiu;;.t dt du 

11x J(u) [1u ] 11+00 j(u) [1x ] = - -- dt du+ - -- dt du 
Xo u o Xx u o 

= .! rx f(u) udu + .! roo f(u) xdu 
X lo u X lx u 

= (AJ)(x) +(A* f)(x). 

Donc A*A = A+A* = AA*. Il en résulte que, si U = I-A, on a UU* = (I-A)(I-A*) = 
I - (A+ A*)+ AA* = I et U*U = (I -A*)(I -A)= I - (A+ A*)+ A* A= I; donc U est 
unitaire. 

Remarque. Cette façon de montrer que A est unitaire a été donnée par P. Lax en 2008. 

Exercice 35 
1) Soit (fn)n;;.1 une suite de Cauchy dans ~b(Y). Cela signifie qu'elle est uniformément 

de Cauchy sur Y ; elle est donc uniformément convergente. Si f est sa limite, on sait que f 
est continue sur Y. Elle est de plus bornée car si on choisit N ~ 1 tel que Il! - fNlloo ~ 1, 
alors lf(y)I ~ lf(y)- fN(Y)I + lfN(Y)I ~ llf- fNlloo + llfNlloo ~ 1 + llfNlloo pour tout Y E Y. 
Donc f E ~b(Y) et (fn)n;;.1 converge vers f, pour la norme de ~b(Y). 
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2) a) La fonction t r-+ max(ltl, 1) est continue sur lR et ne s'annule pas; donc U est 
continue sur lR. La composée Sh avec la fonction continue h est donc continue sur Y. Comme 
IU(t)I < itl pour tout t E lR, on a ISh(Y)I < llRx(h)llx (lh(y)l/llRx(h)llx) < llhlly pour tout 
y E Y, de sorte que Sh E 'ifb(Y). 

b) Six EX, on a lh(x)l/llRx(h)llx < 1; donc U(h(x)/llRx(h)llx) = h(x)/llRx(h)llx 
et Sh(x) = h(x). 

c) Lorsque iti < 1, on a U(t) = t et lorsque itl ? 1, on a U(t) = t/iti; donc IU(t)i < 1 
pour tout t E JR. Par conséquent, ISh(Y)I < llRx(h)llx pour tout y E Y et llShllY < 
llRx(h)llx- D'autre part, comme X est compact, il existe xo E X tel que llRx(h)llx = 
l[Rx(h)](xo)I = lh(xo)I, qui est égal, par le b), à ISh(xo)I. Donc llShllY = llRx(h)llx. 

3) a) On sait que la fonction y r-+ d(x, y) est (uniformément) continue sur Y; donc fx 
est continue sur Y, et elle est bornée, par 1. 

b) L'image im Rx de Rx est clairement une sous-algèbre de 'if(X) contenant les 
constantes. De plus, si x et x' sont deux éléments distincts de X, on a [Rx(f,,)](x) = 
f,,(x) = 0 et [Rx(fx)](x') = f,,(x') = d(x, x') =f. 0; donc im Rx sépare les points de X. Le 
Théorème de Stone- Weierstrass assure donc la densité de im Rx dans 'if(X). 

4) a) Grâce à la densité de imRx dans 'if(X), il existe une suite de fonctions hn E 'ifb(Y) 
telle que llRx(hn)- gllx < r<n+2)11Bllx, pour tout n? O. Alors llRx(hn)- gllx---+ 0 et: n-+oo 

llRx(hn+i) - Rx(hn)llx < llRx(hn+1) - gllx + llRx(hn) - Bllx 

< r<n+3)llgllx + r<n+ 2>1igllx < r<n+l)llBllx. 

b) Par le a) et 2) c), on a: 

llShn+i-hnliY = i1Rx(hn+1 - hn)llx = i1Rx(hn+1) - Rx(hn)llx < r<n+l)liglix; 

donc la série Ln:.o llShn+i -hn llY converge. Comme 'ifb(Y) est un espace vectoriel normé 
complet, la série f::':°=o Shn+i -hn converge dans 'ifb(Y). 

c) Soit h = I::':°=o shn+i-hn + Sho· Pour tout XE X, on a, grâce à 2) b) : 

OO OO 

Mais, par le a), la suite (Rx(hn))n;;,l converge uniformément sur X vers g; donc, pour tout 

XE X, limn-+oo hn(x) = limn-+oo[Rx(hn)](x) = g(x). Ainsi Rx(h) = g. 
d) Pour tout x E X, on a -llgllx < g(x) = h(x) < llgllx; donc si l'on pose f = 

max(- llBllx,min(h,llgllx), on a f(x) = h(x) = g(x) pour tout x EX, de sorte que, f 
étant clairement continue et bornée sur Y, l'on a Rx(f) = g. De plus, par construction 
llfllY < llBllx· Comme, par ailleurs, 1'911x = llRx(f)llx < llfllY, on a bien llfllY = llgllx. 

XI.3. Exercices du Chapitre III 

XI.3.1. Convolution 
Exercice 1 

1) On a: 

(Iro,11 * Iro.11)(x) = L Iro.11 (x -t) lro,11 (t) dt = L Irx-1,x1 (t) Iro.11 (t) dt = >.([x -1, x] n [O, 1)). 
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Comme [x - 1, x] n [O, 1] est vide pour x < 0 et pour x > 2, égal à [O, x] pour 0 ~ x ~ 1 et 
égal à [x - 1, 1) pour 1 ~ x ~ 2, on obtient : 

(l[o"[ • l[o .. [)(x) ~ { 2 ~X 
si x<O 
si O~x~l 

si l~x~2 
si X> 2. 

Notons que l'on a une fonction continue sur IR, comme on pouvait le prévoir, puisque lro,11 E 

L2 (IR), et l'on sait qu'alors lro.11 * lro,11 E 'lfo(IR). Elle est de plus à support compact, ce 
que l'on pouvait aussi prévoir, puisque supp (lro,11 * lro,11) Ç (supp lro,11) + (supp lro,11) = 
[O, 1) + [O, 1] = [O, 2). 

2) On a f = L lnl 11n et donc 1 If Id>. = L lnl x 1: 13 < +oo. 
nEZ* IR nEZ* 

Pourtant (f * f)(O) n'existe pas. En effet, pour t E In, on a -t E Ln; donc f (t) f (-t) = 
lnl 1 - ni = n2 , et : 

Exercice 2 
1) On a: 

r 1 OO 1 
J~ f (-t) f(t) dt= L n2 x -lnl3 = 2 L ;;;, = +oo. 

IR nEZ* n=l 

(Pe * f)(t) = { ! { l[-e,Ol(t - s) f(s) ds = ! { l[t,t+e1(s) f(s) ds = ! !t+e f(s) ds 
JIR ê JIR ê JIR ê t 

= ~ [1t+e f(s) ds -1t f(s) ds] = ~ [F(t + ê) - F(t)]. 

2) Soit p(s) = lr-1,oi(s); on a 0 ~ p(s) ~ 1 et fJRp(s) ds = 1. Comme Pe(s) = ~ p(n, 
(Pe)e>O est une unité approchée (Théorème 111.1.9). Il en résulte, puisque f E L1(IR), que 

f Ll(IR) f d" "l" 1 1) A f Ll(IR) f * Pe --+ ; autrement 1t, en ut1 1sant e , ue --+ . 
e->0 e->0 

Remarque. On en déduit qu'il existe une suite de nombres positifs ên --+ 0 telle que 
n->oo 

~enf--+ f presque partout. Cela n'est pas suffisant pour en déduire que Fest dérivable 
n->oo 

presque partout, et que sa dérivée est f. Le résultat est néanmoins vrai : c'est le Théorème 
de différentiation de Lebesgue (1904), mais c'est bien plus difficile à montrer. 

Exercice 3 
a) Soit cp: IR --+ C bornée, continue en 0 et telle que cp(O) = O. On peut la supposer non 

identiquement nulle. Pour tout ê > 0, on peut trouver un ô > 0 tel que lcp(t)I ~ ê/(2M) 
pour ltl ~ ô. D'autre part, par la condition (iii), on peut trouver un entier N ): 1 tel que 
fiti;;:.s lkn(t)I dt~ ê/(2 llcplloo), lorsque n): N. Alors, pour n): N : 

f lkn(t) cp(t)I dt= f lkn(t)l lcp(t)I dt+ f lkn(t)l lcp(t)I dt 
jlR lltl;;:o lltl<O 

~ llc,olloo f lkn(t)I dt+ 2~ f lkn(t)I dt 
l1t1;;:.s l1tl<o 

donc JIR lkn(t)l lc,o(t)I dt--+ O. 
n->oo 
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b) Soit maintenant g E 'ifb(R) et x ER. Comme Jl!I. kn(t) dt= 1, on a g * kn(x) - g(x) = 
Jl!l.[g(x - t) - g(x)J kn(t) dt. Posons cp(t) = g(x - t) - g(x) pour t E R. La fonction cp est 
continue et bornée sur R et cp(O) = O. Il résulte du a) que l'on a lg * kn(x) - g(x)I ~ 
Jl!l. lg(x - t) - g(x)I kn(t)I dt= Jl!l. lcp(t) kn(t)I dt---+ O. n--+oo 

c) Soit maintenant f E LP(R), 1 ~ p < oo. On va montrer que Il! * kn - f llv---+ 0 n--+oo 
de la même manière que dans le Théorème III.1.9. En utilisant comme ci-dessus le fait que 
Jl!I. kn(t) dt = 1, puis l'inégalité de HOlder (pour p > 1; pour p = 1, l'inégalité obtenue est 
évidente), on obtient (q étant l'exposant conjugué de p) : 

l(f * kn)(x) - f(x)I = 11 [f(x - t) - f(x)J kn(t) dtl ~ 1 lf(x - t) - f(x)l lkn(t)I dt 

[ r ] 1/p [ r 1 ] 1/q ~ jl!l. lf(x - t) - f(x)IP [lkn(t)1 11PJP }III. [lkn(t)l 1-"P]q dt 

= [1 lf(x - t) - f(x)IP kn(t) dt] l/p [1 lkn(t)I dt] l/q 

~ Ml/q [1 lf(x - t) - f(x)IP lkn(t)I dt] l/p; 

d'où, en utilisant le Théorème de Fubini-Tonelli : 

fa iu * kn)(x) - f(x)IP dx ~ Mp/q 1 [1 lf(x - t) - f(x)IP lkn(t)I dt] dx 

= Mp/q 1 [1 lf(x - t) - f(x)IP dx] lkn(t)I dt 

= Mp/q r lift - !Il~ lkn(t)I dt= Mp/q r cp(t) lkn(t)I dt---+ 0, 
}III. }III. n--+oo 

par le a), puisque la fonction cp définie par cp(t) = lift - fil~ est continue (car TJ: t ER i---+ 

ft E LP(R) l'est, par le Théorème III.1.4), bornée (par 2Pllfll~) et cp(O) =O. 
On notera que, au passage, on a obtenu Il!* kn - fil~ < +oo; donc (f * kn - f) E LP(R) 

et par conséquent f * kn E LP(R). 

Exercice 4 
1) En utilisant l'abus de notation habituel, on considérera que f est une fonction unifor­

mément continue sur R Cela signifie que pour tout e > 0, on peut trouver un ô > 0 tel que 
lf(x) - f(y)I ~ e pour lx - YI ~ ô. Soit alors a, a' ER tels que la - a'I ~ ô; on a: 

llr1(a) - r1(a')lloo = supess lf(x - a) - f(x - a')I ~ ê 
:z:El!I. 

car l(x - a) - (x - a')I = la - a'I ~ ô (en fait, comme r1(a) - r1(a') est continue et 
essentiellement bornée, elle est bornée et sa borne supérieure essentielle est égale à sa borne 
supérieure; mais cela ne nous sert pas de le savoir). Par conséquent, TJ est uniformément 
continue. 

2) a) Soit N = {(t, x) E R2 ; lft(x) - f(x)I ~ lift - flloo}. Par définition de la norme 
supérieure essentielle, on a >.(Nt) = 0, Nt= {x ER; (t, x) EN} étant la section en t de N. 
Cela signifie que Jl!I. IN ( t, x) dx = 0 pour tout t E R. Le Théorème de Fubini-Tonelli donne : 

1 [i IN(t,x)dt] dx = 1 [1 IN(t,x)dx] dt= O; 



326 XI. CORRIGÉS DES EXERCICES 

donc >..(N") = JIR IN(t, x) dt = 0 pour presque tout x E lR. Cela signifie que pour presque 
tout x E lR on a lft(x) - f(x)I ~ lift - flloo pour presque tout t E lR. 

b) Comme flRPn(t) dt= 1, on a, pour tout x E JR, 

f(x) - (f * Pn)(x) = 1 [f(x) - f(x - t)] Pn(t) dt= 1 [f(x) - ft(x)] Pn(t) dt, 

d'où lf(x) - (f * Pn)(x)I ~ JIR IJ(x) - ft(x)I Pn(t) dt, puisque Pn ~ O. Grâce au a), on en 
déduit que l'on a, pour presque tout x E lR, lf(x)-(f *Pn)(x)I ~ JIR llJ-ftllooPn(t) dt, d'où 
llJ- J * Pnlloo ~ fnt llJ- ftllooPn(t) dt. 

3) Notons d'abord que si Tf est continue en 0, elle est uniformément continue sur JR. En 
effet, si t, t' E lR, on a llr1 (t) - Tf (t') lloo = lift - ft' Il= = sup ess xentlf (x - t) - f (x - t')I = 

supessueJRlf(u - (t - t')) - f(u)I = llft-t' - flloo· 
a) Pour x,x' E lR, on a: 

(f * Pn)(x) - (f * Pn)(x') = 1 [J(x - t) - f(x' - t)] Pn(t) dt~ 1 llf-x - f-x' lloo Pn(t) dt 

= llf-x - f-x' lloo = llr1(-x) - r1(-x')lloo · 
La continuité uniforme de Tf entraîne donc celle de f * Pn· 

b) Si l'on pose g(t) = lift - flloo, il résulte de la remarque du début du 3) que 
g est continue sur lR. Comme elle est bornée (par 2 llflloo), on a g E 'G'b(JR), de sorte 
que g * Pn(t)---+ g(t) pour tout t E lR. En particulier, on a JJR llf - ftlloo Pn(t) dt = n-+oo 
(g * Pn)(O)---+ g(O) = O. Par conséquent, llf - f * Pn lloo---+ O. La suite (f * Pn)n;;.1 est 

n~oo n--+oo 

en particulier de Cauchy dans L""(JR). Mais comme les fonctions f * Pn sont uniformément 
continues, cette suite est de Cauchy dans le sous-espace %''G'(JR) des fonctions uniformément 
continues sur JR, sur lequel la norme uniforme essentielle coïncide avec la norme uniforme. 
Cette suite de Cauchy converge donc uniformément vers une fonction uniformément continue 
h. Comme Il! - f * Pnlloo---+ 0, on ah= f presque partout. n-+oo 

Exercice 5 
1) a) Fixons x E lR et a E A. Puisque f(u +a) = f(u) pour presque tout u E lR, on a: 

(g*J)(x+a) = 1 g(x+a-t) f(t) dt= 1 g(x-u) f(u+a) du= 1 g(x-u) f(u) du= (g*J)(x). 

b) Prenons x =O. Comme g E L1(JR) et f E L00 (JR), g * f est continue sur JR. Comme 
A est dense dans lR, le a) entraîne que l'égalité (g * f)(a) = (g * J)(O) vraie pour tout a E A 
est en fait vraie pour tout a E lR ; cela signifie que g * f est constante. 

2) Soit (Pn)n;;. 1 une unité approchée dans L1 (JR) telle que supp (Pn) Ç [-A, A] pour tout 
n ~ 1. D'après le 1), on sait que f * Pn est constante, disons égale à en, pour tout n ~ 1. 

Pour tout x E lR, on a U*Pn)(x) = J~A f(x-t) Pn(t) dt. Soit B > 0, arbitraire. Si lxl ~ B, 

on a -(A+B) ~ x-t ~ A+B pour tout t E [-A, A]; donc si l'on pose 1 = f I[-(A+B),A+Bl> 
on a (f * Pn)(x) = (f * Pn)(x) pour lxl ~B. Comme f E L1 (1R), on a llf * Pn - flli---+ 0, n-+oo 
et il existe une sous-suite (Pnk)k;;,1 telle que 1*Pnk---+1 presque partout. En particulier, 

k-+oo 
(f * Pnk)(x) = (f * Pnk)(x)---+ f(x) = f(x) pour presque tout x E [-B, B]. Il en résulte 

k-+oo 
que la suite (cnk)k;;>l converge, disons vers c = c(B), et que f(x) = c pour presque tout 
x E [-B,B]. Mais il est clair que si f = c p.p. sur [-B,B] et f = c' p.p. sur [-B',B'] 
avec B' > B, on ac' = c; donc c ne dépend en fait pas de B. De plus, si f = c p.p. sur 
[-N, N] pour tout entier N ~ 1, alors f = c p.p. sur lR (la réunion d'une suite d'ensembles 
négligeables étant encore négligeable). 
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Pour finir, si on ne suppose plus f bornée, on peut la tronquer et considérer les fonctions 
fn = fl{IJ1.;;n}· Il est clair que l'on a fn(x +a)= fn(x) pour tout x ER et tout a E A (en 
séparant les cas lf(x)I ::(net lf(x)I > n). Comme les fn sont bornées, elles sont constantes, 
égales à en, presque partout. Si en= 0 pour tout n ~ 1, on a f = fn = 0 presque partout sur 
{lfl ::( n}; donc f = 0 presque partout sur R = Un;;,l {lfl ::( n}. D'un autre côté, s'il existe 
no ~ 1 tel que Cno "# 0, alors fno ne s'annule pas (en dehors d'un ensemble négligeable); 
donc lfl ::( no p .p. et f = f no p .p., de sorte que f = Cn0 presque partout. 

Exercice 6 
1) Soit x ER. On a: 

1 fn(X +hi- fn(x) 1 = 1!1 I 1 f(x + h - t) cpn(t) dt - 1 f(x - t) cpn(t) dt' 

= 1!111 f(u + h) cpn(X - u) du - 1 f(u) cpn(X - u) du' 

= l!I 11 [f(u + h) - f(u)] cpn(x - u) du' 

1 l ll:x:l+l/n 1 = -lhl [f(u + h) - f(u)] cpn(x - u) du 
-l:x:l-1/n 

1 ll:x:l+l/n 
::( llcpnlloo -lhl IJ(u + h) - f(u)I du--+ 0; 

-l:x:l-1/n h--+O 

donc fn est dérivable en x et f~(x) =O. 
2) Il en résulte que chaque f n est constante, et égale (presque partout) à, disons, en. 
Comme (cpn)n;;.1 est une unité approchée, on a Il! - f * cpnlli --tO, et il existe une 

n--+oo 

sous-suite telle que fnk = f * cpnk--+ f presque partout. Pour presque tout t E R, on a 
k--+oo 

donc Cnk = fnk(t)--t f(t). Il en résulte que la suite (cnk)k;;.1 converge et que, sic est sa 
k--+oo 

limite, f(t) = c pour presque tout t ER. 

Exercice 7 
1) On a: 

[T'l'(raf)](x) = 1 cp(x-t)f(t-a) dt= 1 cp(x-a-u)f(u) du= (cp*f)(x-a) = [ra(Tf)](x). 

2) a) L'application g E 'if'b(R) r+ g(O) E C est une forme linéaire continue sur 'if'b(R); 
la composée f E L2 (R) r+ (Tf)(O) E C est donc une forme linéaire continue sur L2 (R). 
Comme L2 (R) est un espace de Hilbert, il existe 1/J E L2 (R) telle que (Tf)(O) = (! 11/J) = 
JJ!l.f(y)'l/J(y)dy. Si on pose cp(y) = 1/J(-y), on a cp E L2 (R) et (Tf)(O) = fJ!l.f(y)cp(-y)dy. 

b) Pour tout a ER, on a, grâce à l'invariance par translation et le a) : 

(Tf)(a) = [r-a(Tf)](O) = [T(r-af)](O) = 1 (r-af)(y)cp(-y) dy = 1 f(y + a)cp(-y) dy 

= 1f(a-x)cp(x)dx=(cp*f)(a); 

donc T = T'I'. 
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Exercice 8 
1) La méthode est la même que pour L1 (1R). On a, en utilisant le Théorème de Fubini­

Tonelli et la périodicité, pour tout n E Z : 

[n+l [fo1 1f(x-t)g(t)ldt] dx= fo1 [[n+1lf(x-t)ldx] lg(t)ldt 

= fo1 [l~:l-t lf(u)I du] lg(t)I dt 

= fo1 [fo11f(u)ldu] lg(t)ldt = llfllillglli < +oo; 

le Théorème de Fubini dit alors que l'application t i-+ f(x - t) g(t) est intégrable sur [O, lj 
pour presque tout x E [n, n + 1 J et que l'application définie presque partout sur [n, n + 1] par 
(J*g)(x) = f0

1 f(x-t) g(t) dt est mesurable (c'est le point difficile) et intégrable sur [n, n+l]. 
f *9 est donc définie presque partout sur lR (la réunion d'une suite d'ensembles négligeable est 
encore négligeable), et Il/* glli = f0

1 1 f0
1 f(x - t) g(t) dtl dx :( f0

1 [f01 lf(x - t) g(t)I dt] dx :( 
llfllillgll1. 

2) Là aussi, on fait pareil que pour L1 (1R). Le Théorème de Fubini permet d'écrire: 

f79(n) =fol(!* g)(x) e-27rinx dx =fol [fol f(x - t) g(t) dt] e-27rinx dx 

=fol [fol J(x-t)e-2"in(x-t)dx] g(t)e-2"intdt 

=fol [l~t+l J(u)e-2"inudu] g(t)e-2"intdt 

=fol [fol f(u)e-2"inudu] g(t)e-2"intdt = J(n)g(n)' 

l'utilisation du Théorème de Fubini étant autorisée parce que : 

fo1 [fo11f(x - t) g(t) e-27rinxl dt] dx = fo1 [fo1 
IJ(x - t) g(t)I dt] dx :( llfllillglli < +oo, 

d'après le calcul fait au 1). 
3) Cela a été fait pour p = 1 au Corollaire 11.4.17; pour les autres valeurs de p, la preuve 

est exactement la même. 
4) De nouveau, la preuve est la même que dans le cas de L1 (1R). On commence par 

remarquer que si <p est continue sur IR, elle est uniformément continue sur [O, lj. Lorsqu'en 
plus <p est de période 1, cela entraîne la continuité uniforme de <p sur IR, et donc la continuité 
(uniforme) de la translation Tep: a E lR i-+ Tcp(a) ='Pa E '6'1(1R). Par densité des fonctions 
continues sur 11' dans L1 (1l') (Lemme 11.4.16), on a la continuité de Tf: a E lR i-+ r1(a) =fa E 
L1 (1l') pour toute f E L1 (1l'). La continuité de f * g pour f E L1 (1l') se montre alors comme 
dans le Théorème 111.1.6 (voir la preuve du Théorème 111.1.1). 

5) a) En utilisant le fait que ln(l + lfl) ~ ln3 ~ 1 lorsque Ill~ 2, on a: 

f Ill dm= f Ill dm+ f Ill dm :::; 2 + f Ill In(l + l!D dm < +oo; 
J.JI' J {lfl,,.2} J {1!1>2} J.Jr 

donc f E L1 (1l'). 
b) Pour b > 0, on pose u(a) =(a ln a - a)+ (eb -1) - ab, on a u'(a) = lna - b; donc 

u a un minimum pour a= eb, qui vaut u(eb) = (ebb - eb) + (eb - 1) - ebb =O. 
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Remarque. Cette inégalité est, comme celle ab ~ a; + ~, utilisée pour montrer l'inégalité 
de HO!der, un cas particulier de l'inégalité de Young. Celle-ci dit que, pour a, b ~ O, on a 
ab~ <I>(a) + ll>'(b) si les fonctions <I> et Il>', dites convexes conjuguées, sont liées de la façon 
suivante : <I>(a) = f0a cp(t) dt, ll>'(b) = f: 'lfJ(t) dt, avec cp, 'l/J: lR+ --+ IRt+ continues, strictement 
croissantes et 'l/J = cp-1. 

On a donc, pour tous t,x E rnt, en écrivant lf(x - t) g(t)I =[A lf(x - t)i] [A-1lg(t)IJ: 

lf(x - t) g(t)I ~A lf(x - t)i ln (A lf(x - t)IJ - A lf(x - t)i + er1 l9 (t)I - 1 

Or A lf(x - t)l ln [A lf(x - t)i] = (Ain A) lf(x - t)i +A lf(x - t)l ln lf(x - t)I, et comme 
a ln a - a~ a ln a~ aln (1 +a), on obtient, en intégrant: 

1
1 

lf(x - t) g(t)I dt~ (A ln A) 1 1 lf(x - t)i dt+ A 1 1 lf(x - t)l ln [1 + lf(x - t)i] dt 

+ 11 [er1lg(t)I - 1] dt 

=(A ln A) 1
1 lf(t)i dt+ A 1 1 lf(t)l ln [1 + lf(t)i] dt 

+ 11 [er1lg(t)I - 1] dt< +oo, 

d'après les hypothèses faites sur f et g et le a). Il en résulte que (f * g)(x) existe et que 

l(f * g)(x)I ~ (A ln A) f0
1 lf(t)I dt+ A f0

1 If (t)i ln [1 + lf(t)i] dt+ f0
1 (er1 l9 (t)I - 1] dt. 

c) Notons que G n'est définie que presque partout (elle n'est pas définie sur Z). On 
peut la prolonger si l'on veut, en posant G(k) = 0 pour k E Z. Remarquons que G est 

't' t t' JO 1[ s· k '71 G(x)/A 1 1 Il pos1 ive e con mue sur , . 1 E tü, on a e = 1 sin(1îx)i 1/A "'x-+k l"(x-k)l1IA · en 

résulte que e0 I A E L 1 (11'). Donc f * G est définie partout sur rnt, par le b). 
Maintenant, si fn = f I{lfl;?;n}• on a Ifni ~ lfl, donc fy lfnl ln(l + Ifni) dm < +oo, 

puisque ~ f'IT lfl ln(l + lfl) dm < +oo, par hypothèse. Donc fn * G est partout définie. 
D'autre part, la fonction f - fn est bornée (par n). Comme G E L1(1l') (parce que 0 ~ 
A-1a ~ eA-ia - 1, qui est inégrable), hn = (f - fn) *Gest continue sur 11', par le 4). 

Maintenant, en utilisant le b), on a: 

llf * G - hnlloo = sup l(f * G)(x) - hn(x)I = sup l(fn * G)(x)I 
xEIR xEIR 

~A ln A 1 1 lfn(t)I dt+ A 1 1 lfn(t)i ln (1 + lfn(t)I) dt 

+ 11 [er1G(t) - 1] dt. 

Comme fn------+ 0 et que lfnl ~ lfl, qui est intégrable, par le a), le Théorème de convergence 
n-+oo 

dominée donne limsupn-+oo llf * G - hnlloo ~ f0
1[er1G(t) - 1] dt. Il ne reste plus qu'à faire 

tendre A vers l'infini. Comme, pour A ~ Ao > 1, 0 ~ eA-ia - 1 ~ eACï 10 - 1, qui est 

intégrable, et que [er1G(t) - 1]---+ 0, on obtient llf * G - hnlloo------+ O. Puisque hn est 
A-++oo n-+oo 

continue, f * G aussi. 
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Exercice 9 

1) Pour r = 1, on a ~ + ~ = 2; comme p, q ~ 1, cela signifie que p = q = 1. Ce cas n'est 
rien d'autre que le Théorème 111.1.7. 

2) On note p* l'exposant conjugué de p et on applique l'inégalité de HO!der pour le 
produit lf(x - t)l lg(t)I = (lf(x - t)l lg(t)l1-<1lv*)) lg(t)l1/v* : 

r [ r p ] l/p [ r ] 11v· lr& lf(x - t)l lg(t)I dt::;; Jr& (lf(x - t)l lg(t)l1-(l/p*)) dt la (lg(t)l 1/p*)v• dt 

[ r ] 1/p [ r ] (p-1)/p 
= lr& lf(x - t)IP lg(t)I dt JR lg(t)I dt . 

On obtient alors, en utilisant le Théorème de Fubini-Tonelli : 

l [L lf(x - t)l lg(t)I dtr dx::;; llgllf-1 l [L lf(x - tW lg(t)I dt] dx 

= llgllf-1 L [L lf(x - t)IP dx] lg(t)I dt 

= llgllf-1 L [L lf(x - t)IP dx] lg(t)I dt 

= llgllf-1 L [L lf(u)IP du] lg(t)I dt 

= llgllf-1 llfll~ llglh = llgllf llfll~ < +oo · 

Il en résulte que [IR lf(x - t)l lg(t)I dt]P < +oo, et donc IR lf(x - t)l lg(t)I dt< +oo pour 
presque tout x ER Ainsi (f * g)(x) =IR f(x - t) g(t) dt existe pour presque tout x ER 

Lorsque f et g sont positives, le Théorème de Fubini-Tonelli dit que f * g est mesurable. 
En décomposant f et g en parties réelles et imaginaires, puis celles-ci en parties positives et 
négatives, on obtient la mesurabilité de f * g. Alors : 

l IU * g)(x)lpdx = l 1 l J(x - t) g(t) dtl dx::;; l [L lf(x - t)l lg(t)I dtr dx 

::;; ll9llf llfll~ < +oo, 

de sorte que f * g E LP(ffit) et Il!* 9llv ::;; llfllv llglli-
3) a) Notons r* l'exposant conjugué der, et appliquons l'inégalité de HO!der au produit 

If (x - t) g(t)I = (If (x - t)I ~ lg(t)I ~). (lf(x - t)1 1 -~ lg(t)11- ~) : 

d'où le résultat puisque r*(l - ;) = r.'.:. 1 7 = 2i et de même r*(l - ;) = 8 · 
b) Notons d'abord que, puisque q > 1, on a~= (1 - ~) + ~ > ~,de sorte que r >p. 

Ensuite, puisque p > 1, on a pr > r, et donc s = P;:} > 1. Son exposant conjugué est 

s* = -•- = v(r-l) = i'... Mais ...L = 1 - l = l - l = !.=9. · donc s* = ..!l!:..._ r-1 = q !.=9. · s-1 r(p-1) r• p• p q r qr ' r-q r r-1 
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c) Il résulte alors de l'inégalité de HO!der que : 

1 IJ(x - t)lf-=î l9(t)l8dt=1 lf(x - t)lp/s l9(t)lq/s* dt 

[ ]
1/s [ ]1/s* ~ 1 If (x - tW dt 1 l9(tW dt 

[ ] 
1/ s [ ] 1/ •• 

= 1 lf(u)IP du 1 l9(tW dt = llfll~/• 11911~/•*. 

Par conséquent, en utilisant le Théorème de Fubini-Tonelli : 

1 [1 lf(x - t) 9(t)I dt] r dx ~ llfll~(r-l)/• ll9ll~(r-l)/s* 1 [1 lf(x - t)IPl9(tW dt] dx 

= llJll;-p 11911;-q 1 [1 lf(x - t)IP dx] l9(tW dt 

= llJll;-p 11911;-q 1 [1 lf(u)IP du] l9(tW dt 

= llJll;-p 11911;-q llfll~ 11911~ = llJll; 11911; < +oo · 

Comme au 2), on en déduit que (! * 9)(x) existe pour presque tout x E R, que la fonction 
f * 9, prolongée par 0, est mesurable, puis que f * 9 E U(R) et Il!* 9llr ~ llfllp ll9llq· 

4) Posons, pour À > 0, f>,(x) = f(x/>.) et 9>.(x) = 9(x/>.). On a f11t lf>.(x)IP dx = 
>.f11t lf(u)IP du, donc llf>-llP = >.1/Pllfllp· De même 119>-llq = >.1/qll9llq· Par ailleurs, 

(!>. * 9>.)(x) = 1fC~t)9G) dt= À 1 f (X - u) 9(u) du= À(!* 9)>.(x); 

donc llf>. *9>-llr = >.(>.11rllf *9llr) = >.l+(l/r)llf *9llr· Par conséquent, l'inégalité llf>. *9>-llr ~ 
llf>-llP 119>-llq s'écrit >.1+(l/r)llf * 9llr ~ >.(l/p)+(l/q)llJllP ll9llq· Ceci n'est possible pour tout 
À > 0 que si 1 + ~ = ~ + ~, comme cela se voit en faisant tendre >., d'une part vers 0 et, 
d'autre part, vers +oo (on prend f et 9 telles que llJllP > 0, ll9llq > 0 et Il!* 9llr > 0; par 
exemple f = 9 = :n:[o,i] : voir !'Exercice 1). 

Exercice 10 
1) a) On pose u = e"' et l'on obtient f11t h(x) dx = JtX> e-u du = 1. D'autre part, 

h(x) = exp(x - e"'); donc 0 ~ h(x) ~ 1 car x ~ e"' pour tout x ER. 
b) (! * h)(x) existe pour tout x ER car f E L1 (R) eth E L00 (R). 

P 1ID h( ) t """" (-e')k """" i=.!.t_ (k+l)t d our tout t E !l'i., t = e L...k=O k! = L...k=O k! e ; one 

(! * h)(x) = (h * f)(x) = r h(x - u) f(u) du= r [ f (-k~)k e(k+l)(x-u)] f(u) du 
}lit }lit k=O 

= r+oo [f (-k~)k e(k+l)(x-u)] f(u)du, 
lo k=O 

car f(u) est nulle pour u <O. Comme : 

~ 1 (-k~)k e(k+l)(x-u) l lf(u)I = ex-u exp(e"'-") lf(u)I ~ e"' exp(e"') IJ(u)I 
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pour tout u ? 0, l'intégrabilité de f permet d'utiliser le Théorème de convergence dominée, 

et on obtient (J * h)(x) = L~o [<-:t Jt00 J(u) e-(k+l)u du] e<k+l)x. 

c) Si l'on suppose J0+00 j(u) e-lu du= 0 pour tout l EN*, la formule précédente montre 
que (J * h)(x) = 0 pour tout x ER, c'est-à-dire que f * h =O. 

On a (J*h1;n(x) = flll.f(x-t)nh(nt)dt = flll.f(x-;)h(u)du = Un*h)(nx), avec 
fn(u) = j(u/n). Comme fn vérifie les mêmes hypothèses que f : elle est nulle sur] - oo, O[, 
intégrable sur R+ et J0+00 fn(u)e-ludu = f 0+00 J(v)e-lnvndv = 0 pour tout l EN*, on a 

J * h1/n =O. 
Comme h vérifie les conditions du Théorème 111.1.9, (hi;n)n;;,1 est une unité approchée 

et donc Il! *h1;n - fi1L1(lll.)--+ O. Comme f *h1;n = 0, on obtient llfi1L1(lll.) = 0, c'est-à-dire 
n-+oo 

f = 0 presque partout. 
2) a) Notons d'abord que (2J)(z) est bien défini pour Rez? 0 car alors IJ(t)e-ztl = 

e-(Rez)tlf(t)I::;; lf(t)I pour tout t? O. Posons <p(t,z) = J(t)e-zt; pour tout a> 0, on a 
lâ2<p(t,z)I = tlf(t)le-zt::;; tlf(t)le-at::;; }e lf(t)I pour IRezl? a et tout t? O. Comme 
z H <p (t, z) est holomorphe dans C, le Théorème de dérivation sous le signe intégral dit que 
2J: z H 2J(z) = f 0+00 <p (t, z) dt est holomorphe dans Ua> 0 {z E C; Rez? a} =II+. 
Remarque. Il existe une version du Théorème de dérivation sous le signe intégral pour les 
fonctions holomorphes, dans laquelle il suffit de majorer la fonction lcpl elle-même, au lieu 
de sa dérivée lâ2cpl; mais dans la pratique, on ne gagne souvent pas grand chose à l'utiliser 
(voir cependant !'Exercice 29). 

b) On a f * g E L1(R) car f,g E L1(R). D'autre part, pour t < 0 on a g(t) = 0, donc 
J(x - t) g(t) = 0 pour tout x ER, alors que pour t? 0, on a x - t < 0 pour tout x < 0, de 
sorte que f(x - t) = 0 et donc j(x - t) g(t) = O. Ainsi (J * g)(x) = 0 pour x < 0 et donc 
f * g E L1(R+)· De plus, puisque J(x-t) = 0 si x-t < 0, on a (J *9)(x) = J; j(x-t) g(t) dt 
pour x? O. 

En utilisant le Théorème de Fubini, ce que l'on justifiera après, on a, pour Rez ? 0 : 

2(! * g)(z) = l+oo (J * g)(x) e-zx dx = l+oo [ l+oo J(x - t) g(t) dt] e-zx dx 

= 1+00 [ 1+00 j(x - t) e-z(x-t) dx] g(t) e-zt dt 

= l+oo [l+oo j(u) e-zu du] g(t) e-zt dt= [(2J)(z)][(2g)(z)]. 

On pouvait utiliser le Théorème de Fubini car, par le Théorème de Fubini-Tonelli, on a 
(puisque le-z"'I = e-(Rez)x::;; 1 pour x? 0): 

l+oo [ l+oo IJ(x - t) g(t) e-zxl dt] dx = l+oo [ l+oo lf(x - t) g(t)I dt] dx 

= l+oo [1+
00

IJ(x-t)ldx] lg(t)ldt 

= l+oo [l+oo lf(u)I du] lg(t)I dt 

= ilfll1 llYlli < +oo · 

3) Si f * g = 0, on a (2!)(2g) = 2(! * g) = O. Si 2g = 0, on a en particulier 
(2g)(l) = f 0+00 g(u) e-lu du = 0 pour tout l E N*; donc g = 0, par le 1) c). Si 2g i= 0, 
l'ensemble Z9 de ses zéros est discret (puisque 2g est holomorphe dans l'ouvert connexe 
II+). Comme 2f s'annule sur l'ensemble discret Z9 , elle est nulle partout, par continuité. 
Alors, de même que ci-dessus, le 1) c) entraîne que f =O. 
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XI.3.2. Transformation de Fourier 
Exercice 11 

1) Il suffit de montrer que f possède une limite quand !xi tend vers l'infini, car l'inté­
grabilité de f forcera alors cette limite à être nulle (si elle ne l'était pas sa valeur absolue 
ILI serait > 0, et on aurait lf(x)I ?: ILl/2 pour /xi assez grand, d'où fil!. lf(x)I dx = +oo). 
Or, J' étant continue, le Théorème fondamental du Calcul Intégral nous dit que, pour tout 
x E ~, f(x) = f(O) + f; J'(t) dt, et il résulte du Théorème de convergence dominée, puisque 
f' E L1 (~), que fa"' f'(t)dt------+ft'0 J'(t)dt. De même fa"' J'(t)dt------+fa-oo J'(t)dt = 

x---t+oo x---t-oo 

- fil!._ J'(t)dt. 
Il suffit ensuite d'intégrer par parties : 

(ii)(y) = h J'(x) e-2"'ixY dx = [f(x) e-2"'ixYJ::~: - 27riy h f(x) e-2"'ixY dx, 

d'où le résultat puisque lf(x) e-2"'i"'YI = lf(x)I------+ O. 
lxl-++oo 

2) Il suffit d'utiliser le Théorème de dérivation sous le signe intégral. On pose <p (x, y) = 
f(x) e-2"'ixY. Comme 82<p (x, y) = -27rix <p (x, y), on a l82<p (x, y)I = 27rg(x), et g est inté­
grable par hypothèse. Donc Î est dérivable sur~ et (Î)'(y) = f1R82<p(x,y)dx = -27rig(y) 
pour tout y E ~. 

Exercice 12 
1) Il suffit décrire la continuité de g en 1 : prenant é = 1/2, par exemple, il existe a> 0 

(que l'on peut prendre < 1) tel que /g(x) - g(l)I ::;; 1/2 pour lx - li ::;; a. Comme g(l) = 1, 
on obtient g(x) ?: g(l) - 1/2 = 1/2 pour x E [1 - a, 1 +a]. 

2) Si la transformée de Fourier de l[-I,l) était intégrable, elle serait, par le Théorème 
d'inversion (Théorème 111.2.6), presque partout égale à une fonction continue g. Mais ce 
n'est pas le cas, par le 1). En effet, si ça l'était, on devrait avoir g(x) = 1 presque partout 
sur [-1, 1], donc partout sur [-1, 1] par la continuité de g. En particulier on aurait g(l) = 1. 
Ensuite, par le 1), la fonction l[-I,IJ devrait ne pas s'annuler presque partout sur un intervalle 
[1 - a, 1 +a] avec a> 0, ce qui n'est pas le cas (elle s'annule partout sur [1, +oo[). 

Une autre façon de raisonner est de dire que g devrait être presque partout égale à 1 sur 
[-1, 1] et presque partout égale à 0 sur ]1, +oo[. La continuité de g donnerait g(x) = 1 pour 
tout x E [-1, 1] et g(x) = 0 pour tout x > 1; mais cela contredirait la continuité de g en 1. 

Exercice 13 
1) On a C1(0) = f::_a dx = 2a et, pour y# 0: 

sin(27ray) 
1rY 

2) Considérons la fonction f = 1[-a,a) * 1[-a,a)· Étant la convolée de deux fonctions de 
~ -- 2 L1 (~), c'est une fonction de L1 (~), et sa transformée de Fourier est f(y) = [1[-a,aJ(Y)] = 

(sin(;;ay) ) 2 , pour y# O. Cette fonction étant intégrable sur~, on a f(x) =fil!. J(y) e2"'ixY dy 

pour presque tout XE~, par le Théorème d'inversion. Mais 1[-a,a) E L1 (~) n L00 (~) j donc 
f = l[-a,a) * 1[-a,a) est continue sur ~. L'égalité précédente a donc lieu pour tout x E R 
En particulier, on a f(O) = fil!. (sin(;;ay) ) 2 dy. Mais f (0) = fil!. 1[-a,a) (0 - t)l[-a,a) (t) dt = 
fil!. l[-a,aJ (t)l[-a,aJ (t) dt = fil!. l[-a,aJ (t) dt= 2a, et fil!. (sïn<;;ay) ) 2 dy = 2: fil!. (";~ t ) 2 dt. Donc, 

finalement, on obtient : fil!. (si~ t) 2 dt = 7r. 
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Exercice 14 
1) Comme :U:[->.,>.J E L1 (R), on a (voir Exerice 13 ci-dessus) : 

C1(Y) = 1 :U:[->.,>.J(x) e-2"ixy dx = 1: e-2"ixy dx = { sin(;;,\y) 
a >. ry 

siy=O; 

si y =1- O. 

2) La fonction f est dans L 2 (R) car elle est continue sur R et 1 f ( x )12 ~ C >. / x 2 • Il est 
bien connu que f fJ_ L 1 (R). 

Soit g = A :U:r->.,>.J; on a g E L1 (R) et le 1) dit que f est la transformée de Fourier de 
g. Comme g est paire, f est aussi la co-transformée de Fourier de g. La transformation de 
Fourier-Plancherel§: L2(R)--+ L2(R) est un isomorphisme de L2(R) sur lui-même, et elle 
coïncide avec la transformation de Fourier sur L1 (R) n L2(R); l'isomorphisme inverse §-1 

coïncidant avec la co-transformation de Fourier sur L1 (R)nL2(R). Comme g E L1 (R)nL2(R), 
on a donc f = §-19, et par conséquent §f = g, i.e. §f =A :U:[->.,>.J· 

Remarque. D'après la Proposition 111.2.1~ la transformée de Fourier-Plancherel § f de f 
est la limite, dans L2(R), de <pA(Y) = J_A sin2~~;x) e-2"ixy dx, lorsque A tend vers +oo. 
Grâce à la parité, on a aussi <pA(Y) = f:A sini;~;x) e2"ixy dx = f:A g(x) e2"'ixy dx. Comme 

g E L1 (R) n L2(R), sa transformée de Fourier-Plancherel coïncide avec sa transformée de 
Fourier. On a donc <pA(Y) = f:A(§g)(x)e2"i"'Ydx. Ainsi <pA(Y) est égal au 'l/JA(Y) de la 
Proposition 111.2.14, associé à g. Or cette proposition nous dit que limA--+oo 117/JA - gll2 = O. 
On retrouve donc que §f = g =A :U:[->.,>.J· Notons que, ponctuellement, on a, par le Corol­

laire 111.2.15, pour presque tout y ER, limA--++oo f:A sinJ;~;x) e2"'ixy dx = 2\ :U:[->.,>.J(Y), ou 

encore, puisque l'intégrale généralisée converge, f~: sinJ;~;x) e2"'ixy dx = A :U:[->.,>.J(y). 

Exercice 15 
1) Remarquons d'abord que l'on ne peut pas prolonger f et fa en 0 par continuité : elle 

tendent vers 1 quand x tend vers 0 par valeurs positives, et vers -1 quand x tend vers 0 
par valeurs négatives. Néanmoins, elles sont définies presque partout sur R. Prolongeons-les 
par 0 en O. Elles sont alors mesurables, car continues par morceaux et If a(x)I ~ lf(x)I ~ 1. 
Donc fa lfa(x)l2 dx ~fa lf(x)l2 dx ~ f~ 1 dx + f{lx[;,,l} ~ = 4 < +oo, d'où f,fa E L2(R). 

On a Il! - fall~ = f~(l - e-<>lxl)2~ dx. Comme (1 - e-<>lxl) 2 ~----* 0 pour tout JIR,. X X a:-tO 

x =1- 0 et 0 ~ (1 - e-<>lxl) 2 •i:~"' ~ •i:~"' = (f(x)J2 pour tout x =1- 0, le Théorème de 
convergence dominée, avec le fait que f 2 est intégrable, donne Il f - fa Il~ ----*O. 

a--+0 
2) Pour tout x ER, on a lfa(x)I ~ e-<>lxl; donc fa E L 1 (R). Sa transformée de Fourier 

est f a(Y) =fa ·::r"' e-<>lxle-2"'ixy dx. Pour calculer d~ [fa(y)], on va utiliser le Théorème de 

dérivation sous le signe intégral. Posons <p(x,a) = fa(x)e-21Tixv. Pour x =1- 0, <p(x,a) = 
•::r"' e-<>lxle-2"'ixy et 82<p(x,a) = -(sinx)e-<>lxle-2"'ixy; donc l82<p(x,a)I ~ e-<>lxl ~ e-<>olxl 

pour tout a ;;:: ao > O. Il en résulte que f a(Y) est dérivable par rapport à a sur R:f. 
Uao>0(ao, +oo(, et que : 

d [-f ( )] 1 ( . ) -alxl -21'ixy d 1 eix - e-ix -a[xl -21Tixy d -d a y = - smx e e x = - 2 . e e x. 
Œ a a i 

Maintenant, 

r eix e-alxle-21Tixy dx = {0 ex[a+i(l-27îy)J dx + 1+= ex[-a+i(l-27îy)) dx 
h J_oo 0 

1 1 2a 
= ' a+ i(l - 21ry) -a+ i(l - 21ry) a 2 + (1 - 27ry)2 
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et: 

r e-ix e-alxle-21Tixy dx = 1_0 ex(a+i(-1-27ry)) dx + 1+oo e"'(-a+i(-l-27ry)) dx 
111. -OO Ü 

1 1 2a 
a+i(-1-27ry) -a+i(-l-27ry) a 2 +(1+27ry)2' 

donc: 
d [- ] 1 [ 2a 2a ] 

da f a(Y) = - 2i a 2 + (1 - 27ry)2 - a 2 + (1 + 27ry)2 . 

Il 1 -f ( ) i 1 a2+(l-27ry)2 c en résu te que a y = 2 n a2+(i+2"Y>2 + a· 

Pour déterminer Ca, on utilise le fait que fa(y)----+ 0; on obtient Ca = O. Ainsi 
IYl-t+oo 

-f ( ) - i 1 a2+(l-27ry)2 Tm 
a Y - 2 n a2+(i+2"Y)2 , pour tout y E JN.. 

3) Comme la transformée de Fourier-Plancherel est une isométrie, on a Il§/ - fall2 = 
Il§(! - fa)ll2 = Il!- fall2 ---tO; il existe donc une suite de nombres ak > 0 tendant a-tO 
vers 0 telle que f ak -;;-::::;;;;; §f presque partout. Il en résulte que($ !)(y)= i ln j ~~;;~ j pour 

presque tout y E R. 

Exercice 16 
1) f étant continue et bornée, on a (f * Pa)(y) ---t f (y) pour tout y E R, puisque (Pa)a>O a-tO 

est une unité approchée; le résultat découle donc du Lemme 111.2.8. 
2) Pour toute suite (an)n décroissant vers 0, la suite (J(x)P(anx))n croît vers J(x); le 

Théorème de convergence monotone donne donc : 

{ J(x) dx = limt { J(x)P(anx) dx = f(O), 
111. n-too Jill. 

et donc f est intégrable. 

Variante. 
1) On a: 

-( ) -1 -lul/n -27riuv d _ J_O u/n -27riuv d + 1+oo -u/n -27riuv d 9n v - e e u- e e u e e u 
Il. -OO Ü 

1 1 2n 
_.!. - 27l'iV 

n 
- 1 - - 27l'iV n 

2) a) Par le Lemme IIl.2.12, on a f11. f(x) 9,;(x) dx = f11. Î(y) 9n(Y) dy; donc 

11J(y)9n(Y) dyl ~ 1lf(x)9,;(x)I dx ~ llflloo 119,;(x)I dx = llflloo 

car f11. H 4;2'n2.,2 dx = ~ [ arctan(27rnx)] ~: = 1. 

b) Comme 9n est positive, on peut utiliser, si l'on suppose aussi f positive, le lemme 
de Fatou pour l'intégrale f11. J(y) 9n(Y) dy; cela donne, puisque 9n(u) ---t 1 pour tout u ER 

n-too 

0 ~ r J(y)dy ~ liminf r J(y)gn(y)dy ~ ll!lloo' 
111. n-too 111. 

en utilisant le a). Donc Î E L1 (R) et llÎili ~ llflloo· 
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Exercice 17 
1) Soit <po = 11-1,0) et 1/Jo = 111,2)· On a Ç)o(y) = J~ 1 e-2"ixy dx = - 2.;iy (1 - e2"iY) = 

e"iY sin("Y) et .î. (y) = J2 e-21rixy dx = __ 1__ (e-4"iY _ e-2"iY) = e3"iY sin("Y) pour y ...J. O. 
"Y '1'0 1 21riy "Y 1 T 

Alors Ç)(y) = (Çjo(y)]2 = e2"iy(sinJ;Y))2 et {/)(y) = [{/Jo(y)]2 = e6"iy(sin;;Y))2 pour y::/; O. 

Comme la fonction y H ( •i"J;y) ) 2 est intégrable sur R, rp et {/;le sont aussi. Soit f(y) = Ç)(-y) 

et g(y) ={/}(-y). Le Théorème d'inversion nous dit que <p = f et 1/J = g. 
2) Comme supp<p Ç supp<po + supp<po = (-1,0] + [-1,0] = [-2,0] et supp'l/J Ç 

su pp 1/Jo + su pp 1/Jo = [1, 2] + [1, 2] = [2, 4], on a <p 1/J = O. Mais alors (-r;g) (y) = J(y) g(y) = 
rp( -y){/;( -y) = 0, pour tout y E R. Par injectivité de la transformation de Fourier, on 
obtient f * g = O. 

Exercice 18 
1) On a, pour f E L1(R) : 

((3l"(raJ)](y) = l (roJ)(x) e-2"ixy dx = l f(x - a) e-2"ixy dx = l f(t) e-2"i(t+a) dt 

= e-21Tiay J(y). 

2) Si f E L2(R), il existe des fonctions fn E L1(R)nL2(R) telle que llf-fnllL2(1R) ---tO. 
n-+oo 

Pour tout n ~ 1 et tout a E R, on a 3l"(rafn) = (3l" fn) e-a· Comme les applications 
$l": L2(R)--+ L2(R), Ta: L2(R) --+ L2(R) et ma: g E L2(R) Hg e-a E L2(R) sont continues 
(ce sont des isométries), on obtient $l" (Ta f) = ( $l" f) e-a. 

Exercice 19 
1) Pour tout x E R on a " 00 e-"'2/2 <-2"ixy)n = e-"' 2 l 2e-2"ixy = h(x) Si la série 

' L...tn=O n! · 
converge dans L2(R), sa limite f doit être presque partout égale à h. En effet, si l'on pose 

O"N(x) = L:;;'=0e-x2/ 2 <-2"~~x)n, une sous-suite de (aN(x))N~o doit converger presque par­

tout vers f. Montrons que c'est bien le cas. Notons d'abord que h E L2(R) car h est continue 

et lh(x)I = e-"' 2
/ 2. D'autre part, on a llaN - hll~ = JIR laN(x) - h(x)l2 dx. Or, pour N ~ 0: 

laN(x)-h(x)l2=1 f: e_,,2;2 (-2~ty)nl2 ~e-"'2(f: (27rl~!IYlrr =e_"'2e4"lxllYI, 
n=N+l n=O 

qui est intégrable sur R : elle est continue sur R et e-"'2 e4"1xl IYI = e-lxl(lxl-4"1YI ~ e-lxl 
dès que lxl ~ 1 + 47rlYI· Le Théorème de convergence dominée permet donc de dire que 
llaN - hll~ ---7 0. 

N-+oo 

2) g le produit de deux fonctions de L2(R); l'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que 
ce produit est dans L1(R). 

3) Si f est orthogonale à toutes les fonctions xne-"'212, n E N, elle est orthogonale à toutes 
les O"N, N ~ O; donc, par continuité du produit scalaire, (h 1f)=limN-+oo(O"N1 f) =O. Sig 
est la fonction définie au 2), cela s'écrit 0 = JIR e-"'2 l 2e-2"ixy f(x) dx = JIR g(x) e-2"ixy dx = 
g(y). Ceci étant vrai pour tout y E R, on a g = O. L'injectivité de la transformation de 

Fourier donne g = 0 (presque partout). Mais f(x) = e"2 12g(x), et donc f = 0 presque 

partout (puisque e"2 / 2 ::/; O). 
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Exercice 20 
La suite (gn)n;;.1 étant bornée, posons M = SUPn::.1 llYnll1. 
Supposons que fr;(y)---+ g(y) pour tout y E R."'Pour toute f E L1(R), on a: 

n--+oo 

r J(y) fr;(y) dy---+ r J(y) g(y) dy, la n--+oo la 
par le Théorème de convergence dominée, car, pour tout n?: 1, lf(y) fr;(y)j ~ llYnlli lf(y)j ~ 
M llfll1, qui est intégrable. On sait (Lemme III.2.12) que pour toutes f, g E L1(R), on a 
fa f(y) g(y) dy =fa Î(x) g(x) dx. Il en résulte que 

r Î(x) 9n(x) dx---+ r Î(x) g(x) dx. la n--+oo la 
Mais on sait que §[L1(R)) est dense dans '6'o(R). Donc pour toute h E '6'o(R), il existe, pour 
tout ê > 0, f E L1(R) telle que llh - filoo ~ ê. On a: 

11 h(x) [gn(x) - g(x)] dxl ~ 1 lh(x) - Î(x)l IYn(x) - g(x)I dx + 11 f(x) [gn(x) - g(x)] dxl; 

Comme: 

1 lh(x) - Î(x)j jgn(x) - g(x)j dx ~ llh - Jilooll9n - gjji ~ llh - Jiloo(li9nlli + llYlli) 

~ ê (M + llYlli), 

on obtient limsupn--+oo 1 fa h(x) [gn(x) - g(x)] dxl ~ ê (M + 119111). Ceci étant vrai pour tout 
ê > 0, on en déduit que 1 fa h(x) [gn(x) - g(x)] dxl---+ 0, c'est-à-dire que : 

n--+oo 

r h(x) 9n(x) dx---+ r h(x) g(x) dx. la n--+oo la 

Exercice 21 
1) D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a lluvlli ~ llull2llvll2; comme l'application 

B: (u,v) E L2(R) x L2(R) H uv E L1(R) est bilinéaire, cela prouve qu'elle est continue 
(voir le 1) de !'Exercice 14 du Chapitre IV), comme cela se voit facilement : lluv - uovolli ~ 
llu(v-vo)lli+ll(u-uo)volli ~ llull2llv-voll2+llu-uoll2llvoll2 ~ (lluoll2+ô)ô+ôllvoll2 ~ê 
si llu - uoll2 ~ ô et llv - voll2 ~ ô, avec ô > 0 assez petit. 

2) a) La transformation de Fourier-Plancherel envoie L2(R) dans lui-même; donc § f 
et §g sont dans L2(R) puisque f,g E L2(R). Alors (§!) * (§g) E '6'o(R) par le Théo­
rème 111.1.1. 

b) Comme A(R) est dense dans L2(R) (Proposition 111.2.11), il existe des fonctions 
L2(a) L2(a) . • 

fn, 9n E A(R) telles que fn---+ f et 9n---+ g. Comme la transformat10n de Founer-
n---+oo n---+oo 

- L2(a) L2(a) 
Plancherel est continue sur L2(R), on a alors f n = § f n---+ § f et fr; = § 9n---+ § g. 

n---+oo n---+oo 

Mais, pour tous u,v E L2(R), on a (par l'inégalité de Cauchy-Schwarz) llMvlloo ~ llull2llvll2. 
Comme l'application C: (u,v) E L2(R) x L2(R) Hu* v E '6'0 (R) est bilinéaire, cela prouve, 

comme au 1), qu'elle est continue. Donc În *fr; 'ifo(ai(§f) * (§g). D'autre part, par le 
n--+oo 

1), fn9n L
1
(a) fg. La continuité de la transformation de Fourier sur L1(R) donne alors 

n--+oo 
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Çg;. ~o(llti fg. Il ne nous reste plus qu'à montrer que ûv = û * v pour tous u, v E A(.IR) 
n-+oo 

pour obtenir fg = ($!) * (ffg). 
Nous utiliserons pour cela le Théorème d'inversion. Notons d'abord que, puisque A(IR) Ç 

L2(1R), on a uv E L1(.IR) pour tous u,v E A(.IR). On peut alors écrire, pour tout x E .IR 
~(x) = ii(x) ~(x) = u(-x) v(-x) = (uv)(-x) = ifü(x); donc ~ = ;;;;, d'où, par 
injectivité de la transformation de Fourier, û * v = ûv. 

Exercice 22 
1) La linéarité est évidente et la continuité vient de l'inégalité, évidente elle aussi, lluvl12 = 

(JIR U 2V 2 d>..) 112 ::::; llulloollvll2. 
2) D'après le Théorème de convergence dominée, on a lima-++oo llg - 9a 112 = 0; donc : 

La continuité (et la linéarité) de la transformation de Fourier-Plancherel sur L2(.IR) donne 
alors llff(f * g) - ff(f * 9a)ll2 =li§(!* g - f * 9a)ll2--+ O. 

a-++oo 

Mais f et 9a sont dans L1(.IR); donc $(! * 9a) = 1*9: = T?ia· Comme on sait que 
llffg - ffgall2 --+0 (Proposition IIl.2.13), la continuité de Mu, avec u = fff = Î E 

a---++ex> 

'6'o (IR) Ç L 00 (.IR), donne, puisque § g E L 2 (IR), pour la norme de L 2 (IR) : 

($!) (ffg) = Mu(ffg) = lim Mu(ffga) = lim ($!) (ffga) = lim ff(f*ga) = ff(f *g). 
a-++oo a-++oo a-++ex> 

Exercice 23 
On notera tout d'abord que pour toute <I> E L2(.IR), on a r(Ç) < +oo pour presque tout 

Ç E .IR. En effet : 

= h 1~(()1 2 d( = h l<I>(t)i2 dt< +oo; 

donc r(Ç) < +oo pour presque tout Ç E [O, 1], et par conséquent pour presque tout Ç E .IR, en 
utilisant la périodicité de r (et le fait que la réunion d'une famille dénombrable de parties 
négligeables est encore négligeable). 

1) Pour toute f E L2(.IR), Î = § f E L2(.IR). Commer ~a p.p., on a 1~ 2 
::::; ~ 1Ji2 p.p.; 

donc fr E L2(.IR). La transformation de Fourier-Plancherel envoyant L2(.IR) sur lui-même, 

il existe une fonction J f E L 2 (.IR) telle que JJ = fr . On voit facilement, puisque § est 

linéaire bijective, que J est linéaire. C'est un isomorphisme de L2(.IR) sur son image car la 

transformation de Fourier-Plancherel est isométrique. En effet, 11Jfll2 = llJ/112 = JlfrJJ2, 

d'où .ft llÎ1l2 < 11Jfll2 < Ja llÎll2, et donc .ft llfll2 < llJ/112 < Ja 11!1'2, puisque llfll2 = 

llÎll2. Il reste à voir que J est surjective. Soit g E L2(.IR). Comme g E L2(.IR) et que vT::::; Vb, 
on a vTg E L2(.IR). Soit f = ,g;-1(vTg). On a Î = vTg, c'est-à-dire g = Jf, d'où g = Jf. 

2) On sait que la transformation de Fourier-Plancherel conserve le produit scalaire; on 
a donc (J<I>n 1 J<I>k) = (:Mi";. 1 ~); par conséquent : 

(J<I> 1 J<I> ) = r ~(ç) <P;;(ç) dç. 
n k l& vrm vrm 
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Mais (voir l'Exercice 18), on a ,P:(ç) = e-2,,.inÇ,P:(ç) pour tout n E Z; donc: 

(J<P 1 J<P ) = r e-2'11"i(n-k)Ç j$(Ç)J2 d" 
n k lŒI. r(Ç) ... 

On obtient, en utilisant le fait que r est de période 1 (et e-2,,.i(n-k)t = 1) : 

1+1 ~ 2 1 ~ 2 
(J<PnJJ<Pk)=2:/ e-2,,.;cn-k)çJ<P(ç)J dÇ=2: f e-2,,.i(n-k)çJ<P((+l)I d( 

!EZ l r(Ç) !EZ lo r(() 

= [1 e-2,,.i(n-k)( ~ ( L j$( ( + l) 12) d( 
lo (() !EZ 

= { 1 e -2'11"i(n-k)( dÇ = { 0 s'. k i= n 
10 1 s1 k = n. 

On a pu intervertir la sommation et l'intégration car : 

L le-2,,.i(n-k)( j$(( + l)J2 I = _1_ L j$(( + l)J2 = 1, 
!EZ r(() r(() !EZ 

qui est intégrable sur (0, l]. 

Exercice 24 
1) a) On a: 
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{ 1 { 1 rm+l r ln L lf(t + m)J dt= L ln lf(t + m)J dt= L 1... lf(u)J du= lTll lf(u)J du< +oo; 
O mEZ mEZ 0 mEZ m lR 

donc la fonction G: t E lR 1-t L:mEZ IJ(t + m)I est intégrable sur (0, 1]. Par périodicité, elle 
est intégrable sur tout intervalle (k, k + 1] avec k E Z. Elle est donc finie presque partout sur 
chacun de ces intervalles. La réunion d'une famille dénombrable de parties négligeables étant 
encore négligeable, cette fonction est finie presque partout sur JR. Cela signifie que la série 
L:mEZ f( · + m) est presque partout absolument convergente, et donc convergente presque 
partout. Il en résulte que l'on peut définir F(t) = L:mEZ f (t + m) pour presque tout t E JR. 
On obtient (en prolongeant F par 0 là où elle n'était pas définie) une fonction mesurable 
telle que : 

f 1 
JF(t)I dt= f 1 

1 L J(t + m) 1 dt~ f 1 L IJ(t + m)I dt= r lf(u)I du< +oo, 
lo lo mEZ lo mEZ llR 

c'est-à-dire que Fest intégrable sur (0, l]. 
b) Les coefficients de Fourier de F valent : 

F(n) = 11 ( L f(t + m)) e2,,.int dt= 11 ( L f(t + m) e2,,.in(t+m)) dt 
O mEZ O mEZ 

11 lm+l = L J(t + m) e2,,.in(t+m) dt= L f(u) e2,,.inu du 
(*) mEZ 0 mEZ m 

= 1 f(u) e2,,.inu du= J(n). 
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L'égalité ( *) est justifiée par l'utilisation du Théorème de convergence dominée puisque l'on 

a j Emez f(t + m) e2"in(t+m) j ~ Emez lf(t + m)I = G(t), qui est intégrable sur [O, 1). 

Maintenant, la condition Enez IÎ(n)I < +oo entraîne la convergence normale de la série 

Enez Î( n) e2"int. Sa somme S est donc de période 1, continue sur lR et ses coefficients de 

Fourier valent S(n) = Î(n) pour tout n E Z. Grâce à l'injectivité de la transformation de 
Fourier sur L1 (0, 1) (Théorème 11.4.13), on obtient l'égalité F = S presque partout, c'est-à­
dire que F(t) =Enez Î(n) e2"int pour presque tout t E IR. 

2) a) De même, puisque Î E L1 (R), on a: 

rl 11 ln+l r 
Jo ( L IÎ(s + n)I) ds = L IÎ(s + n)I ds = L IÎ(u)I du= }Ill IÎ(u)I du< +oo; 

0 nez nez O nez n IR 

donc Enez IÎ(s + n)I < +oo pour presque touts E IR. 
b) Remarquons maintenant que si l'on pose fs(t) = f(t)e-2"ist, alors fs E L1(R) et 

Îs(y) = Î(s +y) pour tout y E lR. D'après le 1), appliqué à J. au lieu de f, on obtient, pour 

touts E lR tel que Enez IÎ(s + n)I < +oo, et donc pour presque touts E IR, l'égalité : 

L f(t+m)e-2"i•(t+m) = LÎ(s+n)e2"int, 
mez nez 

pour presque tout t E IR. Il résulte du Théorème de Fubini (ou plutôt de la définition de 
la mesure-produit) que cette égalité a lieu pour presque tout (s, t) E R2 • En effet, si N est 
l'ensemble des (s, t) E R2 pour lesquels légalité n'a pas lieu, on a >..(N.) = 0 pour presque 
touts E lR; mais alors >..2(N) = JIR >..(Ns) ds =O. 

c) Si f E L1 (R) et Enez IÎ(n)I < +oo, on est dans les conditions du a). Si de plus f 
est continue et la série Emez f( · + m) converge uniformément sur [O, 1), alors la fonction F 
introduite au a) est continue sur [O, 1) (donc sur IR, par périodicité). D'autre part, la condition 

Enez IÎ(n)I < +oo entraîne la convergence normale sur lR de la série des fonctions continues 

Enez Î(n) e2"int; sa somme est donc continue sur IR. L'égalité presque partout montrée au 

a) est doné valable partout. Pour t = O, on obtient Emezf(m) =·EnezÎ(n). 

3) Pour s ;-- 0, considérons la fonction intégrable et continue cp8 (x) = e-"""'2 • On sait que 

i,Oî(y) = e-"Y2 
; donc f,?;(y) = }. e-"Y2 /s. En particulier Enez f,?;(n) = Enez }. e-"n2 

/• < 
+oo, et la formule de Poisson, sous la forme du 2) c), appliquée à cp. donne Emez cp.(m) = 
Enez<P;(n), c'est-à-dire 9(s) = }.9(~). 

2 
Notons que si l'on pose e(s) = E:'=l e-7rn •,alors cette relation s'écrit sous la forme 

e(s) = -~+~ s-1!2+s-1l2e(l/s), qui donne l'équivalence e(s) rv ~ s-112 au voisinage de 0 
(il est facile de voir que e(t)---+ 0, soit en utilisant le Théorème de convergence monotone, 

t-++oo 

soit en majorant simplement : 0 ~ 8(t) ~ E:'=1 e-"nt = 1 ~:::t). 
Remarque. Outre son intérêt théorique (la fonction thêta est très importante, notamment en 
Théorie des nombres; en particulier, elle est reliée à la fonction (de Riemann : par exemple 
un changement de variable simple donne ((s) r(s/2) 7r-•/2 = J0+00 e(u) u•l2- 1 du), on voit 
aussi dans cette question un intérêt pratique très important de la formule de Poisson : elle 
permet de remplacer une suite convergeant lentement, comme Enez e-"•n2 lorsque s > 0 

est petit, par une série très rapidement convergente, comme ici Enez e-"n2 I•. 

4) On va utiliser la formule de Poisson pour f(u) = ft(u) = e-tlul. Il est clair que 

f E L1 (R) et l'on voit facilement que Î(v) = t2+:!2v2. En particulier Enez IÎ(n)I < +oo. 
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D'autre part, f est continue et lf(u + m)! ::( e-t(lml-lul) = et lule-tm ::( ete-tm pour tout 
u E (0, 1]; donc la série Emez f( · + m) converge uniformément sur [O, 1]. Les conditions du 

2) c) sont donc vérifiées, et l'on a Emez f (m) = Enez Î(n), ce qui donne Emez e-lml t = 
..-- 2t d' , """'°" 2t2 t e'+l 1 
L..,nEZ t2+4,,2n2' OU L..,n=l t2+4,,2n2 = 2 ëï=î - · 

5) Supposons d'abord K borné, de sorte que IK est intégrable. Par conséquent f = 
IK * IK est intégrable. D'autre part, lK E L 1 (Rd) nL00 (Rd); donc f = IK * IK est continue 
sur Rd. Notons que f(x) = JJRd IK(s - t) IK(t) dt= Àd[(x - K) n K]. Comme (0, l]d + K est 
borné, on a ([O, l]d+m-K)nK = 0 pour !ml assez grand, disons !ml ~ mo; donc f(x+m) = 
0 pour !ml ~ mo, pour tout x E [O, l]d. La convergence uniforme sur [O, l]d de la série 
Emezd f( · + m) est donc triviale. D'autre part, on a Enezd IÎ(n)I < +oo. En effet, soit M 

un entier tel que K Ç [-M, M]d. On a Î(n) = (G(n)]2 = [Ji-M,M]d IK(x) e-2"i(nlx) dx]2 = 
[(2M)dG(n)]2, où cette fois-ci G(n) est le coefficient de Fourier en n de la fonction IK 
dans l'espace L2([-M, M]d, Àd/(2M)d). La formule de Parseval nous dit que : 

nezd nezd 

2d Àd(K) d 
= (2M) (2M)d = (2M) Àd(K) < +oo. 

La formule de Poisson du 1) c), nous donne alors Emezd f(m) = Enezd Î(n). 
Mais f(m) = Àd((m - K) n K) = 0 pour m =1- O. En effet, si (m - K) n K =1- 0, il existe 

t, u E K tels que t = m - u; alors ~ = tt" E K, car K est convexe. Par hypothèse, on a 
donc m =O. Au membre de gauche, on a donc juste f(O) = Àd((-K) n K) = A(K), car K 
est symétrique par rapport à O. 

Pour le membre de droite, remarquons que G(n) ER pour tout n E zd. En effet : 

IK(n) = r IK(x) e2"i(nl:z:) dx = r lK(-u) e-27ri(nlu) du= ~(n) = G(n)' 
JJRd JJRd 

parce que K est symétrique par rapport à O. On obtient donc Î(n) = [G(n)] 2 ~ 0, de sorte 
que Àd(K) ~ (Î(0)]2 = [G(0)]2 = [>.d(K)]2, et ainsi Àd(K) ::( 1. 

Pour finir, si l'on ne suppose plus K borné, on sait que 

Àd(K) = sup{Àd(H); H Ç K et H compact}. 

Pour tout compact H Ç K, l'enveloppe convexe de fi = HU (-H) est encore compacte, 
convexe, contenue dans K, et est symétrique ~ar rapport à O. Comme K ne contient aucun 
point non nul à coordonnées demi-entières, H non plus. Il résulte de ce qui précède que 
Àd(ii) :::;; 1. A fortiori Àd(H) :::;; 1, et donc Àd(K) :::;; 1. 

Exercice 25 
1. 1) On a (ra<p) * f = <p *(ra!) car, pour presque tout x ER : 

[(ra<p) * J](x) = L <p(x - t - a) f(t) dt= L <p(x - u) f(u - a) du= [<p * (raf)](x). 

Soit f E E et a ER. Prenons une unité approchée (<pn)n~l· On a <pn * (raf)---+raf· 
n--too 

Mais, comme E est un idéal, <pn *(ra!) = (ra<pn) * f E E; donc, puisque E est fermé, 
raf E E. 

2) Il suffit de le montrer lorsque u est continue à support compact. En effet, une fois que 
cela sera fait, comme pour tout u E L1 (R) on peut trouver, pour tout i;; > 0, v E X(R) telle 
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que /lu - vll1 :::;; c, il existera un entier N? 1 tel que llVN - l(a,b) * vll1 :::;; e pour n? N (où 

VN = -ft E:~l TaN,k v). On aura alors //UN - l(a,b) * u//i :::;; -ft E:,:01 llTaN,k u - TaN,k v//i + 
Ll(Jlt) 

lllca,b)//illu - vll1 =!lu - vll1 + (b - a) !lu - v//i :::;; (1 + b - a) e; donc UN~ l(a,b) * u. 

Supposons u continue et à support dans [A, B]. Notons que si l'on pose Ut = u(t - x), 
alors UN(t) = -ft E:,:01 u(t-ŒN,k) = -ft E:,:01 Ut(ŒN,k) est une somme de Riemann pour Ut 
sur l'intervalle [a, b] ; elle converge donc, puisque Ut est continue vers l'intégrale de Riemann 

l: ut(x) dx = l: u(t - x) dx = (l(a,b) * u)(t). Reste à montrer qu'il y a convergence pour 
la norme Il . Il 1 . On utilise pour cela le Théorème de convergence dominée. Remarquons que 
ŒN,k E [a, b]; alors, comme suppu Ç [A, B], u(t - ŒN,k) = 0 pour t rf. [A - b, B - a]. Donc 
/UN(t)/ :::;; -ft E:,:01 llullool(A-b,B-a) = llullool(A-b,B-a)> qui est intégrable sur IR; on peut 

donc utiliser le Théorème de convergence dominée et l'on obtient UN L
1

(11t) l(a,b) * u. 
N-+oo 

3) a) Il suffit de le faire pour toute cp = :U:(a,b), fonction indicatrice d'un intervalle borné 
de IR, puisque toute fonction en escalier est combinaison linéaire de telles fonctions. Mais, 
par le 2), l(a,b) * f = limN-+oo -ft E:,:01 TaN,kf; donc l(a,b) * f E E puisque TaN,kf E E et 
que E est fermé. 

b) Soit f E E et g E L 1 (IR). Pour toute> 0, il existe u E Jt'(IR) telle que llg-u//i:::;; é. 

Comme u est uniformément continue sur IR, il existe cp en escalier (et nulle en dehors du 
support de u) telle que llu-cplloo :::;; c/[1 +À(supp u)]. Alors llu-cp//i :::;; À(supp u) llu-cplloo :::;; é. 

Donc Il! *9-f *cp//i:::;; llJl/illg-cp//i:::;; 2c llflloo· Pour tout c > 0, on a trouvé une fonction 
f * cp, qui est dans E, par le a), et telle que Il!* g - f * cp//i :::;; C1 €. Cela prouve que f * g est 
dans l'adhérence de E. Comme E est fermé, on a par conséquent f * g E E, ce qui prouve 
que E est un idéal de L 1 (IR). 

II. 1) Pour l'égalité, voir !'Exercice 18. Il en résulte que g ea E F pour toute g E F et tout 
a ER 

2) Par définition, Pv E F. On a donc, en utilisant le 1), (Pv) ea E F. Comme (u-Pu) E 
FJ., on a (u - Pu) ..l (Pv) ea. 

3) Cette relation signifie que l11t(u-Pu)(x) (Pv)(x) e-211"i0t:x: dx = 0, c'est-à-dire, en posant 
w = (u - Pu) Pv, que w(a) = 0 (noter que w E L1 (IR), comme produit de deux fonctions 
de L2 (IR)). Comme c'est vrai pour tout a E IR, l'injectivité de la transformation de Fourier 
donne w =O. 

4) Le fait que w = 0 s'écrit: uPv =(Pu) (Pv). Mais, en échangeant u et v, on a aussi: 
v Pu= (Pv) (Pu), soit v (•Pu) = (Pv) (Pu). On obtient donc u (Pv) = v (Pu). 

5) Notons que la forme particulière de vo n'est pas importante; on a juste besoin de 
savoir que v0 E L2 (IR) et que v0 (y) -:/= 0 pour tout y E IR, de façon à pouvoir définir cp. 
La relation du 4) s'écrit : Pu = cp u. Comme P est une projection, on a P 2 = P; donc 
cpu = P(u) = P2 (u) = P(cpu) = cp2 u. C'est vrai pour tout u E L 2 (IR), et en particulier pour 
u = vo. Comme v0 ne s'annule pas, on obtient cp = cp2 • Par conséquent, cp(y) = 0 ou 1, pour 
presque tout y E IR. 

6) Soit B = {y E IR; cp(y) = O}; c'est un borélien (car cp est mesurable) et cp = lBc 
presque partout. Alors Pu = lBcU (en tant que fonctions de L2 (IR)). Il en résulte que 
l'on a F = {g E L2 (IR); g(y) = 0 pour presque tout y E B}, et cela équivaut à dire que 
E = {f E L2 (IR); .ffef = 0 presque partout sur B}. 

Exercice 26 
1) On sait que llfi *hlli:::;; llfill1llhl/i pour toutes fi,J2 E L1(IR); donc, par récurrence, 

llf*n Ili :::;; llfllî pour tout n ? 1. Comme llJl/i < 1, la série géométrique Ln;;.1 llfllî converge. 
Il en résulte que E:=l llf*nlli < +oo. Puisque L 1 (IR) est complet, la série Ln;;.1 rn converge 
(voir !'Exercice 9 du Chapitre 1). Soit g = - E:=l rn. L'application u E L1 (IR) ~ f * u E 
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L1(IR) étant linéaire et continue (en vertu de l'inégalité Il!* ulh ~ llflhllull1), on obtient 
f * g = - E:'=1 f * rn = - E:'=1 r<n+i) = - E~2 f*k = f + g. 

2) Supposons que h E L1 (IR) vérifie f * h = f + h. En prenant les transformées de Fourier, 

on obtient f h = f + Îi, donc Îi = Jb (on notera que pour tout y E IR, IJ(y)I ~ llflh < 1; 
donc le quotient est bien défini). D'autre part, la transformation de Fourier étant linéaire 

continue, on a g = - E;:'=1 (fr = -6. Donc Îi = g et l'injectivité de la transformation 
de Fourier entraîne h = g. 

3) a) L'égalité f * g = f + g donne x(f) x(g) = x(f) + x(g). Si l'on avait x(f) = 1, on 
aurait 1 + x(g) = x(g), ce qui n'est pas possible. Donc x(f) # l. 

b) Si IAI;;,,, 1, la fonction f>, = f />.est, comme f, de norme< 1: 11!>.lh = llflh/IAI < 
1/IAI ~ 1 ; on peut donc lui appliquer le résultat obtenu pour f : x(f>.) =I 1. Mais x(f>.) = 
x(f) /À ; on obtient donc x(f) =I À. 

4) Il résulte du 3) que lx(f)I < 1 pour toute f E L1(IR) telle que llflh < 1. Alors 
supllflli<l lx(J)I ~ 1, ce qui prouve que x est continue et llxll ~ 1. 

Exercice 27 
1) a) Comme >.(B) < +oo, la fonction r.p = IB est intégrable. Comme elle est aussi 

bornée, et qu'il en est de même de cp, on a <p E L1 (IR) et cp E L00 (IR), ce qui implique que 
r.p * cp est continue sur IR (Théorème 111.1.6). 

Il en résulte que U = {x E IR; (cp * r.p)(x) > O} est un ouvert de IR. Comme 

(cp * r.p)(x) = k IB(t- x) IB(t) dt= k IBn(B+x)(t) dt= >.(B n (B + x)), 

on a, d'une part, (cp * r.p)(O) = >.(B) > 0 et donc 0 E U, de sorte que U est un voisinage de O. 
D'autre part, six EU, on a >.(B n (B + x)) > 0, et donc, en particulier, B n (B + x) =I 0. 
Mais dire que t E B n (B + x) signifie que t E B et qu'il existe u E B tel que t = u + x; 
donc x = t - u, avec t, u E B, et ainsi x E V. On a donc U Ç V, et par conséquent V est un 
voisinage de O. 

b) On a B = Un)l (Bn(-n, n]) et donc +oo = >.(B) = limt n--+oo >.(Bn(-n, n]), de sorte 
que pour n assez grand, on a >.( B n (-n, n]) > O. Si n est un tel entier et Bn = B n (-n, n], 
on a donc 0 < >.(Bn) < +oo. Par le a), l'ensemble Vn = { t - u; t, u E En} est un voisinage 
de O. Mais comme Bn Ç B, on a Vn Ç V, et ainsi V est aussi un voisinage de O. 

2) G étant un sous-groupe de IR, on a { t - u; t, u E G} = G. Si l'on suppose G mesurable 
et >.(G) > 0, le 1) montre que Gest un voisinage de O. Mais alors Gest ouvert car si U est 
un ouvert contenant 0 et tel que U Ç G, on a G = UxEG(U + x). Mais tout sous-groupe 
ouvert est aussi fermé car IR\ G = UxEIR\G(G + x) est ouvert. Comme IR est connexe, on 
a donc G = IR. On aurait aussi pu dire plus simplement que si [-e, e] Ç G, alors IR = 
Un)l(-ne,ne] = Un)l n (-e,e] Ç Un)l nG Ç G. 

Remarque. Si G est un sous-groupe de (IR,+) non réduit à {O}, alors soit G = ail pour un 
a> 0, soit Gest dense dans IR. En effet, si on note G+ = {x E G; x > O} et a= infG+, 
alors : 

• Si a > 0, alors G = ail. En effet, on a d'abord a E G car si ce n'était pas le cas, 
il existerait une suite strictement décroissante d'éléments Xn E G+ convergeant vers a; on 
aurait, pour n > k, 0 < Xn - Xk <a, et on aurait une contradiction puisque Xn - Xk E G+. 
Alors aZ Ç G. On a égalité car si x E G+, et si n est la partie entière de x/a, on a 
n ~ x/a < n + 1, d'où 0 ~ x - na < a; comme x - na E G, ce n'est possible que si 
x - na = 0, et on a donc x E ail. 

• Si a = 0, alors G est dense dans IR. En effet, soit ]a, b( un intervalle non vide de IR. 
Posons e = b- a. Il existe Xe E G+ tel que 0 <Xe < e. Soit n la partie entière de b/xe; on a 
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n ~ b/xe ~ n + 1. Comme (n + l)xe - b > 0, il existe x E G+ tel que 0 < x < (n + l)xe - b. 
Alors a = b - e: < b - Xe < x + nxe < nxe ~ b, ce qui prouve que Gn ]a, b[ #- 0 puisque 
x +nxe E G. 

3) Il est facile de voir que G est un sous-groupe additif de lR (notons que les limites de 
(e2"ian"')n;;. 1 ne sont pas nulles car elles sont de module 1). Par ailleurs, la suite (e2"ian"')n;;. 1 
possède une limite si et seulement si elle est de Cauchy. Or cela s'écrit : 

(Ve: > 0) (3n ;;;. 1) (Vk, l ;;;. n) 

et on peut se contenter de prendre e: = 1/m. Donc : 

G= n LJ n Cm,k,t· 

Comme les ensembles Cm,k,t sont mesurables (parce que la fonction x H e2"iakx - e2"ia1x 
est mesurable, puisque continue), Gest aussi mesurable. 

Maintenant, on a A Ç G et À(A) > 0, par hypothèse; il en résulte que À( G) > O. On 
déduit du 2) que G = IR. 

4) a) On sait que la transformée de Fourier d'une fonction f E L1(1R) vérifie f(y)-----+ O. 
IYl-+oo 

On a donc, en particulier, puisque l'on a supposé que lank 1----+ +oo, 
k-+oo 

b) On obtient JJJI. f(x) g(x) dx = 0 par le Théorème de convergence dominée puisque 
lf(x) e2"iank"'I = lf(x)I est intégrable sur IR. 

c) Ce n'est pas possible parce que, en prenant f(x) = g(x) I1o,i1(x), cela donnerait 
f0

1 lg(x)i2 dx = 0 et donc g(x) = 0 pour presque tout x E [O, 1], ce qui est faux : lg(x)I = 1 
pour tout x E lR. 

5) Il résulte du 4) que la suite (an)n;;.1 est bornée. Si a et /3 en sont deux valeurs 
d'adhérenqi, on aura 

g(x) = e2"iax = e2"if3x Vx E IR. 

En dérivant, on obtient 27ria e2"ia"' = 27ri/3 e2"if3x pour tout x E IR, ce qui donne a = /3, 
en prenant x =O. La suite bornée (an)n;;.1 n'ayant qu'une seule valeur d'adhérence, elle est 
donc convergente. 

Exercice 28 
1) a) Pour lxl ~ a, on a lf(x)e-21Tizxl = lf(x)le-2"[Re(iz)]x = lf(x)le2"(Imz)x ~ 

lf(x)le2"1Imzla; donc: 

L lf(x) e-21Tizxl dx = 1_: lf(x) e-21Tizxl dx ~ e2"a IImzl/_: lf(x)I dx ~ e2"a llm zl (2a)1/2llfll2, 

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Cela prouve que F(z) existe pour tout z E IC et que 
IF(z)I ~ (2a)1/2llfll2e2"allmzl. 

b) Posons <I>(x,z) = f(x)e- 2"izx; on a â2<I>(x,z) = -27rixf(x)e-2"izx. Pour tout 
B > 0, on a donc lâ2<I>(x,z)I = 27rlxf(x)I e2"(Imz)x ~ 27rlxf(x)I e2" 3 a pour IImzl ~ B 

et lxl ~a. Comme JJJl.lxf(x)ldx = f.'.'.alxf(x)ldx ~ (J.'.'.ax2 dx) 112 (J.'.'.alf(x)l 2dx) 112 = 
(2a3 /3)11211!112 < +oo, le Théorème de dérivation sous le signe intégral dit que Fest holo­
morphe dans la bande IImzl < B. Comme c'est vrai pour tout B > 0, Fest holomorphe 
dans IC. 

c) Il suffit de remarquer que F1JJ1. = .J'f et que .J'f E L2(1R) pour toute f E L2(1R). 
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2) a) Puisque Gest holomorphe dans C, GpR est en particulier continue, donc mesurable, 
sur lR. De plus, il résulte de l'hypothèse faite sur G que IG(x)I :::; 1_fx2 pour tout x E IR. Par 

conséquent GpR E L1 (R). 
b) L'application z H G(z) e2'11"ixz est holomorphe dans C. Le Théorème de Cauchy dit 

que son intégrale le long de tout lacet est nulle. Considérons le lacet formé des côtés du 
rectangle de sommets - R, R, R + ib, - R + ib, avec R > 0, parcouru une fois dans le sens 
positif. On a : 

r G(t) e21fitx dt+ i {b G(R + it) e21fix(R+it) dt 
}_R lo 

- {R G(t + ib) e21fix(t+ib) dt - i {b G(-R + it) e21fix(-R+it) dt = 0. 
j_R lo 

L'intégrale sur les côtés verticaux [R, R+ ib] et [-R+ ib, -R] tend vers 0 quand R tend vers 
l'infini. En effet, si z = R + it, avec 0 :::; t :::; b, on a : 

1 1 f G( ) 21fiXz d 1 Gb e21f(a+lxl)b D l' . 1 Il a ors J(R,R+ib] z e z :::; l+R2 ~O. e même sur autre côté vert1ca. 

en résulte que : 

g(x) = 1. G(t) e21fitx dt= 1. G(t + ib) e 21fix(t+ib) dt. 

c) On a alors lg(x)I ,,:::: G f e2"ab e-21fxb dt,,:::: G e-21f(x-a)b f dt = G 7r e-21f(x-a)b "' JN. 1+t2+b2 "' JN. l+t2 . 
Or, lorsque x > a, e-21f<x-a)b-----+ 0; donc g(x) = O. Lorsque x < -a, on a cette fois 

b->+oo 

e-21f(x-a)b -----+0, et donc aussi g(x) =O. 
b->-oo 

d) Par hypothèse, GIR E L2(R); donc g = g--1(G1R) E L2(R). Comme elle est nulle 
pour lxl > a, on a g E L2 ([-a, a]). 

3) a) (i) Comme cp E L2([-é, é]), le 1) b) dit que IF'l'(z)I :::; G(cp) e27fe IImzl pour tout 

z E C. Lorsque lzl :::; 1, on a 1 + lzl2 :::; 2; donc IF'l'(z)I :::; 2 G(cp) e2;:1:rp· 1 • Pour lzl ? 1, on 
intègre deux fois par parties ; on obtient, puisque cp( -€) = cp( é) = 0 et cp' ( -é) = cp' ( é) = 0 : 

( ) le ( ) -21fiZX d 1 le "( ) -21fiZX d 1 F. ( ) F"' z = cp x e x = --4 2 2 cp x e x = --4 2 2 "'" z . 
-e 7r Z -e 7r Z 

Or, comme lzl? 1, on a l+lzl2 :::; 2 lzl2; donc, en utilisant le 1) b), puisque cp" E L2([-é,é]): 

IF. ( )1,,::: _1 ___ 2_ G( ") 27rellmzl 
'I' z "' 47!"2 1 + lzl2 cp e . 

. e21re llm zl 
On obtient donc IF'l'(z)I :::; G'I' i+lzl2 pour tout z E C. 

21f(a+e) llm zl , 
(ii) On a alors IG(z)I = IH(z)l IF'l'(z)I:::; GG'I' e i+lzl2 . Par ailleurs, on a f E 

L2 (R) et cp E L1 (R); donc, par !'Exercice 22 (et !'Exercice 9), f * cp E L2 (R) et §(f * cp) = 
($" J) (§cp). Comme§ f =HIR et §cp = (F'l')IR> on a GIR = §(f * cp), et donc GIN. E L2(R) 
(puisque f * cp E L2 (R) entraîne §(f * cp) E L2 (R)). Ainsi G vérifie bien les hypothèses du 
2), avec a+ é au lieu de a. 

(iii) Il résulte du 2) que f * cp = g--1 (G1R) = g E L2 ([-a - é, a+ é]). 
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b) Soit (\Oe)e>O une unité approchée telle que \Oe E g&(R) et SUPP\Oe Ç [-é,é]. On a 

f * \Oe L
2 (JR) f. Il existe donc une suite décroissante de nombres strictement positifs (cn)n;;.1 

e-+0 
tendant vers 0 telle que f * \Oen---+ f presque partout. Soit N ;:::: 1. Pour tout n ;:::: N, 

n-+oo 
f * \Oen s'annule pour lxl > a+ én, donc pour lxl > a+ éN; il en résulte que f(x) = 0 
pour presque tout x tel que lxl > a+ éN. Comme c'est vrai pour tout N ;:::: 1, on obtient 
finalement f(x) = 0 pour presque tout x tel que lxl >a. Par conséquent f E L2((-a, a]). 

Exercice 29 
1) a) Il suffit de montrer que L2 (w) contient tous les monômes mn, où mn(t) = tn. Or 

pour tout n E N, on a JJR t2ne-t2 dt < +oo (car, par exemple t2(t2ne-t2 )---+ 0); donc 
ltl-++oo 

mn E L2 (w). 
b) Posons r,o(t, z) = e-21ritz J(t) w(t). Soit B;:::: O. 

On a lr,o(t,z)I = e-2"t(Imz)lf(t)lw(t) :( e27rBlt11J(t)lw(t) pour IImzl :(B. Or, par l'in­
égalité de Cauchy-Schwarz : 

( ) 
1/2 ( ) 1/2 1. e2"Bltllf(t)I w(t) dt,,:; 1. (e2"Bt [w(t)]1;2)2 dt 1. (lf(t)I [w(t)]1/2)2 dt 

(car 411B ltl - t2 ,,:; -t2 /2 pour ltl assez grand). La version holomorphe du Théorème de 
dérivation sous le signe intégral peut alors être utilisé pour obtenir l'holomorphie de F sur 
la bande {z E C; IIm zl < B}, et donc sur C, puisque c'est vrai pour tout B > O. De 
plus, ce théorème permet de dériver indéfiniment sous le signe intégral; on obtient donc 
F(n)(z) = JJR(-27rit)ne-2"itzf(t)e-t2 dt pour tout z E Cet tout n EN; en particulier 

F(nl(o) = (-27rir JJR tnf(t)e-t2 dt pour tout n EN. 
c) Il suffit de montrer que si f E L 2 (w) est orthogonale à tous les polynômes, alors 

f =O. Or lotsque c'est le cas, on a en particulier (f 1 mn)L2(w) = 0 pour tout n EN, et cela 

signifie que F(nl(o) = 0 pour tout n EN. Mais, F étant entière, on a F(z) = L::'=o p<~,(o) zn 
pour tout z E C ; on obtient par conséquent F = O. 

Remarquons maintenant que l'inégalité(*) montre que fw E L1(R). On peut alors écrire 
F(x) = (fw)(x) pour tout x E R: On a donc J;;.i =O. L'injectivité de la transformation de 
Fourier entraîne alors que f w = O. Il en résulte que f = 0 presque partout, puisque w ne 
s'annule pas. 

Remarque. Une autre preuve est proposée dans l'Exercice 19. 

2) a) On le montre par récurrence. Pour n = 0, c'est évidemment vrai, avec Ho(t) = 1. 
Supposons que, pour n ;:::: 0, on ait w<nl(t) = (-l)nHn(t)w(t), Hn étant un polynôme 

de degré net de coefficient dominant 2n. Alors w<n+il(t) = (-l)n[H~(t) - 2tHn(t)]e-t2
• 

Comme H~ est un polynôme réel de degré n - 1 (sin;:::: 1; pour n = 0, H~ = 0) et tHn(t) 
est un polynôme réel de degré n + 1, on obtient que Hn+1(t) = 2tHn(t) - H~(t) est un 
polynôme réel de degré n + 1 et que son coefficient dominant est 2 x 2n = 2n+l. Comme 
w<n+l) (t) = (-1r+1 Hn+i(t) w(t), cela termine la récurrence. 

b) Pour tous entiers n, k;:::: 1, on a, en intégrant par parties : 
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car tkw(n-l)(t) = (-l)n-ltk-lHn-1(t)e-t2 ~O (puisque tk- 1 Hn-1(t) est un poly­
ltl-++oo 

nôme). Par récurrence, on obtient, pour k ~ n : 

On obtient, pour k < n, f11.w(n-k)(t)dt = [w<n-k+l)(t)J~: = 0 parce que w<n-k+l)(t) = 
(-l)n-k+1Hn-k+le-t2 ~O. Comme Hk est combinaison linéaire de 1,t, ... ,tk, il en 

ltl-++oo 
résulte que f11. Hk(t) w<n>(t) dt= 0 pour k < n. Cela signifie que f11. Hk(t) Hn(t) w(t) dt= O, 
ou, autrement dit, que Hk est orthogonal à Hn dans L 2 (w) pour k < n. 

Par ailleurs, l'égalité ( **) pour k = n donne : 

Remarquons maintenant que, puisque les polynômes Hk sont de degré k, ils sont linéairement 
indépendants. Il en résulte que l'espace engendré par Ho, ... , Hn-1 est égal à l'espace des 
polynômes de degré~ n - 1. Ainsi Hn = 2ntn + E~::~ an,kHk. Comme on a vu que Hn est 
orthogonal à Hk pour k ~ n - 1, on obtient : 

llHnll~2(w) = L Hn(t) Hn(t) w(t) dt 

= 2n { tn Hn(t) w(t) dt+ ï: an,k { Hk(t) Hn(t) w(t) dt 
111. k=O 111. 

= ../1i2nn! 

(car tn Hn(t) w(t) = (-lttnw(n)(t)). 
c) Il résulte du b) que la suite (( ..j1i2nn!)-1l 2 Hn)n;;.o est orthonormée de L 2 (w). Pour 

montrer que c'en est une base orthonormée, il faut montrer qu'elle est totale dans L2 (w). 
Mais, comme on l'a dit au b), cette suite engendre l'espace de tous les polynômes. Il résulte 
donc du 1) c) que la suite ( ( y'1r 2nn!)-1l 2 Hn)n;;.o est totale. 

3) La fonction w étant holomorphe dans <C, elle est égale à son développement de Taylor 
en tout t E <C, avec un rayon de convergence infini ; pour tout t E C et tout z E <C, on a : 

OO W(n) (t) n OO -t2 Zn 
w(t-z) = 2.::-1- (-z) = LHn(t)e 1; 

n. n. n=O n=O 

d'où E:=o Hn(t) :,~ = w(t - z) et2 = e-(t-z)2 et2 = e2tz-z2. 
4) C'est une autre formulation du 2) c); en effet, pour toutes fonctions f,g E L2 (w), on 

a(! 1 g)L2(w) = f11. f(t) g(t) w(t) dt= (fw 1l 2 1 gw112)L2(11.)· 
5) a) On va utiliser le Théorème de convergence dominée pour intervertir l'ordre de la 

sommation et de l'intégration. La fonction z f-t G(t, z) = e2tz-z2 étant holomorphe dans <C, 
son développement en série entière converge normalement sur tout compact. En particulier, 
il converge normalement sur tout cercle de centre 0 et de rayon r > O. On obtient, pour tout 
n;;::: 0: 

J_ 12" G(t i9) -in9 d() = ~ Hk(t) J_ 12" k i(k-n)9 d() = Hn(t) n. 
2 , r e e L.J kl 2 r e 1 r , 

7r 0 k=O . 7r 0 n. 
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d'où: 

IHn~t)I rn ~ _21 {27f IG(t,rei9)1dB ~ sup IG(t,rei9)1 
n. 7r J o o.;;9.;;21f 

(ce sont les inégalités de Cauchy). Comme IG(t,rei9)1 = ie2tre;9 -r202;8 I 
obtient IH~f t)I rn ~ e2ltlr+r2. 

Pour tout z E IR, prenons un r > lzl; on a, pour tout N ~ 0 : 

~ e21tlr+r2 on 
~ , 

fonction qui est intégrable par rapport à t. On peut donc utiliser le Théorème de convergence 
dominée, et l'on obtient : 

b) On fait le changement de variable u = (t - 2z)/-./21i; on obtient: 

<l>(x, z) = l e-21fitx e2tz-z2 e-t2 /2 dt= ez2 l e-21fitx e-!<t-2z)2 dt 

= -./21iez2 l e-21fi(v'2?ru+2z):z: e-7fu2 du 

= -./21i ez2 e-47fiz:z: l e-21fiu(V2?< :z:) fo(u) du= V21f ez2 e-41fizx Îo( V21f x), 

2 ~ 2 
où fo(x) = e-7fo: . Or on a vu dans le cours (égalité (111.1)), que fo(y) = fo(Y) = e-1fy ; on 

. 2 . 222 tn= 22 
obtient donc <l>(x, z) = -./21i ez e-4mzx e- 7f "' = v 27r e-27r "' G(27rx, -iz). 

6) Comme 

il résulte du 5) que, pour tout z E IR, on a I:::'=o Ô:(x) :~ = -./21iL;;:'=0 (-i)nBn(27rx) :~. 
L'unicité du développement en série entière entraîne que, pour tout n ~ 0, on a Ô:(x) = 
(-ir-./21iBn(27rx). 

Posons vn(x) = Bn(-./21ix). On a V";;(y) = _kr Ô:(y/-,/21i). On obtient par conséquent: 

V";;(y) = _kr Ô:(-./21iy) = (-irvn(Y), de sorte que Vn est un vecteur propre de ,g; pour la 

valeur propre (-i)n. Pour finir, posons Un= (fo2nn!)- 1l2vn. On aun(t) = hn(-./21it); donc 
la suite (un)n;;.o est une base orthonormée de L2(JR) (le changement de variable t H -./27it 
n'altérant en rien le caractère orthonormal, ni la totalité), et Un est, comme Vn, un vecteur 
propre de ,g; pour la valeur propre (-i)n. 

Comme {(-i)n; n ~ O} = {1, -1, i, -i}, ,g; possède donc les quatre valeurs propres 
1, -1, i, -i. Il n'y en a pas d'autres puisque l'on a une base hilbertienne formée de vecteurs 
propres associés. 
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On pouvait savoir a priori que seules ces valeurs pouvaient être des valeurs propres. En 
effet, on sait, par le Théorème d'inversion, que pour f E A(R), on a [§(§ f)](x) = f(-x), 
pour presque tout x E R; donc (§4 f)(x) = f(x). Par densité de A(R) dans L2(R), on 
obtient § 4 = ldL2(1R)· Alors toute valeur propre,\ de§ doit vérifier ,\4 = 1. 

Exercice 30 
1) On sait (équation (111.1) du cours) que si fo(t) = e-"t2, alors Îo(u) = fo(u). Donc : 

2) a) Soit A > O. Pour lxl ~ A, on a : 

pour n ~ 2A/'rr; donc la série converge normalement sur [-A, A]. En particulier, elle converge 
pour tout x E R. 

Posons 7/Jn(x) = e-<>(x-2"n)2. On a 7/J~(x) = -2a(x - 27rn) e-<>(x-2"n)2. Alors, pour 

lxl ~ A, on a 17/J~(x)I ~ 2a(A + 27rn) e-2"2"n2 pour n ~ 2A/7r. Il en résulte que la série 
L:nez 7/J~ converge normalement sur tout compact de R. Par conséquent, 'P<> est continûment 
dérivable sur R. 

+oo 2 +oo 2 
La périodicité de 'P<> est claire: <pa(x+27r) = L: e-<>(x+2"-2"n) = L: e-<>(x-21Tk) , 

n=-oo k=-oo 

en posant k = n - 1. 
b) Grâce à la convergence normale sur tout compact, on a, pour tout k E Z : 

1 12" 1 +oo 12" 2 -(k) ( ) -ikx d '""' -<>(x-21T) -ikx d 'P<> = 2 <p x e x = 2 L.J e e x 
7r 0 7r n=-oo 0 

1 +oo 1-n+21T 1 1 1 '""' -au2 -iku d -au2 -iku d -k2 /4<> =2L.J e e u= 2 e e u= 2 ~e , 
7r n=-oo -n 7r IR V 7rŒ 

en utilisant le 1). 
3) a) La fonction 'P<> étant continûment dérivable, le Théorème de Jordan-Dirichlet (ou 

plutôt, dans ce cas, le Théorème de Dirichlet) dit que 'Pa(x) = L:!;"_ 00 ~ (k) eikx pour tout 
x ER. Prenant a= 1/4t, cela donne : 

+oo 2 If +oo L _ (:ç-2'.n) t L: -k2 t .k 
e 4t = - e e' "', 

7r 
n=-oo k=-oo 

{i +oo (:ç-21în)2 
soit Gt(x) =y t L e- 4t . 

n=-oo 

Notons que l'on aurait pu utiliser la formule sommatoire de Poisson (Exercice 24). On 
remarquera aussi le lien entre le noyau Gt et la fonction (} de Jacobi. 

b) L'espace L1 ('ll') s'identifie à l'espace L1 (0,27r), muni de la mesure de Lebesgue 
normalisée du/21!". 

Soit d'abord g: R --+ C une fonction continue de période 27r. On a pour tout x E R, 
en utilisant la convergence normale sur tout compact de la série définissant <p1; 4t, et la 
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périodicité de g : 

[ 2tr du [ 2tr [ {i +oo (u-2,,n) 2 ] du 
(g * Gt)(x) = lo g(x - u) Gt(u) 27r = lo g(x - u) y t L e- 4 t 27r 

n=-CXJ 

1 +00 [12tr ~ ] = -- L g(x-u)e- 4t du 
2../1rt n=-oo 0 

1 +oo [1-2trn+2tr v 2 ] = -- L g(x -v - 27rn) e-« dv 
2../1rt n=-oo -2trn 

= _1_ f [1-2trn+21r g(x - v) e--fi- dv] 
2../1rt n=-oo -2trn 

1 l+oo v2 =-- g(x-v)e-«dv--+g(x), 
2../1rt -OO t->0 

car g est continue et bornée sur ~, et que si l'on pose p( v) = 2~ e-v2 
/ 4, alors p satisfait les 

v2 

conditions du Théorème 111.1.9 et, avec les notations de ce théorème, P.Jt(v) = 2~ e-4t; 
donc (P.Jth>o est une unité approchée pour la convolution des fonctions définies sur~. 

De plus, on IB * Gt(x)I :( l!Blloo J:tr Gt(u) du = llBlloo· En effet, Gt = ,/f 'Pl/4t; donc 

2~ J:tr Gt(u) du= yff cPi/4t(ü) = 1, par le 2) b). La fonction constante llBllool étant inté­
grable sur [O, 27r), le Théorème de convergence dominée dit que 119 * Gt - BllL'(o 2tr)--+ O. 

' t->0 

Pour terminer, si g E L1('Jr) = L1(0,27r), il existe, pour tout c > 0 une fonction continue 
Be:~--+ C de période 27r telle que llB-BellL'(0,2tr) :( c. Soit te> 0 tel que, pour 0 < t :(te, on 
ait llBe * Gt - 9ellL'(o,2tr) :(€.Alors, pour 0 < t :(te, on a (en utilisant le 1) de l'Exercice 8), 
119 * Gt - Blli :( 119 - 9eJl1 llGtlli + llB - Belli :( c/2 + c/2 = €. En effet, Gt est positive par le 
a); donc llGtlli = 2~ f0 1r Gt(u) du= 1, comme on l'a vu juste au-dessus. 

Remarque. L'utilisation de cette fonction Gt, et de ce qui s'appellera plus tard la convolution 
avec Gt, pour la résolution de l'équation de la chaleur a été faite pour la première fois par 
Poisson. 

4) a) Pour tout t > O, on a IJ(n) e-n2 t ein:z:I :( llfll1e-tn2 , la série est absolument conver­
gente. 

- 2 Par définition de Gt, on a Gt(n) = e-n t pour tout n E Z. 
D'autre part, si on pose (T,,Gt)(u) = Gt(u - x), on a, puisque Gt est 27r-périodique : 

--- 1 {21r 1 {21r 
T:z:Gt(n) = 27r Jo Gt(U - x) e-inu du= 27r Jo Gt(v) e-in(v+:z:) du= e-inx ~(n). 

Donc u(t, x) = 2:!:_00 J(n) r;;;G;(n) Par la formule de Parseval, on obtient : 

1 {21r 1 {21r 
u(t, x) = 27r Jo f(u) (T,,Gt)(u) du= 27r Jo f(u) Gt(u - x) du, 

d'où u(t, x) = 2~ J:tr f(u) Gt(x - u) du. En posant v = x - u et en utilisant la périodicité, 

on a aussi u(t, x) = 2~ J:" f(x - v) Gt(v) dv. 

b) •Pour tout a> 0, on a lf(n)e-n2 tein:z:I :( llfll1e-an2 ; la série définissant uest donc 
normalement convergente sur [a, +oo[ xR. Il en résulte que u est continue sur ]O, +oo[ xR. 
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D'autre part, il résulte du 3) b) que u(t,x)-----+ f(x) pour tout x ER. Mais, en fait, 
t--+0 

+ v2 
comme (! * Gt)(x) = 20rt f_;: f(x - v) e-Tt dv, il résulte du Théorème 111.1.9 qu'il y a 
convergence uniforme pour x E R, parce que f est uniformément continue sur R (elle l'est 
sur (0, 27rJ et est 27r-périodique). Il en résulte que u est continue sur (0, +oo( xR. Pour cela, 
il suffit de montrer que u est continue en (0, x0 ) pour tout xo E R. Rappelons que par 
définition u(O, x) = f(x) pour tout x ER. Donnons-nous un é > 0 arbitraire. La continuité 
de f permet de trouver un o > 0 tel que lf(x) - f(xo)I ~ é pour lx - xol ~o. D'autre part, 
la convergence uniforme de u(t, x) vers f(x) quand t tend vers 0 donne un te > 0 tel que 
lu(t,x) - f(x)I ~ é pour 0 < t ~te, pour tout x ER. Alors, pour lx - xol ~ o et 0 < t ~te, 
on a lu(t, x) - u(O, xo)I = lu(t, x) - f(xo)I ~ lu(t, x) - f(x)I + lf(x) - f(xo)I ~ 2é. 

•Pour tout a> 0, on a les majorations IÎ(n)(-n2e-n2 t)einxl ~ llfll1(n2 e-an2) et 
IÎ(n)e-n2 t) (ineinx)I ~ llfll1(ne-an2

) par des séries convergentes; donc u est continûment 
différentiable (elle a des dérivées partielles continues) sur JO, +oo(xR et l'on a: 

+= += 
81u(t,x) = - L n2Î(n)e-n2 teinx et 82u(t,x) =i L nf(n)e-n2 teinx. 

n=-oo n=-oo 

De même, pour tout a> 0, on a les majorations IÎ(n) (n4 e-n2t)einxl ~ llfi11(n4 e-an2), 
IÎ(n) (n2 e-n2t) (ineinx)I ~ llfll1 (n3 e-an2) et IÎ(n) e-n2t (-n2einx) 1 ~ llfll1 (n2 e-an2); donc 
u a des dérivées partielles secondes continues, de sorte qu'elle est deux fois continûment 
différentiable sur JO, +oo( xR et l'on a : 

+= 
a~u(t,x)=- E n2Î(n)e-n2 teinx=a1u(t,x). 

n=-oo 

5) a) La fonction v étant continûment dérivable sur JO, +oo(xR, la fonction E est conti­
nûment dérivable pour t > 0, et on peut dériver sous le signe intégral : 

E'(t) = 2 fo 2"[81v(t,x)Jv(t,x)dx. 

Comme V vérifie l'équation de la chaleur, on a 81v(t,x) = a~v(t,x); donc: 

{2" 
E'(t) = 2 Jo [B~v(t,x)Jv(t,x)dx. 

En intégrant par parties, on obtient : 

E'(t) = 2 [(82v(t,x)]v(t,x)]~" - 2 fo21'[81v(t,x)J 2dx. 

Par périodicité, le terme tout intégré est nul; donc E'(t) = -2J:"[81v(t,x)]2dx ~O. Il en 
résulte que E est décroissante sur (0, +oo(. 

b) Si v(O, x) = 0 pour tout x E (0, 27r], on a E(O) = O. Comme E est décroissante et 
positive, cela exige que E(t) = 0 pour tout t;;;: O. Ainsi, pour tout t;;;: 0, J:"[v(t, x)] 2 dx =O. 
La fonction x H [v(t, x)J 2 étant continue et positive, cela entraîne que v(t, x) = 0 pour tout 
x E (0, 27rJ, donc pour tout x E R, par périodicité. Comme c'est vrai pour tout t ?: 0, on 
obtient que v est identiquement nulle. 

c) Considérons deux solutions u1 et u2 du problème de la chaleur associé à f. Alors 
v = u1 -u2 vérifie les conditions (i) et (iii), et v(O, x) = u1(0, x)-u2(0, x) = f(x)-f(x) = 0 
pour tout x ER. Par le b), v = 0, et donc u1 = u2. 
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XI.4. Exercices du Chapitre IV 

Exercice 1 
Posons n' =X\ î1 et n~ = n' U i1n. Les i1n étant ouverts dans l'ouvert n sont ouverts 

dans X. Comme n' est lui-même ouvert dans X, les n~ sont aussi ouverts dans X. De 
plus, pour les adhérences dans X, on an:,, = i1' u i1n. Comme i1n est dense dans n, son 
adhérence dans X contient n, et donc ÎÏ. Par ailleurs, n' contient i1' = X \ ÎÏ; donc n:,_ 2 
(X\ ÎÏ) U î1 =X, c'est-à-dire que n~ est dense dans X. Comme X est un espace de Baire, 
nn~i n~ est dense dans X. Cela entraîne que n n ( nn~i n~) est dense dans n. Comme 
n n ( nn~i n~) = nn~i i1n, car n n (X\ ÎÏ) = 0, on en déduit que n est un espace de Baire. 

Exercice 2 
1) D n'est pas continue car la convergence uniforme d'une suite de fonctions continüment 

dérivables (vers une fonction continüment dérivable) n'entraîne pas la convergence uniforme 
des dérivées (vers la dérivée de la limite). Par exemple, si fn(x) = xn(l - x), alors (fn)n~l 
converge uniformément vers 0 sur [O, 1], mais f~(~:;:D ~ 1/e2 • 

2) Par contre le graphe de D est fermé, grâce au classique théorème de Weierstrass disant 
que si une suite (fn)n~l de fonctions continüment dérivables converge simplement (sur un 
intervalle) vers une fonction f et si la suite (f~)n~l des dérivées converge uniformément (sur 
cet intervalle) vers une fonction g, alors f est continüment dérivable et J' = g. En particulier, 
si (fn)n~l converge uniformément vers f E 'if1 ([0, 1]) et (D(fn))n~l converge uniformément 
vers g E 'if([O, 1]), alors g = D(f). 

3) Cela ne contredit pas Je Théorème du graphe fermé parce que 'if1 ([0, 1]) n'est pas 
complet pour la norme uniforme (ce qu'il est facile de voir - en fait ce qui précède montre 
la non complétude). 

Exercice 3 
Utilisons Je Théorème du graphe fermé. Si Xn ---+ x et Txn ---+y, on a, pour tout 

n--too n--too 
z EH: 

(z 1 y)= lim (z 1 Txn) = lim (Tz 1 Xn) = (Tz 1 x) = (z 1 Tx); 
n--too n--too 

donc y= Tx. 

Exercice 4 
Dire que (en)n~l est une base algébrique de E signifie que E = Un~l Fn. Le sous-espace 

Fn étant de dimension finie, il est fermé. Comme E est complet, le Théorème de Baire assure 
qu'au moins un des Fn est d'intérieur non vide. Mais le seul sous-espace F d'intérieur non 
vide est E lui-même (si la boule de centre xo et de rayon r > 0 est contenue dans F, celle 
de centre 0 et de rayon r et aussi contenue dans F, par translation; par homothétie, tout 
vecteur de E est dans F). Donc E = FN pour un certain N ~ 1 et dimE = N, contrairement 
à l'hypothèse. 

Exercice 5 
1) Pour tout x E co, on a l<I>N(x)I < 0::;:'=1 lanl) llxlloo; donc <l>N est continue et 

ll<I>Nll < E;:'=l lanl· 
2) Pour tout x E co, on a, par hypothèse, <I> N (x) ---+Lx ; le Théorème de Banach­

N-+oo 

Steinhaus (et son Corollaire IV.2.2) dit que supN~l ll<I>Nll = K < +oo. 
Pour tout n ~ 1, choisissons en tel que lenl = 1 et enan = lanl et considérons le 

vecteur Xn = (e1,e2, .. .,en,O,O, ... ). On a Xn E Co et llxnlloo = 1; donc 2:;:'=1 lanl = 

2:;:'=1enan = <I>N(xn) < ll<I>Nll <K. Comme c'est vrai pour tout N ~ 1, il en résulte que 
2:::'=1 lanl < K < +oo, c'est-à-dire que a E f1. 



XI.4. EXERCICES DU CHAPITRE IV 353 

Exercice 6 
Il s'agit d'une application directe du Théorème de Banach-Steinhaus. Posons, pour tout 

t E K, At(x) = (Lx)(t). Alors At: X --+ IK est une forme linéaire continue et, pour 
tout x E X, on a suptEK IAt(x)I = suptEK l(Lx)(t)I = llLxlloo < +oo. On obtient donc, 
par le Théorème de Banach-Steinhaus, suptEK li At Il = C < +oo. Mais suptEK li At Il = 
suptEK supllxll,,;l l(Lx)(t)I = supllxll,,;l suptEK l(Lx)(t)I = supllxll,,; 1 llLxlloo· Par conséquent 
SUP11x11,,; 1 llLxlloo = C < +oo, ce qui signifie que Lest continue (et llLll = C). 

Exercice 7 
1) a) Écrivons (Tzn +Th 1 h) = (T(zn +h) 1 Zn +h)- (T(zn +h) 1 Zn)· Par hypothèse, on 

a (T(zn+h) 1Zn+h);;::0 pour tout n;;:: 1. D'autre part, T(zn+h) = Tzn+Th----+l+Th; 
n---+oo 

donc supn~l llT(zn +h)ll = C < +oo; par conséquent J (T(zn +h) 1 Zn) J :::;; llT(zn +h)ll llznll :::;; 
C llznll----+ O. Il en résulte que (l 1 h) +(Th 1 h) = limn---+oo(Tzn +Th 1 h) ;;:: O. 

n---+oo 
b) En remplaçant h par ch, avec c > 0, on obtient c (l 1 h) + c2 (Th 1 h) ;;:: O. En 

divisant par c, il vient (l 1 h) + c (Th 1 h) ;;:: O, d'où (l 1 h) ;;:: 0, en faisant tendre c vers O. 
Maintenant, en remplaçant h par -h, on a aussi -(l 1 h) ;;:: O. Par conséquent (l 1 h) = O. 
Comme c'est vrai pour tout h EH, on obtient l =O. 

2) Il résulte du 1) que si Xn-----+ x et Txn-----+ y, alors, en prenant Zn = Xn - x, on a 
n-+oo n--+oo 

y - Tx = 0, soit y = Tx. Cela signifie que le graphe de T est fermé. Il résulte du Théorème 
du graphe fermé que T est continue. 

Exercice 8 

Cela résulte du Théorème du graphe fermé. En effet, supposons que l'on ait fn ~ f 
n---+oo 

et cpfn ~ g. On peut extraire une sous-suite Unk)k~l qui converge presque partout vers 
n---+oo 

L2 L2 
f. Alors cpfnk-----+ cpf presque partout. Comme cpfn-----+ g, on a a fortiori cpfnk -----+ g. 

k--+oo n--+oo k--+oo 

On peut alors extraire une sous-suite (cpfnk.)i~l de (cpfnk)k~l qui converge presque partout 
3 

vers g. Il en résulte que g = cpf presque partout. Cela montre que le graphe de M"' est fermé. 

Exercice 9 
1) On va utiliser le Théorème du graphe fermé. Par hypothèse, il existe une injection 

j: f E L2 (m) >-+ j(f) = f E L1 (m). Soit fn ~ f telles que fn = j(fn) ~ g. Il 
n--+oo n--+oo 

existe alors une sous-suite (fnk)k~1 convergeant presque partout vers f. Mais on a en-

core fnk ~ g; par conséquent, cette sous-suite a elle-même une sous-suite (fnk. )j~l 
k---+oo J 

qui converge presque partout vers g. Il en résulte que f = g presque partout. Autrement 
dit, g = j(f). Le graphe de j est donc fermé, de sorte que j est continue. On a ainsi 
llfllL1 :::;; C llfllL2 pour toute f E L2 (m), avec C = llill· 

2) La mesure m étant a-finie, il existe une suite croissante de parties mesurables Sn, 
de mesure finie, telles que S = Un~l Sn. Alors ][Sn E L2 (m) et m(Sn) = llilsnllL1 :::;; 

C Il ][Sn llL2 = ylm(Sn); d'où m(Sn) :::;; C 2 • Alors m(S) = limt n---+oo m(Sn) :::;; C2 et la mesure 
m est finie. 

Exercice 10 
1) Le sous-espace X étant fermé dans L2 (0, 1), il est complet. Par hypothèse, on a une 

injection j: f EX>-+ j(f) = f E L00 (0, 1). On va utiliser le Théorème du graphe fermé pour 

montrer que j est continue. Soit fn EX, n;;:: 1, telles que fn ~ f et j(fn) = fn ~ g. 
n-+oo n-+oo 

Par définition de la norme essentielle uniforme, il existe, pour chaque n ;;:: 1, une partie 
négligeable Nn de [O, 1] telle que lfn(t) - g(t)I :::;; llfn - Blloo pour tout t E [O, 1] \ Nn. 
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Soit N = Un;;;,l Nn; c'est une partie négligeable et lfn(t) - g(t)I ~ llfn - Ylloo pour tout 
n ~ 1 et tout t E [O, 1] \ N. Donc fn(t)---+ g(t) pour tout t E [O, 1] \ N. Par ailleurs, 

n--too 

comme fn ~ f, il existe une sous-suite Unk)k;;;,1 convergeant presque partout vers f. Cela 
n--too 

signifie que l'on a une partie négligeable No de [O, 1] telle que fnk(t)---+ f(t) pour tout 
k--too 

t E [O, 1] \No. Il en résulte que f(t) = g(t) pour tout t E [O, 1] \ (NU No), et donc pour 
presque tout t E [O, 1]. Autrement dit, g = j(f), et le graphe de j est fermé. L'injection j est 
donc continue et llflloo ~ C llfll2 pour toute f EX, avec C = llJll. 

2) a) Pour chaque XE en, on a llFxlloo ~ CllFxll2- La suite (!1, ... ,fn) étant ortho­
normée, on a llFxll~ = L:7=1 lxjl2 = llxll~- Par définition de la norme supérieure essen­
tielle, il existe donc une partie négligeable Nx de [O, 1] telle que IFx(t)I ~ C llxll2 pour tout 
t E [O, 1] \ N.,. Soit N = UxED N.,. Comme D est dénombrable, N est négligeable, et l'on a 
IFx(t)I ~ C llxll2 pour tout x ED et tout t E [O, 1] \ N. 

b) Maintenant, comme D est dense dans en' pour tout X E en' il existe une suite 
d'éléments x(k) ED telle que x(k)---+ x. Pour tout t E [O, 1], on a alors Fx<kJ (t)---+ F.,(t). 

k--too k--too 

Puisque llx(k) 112---+ llxll2, on obtient IF.,(t)I ~ C llxll2 pour tout t E [O, 1] \ N. 
k--too 

3) Pour chaque t E [0,1] \N, choisissons, pour tout j = 1, ... ,n, Xj = lfj(t)l2/fj(t) si 
fj(t) =I 0 et Xj = 0 si fj(t) = O. On a alors IF.,(t)I = L:7=1 lf;(t)l2 ~ C llxll2 et llxll~ = 
L:;=1 lxjl2 = L:7=1 IJ;(t)l2. On obtient donc L:;=1 l!J(t)l2 ~ C2. 

4) Puisque N est négligeable, on obtient, en intégrant, L:;=1 J; lfj(t)l2 dt~ C2. Mais les 
fj sont de norme 1 ; on obtient par conséquent n ~ C2 . Ainsi le nombre de termes de toute 
suite de vecteurs orthonormés dans X est borné par C 2 • Cela exige que X soit de dimension 
finie ~ n ~ C2. 1 . 

Exercice 11 

1) Soit fn EX tels que fn---+ f EX et Tf---+ g E 'i!f([O, 1]). Cela signifie que (fn)n;;;,1 
n-+oo n-too 

converge uniformément vers f et que f~ = Tfn converge uniformément vers g. D'après un 
théorème classique de Weierstrass, il en résulte que f est continûment dérivable et que g = J'. 
Cela montre que le graphe de T est fermé. 

2) Puisque X (fermé dans un espace complet) et 'i!f([O, 1]) sont des espaces de Banach, le 
Théorème du graphe fermé dit que l'application linéaire Test continue. Soit N ~ 1 un entier 
tel que llTll < N. Puisque llTflloo ~ llTll llflloo pour toute f E X, on a bien llf'lloo < N 
pour toute f EX telle que llflloo ~ 1. 

3) a) Si S(f) = 0, on a f (xo) = f (x1) = · · · = f(xN) = O. Soit t E [O, 1] tel que 
If (t)I = 1. Il existe un j E {O, ... , N - 1} tel que Xj < t < X;+1 (t ne peut être l'un 
des xi)· D'après le Théorème des accroissements finis, il existe un Ç entre t et XJ+l tel que 
f(x;+1) - f(t) = (x;+1 - t) J'(Ç). Alors: 

1 = IJ(t)I = IJ(x;+1 - f(t)I = (XJ+l - t) IJ'(Ç)I ~ (X;+l - t) llf'lloo ~ ~ llf'lloo < 1, 

ce qui n'est pas possible. 
b) S étant clairement linéaire, il résulte du a), par homogénéité, que, pour toute f =I 0, 

on a S(f) =IO. Autrement dit, S est injective. Par conséquent dimX ~ N + 1. 

1. La preuve originelle de Grothendieck était différente : voir les remarques dans le corrigé de 
!'Exercice 30 du Chapitre VIII. 
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Exercice 12 
On utilise le Théorème de l'application ouverte : si T est surjective, il existe c > 0 tel 

que, pour tout y E F, il existe x E Etel que y= Tx et !lxll ::;; (1/c) !IYll· Alors : 

!IT*.,Pll = sup l(T*.,P)(x)I = sup 17/J(Tx)I ;:;, sup 17/J(y)I = c sup 17/i(z)I = c 117/Jll. 
llxll<;;l llxll<;;l llYll<;;c llzll<;;l 

Cela prouve que T* est un isomorphisme entre F* et T*(F*) (voir !'Exercice 10 du Cha­
pitre I). 

Exercice 13 
1) S'il existait un isomorphisme T entre Poo et un sous-espace (fermé) de H, on devrait 

avoir des constantes 0 < c < C < +oo telles que c llxlloo ::;; llTxll ::;; C llxlloo pour tout 
x E Poo. On aurait, grâce à l'identité du parallélogramme généralisée : 

mais lleklloo = 1 et Il I:~=l ckekll 00 = max1.,;k<;;n l.::kl = 1; on aurait donc c2n::;; C 2 , ce qui 
n'est pas possible dès que n est assez grand. 

2) Soit T: H -+ P1 une application linéaire continue surjective. Par le Théorème de 
l'application ouverte, il existe c > 0 tel que, pour tout y E P1, il existe x EH tel que y= Tx 
et llxll ::;; (1/c) llYll· Considérons les vecteurs ek, comme dans le 1), mais vus cette fois-ci 
comme éléments de P1. Pour chaque k ;:;, 1, il existe Xk E H tel que Txk = ek et llxkll ::;; 
(1/c) lleklh = 1/c. Par l'identité du parallélogramme, on a, puisque Il I:~=l .::kekll 1 = n: 

soit n c2 ::;; llTll 2 , ce qui n'est pas possible dès que n est assez grand. 

Remarque. On peut aussi déduire le 2) du 1). S'il existait une application linéaire surjective 
T de H sur P1, son adjoint T* serait, d'après !'Exercice 12 un isomorphisme de Poo =(Pi)* 
sur T*(Poo) Ç H*; or ce n'est pas possible, en vertu du 1) (rappelons que H* est (anti)­
isomorphe à H et donc peut-être muni d'une structure d'espace de Hilbert (si 'Px et cpy sont 
les formes linéaires associées à des éléments x et y de H par les formules 'Px ( z) = ( z 1 x) et 
cpy(z) = (z 1 y), on pose (cp., 1 cpy) = (x 1 y)). 

Exercice 14 
1) • Si llB(x, Y)ll ::;; M llxll llYll pour tous x E X, y E Y, on a, grâce à la bilinéarité : 

llB(x, y) - B(xo, Yo)ll ::;; llB(x, y) - B(xo, y)ll + llB(xo, y) - B(xo, Yo)ll = llB(x - xo, Y)ll + 
llB(xo,y-yo)ll::;; M !lx-xoll llYll+M llxoll llY-Yoll::;; M llx-xoll (llyo!l+l)+M !lxo!l llY-Yoll, 
si llY - Yoll ::;; 1. D'où la continuité de B. 

• Supposons B continue. La continuité en (0, 0) donne un nombre M > 0 tel que 
llB(x, y)ll::;; M si !lxll ::;; 1 et llYll ::;; 1. Alors, pour tous XE X, y E Y, on a llB( 11~11' ra) Il ::;; 
M, d'où, par homogénéité, llB(x, y)ll ::;; M llxll llYll· 

2) Soit By la boule unité de Y. Par hypothèse, les formes linéaires continues BY: X-+ Z 
sont telles que supyEBy IBY(x)I = supyEBy IB(x,y)I = supyEBy IBx(Y)I = !IBxll < +oo, pour 
tout x EX. Le Théorème de Banach-Steinhaus dit qu'alors il existe une constante M < oo 
telle que IBY(x)I ::;; M pour tous x E Bx et tous y E By. Par homogénéité, on obtient 
IB(x, y)I ::;; M !lxll llYll pour tous x EX et tous y E Y, c'est-à-dire, par le 1), la continuité de 
B. 
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3) Il est clair que Best bilinéaire. Soit y E Y. Pour chaque x EX, on a limn-+oo(BY)n(x) = 
limn-+oo Bn(x, y) = B(x, y) = BY(x); le Théorème de Banach-Steinhaus dit que BY est conti­
nue. De même, pour chaque x E X, B,, est continue. Donc B est séparément continue. Il 
résulte du 2) que B est continue. 

Exercice 15 
1) C'est immédiat : 

(Snf)(x) = ktnÎ(k)e2"ikx = ktn [fol J(t)e-2,,.iktdt] e2,,.ikx 

= fo1 [k"f:n e2,,.ik(x-t)] J(t)dt = fo1 Dn(x-t)J(t)dt= (Dn *f)(x). 

2) On a alors la;(f)I = l(Snf)(x)I ~ llDnlli llflloo; donc la forme linéaire a; est continue 
et lla;ll ~ llDnlli· Pour voir qu'il y a égalité, rappelons que Dn(t) = sin(;~!!)"t pour 
0 < t < 1; donc Dn(t) s'annule en tn,k = 2nk+I pour k = 1, ... , 2n et garde un signe 
constant ( -1 )k sur les intervalles ]tn,k, tn,k+I [ pour k = 0, 1, ... , 2n. Pour tout j ;;:: 1, posons 
€n,i = 23 ~3n et considérons la fonction continue fj: lR -+ <C de période 1 définie sur [O, 1[ 
par: 

si 0 ~ t ~ tn,1 - én,j 
Si tn,k + én,j ~ t ~ tn,k+I - én,j , 1 ~ k ~ 2n - 1 
si tn,2n + én,j ~ t < 1 
sur chaque intervalle restant de [O, 1[. 

(on pourrait prendre fj = ivnf+'2_ 3 ). 

On a lfi(t)I ~ 1 pour tout t E lR; donc IDn(x - t) fj(t)I ~ IDn(x - t)I. D'autre part, 
Dn(x - t) fi(t) ~ IDn(x - t)I pour tout t E [O, 1]. Comme la fonction t f-t Dn(x - t) est 

J-+OO 
continue sur [O, 1], elle y est intégrable; le Théorème de convergence dominée implique donc 
que: 

lla~ll ;;:: la~(fi)I = fo1 Dn(X - t) fj(t) dt 

~ r1 IDn(X - t)I dt= {"' IDn(u)I du= f 1 IDn(u)I du, 
J-+00 Jo lx-1 Jo 

grâce à la prériodicité. Donc lla;ll;;:: llDnlli, d'où l'égalité. 
3) On renvoie au 4) a) de l'Exercice 20 pour le calcul de l'inégalité llDnlli ;;:: ~ logn. 

Grâce au 2), cela montre que lla;ll ~ +oo. n-+oo 
4) Si la série de Fourier de f convergeait en x pour toute f E 'îff_, cela signifierait que la 

suite ( a;f)n~o converge pour toute f E 'îff_. Comme les a; sont des formes linéaires continues, 
on aurait supn~o lla; Il < +oo, par un corollaire du Théorème de Banach-Steinhaus. Comme 
on a vu au 3) que ce n'est pas le cas, il en résulte l'existence d'au moins une fonction de 'îff_ 
dont la série de Fourier diverge au point x. 

5) a) Reprenons la preuve du Théorème de Banach-Steinhaus, et posons : 

~n = {u E E; llTi(u)ll ~ n, Yi E I}. 

Comme les Ti sont continues, ~n = niEI T;-1 [BF(O, n)] est fermé pour tout n;;:: 1. 
On a deux cas. 
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( i) Soit il existe un N ? 1 pour lequel <P N est d'intérieur non vide. La preuve du Théorème 
de Banach-Steinhaus montre alors que supiEI llTill < +oo. Rappelons-la. Il existe uo E <PN 
et ro > 0 tels que BE(uo,ro) Ç <PN. Alors, pour tout u E Ede norme 1, u = uo+rou E <PN; 
ainsi, pour tout i E I, on a llTi(u)ll ~ N, et donc llTi(u)ll ~ fa- (l!T;(uo)ll + N) ~ ~~.Il en 
résulte que llTill ~ 2N/ro pour tout i E I. 

( ii) Soit <Pn est d'intérieur vide pour tout n ? 1. Cela signifie que les ouverts iln = <P~ 
sont denses dans E. Par le Théorème de Baire, G = nn;;.i iln est encore dense dans E. Par 
ailleurs, si u E G, on a u E <P~ pour tout n ? 1, c'est-à-dire qu'il existe i E I tel que 
llTi(u)ll > n, ou encore que supiEI llTi(u)ll > n. Comme c'est vrai pour tout n ? 1, on 
obtient supiEI llTi(u)ll = +oo, pour tout u E G. 

b) D'après la question 3), on n'est pas dans la première possibilité de l'alternative; il 
existe donc un ensemble dense Gx, intersection dénombrable d'ouverts denses, pour lequel 
on a SUPn;;.o l(Snf)(x)I = SUPn;;.o IO";';Cf)I = +oo pour toute f E Gx; en particulier, pour 
toute f E Gx, la suite ((Snf)(x))n;;.o ne converge pas, ce qui signifie que la série de Fourier 
de f ne converge pas en x. 

c) Soit V une partie dénombrable dense de [O, 1] (par exemple V = Q n [O, 1]) et 
G = nxev Gx. Chaque Gx étant intersection dénombrable d'ouverts denses, Gest lui aussi 
intersection dénombrable d'ouverts denses. Il est donc dense, par le Théorème de Baire. De 
plus, la série de Fourier de f diverge en tout x EV, pour toute f E G. 

6) Comme au 1), on a (Snf)(x) = (Dn * f)(x) pour tout x E [O, 1], et (voir !'Exercice 8 
du Chapitre III), on a llSnflli ~ llDnllillfll1. L'application linéaire Sn: L1 -t L1 est donc 
continue et de norme llBnll ~ llDnlli· Mais, si Fi est le noyau de Fejér d'ordre j, on a 

llFi Ili = 1 et (cf. Exercice 8 du Chapitre III, 3)) Dn *Fi L_1 (0,l~ Dn; par conséquent llDnll1 ~ 
J-TOO 

liminfj-+oo llDn * Filli· Comme Dn * Fj = Sn(Fj), on a llBnll? llSn(Fi)lli pour tout j? 0, 
d'où llDnll1 ~ llBnll· 

Comme ci-dessus, puisque llDnlli---+ +oo, il existe, par le 5) a), un ensemble G, inter-
n-+oo 

section dénombrable d'ouverts denses, qui est dense dans L1(0, 1) et tel que SUPn;;.i llSnflli = 
+oo pour toute f E G. En particulier, la série de Fourier de toute fonction f E G diverge 
pour la norme de L1(0, 1). 
Remarque. Kolmogorov a construit en 1926 une fonction f E L1(0,1) dont la série de Fourier 
diverge partout. Par contre, en généralisant le résultat de Carleson, Hunt a montré que la 
série de Fourier de toute f E LP(O, 1), avec p > 1 (et p < oo), converge presque partout vers f 
(une autre preuve a été donnée par Fefferman en 1973; cette preuve est basée sur l'inégalité 
suivante, d'apparence anodine : si on se donne une fonction mesurable N: [O, 1] -t IR, et 
que l'on pose (Tf)(x) = f0

1 eiN(x)y f(x - y)~' x E [O, 1], alors, pour 1 ~ r < 2, on a 

llTfllr ~ Crllfll2 pour toute f E L2(0, 1), la constante Cr > 0 ne dépendant pas de N. La 
preuve de cette inégalité est très compliquée). 

Exercice 16 
1) Fn est fermé car f(n) est continue. Par hypothèse, C = UneN Fn. Par le Théorème de 

Baire (C est un espace métrique complet!), il existe p E N tel que Fp soit d'intérieur non 
vide. 

2) Il existe donc zo E C et r > 0 tels que D ( zo, r) Ç Fp. Cela signifie que f (pl ( z) = 0 pour 
tout z E D(zo, r). Comme f(P) est holomorphe dans C, le principe des zéros isolés entraîne 
la nullité de f(P) sur C. Il en résulte que f est un polynôme de degré ~ p - 1. 

Exercice 17 
1) a) Dire que f est continue en x s'écrit : 

(Ve > 0) (3r > 0) u,v E Bouv(x,r) ===> d(f(u),J(v)) ~ ê. (C) 
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En effet, avec v = x, c'est la définition habituelle de la continuité en x. Inversement, si 
f est continue en x, il existe, pour tout é > 0, un r > 0 tel que d(f(u),f(x)) :::;; é/2 
pour tout u E Bouv(x, r); alors, si u, v E Bouv(x, r), on a d(f(u),f(v)) :::;; d(f(u), f(x)) + 
d(f(v), f(x)) :::;; é/2 + é/2 = é. De façon équivalente, (C) s'écrit: 

(Vé > 0) (3r > 0) sup{d(f(u),f(v)); u,v E Bouv(x,r)}:::;; éj (C') 

donc w1(x) = infr>osup{d(f(u),f(v)); u,v E Bouv(x,r)} :::;; é pour tout é > 0, et ainsi 
w1(x) =O. Inversement, si w1(x) = 0, on a w1(x) < é pour tout é > O; il existe donc r > 0 
tel que sup{ d (!( u), f ( v)) ; u, v E Bouv ( x, r)} < é ; en particulier ( C') a lieu et f est continue 
en x. 

Le fait que Oe soit ouvert résulte de ce que Wf est semi-continue supérieurement; mais 
on va le montrer directement. Soit xo E Oe. Soit € 1 tel que w1(xo) < € 1 < é; par définition de 
la borne inférieure, il exister> 0 tel que SUPu,vEBouv(:z:o,r) d(f(u), f(v)) < € 1 • Montrons que 
Bouv(xo,r/2) Ç Oe, ce qui prouvera que Oe est ouvert. Soit x E Bouv(xo,r/2). L'inégalité 
triangulaire montre que Bouv(x,r/2) Ç Bouv(xo,r); donc pour tous u,v E Bouv(x,r/2), on 
a d(f(u),f(v)) < € 1 , de sorte que w1(x):::;; € 1 < é, i.e. x E Oe. 

b) Il suffit de remarquer que : 

C(f)={xEX; w1(x)=O}={xEX; w1(x)<l/p,Vp?l}= nov. 
p~l 

2) a) Pour chaque m? n, Xn,m = {x EX; d(fn(x), fm(x)) S é} est fermé dans X, 
comme image réciproque du fermé [O, é) de ~ par l'application continue : 

XE X 1-t (fn(x),Jm(x)) E Y X Y~d(fn(x),Jm(x)) E ~; 

donc Xn = nm~n Xn,m est aussi fermé dans X, et Fn =X n BR est fermé dans BR. 
b) Soit x E BR. Comme la suite (fn(x))n~l converge, elle est de Cauchy; ams1, 

pour le é > 0 donné dans l'énoncé, il existe N ? 1 tel que d(fn(x),Jm(x)) < é pour tous 
m ? n ? N. Cela signifie que X E Fn pour n ? N. Par conséquent, X E nk::.1 Fk. Il en 
résulte que BR= nk~l Fk. La boule BR étant un ouvert de l'espace de Baire (c;r métrique 
complet) X est lui-même un espace de Baire (Exercice 1). Il existe donc no ? 1 tel que Fn0 

soit d'intérieur non vide (intérieur pris a priori dans BR; mais comme BR est ouvert dans 
X, cet intérieur est le même que celui pris dans X). 

c) Il en résulte qu'il existe une boule ouverte (non vide), de centre x1 E BR, contenue 
dans Fn0 ; quitte à diminuer le rayon, on a aussi une boule fermée B(x1 ,r), avec r > O, 
contenue dans Fno· Elle est en particulier contenue dans BR et pour tout x E B(x1,r), on a, 
par définition de Fn0 : d (f no ( x), f m ( x)) :::;; é pour m ? no. En faisant tendre m vers l'infini, 
on obtient d(fn0 (x),f(x)):::;; é. 

d) • Comme fno est continue en x1, il existe s > 0, que l'on peut prendre :::;; r, 
tel que d(fn0 (y),Jn0 (x)) < é pour x E B(x1,s). Alors, comme B(x1,s) Ç B(x1,r), on a 
d(fn0 (x), f(x)) < é pour tout x E B(x1, s); d'où : 

d(f (x), f (x1)) :::;; d(f(x), f no (x)) + d(f n0 (x),Jn0 (xi)) + d(f no (x),f(xi)) < 3 é 

(noter que x1 E B(x1,s)). 
•Alors, pour tous u,v E Bouv(x1,s), on a: 

d(f ( u),f (v)) :::;; d(f (u), f (xi)) + d(f ( v), f (x1)) < 3 é + 3 é = 6 é. 

•En prenant la borne supérieure pour u,v E Bouv(x1,s), on obtient w1(xi):::;; 6é < 7é. 
•Ainsi X1 E 01e; comme il est dans BR, par construction, on obtient BR n 01e "1- 0. 
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3) Soit n un ouvert non vide de X. Il existe x0 EX et R > 0 tel que En= Bouv(x0 , R) Ç 
n. En appliquant le résultat du 2) avec e = ô/7, on obtient BnnOo =/= 0. A fortiori, nno0 =/= 0. 
Ceci étant vrai pour tout ouvert non vide n de X, cela signifie que Oo est dense dans X. 

4) Alors, puisque C(f) = np;;.1 01/P> par le 1) b), C(f) est une intersection dénombrable 
d'ouverts (par le 1) a)) denses (par le 3)) dans X. Comme X est métrique complet, le 
Théorème de Baire dit que C(f) est dense dans X. 

Remarque. Notons que si F est un fermé non vide de X, c'est aussi un espace métrique 
complet. On peut donc appliquer le résultat de cet exercice à Fau lieu de X; en particulier, 
la restriction de f à F possède au moins un point de continuité (il y en a même un sous­
ensemble dense). 

Remarque. Ce que l'on appelle le Théorème de Baire (Théorème IV.1.1) n'était en fait pour 
lui qu'un lemme lui permettant de montrer le résultat de cet exercice. Il reviendra à Banach, 
et à son école, de montrer la puissance de ce théorème à travers les conséquences qu'il en 
tirera (Théorème de Banach-Steinhaus, Théorème de l'application ouverte, Théorème des 
isomorphismes, Théorème du graphe fermé, ... ). Il faut toutefois noter que le résultat de 
cet exercice n'est que la partie facile du résulat complet de Baire; la partie difficile étant 
la réciproque : si la restriction de f: X --+ Y à tout fermé non vide F Ç X a un point de 
continuité, alors f est la limite simple d'une suite de fonctions continues. 

5) On peut supposer l'intervalle I ouvert (cela ne retire qu'au plus deux points). Pour 
pouvoir définir proprement la suite Un)n;;, 1 , on doit prendre quelques précautions. 

Il existe deux suites de réels, (aN )N;;,1 décroisante et (bN )N;;,1 croissante, telles que I = 
LJN;;, 1JaN,bN[· Soit (eN)N;;,1 une suite décroissante tendant vers O. Considérons l'intervalle 

JN =JaN + éN, bN - eN[. Pour x E JN, on peut définir, pour n ~ N, fn(x) = f(x+e;2-f(x). 

Les fonctions fn sont continues sur JN (car f l'est), et on a fn(x)-----+ J'(x) pour tout 
n-+oo 

x E JN. Comme JN est un espace métrique complet, le 4) nous apprend que l'ensemble 
des points de continuité de J' dans JN est dense dans JN. L'ensemble CN(f') des points 
de continuité de J' dans JN est donc dense dans JN. Comme les JN sont ouverts dans I, 
les points de continuité de J' dans JN sont des points de continuité de J' dans I. Comme 
I = LJN;;, 1 JN, on a donc C(f') = LJN;;,l CN(f'), et la densité de CN(f') dans JN entraîne 
celle de C(f') dans I. 

Exercice 18 
1) Montrons que F>. = U'f. est fermé. Soit fk E F>. telles que llfk - flloo-----+ O. Comme 

k-+oo 
fk E F>., il existe Xk E [O, 1} tel que lfk(y)- fk(xk)I :::;:; .À ly-xkl pour tout y E [O, 1}. Quitte à 
extraire une sous-suite, on peut supposer la suite (xk)k;;, 1 convergente. Soit x = limk-+oo Xk. 
On a, pour tout y E [O, 1} : 

lf(y) - f(x)I :::;:; lf(y) - fk(Y)I + lfk(Y) - fk(xk)I + lfk(xk) - fk(x)I 

:::;:; Il/ - fklloo +.À IY - Xkl +.À lxk - xi i 

donc, en faisant tendre k vers l'infini, lf(y) - f(x)I :::;:; .À IY - xi, de sorte que f E F>.. 
2) Soit N un entier tel que eN >µ,et prenons <jJ(x) = e sin(27rNx). On a ll<Plloo = e. 

D'autre part, la fonction rjJ prend toutes les valeurs comprises entre -1 et 1 dans tout 
intervalle de longueur 1/N; donc, pour tout x E [O, 1}, il existe y E [O, 1} tel que ly-xl:::;:; 1/N 
et 1 sin(27rNy) - sin(27rNx)I ~ 1 (si sin(27rNx) ~ 0, on prend y tel que sin(27rNy) = -1, et 
si sin(27rNx) < 0, on prend y tel que sin(27rNy) = 1). Alors: 

lr/J(y) - r/J(x)I ~ e ~ eN IY - xi > µ IY - xi; 

donc <PEUµ. 
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3) Pour tout x E [O, 1), soit y E [O, 1) tel que l<t'(Y) - <p(x)I > µ IY - xi; alors : 

l[J(y) + <p(y)) - [f(x) + <p(x)JI > l<t'(Y) - <p(x)l - lf(y) - f(x)I 

> µ IY - xi - K IY - xi = (µ - K) IY - xi ; 

donc f + <p E Uµ-K· 
4) Soit À > O. Soit g E '7&'([0, 1)) et é > O. Il existe un polynôme p tel que llg-plloo :::;; é/2. 

Le polynôme pétant continûment dérivable est lipschitzien sur [O, 1); soit K sa constante de 
lipschitzanité. Grâce au 2), on peut trouver une fonction <P telle que <P E U>.+K et ll<Plloo :::;; é/2. 
Alors, grâce au 3), p+</J EU;. et llg- (p+</J)lloo:::;; llg-plloo + ll<Plloo:::;; é. Ainsi donc U;. est 
dense dans '7&'([0, 1)). 

5) Les ouverts U;. étant denses, le Théorème de Baire donne assure que nn;;.l Un est 
dense dans '7&'([0, 1)). Mais si f E nn>-1 Un, f n'est dérivable en aucun XE [O, 1). En effet, on 

a supy# 1f(yi::::~<xl1 > n pour tout;;,> 1 et tout x E [O, 1). Or si f était dérivable en x, on 

pourrait trouver, pour tout é > 0 un ô > 0 tel que 1f(y~::::~(x)1 :::;; lf'(x)I + é pour IY- xi :::;; ô. 
Comme pour ly-xl > ô on a 1f(y)-f(x)1 :::::: 21111100 on obtiendrait sup 1f(y)-J(x)1 < +oo. 

y-x "' o ' y#x y-x 

Exercice 19 
A. 1) Si llTll :::;; 1, on a llTnll :::;; llTlln :::;; 1 pour tout n > 0, et donc llTnxll :::;; llxll, de sorte 
que O(x, T) Ç B(O, llxll) ne peut être dense dans X (sauf si X = {O} ! - ce que l'on avait 
implicitement exclu). 

2) Si x, Tx, T 2x, ... ne sont pas linéairement indépendants, c'est qu'il existe un entier 
n > 1 tel que x, Tx, ... , Tnx ne le sont pas. Soit N le plus petit entier n > 1 de cette 
sorte. Alors x, Tx, ... , rN-lx sont linéairement indépendants, alors que x, Tx, ... , TN x ne le 
soient pas; donc TN x est combinaison linéaire de x, Tx, ... , rN- 1x. Si XN est le sous-espace 
engendré par x, Tx, ... , TN- 1x, on obtient par récurrence que Tnx E XN pour tout n > N: 
si Tnx E XN, alors rnx = r:,~,:01 akTkx; d'où rn+lx = r:,~,:01 akTk+1x+aN-1TN XE XN. 
Par conséquent, O(x, T) Ç XN et ne peut être dense dans X, puisque X est de dimension 
infinie. 

3) a) Par le même raisonnement qu'au 2), on obtient l'indépendance linéaire des vecteurs 
x, Tx, ... , Td-ix; ils forment donc une base de X, puisque X est de dimension d. 

b) Puisque O(x, T) est dense dans X, il existe une suite strictement croissante d'entiers 
(nk)k;;.i telle que Tnk x---+ ax. Alors, pour tout j :::;; d - 1, 

k-too 

Tnk (Tj X) = Tj (Tnk X) ----+ aTj X . 
k-too 

Comme {x,Tx, .. .,Td-1x} est une base de X, il en résulte que Tnkz----+az pour tout 
k-too 

zEX. 
c) Soit fJ E R+ et a = fl 1/d. Il résulte de la continuité du déterminant que l'on a 

dét (Tnk) ---+ dét (al dx) = ad. Si on pose a = dét (T), on a donc a nk ---+ ad = fl. Cela 
k--+oo k--+oo 

montre que {an; n > O} est dense dans R+. 
d) Comme le résultat du c) est évidemment faux, c'est que T n'a aucun vecteur hy­

percyclique. Par conséquent, il n'existe aucun opérateur hypercyclique sur X. 
4) a) Puisque X est séparable, il existe une partie dénombrable L\ = { Xn; n >} qui est 

dense dans X. Considérons les boules ouvertes B 0 (xn, l/k) pour n, k > 1. Elles forment une 
famille dénombrable (Bi)iEI· Pour tout ouvert non vide V Ç X, il existe a E V et r > 0 
tels que B 0 (a,r) Ç V. Soit k > 1 tel que 2/k:::;; r. Par densité de Li, il existe n > 1 tel que 
llxn - ail :::;; 1/k; alors B 0 (xn, l/k) Ç B 0 (a, r) Ç V. 

b) Pour chaque n EN, l'ensemble {x EX; Tnx E Bi}= (Tn)- 1(Bi) est ouvert, par 
la continuité de rn. Donc Gi = UnEN(Tn)- 1 (Bi) est ouvert. 
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Par définition, x E HC(T) si et seulement si tout ouvert non vide V de X rencontre 
O(x, T); en d'autres termes : pour tout ouvert non vide V, il existe n EN tel que Tnx EV. 
En particulier, en prenant V= B;, x E HC(T) entraîne que pour tout i E J, il existe n EN 
tel que Tnx E B;. Cela signifie que X E niEI G;. Inversement, si X E niEI G;, soit V un 
ouvert non vide de X. Par le a), il existe io E I tel que B;0 Ç V. Comme x E G;0 , il existe 
n EN tel que Tnx E B;0 , et a fortiori Tnx E V. 

5) a) Par hypothèse, sn(v)---+ 0 puisque V E z j donc Xn---+ u. D'autre part, 
n--+oo n-too 

Tn(xn) = Tn(u) + Tn[sn(v)J. Bien que Tet S ne commutent pas (en général), on a néan-
moins Tn Sn = I dx pour tout n E N; c'est clair par récurrence : si Tn sn = I dx, alors 
rn+isn+i = T(Tnsn)s = T(Idx)S = TS = Idx. Il en résulte que Tn(xn) = Tn(u) + v, et 
donc que Tn(xn)---+ v, puisque Tn(u)---+ 0, vu que u E Z. 

n-too n-too 

b) Soit U et V deux ouverts non vides de X. Comme Z est dense dans X, on a 
UnZ of. 0 et VnZ of. 0 j choisissons u E UnZ et VE VnZ, et formons Xn = u+Snv comme 
au a). Comme U est ouvert et Xn --tu, il existe ni ? 0 tel que Xn E U pour n? ni. 

n--->oo 

D'autre part, comme V est ouvert et Tn(xn)---+v, il existe n2 ? 0 tel que Tn(xn) EV 
n--->oo 

pour n? n2. Alors, en prenant un entier n? max(n1 ,n2), on a x = Xn EU et Tnx EV. 
c) Soit U un ouvert non vide de X. Considérons la famille (B;)iEI de boules ouvertes 

du 4). Pour tout i E J, en utilisant le b) pour V = B;, on trouve x E U et n E N tels que 
rnx E B; j cela signifie que XE un G;. En particulier un G; 1- 0. Or on a vu au 4) b) que 
les ensembles G; sont ouverts dans X; donc les Un G; sont ouverts dans U. Comme U est 
un ouvert non vide de l'espace de Baire X, U est lui-même un espace de Baire (Exercice 1); 
par conséquent (puisque I est dénombrable), niEI(U n G;) 1- 0. Mais on a vu au 4) b) que 
HC(T) = niEI G;; on obtient donc UnHC(T) of. 0. Ceci étant valable pour tout ouvert non 
vide U de X, cela signifie que HC(T) est dense dans X, c'est-à-dire que Test hypercyclique. 

Remarque. On a en fait montré dans c) que si Test tel que pour tout couple (U, V) d'ouverts 
non vides de X, il existe n EN tel que Tn(U)nV of. 0, alors Test hypercyclique. La réciproque 
est vraie. En effet, pour tout entier p, on a O(TPx,T) = O(x,T) \ {x,Tx, ... ,TP-1x}; donc 
six E HC(T), O(TPx, T) est dense dans X. Alors, si Test hypercyclique, on peut trouver, 
pour tout couple (U, V) d'ouverts non vides de X, x E Un HC(T), puis n ? p tel que 
Tnx E V. Cette équivalence est due à Birkhoff (1922). 

B. 1) Dans tous les cas, llBxllx ~ llxllx; donc B est continu et de norme ~ 1. en fait 
llBllx = 1 car B(e2) = ei et lle2llx = lleil!x = 1. 

2) Il suffit de prendre pour B le shift défini par B(x1,x2, .. . ) = (O,x1,x2, ... ). 

3) Prenons S = f- B. Il est clair que la condition de Kitai (Pi) du A. 5) est vérifiée. 
D'autre part, si x = (xn)n;;.1 E coo, avec Xn = 0 pour n ? N + 1, alors (.\B)k(x) = 
(.\kxk+1, Àkxk+2, .. . ) ; donc TN (x) = (.\B)N (x) =O. Comme llSk(x)llx = IA~k llxllx ~O, 

la condition (P2) est aussi vérifiée. Le critère de Kitai montre donc que .\Best hypercyclique. 

Exercice 20 

1) Comme limm--->oo Il 2..:;;'=1 ak ekll = llxll, on a llxll ~ lllxlll < +oo. Il est alors facile de 
voir que Ill· Ill est une norme sur X, et elle est plus fine que li· li par l'inégalité précédente. 

2) a) Pour tout é > 0, il existe re ? 1 tel que lllx(r) - x<r') Ill ~ é pour r, r' ? re; donc : 

Vm? 1. 
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Comme, pour tout k ? 1 : 

k k-1 

(air) - af')) ek = L (ay> - a;r')) ei - L (aY) - aY')) ei 
j=l j=l 

(en convenant que la dernière somme est nulle pour k = 1), on obtient, en utilisant l'inégalité 
triangulaire : 

r,r'? Te ==? lair) - air')I ~ 2c/llekll · 

La suite (air))r;;,i est donc de Cauchy dans IK, et par conséquent converge, pour tout k? 1. 

b) En utilisant l'inégalité triangulaire, ( *) donne : 

Vn?m. 

En faisant tendre r' vers l'infini, cela donne : 

Vn?m. 

Par ailleurs, comme la série Lk;;>l air•>ek converge dans (X, l/ .11), il existe me? 1 tel que: 

On obtient alors, pour n ? m ? me : 

Les sommes partielles de la série Lk;;>l akek sont donc de Cauchy dans (X, l/ .11), et par 
conséquent, cette série converge dans (X, 11.11). 

c) Posons x = E~=l ak ek (la convergence étant pour la norme l/ .11). Il reste à voir 
que x = limr-+oo x<r) pour la norme 111 ·Ill· Mais, en utilisant (*) : 

Vm? 1, 

on obtient, en faisant tendre r' vers l'infini : 

Vm? 1, 

c'est-à-dire que lllx(r) - xlll ~ é pour r? Te. Donc lllx(r) - xll/---+ O. 
r-+oo 

3) On a deux normes complètes sur X dont l'une est plus fine que l'autre. Il résulte du 
Théorème des isomorphismes de Banach (et du Corollaire IV.3.3) que ces deux normes sont 
équivalentes; il existe donc K < +oo telle que lllxll/ ~ K l/xl/ pour tout x EX. Cela signifie 
que SUPn;;,i llPn(x)ll ~ K llxl/ pour tout x EX, et par conséquent toutes les projections Pn 
sont continues sur X et SUPn;;>l llPnll ~K. 



XI.5. EXERCICES DU CHAPITRE V 363 

4) a) On a: 

l!Dn li 1 = {1 1 sin(2~ + 1)7rt1 dt = 2 [1/21 sin(2~ + 1)7rt1 dt 
} 0 sm ?rt }0 sm ?rt 

? 2 fo1/2 I sin(2:: l)?rt 1 dt. 

En posant u = (2n + l)t, on obtient : 

1 

l!Dnll ? ~ fon+2 I sinurru 1 du? ~ln 1sinurru1 du 

- 2 ~ 1k+11sin11"81 d - 2 ~ 11 sin 11"8 d ' 2 ~ 1 11 . d - - L,,, -- 8 - - L,,, -- 8 ~ - L,,, - sm 11"8 8 

7r k=O k 8 7r k=O 0 8 + k 7r k=l k 0 

? 47r2 logn. 

b) Considérons le système trigonométrique (en)nez, où en(t) = e2,..int, et ordonnons Z 
en une suite (nk)k;;,1 de la façon suivante: 0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, ... (c'est-à-dire ni = 0, n2i = 
j et n2i+l = -j pour j ? 1) . Comme f(n)--+ 0, la convergence de la série de Fourier 

/n/--+oo 
I':nez f(n) en (pour laquelle on utilise la convergence des sommes partielles symétriques) est 

équivalente à la convergence de la série L:k>-1 f(nk) enk. La convergence de la série de Fourier 

de f vers f pour toute f E L1(0, 1) serait donc équivalente au fait que (enk)k;;.1 est une base 
de Schauder de L1(0, 1). En effet, si f = I:;;'=1 ak enk' on a, pour tout j E Z, lorsque l? j: 

IÎ(ni) - ai 1 = 111 [! (t) - t ak e2,..inkt] e-2'1rnit dt' ~ 11 If (t) - t ak e2,..inkt 1 dt 
0 k=l 0 k=l 

= llf-takenkll1 ~O; 
donc ai = Î(ni); il y a donc unicité de l'écriture. 

Il résulterait donc du 3) que les projections Pk associées à cette base devraient être 
uniformément bornées. En particulier, si l'on pose Sn(!) = L:;=-n f(j) ej, comme Sn = 
P2n+1, on devrait avoir supn>-l llSnll < +oo. Mais (voir !'Exercice 8 du Chapitre III), on 
a Sn(!)= Dn * f; donc llSJI = llDnlli- En effet, comme llDn *!Ili~ llDnllillflli, on a 
llSnll ~ llDnlli; mais, d'autre part, on sait (voir le 3) de !'Exercice 8 du Chapitre III) que, si 
Fi est le noyau de Fejér d'ordre j, on a llFi li 1 = 1 et Dn *Fi ---:------+ Dn pour la norme L 1 ; donc 

J--+00 
llDnlli ~ liminfj--+oo llDn * Filli ~li Sn li· Mais ce n'est pas possible car l!Dnlli---:------+ +oo. n--+oo 

Xl.5. Exercices du Chapitre V 

Exercice 1 
Pour toute mesure positive bornée µ, on a lµI = µ puisque lµI est la plus petite mesure 

positive majorantµ; on a donc l!µll = lµl(S) = µ(S). 
Inversement, supposons que l'on ait lµl(S) = µ(S). Alors, pour toute partie mesurable 

A, on a: 
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donc µ(A)+ µ(Ac) = lµ(A)I + lµ(Ac)I, ce qui n'est possible que si µ(A) et µ(Ac) sont réels 
positifs. Donc µ est une mesure positive. 

Exercice 2 
Si m(A) = 0, alors ][A est négligeable; en tant qu'élément de L00 (m), on a donc ][A = 0; 

par conséquent µ(A) = <l>(][A) = <P(O) =O. La mesureµ est donc absolument continue par 
rapport à met le Théorème de Radon-Nikodym dit qu'il existe g E L1 (m) telle queµ= g.m, 
c'est-à-dire que pour toute partie mesurable A E t7 on a : 

Par linéarité, on obtient <P(f) = J8 f g dm pour toute fonction étagée f. Ensuite, pour toute 
f E L00 (m) positive, il existe une suite de fonctions étagées positives fn telles que 0 :( fn :( f 
et convergeant uniformément vers f : si N est un entier > llflloo, on divise l'intervalle 
[O, N[ en sous-intervalles contigus d'extrémités Cj < C;+1, 0 :( j :( J, de longueur 1/2n; on 
pose fn(x) = L::J=O Cj ][{cj,,;f<cHd et l'on a llfn - flloo :( 1/2n. La convergence uniforme 
entraîne que <P(f) = limn-+oo <P(f n). Alors, puisque If n9I :( Il! lloo lgl, qui est m-intégrable, le 
Théorème de convergence dominée dit que : 

r fgdm = lim r fngdm = lim <P(fn) = <P(f). 
} S n--+oo} S n--+oo 

Finalement, cela reste vrai pour toute f E L00 (m) réelle, en écrivant f = j+ - 1-, puis pour 
toute f E L 00 (m) complexe, en prenant les parties réelle et imaginaire. 

Exercice 3 
1) Cela résulte directement du Théorème V.3.8 puisque la mesure de Lebesgue sur lR est 

a-finie. 
2) En utilisant le 1), le Théorème de Fubini donne : 

x(f * g) =la (f * g)(x) f3(x) dx =la [la J(x - t) g(t) dt] f3(x) dx 

= la[laf(x-t)f3(x)dx]g(t)dt, 

ce qui est justifié car : 

la [la If (x - t) f3(x) g(t)I dx] dt :( 11/Jlloo la [la IJ(x - t)I dx] lg(t)I dt= 11/Jlloo llJ Ili llglli. 

Comme: 

x(f*g) =x(J)x(g) = [laf(x)f3(x)dx] [lag(t)/3(t)dt], 

on obtient : 

la [la J(x - t) f3(x) dx] g(t) dt= la [/3(t) la f(x) f3(x) dx] g(t) dt. (*) 

La fonction définie par <p(t) =Jill. f(x - t) /3(x) dx est mesurable, par le Théorème de Fubini 
(en fait <p = f */3, où f(x) = f(-x)), et l<p(t)I :( 11/Jlloollflli pour tout t E lR; donc <p E L""(JR). 
D'autre part, si on pose 1/J(t) = f3(t)flll.f(x)f3(x)dx, on a aussi 1/J E L00 (JR). D'après(*), u 
et v définissent la même forme linêaire continue sur L1 (JR). Donc <p = 1/J presque partout. 
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3) En posant u = x - t, on a JJR f(x - t) (3(x) dx = JJR f(u) (3(u + t) du. Le 2) nous dit 
alors que l'on a JJR f(u) (3(u+t) dt= (3(t) JJR f(u) (3(u) du pour presque tout t E IR. Ceci étant 
vrai pour toute f E L1 (IR), il en résulte que, pour presque tout t E IR, les fonctions définies 
paru f-t (3(u + t) et u f-t (3(t) (3(u), qui sont dans L00 (IR), définissent la même forme linéaire 
continue sur L1 (IR). Donc, pour presque tout t E IR, on a (3(u + t) = (3(t) (3(u) pour presque 
tout u ER 

3) Comme x n'est pas nulle, il existe fa E L1 (IR) telle que x(fo) #-O. Il résulte du 2) que 
l'on a fa* (3 = x(fo)f3 presque partout. Comme fa E L1 (IR) et (3 E L""(IR), leur produit de 
convolution est continu. Comme x(fo) #- 0, il en résulte que (3 est presque partout égale à 
un fonction continue. 

5) Ayant supposé (3 continue, on a donc (3(u + t) = (3(t) (3(u) pour tous u, t ER Ainsi (3 
est un homomorphime continu du groupe (IR,+) dans le groupe (C*, x ). Par conséquent, il 
existe A E C tel que (3(t) = eAt pour tout t ER. Comme lf3(t)I = e(ReA)t, le fait que (3 soit 
bornée entraîne que la partie réelle de A est nulle. Il existe donc y E R tel que A = -27riy. 
On obtient ainsi x(f) = JJR f(x) (3(x) dx = JJR f(x) e-21rixy dx = J(y). 

Exercice 4 
1) a) Si 11 lIAn - f Ili--+ 0, il existe une sous-suite telle que 11An. --+ f presque partout. 

n--+oo k k--too 

Comme les fonctions 11Ank ne prennent que les valeurs 0 et 1, f ne prend, presque partout, 
que les valeurs 0 et 1. 

b) Il en résulte que (l'image de) fiBor est fermée dans L1 (0, 1) car, si l'on pose A= 
{x E [O, 1]; f(x) = 1}, on a f = 1IA presque partout. Comme L1 (0, 1) est complet, il en est 
de même de (fJBor, d). 

2) La propriété d'absolue continuité de l'intégrale s'écrit : 

(Vé > 0) (3ô > 0) 

Comme d(A, B) = .X(A~B), l'inégalité 

1 
f J(x) dx - f J(x) dxl ~ f lf(x)I dx + f lf(x)I dx = f lf(x)I dx J A J B J A\AnB J B\AnB J A6.B 

donne d(A, B) ~ ô => IT1(A) -T1(B)I ~ é, ce qui est l'uniforme continuité de TJ. 
3) a) On a FN = nn,p~N Tf,,1-fp ([O, é]). Comme les fonctions Tfn-fp sont continues, par 

le 2), les ensembles T1~1-fv ([O, é]) sont fermés; donc FN est fermé, comme intersection de 
fermés. 

b) Puisque la limite v(A) = limn--+oo JA fn(x) dx existe, la suite ( JA fn(x) dx)n~l est 
en particulier une suite de Cauchy, de sorte que, pour tout é > 0, on a : 

(3N =NA;): 1) (Vn,p;): N) 1 i fn(x) dx - i fv(x) dxl ~ é; 

en d'autres termes, on a A E FN. Comme la limite existe pour tout A E fJBor, on obtient: 

LJ FN = tJBor. 
N~l 

Mais on a vu au 1) que tJBor est un espace métrique complet; le Théorème de Baire nous dit 

qu'il existe un No ;;::: 1 tel que FNo #- 0. Cela signifie qu'il existe un Ao E fiBor et un r > 0 
tel que la boule de centre Ao et de rayon r soit contenue dans FNo ; cela s'exprime par : 

d(A, Ao) = .X(A~Ao) ~ r ==> 1 i [fn(x) - fv(x)] dxl ~ é, Vn,p;): No. 
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c) On a (Ao U B)~Ao = [(Ao U B) U Ao] \ [(Ao U B) n Ao] = (Ao U B) \ Ao = 
B \ (Ao n B) Ç B; donc si >.(B) ~ r, on a a fortiori >.((Ao U B)~Ao) ~ r et donc, par le 
a), 1 fAouB[fn(x) - fp(x)] dxl ~ e, pour tous n,p ~ No. De même, on a (Ao n Be)~Ao = 
[(Ao n Be) U A0 ] \ [(Ao n Be) n Ao] = Ao \ (Ao n Be) = Ao n B Ç B; donc, par le a) encore, 
on a 1 JAonBc[fn(x) - fp(x)] dxl ~ e, pour tous n,p ~No. 

Maintenant, comme B = (Ao U B) \ (Ao n Be), on obtient, pour n,p ~No : 

1 
r [fn(x) - fp(x)] dx/ = 1 r [fn(x) - fp(x)] dx - r [fn(x) - fp(x)] dx/ 

J B J AoUB J AonBc 

~ f lfn(x) - fp(x)I dx + f lfn(x) - fp(x)I dx 
J AoUB J AonBc 

~e+e=2e. 

Finalement, si >.(B) ~ r, on a >.(Bn{fn ~ fp}) ~ >.(B) ~ r et >.(Bn{fn > fp}) ~ >.(B) ~ r; 
donc 1 fsn{fn>fp}[fn(x) - fp(x)] dxl ~ 2e et 1 fsn{fn.;;fp}[fn(x) - fp(x)] dxl ~ 2e, de sorte 
que: 

f lfn(x) - fp(x)I dx = f [fn(x) - fp(x)J dx - f [fn(x) - fp(x)J dx 
Js lsn{/n>fp} lsn{fn.;;fp} 

~ 1 r [fn(x) - fp(x)] dx/ + 1 r [fn(x) - fp(x)] dx/ 
lsn{fn>fp} lsn{fn.;;fp} 

~2e+2e=4e. 

4) L'absolue continuité de l'intégrale de fNo nous donne un ro > 0 tel que f 8 If No (x)I dx ~ 
e si >.(B) ~ ro. Prenons ô = min(r, ro); on a alors, pour >.(B) ~ ô : 

L lfn(x)I dx ~ L lfn(x) - fN0 (x)I dx + L lfN0 (x)I dx ~ 4e + e = 5e, 

pour tout n ~No. 
5) a) On a bien sûr v(0) = 0 et il est clair aussi que li est finiment additive car si 

AnB = 0, on a: 

v(A U B) = lim { fn(x) dx = lim [ { fn(x) dx + { fn(x) dx] = v(A) + v(B). 
n-+oo J AUB n-+oo J A J A 

Maintenant, le 4) nous donne une convergence uniforme. En effet, soit une suite de parties 
Ak E !Jllor deux-à-deux disjointes, on choisit K ~ 1 tel que >.( LJk>K Ak) ~ ô; par le 4), 
on a alors 1 fiu A fn(x) dxl ~ 5 e pour tout n ~ No. Cela entraîne que lv( uk>K Ak) 1 = 

k>K k 

limn-+oo 1 fiu A fn(x) dxl ~ 5 e. Par conséquent : 
k>K k 

OO OO K OO K 

lv( LJ Ak) - [v(A1) + · · · + v(AK)]I = lv( LJ Ak) - v( LJ Ak) 1 = lv( LJ Ak \ LJ Ak) 1 

k=l k=l k=l k=l k=l 

= lv( LJ Ak) 1~5e, 
k>K 

Comme c'est vrai pour tout e > 0, on obtient : 

v( LJ Ak) = lim [v(Ai) + · · · + v(AK)] = f v(Ak). K-+oo 
k=l k=l 
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Ainsi l/ est une mesure réelle sur (0, 1]. 
Elle est absolument continue par rapport à À. En effet, soit B un borélien tel que 

A(B) = O. Pour tout E: > 0, on a, avec le 8 > 0 du 4), jl/(B)J = limn-+oo 1 JB fn(x) dxl ::::;; 
limsupn-+oo JB Jfn(x)J dx::::;; 5t::, ce qui entraîne l/(B) =O. 

b) En vertu de l'absolue continuité de !/' le Théorème de Radon-Nikodym dit qu'il 
existe une fonction intégrable f telle que l/ = j.À; cela signifie que JA f(x) dx = l/(A) = 
limn-+oo JA fn(x) dx pour tout borélien A de (0, l]. 

Exercice 5 
1) a) Si µ = j.À et l/ = g.À, avec f, g E L1 (R), on a, pour tout borélien A Ç R : 

(µH)(A) = {{ liA(x+y)j(x)g(y)dxdy 
J }Hf.x!R 

= r r liA(u)j(u - v)g(v) dudv 
J }Hf.x!R 

= i (lf(u-v)g(v)dv)du= i(f*g)(u)du. 

Pour la deuxième égalité, on a fait le changement de variable (u, v) = (x +y, y), dont le 
jacobien vaut 1, et pour la troisième égalité, on a utilisé le Théorème de Fubini, ce qui était 
possible car : 

r r liA(u)jj(u - v)j jg(v)j dudv::::;; /r r jj(u - v)j jg(v)j dudv = lJflJ1JJgjji < +oo 
JJHf.xHf. JHf.xHf. 

(en utilisant le Théorème de Fubini-Tonelli). Doncµ* l/ a pour densité f * g. 
b) Si µ « À, il existe, par le Théorème de Radon-Nikodym, f E L1(R) telle que 

µ = f.A. Le même calcul qu'au a) montre qu'alors µ * l/ possède la densité : 

ut--+ h f(u - v) dl/(v). 

2) Soit µ = h.lµI et l/ = k.Jl/I les décompositions polaires de µ et !/. Comme lhJ = 1 
lµl-P·P· et lkl = 1 jl/j-p.p., on a, pour tout borélien A de R : 

j(µ * l/)(A)j ::::;; /' { liA(X +y) djµj(x) djl/j(y) = (JµJ * jl/j)(A). 
JHf.xHf. 

Comme Jµ * l/j est la plus petite mesure positive m telle que J(µ * l/)(A)I ::::;; m(A) pour tout 
borélien A, il résulte du a) que Iµ * 1/1 ::::;; JµI * 11/1. 

c) La continuité de l'application (µ, l/) 1-t µ * l/ résulte alors de l'inégalité habituelle : 

JIµ* l/ - µo *!/oil= JIµ* (l/ - l/o) + (µ - µo) *!/oil ::::;; llµll 111/ - !/oil+ JIµ - µoll IJl/oll, 

dont le terme de droite est ::::;; (IJµoll + t::) Ill/ - l/oll +JIµ - µolJ lll/oll si JIµ - µoJI ::::;; e. 
3) Soit µj E Fn telles que µj .--+ µ. Par le 2) c), on a µjn --+µm. 

J->-00 j--tOO 

Soit A un borélien tel que A(A) =O. Comme µjn «À, on a µjn(A) =O. Alors, comme : 

on a µ*n(A) =O. Donc µ•n «À. Par conséquent Fn est fermé. 
4) Si 0::::;; k::::;; n, alors 2n - k ~net donc l/•<2n-k) «À, par le 1) b), puisque l/ E Fn; il 

en résulte que µ•k * l/•< 2n-k) « À, par le 1) b) de nouveau. De même, si n::::;; n::::;; 2n, alors 
µ•k « À et µ•k * l/•(2n-k) « À. 
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Alors: 
Zn 

(µ _ v)*(Zn) = 2:)-l)2n-kC~nµ•k * 11•(2n-k) « ,\, 
k=O 

et doncµ - v E Fzn· 
5) X étant fermé dans l'espace métrique complet .4'(.IR) est lui-même complet. Par hy­

pothèse, on a : 
X= LJ(XnFn)· 

Comme les X n Fn sont fermés dans X, le Théorème de Baire dit qu'il existe un N ~ 1 tel 
que FN soit d'intérieur non vide : il existe µo E X et R > 0 tels que B(µo, r) Ç FN. Mais 
alors FzN contient B(O, r); en effet, si 11µ11 :::; r, on aµ+ µo E B(µo, r) Ç FN; et, comme 
µo E FN, on aµ=(µ+ µo) - µo E FzN, par 4). 

Comme il est clair que v « ,\ entraîne av « ,\ pour tout a E C, on a B(O, ar) 
aB(O,r) Ç FzN pour tout a> 0, et donc FzN =X. Ainsi µ•(ZN)«>. pour touteµ EX. 

Exercice 6 
1) a) Comme h est impaire, h(O) = J~i~2 h(t) dt = O. Pour n f= 0 : 

! 1/2 11/2 11/2 
h(n) = h(t) e-2"int dt = h(t) e-2"int dt - h(t) e2"int dt 

-1/2 0 0 

{1/2 
= -2i Jo h(t) sin(27rnt) dt 

[ 
{1/4 {1/2 1 ] 

= -2i lo t sin(27rnt)dt+ 1114 ( 2 -t) sin(27rnt)dt 

[ 
{1/4 {1/4 ] 

= -2i lo t sin(27rnt) dt+ lo u (-1t+1 sin(27rinu) du 

[114 
= -2i [1 + (-1t+1] lo t sin(27rnt)dt. 

Comme f0
114 t sin(27rnt) dt= 8,!n cos (n ~) + 4,..Jn2 sin (n ~) (en intégrant par parties), on 

obtient : 
- sin= 2k est pair, h(2k) = 0; 
- sin= 2k + 1 est impair, puisque cos(2k + 1) ~ = 0 : 

1 k '(-l)k+1i 
h(2k + 1) = -2i X 2 X 47r2(2k + l)2 (-1) = 7r2(2k + l)2 

b) La mesure v est bornée car : 

D'autre part, h étant continue et de classe C1 par morceaux sur .IR, le Théorème de 
Dirichlet dit que h(t) = I:nEZ Cn e2"int pour tout t E .IR. Comme 

Lcnez,.-int = Lcn(1e21rixtdôn(x))=1 e2,.-ixtdv(x), 
nEZ nEZ nt nt 

on obtient bien h(t) = fnt e2"ixt dv(x). 
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2) a) Utilisons la décomposition polaire de µ : il existe une fonction u mesurable sur lR 

telle que lui = 1 etµ= u.JµJ. Ainsi f(t) = f~~~4 e-21Titll u(B) dJµJ(B). On a, pour !BI ~ 1/4 : 

1 ~t [e-2"itllu(B)] 1=1- 2?ri8e-2"itllu(B)I ~ 2?r IBu(B)I ~ ~. 

Comme JµJ est bornée, les fonctions constantes sont JµJ-intégrables et on peut utiliser le 
Théorème de dérivation sous le signe intégral ; f est donc dérivable et : 

J'(t) = -2?ri f 114 Be-2"itllu(B)dJµJ(B) = -2?ri [1!4 h(B)e-2"itllu(B)dJµJ(B) 
1-1/4 1-1;4 

= -27ri {1/4 [ { e2rrixll dv(x)] e-2rrit11u(B)dJµJ(B) 
1-1/4 lJJI. 

= -2?ri f 114 [ { e2rrixll v(x) dJvJ(x)] e-21Titllu(B) dJµJ(B), 
1-1/4 lJJI. 

où v = v.Jvl est la décomposition polaire de v. Comme les mesures positives JµJ et Jvl sont 
bornées, ainsi que les fonctions que l'on intègre, on a : 

{1/4 { ie2rrillxe-2"it11v(x) u(B) 1 dJvJ(x) dJµJ(B) 
1-1/4 llR. 

= f 114 f dJvJ(x) dJµJ(B) = JvJ(lR) JµJ([-1/4, 1/4]) < +oo. 
1-1/4 llR. 

On peut donc utiliser le Théorème de Fubini, et l'on obtient : 

J'(t) = -27ri f [ f 114 e-21Ti(t-xJ11u(B) dJµJ(B)] v(x) dJv(x) = -2?ri { f(t - x) dv(x). 
llR. 1-1/4 llR. 

b) Pour µo = ~ (81/4 - 8-1;4), on a : 

fo(t) = [114 e-2rritll dµo(B) = ~ [e-it1T/2 - eit1Tf2] =-sin~ t; 
1-1/4 2i 2 

alors, en utilisant le 1) : 

Comme f0(t) = -~ cos~ t, on obtient, en utilisant le a) (en prenant t = 0, par exemple), 
" 1 7'2 que LmEZ (2k+1)2 = 4 · 

c) On obtient donc : 

lf'(t)I = 1- 27ri r f(t - x) dv(x)I ~ 271" llflloo r dlvl(x) = 271" llflloo L lcnl 
llR. lJJI. nEZ 

'""' 1 2 '""' 1 2 ?r2 7r 
= 2?r JJflloo ~ 7r2(2k + l)2 =:;;: Jlflloo ~ (2k + l)2 =:;;: llflloo4 = 2 Jlflloo • 

kEZ kEZ 
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Exercice 7 
1) a) Soit F l'adhérence de fJlJ dans L1 (lµI). C'est un sous-espace vectoriel fermé et si 

fJlJ n'est pas dense dans L1 (lµI), on a F # L1 (1µ1). Le Théorème de Hahn-Banach (voir 
Théorème Vl.2. 7 du Chapitre VI) dit alors qu'il existe une forme linéaire continue non nulle 
<I> sur L1 (lµI) s'annulant sur F (donc sur fJIJ). La mesure positive lµI étant bornée, il existe, 
par le Théorème V.3.8, <p E L 00 (lµI) telle que <I>(f) = f'lI"f<pdlµI pour toute f E L1 (1µ1). La 
forme <I> n'étant pas nulle, <p non plus, et l'on a, puisque <I> s'annule sur fJlJ, f'lI" P<p dlµI = 0 
pour tout P E fJIJ. 

b) Comme fJlJ est dense dans 'if('ll'), il existe, pour toute f E 'if('ll') une suite de poly­
nômes trigonométriques Pn telle que llPn - f lloo --+O. Mais alors, puisque J'lI" Pn<p dlµI = 0 n-+oo 
pour tout n ~ 1 : 

11f<pdlµll = 11(!-Pn)<pdlµll ( llµllll<pllL00 (lµl)llf-Pnlloo~O; 
donc f'lI" f <p dlµI = O. 

c) Comme lµI est une mesure positive bornée, on a L00 (lµI) Ç L1 (lµI); donc <p E 
L1 (lµI). Par densité de 'if('ll') dans L1 (lµI), il existe des f n E 'if('ll') telles que : 

f lîi5- !ni dlµI--+ o. Jv n-+oo 

Mais, comme f'lI"fn<pdlµI = 0 pour tout n ~ 1, on obtient: 

donc <p = 0 !µ!-presque partout, ce qui contredit le choix de <p. Il en résulte que fJlJ est dense 
dans L1 (lµI). 

2) Pour tout polynôme trigonométrique P s'écrivant P(t) = Elkl~I< ake2"ikt, on a: 

1 P(t) e-2,,-int dµ(t) = L ak [1 e-2,,-i(n-k)t dµ(t)] = L adl(n - k) ~ 0, 
11" lkl~K 11" lkl~K 

car, par l'hypothèse 'ji(l)--+0. 
l-++oo 

Maintenant, pour toute f E L 1 (1µ1), il existe, par le 1), pour toute> 0, un polynôme 
trigonométrique P tel que Il! - PllL1(lµI) ( e. Alors : 

11 J (t) e-2,,-int dµ(t) 1 ( 11 [f (t) - P(t)] e-2,,-int dµ(t) 1 + 1 h P(t) e-21Tint dµ(t) 1 

( h IJ(t) - P(t)I dlµl(t) + 1 h P(t) e-2"int dµ(t)I; 

donc lim supn-++oo 1 J11" J (t) e-2"int dµ(t) 1 ( e. Comme c'est vrai pour tout e > 0, on obtient 
limn-++oo J'lI" J (t) e-21Tint dµ(t) = O. 

3) Soit µ = h.lµl la décomposition polaire deµ. Comme lhl = 1 !µ!-presque partout, on 
a, d'une part, lµI = h.µ, et, d'autre part, h E L00 (1µ1) Ç L1 (1µ1). Il résulte alors du 2) que: 

Îµ](n) = r e-21Tintdlµl(t) = r e-21Tinth(t)dµ(t)---+0. 
111" 111" n-++oo 

4) Il résulte du 3) que lµI vérifie la même hypothèse que µ; on peut donc lui appliquer 
le résulat du 2): limn-++oof1I"f(t)e-2"intdlµl(t) = 0 pour toute JE L1 (1µ1). En prenant le 



XI.5. EXERCICES DU CHAPITRE V 371 

conjugué de cette intégrale, avec f(t) = g(t), on obtient, puisque JµJ est une mesure positive, 
limn-++oo J'll'g(t) e2"int dlµl(t) = 0 pour toute g E L1 (JµI). En particulier, avec g = h, la 
partie polaire de µ, on a : 

Ji(-n) = r e21Tint dµ(t) = r e21Tinth(t) dlµl(t)----+ 0; h h n-++oo 

en d'autres termes, limn-+-oo Ji(n) = O. 

Exercice 8 
1) On a: 

L Ji(n) e2"int = L [1 e-21Tins dµ(s)] e21Tint = 1 ( L e2"in(t-s)) dµ(s) 
lni,.;p lnl,.;p 'li' 'li' lnl,.;p 

= 1 Dp(t - s) dµ(s), 

où Dp(s) = I:ln/,.;p e2"ins est le noyau de Dirichlet d'ordre p. On sait que Dp(O) = 2p + 1 

et que pour 0 < s < 1, on a Dp(s) = sin~~~+l)7Ts; donc 2 
1+1 Dn(t- s)-----+ lI{t}(s). Comme 

l ?TB p p--tex> 

2p~l IDn(t - s)I ~ 1 et que la mesureµ est bornée, le Théorème de convergence dominée dit 
que: 

-2 l l { Dp(t-s)dµ(s)-----+ { JI{t}(s)dµ(s)=µ({t}). 
p + }'li' p-+oo }'li' 

2) On utilise le Théorème de Fubini (ce qui est loisible car la fonction xi-+ e-21Tinx est 
bornée, donc (µ © v)-intégrable) : 

fi*ïi(n) = r e-21Tinx d(µ *V)(x) = r e-21Tin(s+t) d(µ © v)(s, t) 
}'li' J'll'x'll' 

= [1 e-21Tinsdµ(s)] [1 e-21Tintdv(t)] =Ji(n)v(n). 

3) a) Considérons An= {a E 'f; lµ({a})I? 1/n}. Pour toute partie finie F de An, on a 
1/n ~ lµ({a})J ~ lµl({a}) pour tout a E F; donc 

(cardF) ~ n L Jµl({a}) = n lµl(F) ~ n lµl('f); 
aEF 

il en résulte que An est fini (et (cardAn) ~ n lµl('f)). Alors A= Un;;i,l An est dénombrable. 
b) On a: 

µ(n) = 1 e-21Tint àµ(-t) = 1 e2"ins àµ(s) = 1 e-21Tins dµ(s) = Ji(n); 

donc M(n) = Ji(n) µ(n) = 1Ji(n)l2. D'autre part, en utilisant le Théorème de Fubini (ce 
qui est possible car la fonction lI{o} est bornée donc (µ©µ)-intégrable) : 

µ*µ({O}) = 1x'll' lI{o}(u+v)d(µ©µ)(u,v) = 1 [1 lI{o}(u+v)dµ(v)] dµ(u) 

= 1µ({u})dµ(u) = Lµ({u})dµ(u) 

= Lµ({u})µ({u}) = L Jµ({u})l 2 = Llµ({u})l 2 
uEA uEA uE'll' 
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On obtient donc, en remplaçant dans le 1) µ par µ * 'ji., et en y prenant t = 0 : 

lim -2 1 1 L l/1(n)l2 = Llµ({t})l2. 
p-->oo p + 

lnl,,;p tE'll' 

Exercice 9 
1) Il suffit de montrer que Ôx est extrémal (cela entraîne que -Ôx l'est aussi). Supposons 

qu'il ne le soit pas. Il existe alors deux mesuresµ et v de norme 1 (voir le 3) de !'Exercice 24 
du Chapitre 1), distinctes de Ôx, telles que Ôx = (µ + v)/2. 

Montrons qu'il existe un compact Ko Ç K tel que x ~ Ko et lµ(Ko)I > O. Si ce n'était 
pas le cas, on aurait lµl(L) = 0 pour tout compact L ne contenant pas x; on aurait donc 
lµl[K\Bouv(x, 1/n)] = 0 pour tout n ~ 1. Une réunion dénombrable d'ensembles négligeables 
l'étant encore, il en résulterait que Jµl(K\ {x}) = lµl(Un;;, 1[K\Bouv(x,1/n)j) = 0, ce qui 
signifie queµ serait portée par {x}. On aurait doncµ= aôx, avec a= ±1 car 11µ11 = 1. 
Il en résulterait que v = Mx, avec b = ±1. La seule possibilité est a = b = 1, c'est-à-dire 
µ = v = Ôx, contrairement à l'hypothèse. 

Soit alors f E ~(K), de norme llflloo = 1, telle que f(x) = 1 et s'annulant sur Ko (par 
1 f(t) dist(t,Ko) ) 0 

exemp e, = d(t,x)+dist(t,Ko) · n a : 

1 = IJ(x)I = / l f dôx/ ~ ~ [l lfl dlµI + l lfl dlvl] · 

Or JK lfl dlvl ~ llflloollvll = 1; donc JK lfl dlµI ~ 1. D'autre part : 

{ lfl dlµI = { lfl dlµI ~ llflloolµl(K \Ko)= 1 - lµl(Ko) < 1. 
jK jK\Ko 

On obtient une contradiction; donc Ôx est extrémal. 

Remarque. On peut en fait se passer de la métrisabilité de K, en remplaçant Jlt(K) par 
son sous-espace .4tr(K), formé des mesures régulières sur K. La régularité nous dit que 
JµJ(K\{x}) = sup{JµJ(L); L Ç K\{x}, L compact}; d'où l'existence d'un compact Ko Ç K 
tel que x ~ Ko et lµ(Ko) 1 > 0 si µ n'est pas portée par { x }. D'autre part, l'existence de 
f E ~(K), de norme llflloo = 1, telle que f(x) = 1 et s'annulant sur Ko, résulte du fait que 
tout espace compact est complètement régulier (ce qui n'est pas facile à montrer toutefois). 

2) Comme µ est de norme 1, on a lµl(A) E [O, 1] pour tout borélien A. S'il existe un 
borélien Ao tel que 0 < lµl(Ao) < 1, on peut définit deux mesures µi et µ2 en posant 
µi(B) = µ(B n Ao)/lµl(Ao) et µ2(B) = µ(B n A3)/lµl(A(J) pour tout borélien B. Comme 
Jµ1(B)I ~ JµJ(BnA0 )/JµJ(Ao) pour tout borélien B, on a JµiJ(B) ~ JµJ(BnAo)/JµJ(Ao) (car 
Jµ1 J est la plus petite mesure positive majorant µi). Donc llµ1 li ~ 1. De même, JJµ2JI ~ 1. 
Comme, en posant a = Jµl(Ao), on a µ = aµ1 + (1 - a)µ2, il en résulte que µ n'est pas 
extrémale. 

Donc JµJ(A) = 0 ou 1 pour tout borélien A. 
Comme K est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de boules fermées de 

rayon 1. Comme JµJ(K) = 1, ces boules ne peuvent pas toutes être JµJ-négligeables; donc l'une 
de ces boules, notons-la B1, doit être de mesure > O. Mais alors, on doit avoir JµJ(B1) = 1. 
Maintenant, B1 est aussi compacte, et peut donc être recouverte par un nombre fini de boules 
de rayon 1/2 et l'une d'elles, notée B2, doit donc vérifier lµJ(B1 n B2) = 1. En itérant, on 
obtient une suite de boules fermées Bn de rayon 1/n telle que JµJ(B1 n ... n Bn) = 1 pour 
tout n ~ 1. Comme K est compact, il existe XE K tel que nn;;.o(B1 n ... n Bn) = {x}. De 
plus, puisque la mesure positive JµJ est finie, JµJ({x}) = lim-!-n-->oo JµJ(B1 n ... n Bn) = 1. 
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Ainsi doncµ est portée par {x} (car jµ({xV)I,,:;; jµj({x}c) = 0), de sorte queµ= aox, avec 
a E !Rt. Comme 11µ11=1, on a forcément a= ±1, et doncµ= ±ox. 

Exercice 10 
1) a) v est une mesure réelle sur (!1, Œ) car si (An)n;;. 1 est une famille dénombrable de 

parties mesurables (événements) deux-à-deux disjointes. Alors Jiun:>i An = E:,1 JIAn, de 
sorte que, par le Théorème de convergence dominée, on obtient : ~ 

Vx ( LJ An) = 1 ( JIUn;.i An) X dlP' = 1 ( f JIAn) X dHD 
n;;.1 Il 11 n=l 

puisque, pour tout N ~ 1, on a j 2:;:=1 JIAnXj = JIU~= 1 An IXI ,,:;; IXI, qui est intégrable. 

b) La mesure vx étant visiblement absolument continue par rapport à la mesure finie 
lP' (ou, pour être plus exact, par rapport à la mesure induite lP'1œ par lP' sur Œ) : lP'(B) = 
0 =} vx(B) = 0, il existe, par le Théorème de Radon-Nikodym, une unique variable aléatoire 
Y E L1 (!1, Œ, lP') telle que Is X dlP' = Is Y dlP' pour tout BE !.B. 

c) Il est clair, d'après l'unicité dans la définition de l'espérance conditionnelle, que JE!.B 
est linéaire. Montrons qu'elle est positive. 

La v.a.r. lEœ(X) étant Œ-mesurable, l'ensemble B = {w E n; [lEœ(X)](w) < O} est 
dans Œ; on a donc Is X dlP' = Is lE!.B(X) dlP'. Mais Is X dlP' ~ 0 car X ~ 0, alors que 
In Jis lE!.B (X) dHD ,,:;; O. Donc In Jis lE!.B (X) dHD = I B lE!.B (X) d lP' = 0, et, comme Jis lE!.B (X) ,,:;; 0, 
on obtient JislE!.B(X) = 0 lP'-presque partout (presque s'llrement). Comme X(w) < 0 pour 
w E B, on obtient Jis = 0 presque sftrement, c'est-à-dire lP'(B) = O. Vu la définition de B, 
cela signifie que JE!.B(X) ~ 0 presque sftrement. 

d) JE!.B étant linéaire positive, on a JE!.B(X1 ),,:;; JE!.B(X2) si X 1 ,,:;; X2. Comme IXl±X ~ 0, 
on obtient JE!.B(IXI) ± JE!.B(X) = lE!.B(IXI ±X)~ 0; d'où IJE!.B(X)I,,:;; lE!.B(IXI). 

e) Il suffit de montrer que, pour toute X E L 1 (n, Jli', lP') et toute Z E L00 (!1, Œ, lP'), on 
a: 

r ZlE!.B(X)dlP'= r ZXdHD; 
ln ln . 

en effet, en remplaçant dans cette égalité Z par ZJI3 , avec B E Œ, qui est encore Œ­
mesurable, on aura : 

l ZX dlP' = l ZlEœ(X) dlP'. 

Comme ZlESil(X) est t?B-mesurable, la définition (et l'unicité) de lESii(zX) donnera, comme 
on le veut, JE!.B(ZX) = ZJE!.B(X). 

Or l'égalité In ZX dHD =In zJE!.B(X) dlP' est vérifiée, par définition, pour les Z = Jis, avec 
B E Œ; elle est donc aussi valable pour les v.a.r. étagées Œ-mesurables. Par convergence 
dominée, puisque XE L1 (!1,2!,lP'), elle est ensuite valable pour toutes les Z Œ-mesurables 
bornées. 

2) a) Pour p = 1, cela résulte de la définition. Pour p = oo, remarquons d'abord que l'on 
a lE!.B(JI) =JI; alors, comme IXI,,:;; llXllooJI, on obtient jlE!.B(X)j,,:;; lE!.B(IXI),,:;; lE!.B(llXllooJI) = 
llXlloolE!.B (JI) = llXllooJI. 

Pour 1 < p < oo, on va montrer que si X E LP(n, 2!, lP'), alors jlE!.B (X)IP ,,:;; lE!.B (IXIP), ce 
qui entraîne clairement que JE!.B (X) E LP(n, Œ, lP'). 
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Pour toute Z E L00 (D., 23,IP') et tout BE 23, on a, grâce au 1) e): 

fn1z1BJE'13(X)/dlP'= l/JEœ(ZIBX)/dlP'~ l JE'13(/Z1BXl)d!P' 

= fn 1z1Bx1 dlP' ~ llZllqllIBXllp < +oo' 

q étant l'exposant conjugué de p (~+~ = 1). Comme L00 (D., 23, IP') est dense dans U(D., 23, IP'), 

cela signifie que l'application Z i-+ In ZIBIE'13 (X) dlP' est une forme linéaire continue sur 
Lq(D.,23,IP'), de norme~ llIBXllp· Il en résulte que IBIEœ(X) E LP(D.,23,IP'), et que l'on a 
llIBIEœ(X)llp ~ llIBXllP· Cela s'écrit aussi: 

L IJE'13 (X)IP dlP' ~ L IXIP dlP' = L JE'13 (IXIP) dlP'. 

Mais, puisque c'est vrai pour tout BE 23, cela entraîne que IJEœ(X)IP ~ JE'13(1XIP). 
b) Bien sür, toute variable aléatoire 23-mesurable est sil-mesurable; on a donc : 

Néanmoins (comme on disait de Gaston Julia), si X est une variable aléatoire 23-mesurable 
et si X' est une variable aléatoire (sil-mesurable), qui est presque sürement égale à X : 
IP' (X' =f. X) = O, alors il n'y a aucune raison que X' soit elle aussi 23-mesurable (sauf si la 
tribu 23 est IP'-complète). On doit donc distinguer : 

• la classe d'équivalence IP'-p.s. sur (D., sil, IP') de X, 
et : 

•sa classe d'équivalence IP'1œ-p.s. sur (D., 23, IP'1œ), 
la première étant en général strictement plus grande que la seconde. En d'autres termes, 
bien que, pour les espaces de fonctions, on ait 2P(D., 23, IP'1œ) Ç 2P(D., sil, IP'), l'espace des 
classes de fonctions 23-mesurables LP(D., 23, IP'1œ) n'est par contre pas contenu dans l'espace 
des classes de fonctions sil-mesurables LP(D., sil, IP'). Toutefois, l'application qui à la IP'1œ-classe 
de X fait correspondre sa IP'-classe est injective (la première est contenue dans la seconde), 
et définit une isométrie J: LP(D., 23, IP'1œ) -+ LP(D., sil, IP'). Par cette isométrie, on peut donc 
identifier isométriquement LP(D., 23, IP'1œ) à un sous-espace (fermé) de LP(D., sil, IP'). 

c) On a déjà vu que JE'13 est une application envoyant LP(D., sil, IP') dans LP(D., 23, IP'). 
D'après la définition, il est clair que JEœ(z) = Z pour toute Z E L1 (D.,23,IP'); donc JE'13 
est une projection de LP(D., sil, IP') sur LP(D., 23, IP'). Elle est continue et de norme ~ 1 car 
l'inégalité IJEœ(X)IP ~ JEœ(IXIP) montrée au a) pour 1 < p < oo et au 1) d) pour p = 1, 
entraîne, en intégrant, que llJEœ(X)llp ~ llXl/p; en effet, en prenant B = D. dans la définition 
de l'espérance conditionnelle, on a In IEœ (U) d!P' = In U d!P' pour toute U E L1 (D., sil, IP'). Pour 
p = oo, on a vu au a) que IJE'13(X)I ~ llXllooI, ce qui donne llJE'13(X)lloo ~ llXlloo· 

Pour finir, on a llJEœll = 1 car IEœ(I) = I. 
d) Pour p = 2, on doit vérifier que X - IEœ (X) J_ Z pour toute Z E L2 (D., 23, IP'). Mais, 

par le 1) e), on a : 

l [X - IEœ (X)) Z dlP' = l X Z dlP' - l JEœ(X)Z dlP' = 0 

pour toute Z E L00 (D., 23, IP'). Par densité, cela reste vrai pour toute Z E L2 (D., 23, IP'). 
3) Les v.a.r. 23-mesurables sont celles qui sont constantes sur chaque Bn. Si an désigne 

cette constante, on a JE'13(X) = ~;:"= 1 an1Bn; donc: 
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Efl) OO 1 r 
de sorte que JE (X) = ~ (ip (En) } B,. X dlP') llsn. 

Si z = E::"=l an llsn E LP(f2, IB, IP'), on a, puisque les En sont deux-à-deux disjoints : 

pour 1 :::;; p < oo, et //Z//oo = SUPn;;,1 /an/ pour p =OO. On peut définir J: f.p -+ LP(n, IB, IP') 
par J((an)n;;,1) = 2::':;:"=1 an[IP'(EnW 11PJIBn pour 1:::;; p <OO et J((an)n;;,1) = 2::':;:"=1 anlIBn 
pour p = oo. On obtient un isomorphisme isométrique de f.p sur LP(O, IB, IP'), qui est com­
plémenté dans LP (0, 21, IP') par une projection de norme 1. 

4) a) Dire que li est nulle sur IBoo équivaut à dire que li+ = li- sur IBoo. Par hypothèse, 
IBoo engendre 21. De plus, IBoo est stable par intersection finie : si El, ... , En E IBoo, il existe 
N ~ 1 tel que El, ... ,En E IBN; comme IBN est une tribu, El n ... n En E IBN, d'où 
El n ... n En E IBoo. Les mesures positives li+ et li- étant bornées et égales sur IBoo, le 
Théorème d'unicité des mesures affirme que li+ = li- sur 21; donc li = O. 

D'après le Corollaire Vl.2.9 du Chapitre VI, il s'agit de montrer que toute forme linéaire 
continue sur L1(0, 21, IP') qui s'annule sur V est nulle partout. Une telle forme linéaire est 
donnée par une fonction cp E L 00 (0, 21, IP'), et puisqu'elle s'annule sur V, on a fn cp lIA dlP' = 0 
pour tout A E IBn, pour tout n ~ 1. Cela signifie que la mesure li = cp.lP' de densité cp par 
rapport à lP' est nulle sur IB 00 • D'après la première partie de la question, on obtient li = 0, 
c'est-à-dire cp =O. Ainsi V est bien dense dans L1(0,21,lP'). 

b) Pour tout t: > 0, la densité de V dans L1(0,21,lP') permet de trouver no ~ 1 et 
Z E L1(0,IBn0 ,lP') tels que /IX- Z/11:::;; t:/2. Notons que pour n ~no, on a JE'lln(z) = Z 
car Z est 1Bn0 -mesurable, donc IBn-mesurable, puisque 1Bn0 Ç IBn. Alors, pour n ~no, on 
a, puisque JE'lln est linéaire continue, de norme 1 : 

/llE'lln (X) - X/11 :::;; l/lE'lln (X) - JE'lln (Z)/11 + /IZ - X/11 :::;; 2 /IZ - X/11 :::;; é' 

ce qui prouve que /IJE'lln(X) - X/11 ----+0. 
n->oo 

XI.6. Exercices du Chapitre VI 

Exercice 1 
1) Si cp est une forme linéaire continue, son noyau ker cp = cp-1 ( { 0}) est évidemment 

fermé. 
Inversement, supposons que le noyau de la forme linéaire cp soit fermé. Si cp = 0, elle 

est continue. Sinon, son noyau est un hyperplan de E ; il existe donc uo E E tel que E = 
(ker cp) EEl lK u0. Comme cp( uo) =1- 0, on peut supposer, en multipliant uo par une constante 
non nulle, que cp(uo) = 1. De plus, cp étant linéaire, il suffit de montrer qu'elle est continue en 
O. Soit (xn)n;;,1 une suite convergeant vers O. On peut écrire Xn = Vn + anuo, avec Vn E kercp 
et an E JK, et l'on a cp(xn) = an. Il suffit donc de montrer que an-----+ O. Supposons que 

n->oo 
cela ne soit pas le cas; il existe alors t:o > 0 et une sous-suite (ank)k;;,1 tels que /ank/ ~ t:o 
pour tout k ~ 1. Posons Yk = a:;;;xnk; on a l/Yk/I = -1 -1- 1 /lxnk /1 :::;; f /lxnk //----+O. Donc 

ank O k-+oo 

a:;;~vnk = Yk - uo -----+ -uo ; mais cela contredit le fait que ker cp soit fermé car a:;;;vnk E 
k->oo 

ker cp, alors que -u0 ~ ker cp. 

Variante. Puisque kercp est fermé, l'espace quotient (voir Chapitre I, Exercice 15) peut être 
muni de la norme induite et l'on a la forme linéaire induite ép: E /ker cp -+ lK; agissant sur 
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un espace normé de dimension finie (il est de dimension 1, si cp =I 0), elle est continue (c'est 
même évident dans ce cas). Donc cp = époq est continue (q: E--+ E/kercp étant la surjection 
canonique). 

2) a) La forme linéaire cp n'étant pas nulle, son noyau n'est pas l'espace tout entier. Il 
existe donc a E E tel que a f:. kercp. Par le Corollaire VI.3.7, il existe une forme linéaire 
continue 1/J E E* s'annulant sur H = kercp et telle que 1/J(a) = 1 (1/J n'est donc pas nulle). 

b) La forme linéaire 1/J n'étant pas nulle , son noyau est un hyperplan de E ; or deux 
hyperplans contenus l'un dans l'autre sont forcément égaux. Il en résulte qu'il existe >. E IR* 
tel que cp = >.'ljJ, et par conséquent cp est continue. 

3) Si cp n'est pas continue, son noyau n'est pas fermé, par le 2). Son adhérence est donc 
un sous-espace vectoriel contenant strictement l'hyperplan kercp: c'est E tout entier, et donc 
ker cp est dense dans E. 

Exercice 2 
1) Soit (x1, >.1), (x2, >.2) E Cf> et 0 < t < 1. Comme f est convexe, on a: 

f (tx1 + {l -t)x2) < tf(xi) + {l -t)f(x2) < t>.1 + (l -t)>.2 < t llflloo + (1-t) llflloo = llflloo; 

donc t (x1, >.1) + (1 - t) (x2, >.2) E Cf> et ainsi C1 est convexe. D'autre part, il est clair, 
grâce à la continuité de f, que C1 est fermé dans le compact K x [-llflloo, llflloo]; donc est 
lui-même compact. On montre de même que r 9 est convexe et compact; mais on peut aussi 
remarquer que -g est convexe et que (y,µ) E r 9 si et seulement si (y,-µ) E C_ 9 ; r 9 est 
donc l'image de C_ 9 par la symétrie (x, >.) E X x IR i-+ (x, ->.) E X x IR. 

2) Les ensembles convexes compacts Cf et r 9 sont disjoints, par hypothèse; la forme 
géométrique du Théorème de Hahn-Banach (Théorème VI.3.1) donne donc une forme linéaire 
continue Ill: X x IR telle que sup(y,µ)Hg Ill (y,µ) < infcx,À)EGJ Ill (x, >.). Il existe donc c E IR 
tel que Ill (y,µ) < c < Ill (x, >.) pour tous (y,µ) E r 9 et (x, >.) E C1. Posant z* (x) = Ill (x, 0) 
et a = Ill (0, 1), on a donc une forme linéaire continue z*: X --+ IR et un a E IR tels que 
z*(y) +µa< c < z*(x) +>.a pour tous (y,µ) E r 9 et (x, >.) E C1. En particulier, en prenant 
y = x, µ = g (x) et >. = f (x), on obtient z*(x) + ag (x) < c < z*(x) + af (x) pour tout 
xEK. 

3) Les inégalités z*(y) +µa< c < z*(x) +>.a étant valables pour tous les (y,µ) E r 9 et 
(x, >.) E Cf> on peut prendre y= x, µ = -llYlloo et>.= ilfiloo; on obtient -a llYlloo <a llflloo, 
ce qui n'est possible que si a > O. 

Les inégalités z*(x) +ag (x) < c < z* (x) +af (x) équivalent alors à g (x) < ~ - ~ z* (x) < 
f(x); donc si l'on pose cp (x) = ~ - ~ z*(x), on obtient une forme affine continue cp: X--+ IR 
telle que g (x) < cp(x) < f (x) pour tout x E K. 

Exercice 3 
1) Pour tous x, y E C et 0 < t < 1, on a, pour tout i E I, on a, puisque 'Pi est affine, 

cpi[tx + (1 - t)y] = t cp (x) + (1 - t) cp (y); on obtient donc : 

u[tx+ (1-t)y] = supcpi[tx+ (1-t)y] < tsupcp(x) + (1-t)supcp(y) = tu(x) + (1-t)u(y), 
iEI iEI iEI 

d'où la convexité de u. 
2) a) L'ensemble K est convexe car si (x, a), (y, b) E K, on a, grâce à la convexité de 

u, u[tx + (1 - t)y] < tu(x) + (1 - t)u(y) < ta+ (1 - t)b pour 0 < t < 1; par conséquent 
t(x,a) + (1- t) (y,b) E K. 

D'autre part, si (xn, an) E K et (xn, an) ----+(x, a), on a u(xn) < an pour tout n ;;::: 1, 
n-+oo 

et la continuité de u entraîne que u(x) < a, c'est-à-dire que (x, a) E K. Il en résulte que K 
est fermé dans C x IR. 
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b) Pour r < u(xo), on a (xo, r) r/:. K. Comme C est fermé dans X, K est convexe et 
fermé dans X x lR; la forme géométrique du Théorème de Hahn-Banach (Théorème Vl.3.1) 
donne donc une forme linéaire continue W : X x lR --+ lR telle que W ( x, a) ,;;; w ( x0 , r) pour 
tout (x, a) E K. Posons x*(x) = w(x, 0) pour X E X, et À= w(O, 1); on obtient une forme 
linéaire continue x* : X --+ lR et un À E lR tels que x* ( x) + À a < x* ( xo) + À r pour tout 
(x, a) E K. En particulier, avec a= u(x), on obtient x*(x) +À u(x) < x*(xo) +À r pour tout 
XE C. 

Avec x = xo, cette inégalité donne .Xu(xo) < Àr. Comme r < u(xo), cela entraîne que 
À< O. Alors, si l'on pose cp.,0 ,r(x) = -t x*(x)+ [t x*(xo)+r], on a une forme affine continue 
cp.,0 ,r: X--+ lR telle que cp.,0 ,r(xo) = r et cp.,0 ,r(x) < u(x) pour tout x E C. 

c) Si l'on note (cp;);e1 la famille (cp.,0 ,r)(a:o,r)E(GxlR)\K> on a cp;,;;; u pour tout i E I; 
donc SUP;eJ cp; ,;;; u. D'autre part, pour tout xo E C, on a cp.,0 ,r(xo) = r pour tout r < u(xo); 
donc SUP;eJ cp;(xo) ;?! r pour tout r < u(xo), de sorte que SUP;eJ cp;(xo) = u(xo). 

Exercice 4 
1) a) À et G sont convexes compacts, comme images du compact convexe K par les 

applications affines continues x EX t-+ (x,x) EX x X et x E Kt-+ (x,f(x)) EX x X (elles 
sont continues car leurs composantes le sont). 

b) Il suffit de poser <p1(u) = <I>(u,v) et cp2(v) = <I>(O,v). 
2) a) Dire que f ne possède pas de point fixe équivaut à dire que t::.nG = 0. Comme ce sont 

des convexes compacts, le Théorème de Hahn-Banach, sous la forme du Théorème Vl.3.8, 
fournit une forme linéaire continue <I> sur X xX telle que supuEK <I>(u, u) < infveK <I>(v,J(v)). 
Si l'on choisit a et /3 tels que supueK<I>(u,u) <a< /3 < infveK<I>(v,J(v)), on obtient, en 
utilisant le 1) b), deux formes linéaires continues c,o1, c,o2 E X* telles que <,01 ( u) + <,02 ( u) ,;;; 
a< /3,;;; cp1(v) + cp2[f(v)J pour tous u, v E K. 

b) On a donc cp2[f(x)J + <,01(x) ;?! /3 et cp2(x) + cp1(x) ,;;; a pour tout x E K. En 
soustrayant membre à membre, il vient c,o2[f(x)J - cp2(x) ;?! f3 - a. Par itération, on obtient 
<,02[r(x)J - cp2(x) ;?! n (/3 - a) pour tout x E K et tout n ;?! 1. 

c) On obtient une contradiction car fn(x) E K pour tout x E K et tout n ;?! 1; donc 
SUPa:eK,n;;,1 <,02[r(x)J ,;;; supyEK cp2(y) < +oo, en vertu de la compacité de K, alors que 
n(/3 - a)---+ +oo. 

n-+oo 

3) Soit K; l'ensemble des points fixes de f;. Il résulte du 2) que K; =/= 0. Il s'agit de 
montrer que nie! K; =/= 0. Comme K; est l'image réciproque de {O} par l'application affine 
continue x E K t-t f;(x) - x EX, K; est fermé (et convexe). K étant compact, il suffit donc 
de montrer que nieJ K; =/= 0 pour toute partie finie J del. Mais pour tous i,j El, f; et fi 
commutent; donc fj(K;) Ç K;, de sorte que filK;: K; --+ K;. Il résulte du 2) (puisque K; 
est compact et convexe) que fjlK; possède un point fixe; autrement dit, Ki n K; =/= 0. En 
itérant, on obtient niEJ K; =/= 0 pour toute partie finie J de l. 

Exercice 5 
(i) => (ii). Définissons u: E--+ ocn par u(x) = (c,ok(x))l.,;k.;;n pour XE E. Munissons ocn de 
la norme 11 · lloo· Dire que l'on n'a pas (ii) signifie qu'il existe une> 0 pour lequel, pour tout 
x E BE, on peut trouver un k E {1, ... ,n} tel que lc,ok(x) - akl ;?! e; en d'autres termes que 
!lu(x) - a!l 00 ;?! e. Cela signifie que a r/:. u(BE)· Or u(BE) est un convexe fermé de ocn; le 
Théorème de Hahn-Banach nous dit qu'il existe /3 E ocn et a E lR tels que : 

Re (u(x), /3) ,;;; a< Re (a, /3), \lx E BE. 

Pour tout x E BE, choisissons e E lR tel que e;9 (u(x), /3) = l(u(x), /3)1. On a alors 1 (u(x), /3) 1 = 
ei9 (u(x),/3) = (u(ei9 x),/3) E JR, il vient l(u(x),/3)1,;;; a. Comme Re(a,/3),;;; l(a,/3)1, il vient: 

l(u(x),/3)1,;;; a< l(a,/3)1, \lx E BE, 
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c'est-à-dire : 
n 

1 L.8k<f'k(x)I:::;; a< /(a,,B)/, Yx E BE, 
k=l 

et ( i) n'est pas réalisé. 
(ii) =? (i). Soit c > 0 et soit Xe E BE donné par l'assertion (ii). Pour tous ,81, ... ,,Bn E 

lK, on a 1 L:Z=1,Bk<pk(xe) - L:Z=1.8kakl :::;; L:Z= 1 /.Bkl /<pk(Xe) - ak/ :::;; é L:Z=l /.Bk/; d'où 
1 L:Z=1.Bkak1 :::;; Il L:Z=l .Bk<f'k 111/xe // + é L:Z=l /.Bk/. Comme l/xe // :::;; 1, on obtient (i), en 
faisant tendre c > 0 vers O. 

Exercice 6 
1) Notons d'abord que, l'hypothèse L:;:'=1 /<p(xn)/ < +oo signifie que (<p(xn))n:>l E P1, 

pour toute <p E X*, et donc que l'application T est bien définie. Elle est clairement linéaire. 
Comme X* et P1 sont des espaces de Banach, nous pouvons utiliser le Théorème du 

graphe fermé pour montrer sa continuité. Il s'agit de montrer que si <pk -----+ <p dans X* et 
k-+oo 

T(<pk)----+y = (yn)n;;i.1 dans f1, alors y= T(<p). Mais dire que T(<pk)----+y signifie que 
k-+oo k-+oo 

L:;:'=1 /<pk(Xn) -yn/----+0. Or, pour tout n? 1, on a: 
k-+oo 

OO 

/<pk(Xn) -yn/:::;; '°''/<1'k(x1) -yt/----+0, L..J k-+oo 
!=1 

par hypothèse; donc <pk(xn)-----+ Yn· D'autre part, 
k-+oo 

aussi par hypothèse. Il en résulte que <p(xn) = Yn· Cela signifie, comme attendu, que y = 
T(<p). 

2) L'inégalité L:;:'=1 /<p(xn)/ :::;; C l/<pl/x• s'écrit aussi l/T(<p)l/t1 :::;; C l/<pl/x•, pour toute 
<p E X*. Ce n'est donc rien d'autre que la continuité de T, prouvée au 2) (et C = //Tl/ 
convient, pour T =I 0). 

3) Soit <p E X*. Pour tout N ? 1, on a : 

Comme c'est vrai pour toute <p E X*, on obtient (par le Corollaire Vl.2.5) : 

Exercice 7 
1) Pour l/'1111/ :::;; 1 et //xi/ :::;; 1, on a, pour tout y E Y: /('111 o B.,)(y)/ = /'fl1(B(x,y)]/ :::;; 

l/'1111/ l/B(x,y)/I = l/'1111/ l/BY(x)/I :::;; l/'1111/ l/BYI/ //xi/ :::;; l/BYll· Le Théorème de Banach-Steinhaus 
dit qu'alors supll1/Jllo;;;l,llxllo;;;l /'111 o B.,/ = M < +oo. 

2) Cela signifie que /'fl1(B(x, y)]/ :::;; M //y// pour l/'1111/ :::;; 1 et //xi/ :::;; 1. Par homogénéité, cela 
donne /'fl1(B(x, y)]/ :::;; M /lx// //y// pour l/'1111/ :::;; 1; le Théorème de Hahn-Banach donne alors 
l/B(x,y)I/:::;; M //xi/ //y//, ce qui prouve que Best continue, par le a). 
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Exercice 8 
1) a) Soit 'ljJ E Y* telle que T*'ljJ =O. Pour tout x EX, on a alors 'l/J(Tx) = (T*'ljJ)(x) =O. 

Ainsi 'ljJ s'annule sur T(X). Comme T(X) est dense dans Y, on obtient 'ljJ = 0, d'où l'injectivité 
de T*. 

b) Pour toute 'ljJ E Y* s'annulant sur T(X), on a (T*'ljJ)(x) = 'ljJ(Tx) = 0, pour tout 
x E X, c'est-à-dire T*'ljJ = 0; comme T* est injective, on doit avoir 'ljJ = O. Il résulte du 
Corollaire Vl.2.9 que T(X) est dense dans Y. 

Variante. Si T(X) n'est pas dense, il existe yo E Y tel que yo (j_ T(X). Le Théorème 
de Hahn-Banach dit qu'il existe alors une forme linéaire continue 'l/Jo E Y* qui s'annule sur 
T(X) et telle que 'l/Jo(Yo) = 1. Mais alors, cpo n'est pas nulle, bien que, pour tout x EX, on 
ait (T*'ljJ0 )(x) = 'l/Jo(Tx) = 0, c'est-à-dire, T*'l/Jo =O. T* n'est donc pas injectif. 

2) Il suffit de prendre l'injection canonique J: L2(0, 1)--+ L1(0, 1) ou j: 1!1 --+ 1!2. Elles 
sont continues, de norme 1, pas surjectives, et J*: L 00 (0, 1) --+ L2(0, 1), j*: 1!2 --+ l!oo sont 
les injections canoniques : 

(J*g, J) = (g, J f) = (g, J) = f0
1 g(x) f(x) dx 

(j*[(Yn)n.,i], (xn)n.,1) = ((Yn)n.,1,j[(xn)n.,1]) = L:;:'=l YnXn, 

qui sont bien sûr injectives. 
3) Voir l'Exercice 12 du Chapitre IV. 

Exercice 9 
1) Le fait que N soit une semi-norme sur X est évident : comme chaque prolongement 

1 est linéaire, on a il(x + y)I ( lf(x)I + lf(y)I et lf(ax)I = lai lf(x)I pour tous x, y E X 
et a E R; donc, en prenant la borne supérieure sur toutes les formes linéaires continues 
f: Yo --+ R telles que Il! llYt ( 1 et les prolongements 1 tels que llJil = llf lly0•, on obtient 
N(x +y) ( N(x) + N(y) et N(ax) = lai N(x). 

Pour toute forme linéaire continue f: Yo --+ R, on a : 

llfllY0* = sup IJ(y)I ( sup lf(y)I = M llJllYt ; 
llYll.,;1 llYll1.;;M 

donc, puisque lf(x)I ( llfll llxll ( llJllY0* llxll, on a N(x) ( M llxll. 
2) Il est clair que 11.112 est une semi-norme sur X (comme maximum de deux semi­

normes); de plus m llxll ( llxll2, donc llxll2 = 0 entraîne llxll = 0 et donc x = O. Ainsi 11.112 
est une norme sur X. Elle est équivalente à li· li puisque N(x) ( M llxll et m llxll ( M llxll 
entraînent que m llxll ( llxll2 ( M llxll. 

Pour y E Y, on a llYlli = sup 111 * lf(y)I, d'après le Théorème de Hahn-Banach. 
yl ~l 

Comme, pour y E Y, f(y) = f(y), on obtient N(y) = llYll1, et donc llYll2 = llYll1 puisque 
m llYll ( i1Yi11. 

Exercice 10 
1) D'abord, comme 0 E M, on a dist(I,M) ( llllloo = 1. Pour l'inégalité inverse, soit 

X E l!oo. Si (x - x)(n) ~ 0 pour tout n ~ 1, alors Xn ~ Xn+I pour tout n ~ 1 j la suite 
x = (xn)n.,1 est donc décroissante et, comme elle est bornée, elle converge. Il en résulte que 
limn--too(X - x)(n) = 0 et donc III - (x - x)lloo ~ 1. Dans le cas où (x - x)(no) < 0 pour au 
moins un no ~ 1, on a 1 - (x - x)(no) > 1 j donc là aussi III - (x - x)lloo ~ 1. Ceci étant 
vrai pour tout x E 1!00 , on obtient dist (I, M) ~ 1, par définition de M. D'où l'égalité. 

2) Notons que I (j_ M. En effet, si l'on avait x - x = 1, on aurait Xn - Xn+I = 1 
pour tout n ~ 1, d'où Xn = x1 + (n - 1), et (xn)n.,1 ne serait pas bornée. On peut donc 
définir L0 : M EB RI--+ R par L 0 (m +al)= a pour m E Met a ER. On a La(I) = 1 
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et Lo est clairement linéaire et s'annule sur M. Maintenant, comme dist (I, M) = 1, on a 
ILo(m + aI)I = lai = dist (al, M) ~ llm + ailloo pour tous m E M et a E R; donc Lo 

t t • M Til> I llL Il ILo(m+al)I lai 1 L es con mue sur œ !A. et 0 = SUP(m,a);!(O,O) llm+allloo = SUPa;!O dist (al,M) = . e 
Théorème de Hahn-Banach permet d'obtenir une forme linéaire continue LE (Roo)* de norme 
llLll = llLoll = 1 qui prolonge Lo. En particulier L(I) = Lo(I) = 1 et L s'annule sur M, de 
sorte que L(x) = L(x) pour tout x E Roo. 

3) Soit x = (xn)n~l Eco. Posons XN = (x1, ... ,xN,O,O, ... ) pour N? 1. Comme 
LB = L, on a LBk = L pour tout k ? 1, par récurrence; donc L(xN) = L[BN (xN )] = 
L(O) =O. Comme XN--+ x, on obtient (puisque L est continue) L(x) =O. Maintenant, si 

N->oo 
x = (xn)n~l est une suite convergente et si a= limn->oo Xn est sa limite, on a x - al Eco; 
donc L(x) = L(al) = aL(I) = a. 

4) Si 0 ~ Xn ~ 1 pour tout n ? 1, on a III - xlloo ~ 1; donc 1 - L(x) = L(ll - x) ~ 
IL(l - x)I ~ llLll = 1, de sorte que L(x) ? O. Maintenant, six E Roo est positif, et non nul, 
on pose x~ = Xn/llxlloo; on a 0 ~ x~ ~ 1 pour tout n ? 1; donc L(x) = llxllooL(x') ? O. 

Exercice 11 
1) On a évidemment 0 E .:f. Soit f, g E .:Tet a, b E C. Il existe de ouverts 0.1 et 0.9 denses 

dans R tels que f = 0 p.p. sur 0.1 et g = 0 p.p. sur 0.9 • Alors af + bg = 0 p.p. sur 0.1n0.9 • 

Comme l'intersection de deux ouverts denses de R est encore un ouvert dense (la densité 
peut s'obtenir par le Théorème de Baire, R étant un espace métrique complet; mais dans le 
cas de l'intersection de deux ouverts denses, il est aussi facile de faire une preuve directe : 
c'est la première étape de la preuve du Théorème de Baire), on obtient af + bg E .:T. 

2) Soit f E .:T et 0.1 un ouvert dense sur lequel f = 0 p.p.; on a (l - f)(x) = 1 
p.p. sur 0.1. Comme tout ouvert non vide de Rest de mesure positive, on a III - flloo = 
supess l(I - f)(x)I ? 1. 

xEIR 

3) Soit X = .:T + IC l le sous-espace vectoriel engendré par .:T et I. Notons que l <f. .:T, 
d'après la question précédente. Posons <p(f + al) = a pour toute f E .:T et tout a E IC. La 
fonction <p: X -t IC est clairement une forme linéaire et elle est continue, de norme 1. En effet, 
pour tout a E IC*, on a 1 ~ III+ a- 1 f lloo (car a- 1 f E .:T), soit j<p(f +al) 1 = lai ~ Il!+ allloo 
(et cela reste bien sûr encore vrai pour a= 0). Cela s'écrit aussi j<p(g)I ~ llBlloo pour toute 
g EX, ce qui prouve que ll<pll ~ 1. En fait ll<pll = 1 car <p(l) = 1. 

Le Théorème de Hahn-Banach donne l'existence d'une forme linéaire continue <I> E 
(L""(R)]*, de norme 1, et qui prolonge <p. Elle s'annule donc sur .:T, comme <p, et <I>(I) = 
<p(l) = 1. 

4) a) Chaque nk est ouvert (réunion d'intervalles ouverts) et est dense car contenant Q. 
D'autre part, il est clair que ]rn - 2-nk, rn + 2-nk [ 2 ]rn - 2-n(k+l), rn + 2-n(k+l) [ pour tout 
n? 1; donc nk 2 0.k+1 , de sorte que la suite (0.k)k~1 est décroissante. Finalement, on a: 

A(rl.k) ~ f .>.(]rn -Tnk,rn + Tnk[) = f 2:k = 2k ~li 
n=l n=l 

comme .>.(nk);l nk) ~ .>.(nj)-:---*0, on obtient .>.(nk);l nk) =o. 
r J--+OO r 

b) Supposons qu'il existe h E L 1 (R) telle que <I>(g) = JIR g(x) h(x) dx pour toute g E 
L""(R). 

Notons que les fonctions fk = Ini sont dans .:1 (fk s'annule sur l'ouvert dense 0.k); donc 
<I>(fk) = 0 pour tout k ? 1. Comme (0.k)k~l est décroissante, la suite (fk)k~l est croissante. 
De plus, limtk->oo fk = I presque partout, puisque fk(x) = 1 pour tout XE R \ nk entraîne 
limk-;oo f(x) = 1 pour tout X E R \ nk~l nk, et que nk~l nk est de mesure nulle. Comme 
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lfkhl ,,:;; lh!, pour tout k;;:,, 1, le Théorème de convergence dominée nous donnerait : 

1 = <1>(1) = r l(x) h(x) dx = lim r fk(x) h(x) dx = lim <I>(fk) = 0, 
}IR k---+oo }IR k---+oo 

ce qui est faux. Donc <I> n'est pas définie par une fonction de L1(1R) : <I> E [L00 (JR))* \ L1(JR). 

Remarque. Cela montre en particulier, puisque L00 (JR) = [L1(JR))*, que L1(JR) n'est pas 
réflexif. 

Exercice 12 
1) a) Soit <1>1 la restriction de <I> à kerw. Par hypothèse, on a !<I>1(x)! ,,:;; é pour tout 

x E ker W de norme ,,:;; 1; donc !l<I>1 li ,,:;; E. Le Théorème de Hahn-Banach dit qu'il existe une 

forme linéaire continue ~: X --+ lR prolongeant <1>1 et telle que 11~11 = !l<I>1 li ,,:;; é. De plus, 
comme la forme linéaire~ - <I> s'annule sur kerw, il existe a E lR tel que~ - <I> = aw. 

b) •Pour tout x E Bx, on a !<I>(x) + aw(x)I = l~(x)I ,,:;; 11~11,,:;; é. Comme 

l<I>(x) + aw(x)I ;;:,, l<I>(x)l - lal lw(x)I ;;:,, l<I>(x)l - lal !lwll = !<I>(x)l - la!, 

on obtient l<I>(x)I,,:;; ial+E. Comme c'est vrai pour tout x E Bx, il en résulte que ll<I>ll,,:;; !a!+E, 
soit 1 ,,:;; !al + E • 

• Partons cette fois-ci de l'égalité -~(x) = -<l>(x) - aw(x). On a, pour XE Bx, d'une 

part, -~(x) ;;:,, -11~11 ;;:,, -E, et, d'autre part : 

-<l>(x) - aw(x) ,,:;; !<I>(x)! - aw(x) ,,:;; ll<I>ll - aw(x) = 1 - aw(x) j 

donc aw(x),,:;; 1 +é. Cela entraîne que law(x)I,,:;; 1 +é. Comme c'est vrai pour tout XE Bx, 
on obtient !al = !law!I ,,:;; 1 + E. 

Ainsi -E ,,:;; 1 - !al ,,:;; E, c'est-à-dire 11 - !al 1 ,,:;; é. 
c) Si a ;;:,, 0, on a : 

Si a < 0, alors 1 - !al = 1 +a et : 

11<1> + '1111<11<1> - a'1Fll + llaw + '1111=11~11 +Il+ ai !1'1111<2€ · 

2) Supposons qu'il existe xo E E avec !lxoll = 1 tel que lf(xo)I ,,:;; ô/(4 !1'1111) pour 
toute f E ker W de norme llfll ,,:;; 1. Considérons l'élément <I> = iE(xo) associé à xo, et 
posons '111 = '11 /11'1111 (notons que W =1- 0 puisque W ~ E). On a !l<I>ll = !lxoll = 1 et 
1!'11111 = 1. Par ailleurs, si l'on pose é = ô/(4 !1'1111), l'hypothèse faite dit que l<I>Cf)I ,,:;; é 
pour toute f E (ker'111) n BE·· Donc, par le 1) c), on a !lxo - '11111 = !l<I> - '111!1 ,,:;; 2€ ou 
llxo + '111 Il = !l<I> + '11111 ,,:;; 2€. Il en résulte que dist ('111, E) ,,:;; 2E. Donc : 

8 = dist (w, E) = 11'1111 dist ('111, E),,:;; 2E 11'1111 = ô/2, 

ce qui n'est pas possible. 

Il en résulte que sup{lf(x)I; f E (ker '11) n BE·} ;;:,, ô/(4 !1'1111) pour tout x ESE, et, par 
homogénéité, que sup{lf(x)I; f E (kerw) n BE·};;:,, (ô/(4 ll'1Fll)J llxll pour tout x E E. Cela 
signifie que le sous-espace ker W de E* est un sous-espace normant de E. 
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Exercice 13 
1) ~est convexe car si f,g E ~et 0 ~a~ 1, on a af(x) + (1- a)g(x) > 0, puisqu'une 

combinaison convexe de deux nombres > 0 est encore > 0 (si 0 <a< b, alors [a, b] Ç JR+). 
Montrons qu'il est ouvert. Soit f E ~· Comme f([O, 1]) est une partie compacte de JR+, il 
existe 8 > 0 tel que f(x) ? 8 pour tout x E [O, 1). Alors la boule de centre f et de rayon 8/2 est 
contenue dans~. En effet, si llf-g//oo ~ 8/2, onag(x)? f(x)-llf-glloo? 8-8/2 = 8/2 > 0, 
pour tout x E [O, 1); donc g E ~· 

2) e'. est convexe (c'est un sous-espace affine) et non vide car il contient la fonction g définie 
par g(x) = -x, par exemple. De plus, il est clair que e'. est fermé (si 9k(l/n) = -1/n pour 
tout n ? 1 et 9k----+ g uniformément (simplement suffit) sur [O, 1), alors g(l/n) = -1/n 

k---+oo 
pour tout n ? 1). Comme ~ est convexe et ouvert (et non vide : I E ~), le Théorème de 
Hahn-Banach, version géométrique (plus précisément le Théorème Vl.3.3) dit qu'il existe un 
hyperplan fermé séparant, au sens large, e'. et ~' c'est-à-dire l'existence d'une forme linéaire 
continue <I> sur 'if([O, 1)) et d'un nombre a E lR tels que <I>(f) ? a ? <I>(g) pour toute f E ~ 
et toute g E e'.. 

3) Supposons qu'il existe f E ~ telle que <I>(f) < O. Comme >.f E ~ pour tout À > 0, on 
a >.<I>(f) = <I>(>.f) ? a. Mais >.<I>(f)----+ -oo; on a une contradiction. Donc <I>(f) ? 0 pour 

À--->+oo 
toute f E ~· 

Exercice 14 
1) Notons que si u(t) = E;';'=-N an e2"int, alors an = û(n); donc /an/ ~ 1iullL1(o,l) ~ 

llulloo· Alors : 

N N 

/u'(t)/ ~ 271' L n /an/~ 27l'llulloo L n = 27rN(N + 1) llulloo. 
n=-N n=-N 

2) Soit P(x) = E;';'=o CnXn un polynôme de degré~ N. Posons u(t) = P(sin27rt). Alors: 

e - e 27rint N [ 27rit -27rit] n N 

u(t) =Len 2i = L ane 
n=O n=-N 

est un polynôme trigonométrique de degré N. Comme u'(t) = 27rcos(27rt)P'(sin27rt), on a: 

/P'(O)/ = 2~ /u'(O)/ ~ 2~ llulloo ~ N(N + 1) llulloo = N(N + 1) llPlloo. 

3) Considérons la forme linéaire cp: P E &Ni-+ P'(O). Il résulte du 2) que cp est continue 
et de norme llcpll ~ N(N +l). De par le Théorème de Hahn-Banach, il existe un prolongement 
<;: 'if([-1, 1))--+ C linéaire continu de norme ll'Pll = llcpl/ ~ N(N + 1). Il résulte du Théo­
rème VIIl.3.1 qu'il existe une mesure complexe v sur [-1, 1) telle que <p(J) = J~ 1 f(s) dv(s) 

pour toute f E 'if([-1, 1)). En particulier, on a J~ 1 P(s) dv(s) = P'(O) pour toute P E &N. 

Pour P(s) = s, on obtient J~ 1 sdv(s) = 1. Pour P(s) = sn, avec 2 ~ n ~ N, on a P'(O) = 0, 

et donc J~ 1 sn dv(s) =O. 

Exercice 15 
1) II est clair que 0 E L1/ 2 et que af E L1/ 2 pour toute f E L1/ 2 et tout scalaire a. 

Comme on au2 +v2 ~ (u+v)2 pour tous u,v? 0, on a /f(t)+g(t)/ 112 ~ (/f(t)/+/g(t)/) 112 ~ 
/f(t)/ 1! 2 + /g(t)/ 112 ; donc f + g E L 1/ 2 lorsque f,g E L 1/ 2 . On a en fait montré que 2 1/ 2 

est un sous-espace vectoriel de l'espace des fonctions mesurables sur [O, 1); cela entraîne que 
L 112 est un espace vectoriel. 
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2) Il est clair que d(f, g) = d(g, f) et que d(f, f) =O. Si d(f, g) = O, on a f = g presque 
partout, donc f = g en tant qu'éléments de L 112 • D'après l'inégalité utilisée au 1), on a, 
en intégrant : d(f, g) = d(f - g, 0) = d[(f - h) - (g - h), O] ~ d(f - h, 0) + d(g - h, 0) = 
d(f, h) + d(g, h). Donc d est une distance sur L 112 • On peut noter qu'elle est invariante par 
translation: d(f + h,g + h) = d(f,g) pour toute h E L 112 • 

Notons aussi que d(af, 0) = lal 1/ 2d(f, 0), de sorte que l'application f f-t d(f, 0) n'est pas 
une norme (on verra dans la question 3) qu'il n'existe en fait aucune norme définissant la 
même topologie que d). 

Il est clair, en utilisant l'inégalité triangulaire et l'invariance par translation, que l'addi­
tion est continue sur L1/ 2 : d(f + g, fo +go)= d(f- fo,go - g) ~ d(f - fo, 0) + d(go - g, 0) = 
d(f, fo) + d(g, go). Pour montrer la continuité de la multiplication par les scalaires, on utilise 
l'inégalité habituelle : d(af, aofo) = d(af - aofo, 0) ~ d(af - aof, 0) + d(aof - aofo, 0) = 
la - aol 112d(f, 0) + laol 112d(f - fo, 0) ~la - aol 112 [d(f, fo) + d(fo, O)] + laol 112d(f, fo), qui 
tend vers 0 lorsque a tend vers ao et d(f, fo) tend vers O. 

3) Soit f E L1/ 2 telle que d(f, 0) ~ r../2. Considérons F(x) = fox lf(t)1 1/ 2 dt. C'est une 
fonction continue sur [O, 1], d'après le Théorème de convergence dominée. Comme F(O) = 0, 
il existe, grâce au Théorème des valeurs intermédiaires, un x0 E [O, 1] tel que F(xo) = F(l)/2. 
On a donc f0x 0 IJ(t)l 1/ 2 dt = f:0 lf(t)1 1/ 2 dt = F(l)/2. Soit g = 2fl[o,x0 ] eth= 2fl[x0 ,1]· 

Alors f0
1 lg(t)l 1/ 2 dt= ../2 f; 0 IJ(t)l1/ 2 dt= F(l)/../2 ~ r, car 0 ~ F(l) = d(f, 0) ~ r../2, et 

f0
1 lh(t)l 1/ 2 dt = ../2 f:0 lf(t)l 1/ 2 dt = F(l)/../2 ~ r. Donc g, h E L1/ 2 et sont dans la boule 

Bd(O, r) de centre 0 et de rayon r. Comme f = (g + h)/2 (presque partout), f est dans 
l'enveloppe convexe de Bd(O,r). 

En itérant, on obtient que l'enveloppe convexe de Bd(O, r) contient la boule Bd(O, 2nl2r) 
pour tout entier n ;;::: 1, donc l'espace L 112 tout entier, si r > O. Maintenant, si n est un 
ouvert convexe non vide, il contient une boule Bd(xo, r) = xo + Bd(O, r) de rayon r > O. 
D'après ce qui précède, son enveloppe convexe est L 112 • Mais, comme n est convexe, cette 
enveloppe est contenue dans n. Par conséquent n = L 112 . 

4) Il n'existe aucune forme linéaire continue non nulle sur L 112 , car si <p est une forme 
linéaire continue, l'ensemble {f E L1/ 2 ; l'P(f)I < 1} est un ouvert convexe non vide (il 
contient 0); il est donc égal à L 112 • Mais cela n'est possible que si <p = 0 (l'image d'une 
forme linéaire continue non nulle est le corps des scalaires). 

XI. 7. Exercices du Chapitre VII 

Exercice 1 
1) Notons d'abord que <pétant continue, elle est dans L2 ([0, 1]); donc, par l'inégalité de 

Cauchy-Schwarz, le produit <pf est intégrable; en fait f0
1 <p(t)f(t) dt est le produit scalaire 

(f 1 ëp), qui est égal à (f 1 <p), puisque <p est réelle. On a Af = (f 1 <p) <p; donc, puisque 
<p E L2 ([0, 1]), A est bien une application linéaire continue de L2 ([0, 1]] dans lui-même. 

2) On a, pour toutes f,g E L2 ([0, 1]): 

(f 1 A* g) = ( Af 1 g) = ( (f 1 'P) 'P 1 g) = (f 1 'P) ( 'P 1 g) = (f 1 ( 'P 1 g) 'P) 

= (f 1 (g 1 'P) 'P) = (f 1 Ag); 

donc A* g = Ag et par conséquent A• = A. 
3) On a A2 f = A(Af) = (Af 1 <p) <p = (f 1 <p) (<p 1 <p) <p; on a donc A2 = >.A avec 

,\ = ( <p 1 <p) = ll'Pll~. 
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4) Comme l'espace est complexe, on peut utiliser la formule du rayon spectral : r(A) = 
limn--+oo llAnlll/n. Mais, par la question précédente, An = Àn-l A; on a donc llAnlll/n = 
À n;;-t llAll 1/n et r(A) =À= ll'Pll~-

Pour cp(x) = 1 ~.,, on a r(A) = l; (l~:)2 dx = ~ - 2ln2. 

Exercice 2 
1) On a (TJ)(x) - (Tf)(x') = l;!K(x,t) - K(x',t)]f(t)dt- l:' K(x',t)f(t)dt, pour 

x,x' E (0, 1]; donc: 

l(TJ)(x) - (Tf)(x')I::;; {"' sup IK(x, t) - K(x', t)l llflloo dt+ ["'' llKlloo llflloo dt lo tE[0,1) lx 
::;; sup IK(x, t) - K(x', t)l llflloo +lx - x'l llKlloo llflloo · 

tE[0,1) 

Maintenant, K étant continue sur le compact (0, 1] x (0, 1] y est uniformément continue : 
pour tout e: > 0, il existe ô > 0 tel que 

lx - x'I ::;; ô et lt - t'I ::;; ô IK(x, t) - K(x', t') 1 ::;; e:/2. 

En particulier, on a IK(x, t) - K(x', t')I ::;; e:/2 si lx - x'I ::;; ô. Soit ô' = min[ô, e:/(2 llKlloo)] 
(on peut bien sür supposer K non identiquement nul); alors : 

lx-x'I::;; ô l(Tf)(x) - (Tf)(x')I::;; ((e:/2) + ô'llKlloo) llflloo::;; ê llflloo · 

Cela prouve que Tf est (uniformément) continue sur [O, 1], et même que T(Bcc([o, 1))) est 
équicontinue. 

Il est clair que T: '!f((O, 1]) -+ '!f([O, 1]) est linéaire. D'autre part, on a l(Tf)(x)I ::;; 
llKlloollflloo pour tout x E [O, 1], c'est-à-dire llTflloo ::;; llKlloollflloo· Cela prouve que l'en­
semble T(Bcc([O,l))) est borné dans '!f([O, 1]) (ce qui signifie que l'application linéaire Test 
continue, et llTll ::;; llKlloo)· Avec l'équicontinuité, cela montre, grâce au Théorème d'Ascoli, 
que T(Bcc([o,1))) est relativement compact dans '!f([O, 1]). Donc Test un opérateur compact. 

2) Montrons-le par récurrence. Pour n = 0, on a r 0 = I, qui est de norme 1, et l'in­
égalité se réduit à lf(x)I ::;; llflloo, ce qui est évidemment vrai. Supposons maintenant que 
l(Tng)(x)I ::;; llBlloollKll~ xn /n! pour tout x E (0, 1] et toute g E '!f((O, 1]). Utilisons cette 
hypothèse de récurrence pour g = rn f; on obtient : 

ce qui est bien l'inégalité cherchée, à l'ordre n + 1. 
On en déduit llTn flloo ::;; (llKll~/n!) llflloo; donc llTnlll/n ::;; 11Klloo/(n!)11n. Mais 

(n!) 1fn-----+ +oo; cela résulte de la formule de Stirling mais peut se voir facilement grâce 
n--+oo 

à l'inégalité n! ;;;,, (k + 1) · · · n ;;;,, kn-k valable pour tout k ::;; n; en effet, on a alors 
liminfn--+oo(n!) 1/n ;;;,, k, pour tout k ;;;,, 1, et donc limn--+oo(n!) 1/n = +oo. Or la formule 
du rayon spectral dit que r(T) ::;; limn--+oo llTnlll/n (l'espace peut être réel ou complexe); 
comme limn--+oo 11Tnll 1/n = 0, d'après ce qui précède, on obtient r(T) =O. 

3) Le spectre d'un opérateur Test contenu dans le disque (ou intervalle) fermé de centre 0 
et de rayon r(T); comme ici r(T) = 0, on au (T) Ç {O}. Mais Test compact, sur l'espace de 
dimension infinie '!f([O, 1]); donc 0 est une valeur spectrale de T. Il en résulte que u (T) = {O}. 
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Exercice 3 
1) a) Le nombre À est valeur propre de B si, et seulement si, il existe un élément non 

nul x = (xn)n;;,1 E R2 tel que B(x) = Àx. On doit donc avoir (x2, x3, .. . ) = (Àx1, Àx2, .. . ), 
soit Xn+1 = ÀXn pour tout n? 1; donc Xn = Àn-1x1 pour tout n? 1. Si IÀI < 1, le vecteur 
U>. = (1, À, À2, ... ) est dans R2 et vérifie B(u>.) =À U>,. Donc À est valeur propre de B. 

b) On sait que le rayon spectral est plus petit, ou égal, à la norme; comme llBll = 1, 
on a donc r(B) ::( llBll = 1; cela signifie que pour le spectre O"(B), on a O"(B) Ç iiîi, ][J) étant le 
disque ouvert de centre 0 et de rayon 1. Mais on a vu au a) que tout À E ][J) est valeur propre 
de B : ][J) Ç O"p(B). Comme le spectre O"(B) est fermé (il est compact) et contient O"p(B), on 
en déduit que O"(B) = iiîi. 

2) Comme S est injectif, 0 n'est pas valeur propre de S. Maintenant, si À f:. 0 était valeur 
propre de S, on aurait un x = (xn)n;;,1 non nul tel que (O,x1,x2, ... ) = (Àx1,Àx2, ... ), ce 
qui implique que X1 = 0 et Xn-1 = ÀXn pour tout n? 2, donc Xn = 0 pour tout n ? 1, ce 
qui contredit x f:. O. Donc S ne possède aucune valeur propre. 

3) Si À (j. O"(T), l'opérateur T - Àl est inversible; il existe donc R>. E 2(H) tel que 
(T - M) R>. = R>.(T - M) = I. On obtient R>.(T* - °XI) = (T* - °XI) R>, = I, en prenant 
les adjoints; donc X (j. O"(T*). On a donc O"(T*) Ç O"(T)~. Inversement, cette inclusion, 
appliquée à T* au lieu de T, donne O"(T) Ç O"(T*)~, puisque T** = T. Comme cela s'écrit 
aussi O"(T)~ Ç O"(T*), cela donne l'égalité. 

4) On a vu dans !'Exercice 12 du Chapitre II (mais il serait facile de le montrer à nouveau) 
que S = B*. Donc O"(S) = O"(B)~ = iiîi~ = iiîi. 

Exercice 4 
1) a) Soit (en)n;;,1 la base canonique de R2. Comme, pour tout n? 1, T(en) = Cnen, Cn 

est une valeur propre de T. 
b) Soit F ={en; n? l}. C'est un fermé de C; donc si À (j. F, on a dist (À, F) = d >O. 

Il en résulte que 1cn~>.I1 ::( 1/d pour tout n? 1. On peut donc définir une application linéaire 

R>.: R2 ---+ R2 en posant R>.(x) = cn~À Xn)n;;,1; elle est continue, de norme llR>.11 :::;; 1/d, et 
il est clair que R>. = (T - M)-1 . Donc À (j. O"(T). 

c) Comme le spectre est fermé et qu'il contient {en ; n ? 1}, d'après le a), il contient 
{en; n? 1}. Il résulte alors du b) qu'il lui est égal: O"(T) ={en; n? l}. 

2) Soit (cn)n;;,1 une suite dense dans K, de sorte que {en; n;:: 1} =K. Elle est bornée; 
donc si on lui associe l'opérateur T du 1), celui-ci vérifie O"(T) =K. 

Exercice 5 
A. 1) On a: 

R(À1) - R(À2) = R(À1) [J - (T - Ài/) R(À2)] 

= R(À1) [I + [(À1 - À2) I - (T - À2J)] R(À2)] = (À1 - À2) R(Ài) R(À2); 

donc llR(À1) - R(À2)ll ::( IÀ1 -À2l llR(À1)ll llR(À2)ll. 
2) a) Il résulte du 1) que l'on a llR(Àn) - R(Àk)ll ::( M 21Àn -Àkl; donc, puisque la suite 

(Àn)n;;,1 converge, la suite (R(Àn))n;;,l est de Cauchy dans 2(E). Comme E est complet, 

2(E) aussi; par conséquent la suite (R(Àn))n;;,l converge, vers un opérateur U E 2(E). 
b) Pour tout n? 1, on a (T - Ànl) R(Àn) = R(Àn) (T - Ànl) = I; donc, en passant 

à la limite, on obtient (T - M) U = U (T - M) = I, ce qui signifie que U = (T - M)- 1 , et 
donc À E p(T) et U = R(À). 
Nota. On a utilisé le fait que 2(E) est une algèbre de Banach, c'est-à-dire que l'application 
(A, B) E 2(E) H AB E 2(E) est continue. Cela résulte du fait que cette application est 
bilinéaire et que llABll ::( llAll llBll (voir, par exemple, !'Exercice 14 du Chapitre IV). 
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B. 1) Comme Test une isométrie, on a llTJI = 1; comme r(T) ~ llTll, on en déduit que 
a(T) ç D. 
Nota. Bien que cela ne soit pas utile ici, on peut remarquer que si T est une isométrie, ses 
puissances rn en sont aussi; donc llTn Il = 1, et la formule du rayon spectral, dans le cas d'un 
espace complexe, dit que r(T) = 1. Cela n'est pas vrai pour les espaces réels, puisque, dans 
ll~.2, les rotations (d'angle f:. 0 mod 'Il') n'ont pas de valeur propre et ont donc un spectre 
vide. 

2) Si a(T) Ç 8J[Jl, on a 0 'f. a(T), et donc T est inversible. 
3) a) En utilisant le fait que T est une isométrie, on a, pour tout x E E : 

b) Comme l..\I < 1, le nombre 8 = l-tl est > O. La convergence de (..\n)n;;,1 vers ,\ 
permet donc de trouver un entier N ~ 1 tel que l..\n - ..\I ~ 8 pour n ~ N. On a alors 
l..\nl ~ l..\I + 8; d'où 1 - l..\nl ~ 1 - (l..\I + 8) = (1 -1..\1) - 8 = 28 - 8 = 8. Il résulte alors du 
a) que ll(T- ..\nl)xll ~ 8 llxll pour tout x E E. 

c) En utilisant cette inégalité avec R(..\n)x au lieu de x, on obtient : 

llxll = ll(T- Ànl) (R(..\n)x]ll ~ 8 llR(..\n)xll j 

d'où llR(..\n)xll ~ (1/8) Jlxll pour tout x E E, et donc llR(..\n)ll ~ (1/8). 
Il résulte alors du A. 2) que ,\ E p(T), c'est-à-dire ,\ 'f. a(T). 

d) Ainsi,,\ E J[Jln(C\a(T)) = J[Jl\A, pour toute suite (..\n)n;;, 1 dans J[Jl\A convergeant vers 
,\ E J[Jl. Cela signifie que J[Jl\A est fermé dans J[Jl. Mais, le spectre étant fermé, A= a(T)n][Jl est 
aussi fermé dans J[Jl. Comme J[Jl est connexe, et comme A f:. 0, par hypothèse (on a a(T) Ç D 
et a(T) i 8J[Jl), on obtient A= J[Jl. 

On a donc a(T) n J[Jl = J[Jl, ce qui signifie que a(T) 2 J[Jl. Comme le spectre est fermé, on 
a en fait a(T) 2 D. Mais on avait vu au 1) que a(T) Ç D; donc a(T) = D. 

Exercice 6 
1) a) Puisque t E [O, 1], on a l(Sf)(t)I ~ lf(t)I; il en résulte que Sf E L2 pour toute 

f E L2 (Sf étant de toute évidence mesurable). On a ainsi une application S: L2 -+ L2, qui 
est clairement linéaire. Comme l(Sf)(t)I ~ lf(t)I pour tout t E [O, 1] entraîne llSfll2 ~ llfl12, 
cela prouve que S est continu. 

b) Si l'on a Sf = ..\f, pour un ,\ E C, alors, pour tout t E [O, 1], on a tf(t) = ..\f(t); 
par conséquent f (t) = 0 pour tout t f:. ..\. En particulier, f = 0 presque partout, c'est-à-dire 
que f = 0 en tant qu'élément de L2 • Ainsi,\ n'est pas valeur propre. 

2) a) On a: 

b) Si ,\ n'était pas dans le spectre de S, S - ,\J serait inversible; en notant R>. son 
inverse, on aurait, grâce au a) et à la continuité de R>.., fe = R>.[(S - ..\I)(fe)]---+0. Mais 

E---+Ü 

Ille 112 = 1, et l'on aurait une contradiction. 
3) Comme [O, 1] est fermé, si,\'/. [O, 1], on a dist (..\, [O, 1]) = d >O. Ainsi, lt-..\I ~ d pour 

tout t E [O, l]. Il en résulte que si l'on pose (R>.f)(t) = t2>. f(t), on a l(R>.f)(t)I ~ (1/d) IJ(t)I, 
de sorte que l'on a une application R>.: L2 -+ L2 , qui est clairement linéaire, et qui est 
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continue car llR.>-1112 ~ (1/d) 111112· Comme il est alors clair que R>.(S-ÀI) = (S-ÀI) R>. = !, 
il en résulte que S - Àl est inversible, et donc que À</. O"(S). 

4) Il résulte du 3) que O"(S) Ç (0, l]. Mais le 2) nous dit que (0, l(Ç O"(S); comme le 
spectre est fermé, cela entraîne que (0, 1] Ç O"(S). Par conséquent, O"(S) = (0, 1]. 

Exercice 7 
1) Comme la mesure m est O"-finie, il existe une suite croissante (Sn)n;;.1 de partie me­

surables de mesure finie telle que S = limt n-+oo Sn. Alors B = limt n-+oo(Sn n B), et donc 
m(B) = limt n-+oo m(Sn n B). Comme m(B) > 0, on a m(Sn n B) > 0 pour n assez grand. 
En particulier, pour l'un de ces n, A= Sn n Best non négligeable et de mesure finie. 

2) a) Il est immédiat que Mu est mesurable, et l'on a fs 1Mu(f)l2 dm~ llull~ fs 1112 dm; 
donc Mu E L2(m) pour toute I E L2(m). Il est ensuite clair que Mu est linéaire, et elle est 
continue et llMull ~ llulloo, puisque llMull2 ~ llulloolllll2. 

b) Soit (3 < llulloo· Par définition B = {t ES; lu(t)I > (3} est de mesure> O. Par 
le 1), il existe une partie mesurable A Ç B non négligeable et de mesure finie. La fonction 
I =][A est alors dans L2(m) et non nulle. On a, d'une part, ll1All2 = (m(A)] 1l2, et, d'autre 
part, puisque A Ç B : 

11Mu(1A)ll~ = fs[lu(t)I 1A(t)]2 dm(t) = L lu(t)l2 dm(t)? (32m(A); 

donc llMull ? 11 ~j'1~îil 112 ? (3. Comme c'est vrai pour tout (3 < llulloo, on obtient llMull ? 
llulloo, d'où l'égalité. 

3) a) Puisque u!>.1 E L00 (m), on peut considérer l'opérateur de multiplication M u~XI 
associé. Il est clair que Mu - >.Id= Mu->.1 et Mu->.1M_1_ = M 1 Mu->.1 =Id. Donc 

u-.XI u-XI 

Mu - À Id est inversible. 
b) Comme V est un voisinage de >., on ad = dist (>.,Ve) > O. Maintenant, dire que 

u-1 (V) est négligeable signifie que u prend m-presque partout ses valeurs dans vc. On a 
ainsi lu(t) - .XI ? d pour m-presque tout t E S. Il en résulte que u!>.1 E L 00 (m). Grâce au 
a), on en déduit que Mu - À Id est inversible, c'est-à-dire que À </. O"(Mu)· 

c) Prenons pour V le disque fermé de centre À et de rayon t:. Par hypothèse, B = 
u- 1 (V) n'est pas m-négligeable. Il existe donc, grâce au 1), une partie mesurable A Ç u- 1 (V) 
telle que 0 < m(A) < +oo. Pour t E A, on a u(t) E V, c'est-à-dire lu(t)->.I ~ t:. Considérons 
la fonction le= b lIA. Elle est dans L2(m) et lllell2 = 1. De plus: 

ym(A) 

2 1 r 2 
ll(u - >.)lell2 = m(A) J A lu(t) - .XI dm(t) ~ t:. 

Il en résulte que À E O"(Mu), car sinon cela signifierait que Mu - À Id est inversible et il 
existerait une constante c > 0 (par exemple c = 1/ll(Mu ->.Id)- 1 11) telle que ll(u->.)1112 = 
ll(Mu - >.Id)(f)ll2 ? c 111112 pour toute I E L2(m), ce qui n'est pas le cas ici: on devrait 
avoir c = c lllell2 ~ ll(u - .X)lell2 ~ t: pour tout t: >O. 

d) On a montré au b etc) que À E O"(Mu) si et seulement si m(u- 1 (V)] > 0 pour tout 
voisinage V de >.. Si À E O"(Mu), on a donc, pour tout voisinage V de >., m(u- 1 (V)] > 0; 
en particulier u-1(V) =f. 0, ce qui signifie que V n u(S) =f. 0. Comme c'est vrai pour tout 
voisinage V de >.,on obtient À E u(S). Par conséquent, O"(Mu) Ç u(S). 

4) Supposons maintenant que S est un espace topologique muni de sa tribu borélienne 
et que u est continue (et bornée). Si À E u(S), on a V n u(S) =f. 0, pour tout voisinage V de 
>.. Mais, comme ci-dessus, dire que V n u( S) =f. 0 revient à dire que u- 1 (V) =f. 0. Comme on 
peut prendre V ouvert, la continuité de u implique que u- 1 (V) est ouvert. Par hypothèse 
tout ouvert non vide est de mesure non nulle; donc m(u- 1 (V)] >O. Ainsi m(u- 1 (V)] > 0 
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pour tout voisinage ouvert V de À. Cela reste vrai a fortiori pour tout voisinage V de À. On 
obtient donc À E <J(Mu). Par conséquent u(S) Ç <J(Mu), d'où l'égalité, grâce au 3) d). 

Exercice 8 
1) Pour toute fonction mesurable bornée f, on a: 

l(Tf)(x) - (Tf)(x')I = 11~ f(t) dt' < llflloo lx - x'I 

(c'est en particulier le cas si f est continue sur (0, 1]); donc Tf est lipschitzienne, et en 
particulier continue. 

Il est clair que T est linéaire, par la linéarité de l'intégrale. 
Pour montrer que T est compact, il faut montrer que l'image de la boule unité B de 

'if((O, 1]) par Test relativement compacte. Pour cela, on utilise le Théorème d'Ascoli; or : 
- ll(TJ)(x)I < f0

1 11/lloo dt< 1 pour toute f E B, et T(B) est bornée; 
- l(Tf)(x)-(Tf)(x')I < (x-x'I pour toute f E B, par(*), d'où l'équicontinuité de T(B). 
2) a) Pour À# O, l'équation F - >.F' = 0 a pour solutions F(x) =Gex!>., où CE lR est 

une constante réelle. La méthode de variation de la constante donne -À C' ex/>. = g(x), et 
donc, puisque F(O) = 0, C = -tG(x); on obtient F(x) = -t e-xf>.G(x). 

b) Il résulte du a) que, pour À # 0, l'opérateur T - Àl est bijectif; en effet, f étant 
continue, le Théorème fondamental du Calcul Intégral dit que T f est continftment dérivable 
et que (TJ)' = f; on peut donc utiliser le a) avec F = Tf. Il en résulte que T ne possède 
aucune valeur spectrale non nulle. Par ailleurs, 0 est une valeur spectrale, car 'if((O, 1]) est 
de dimension infinie (ce que l'on peut voir directement : T n'est pas surjectif, puisque Tf 
est continftment dérivable). Ainsi le spectre de Test {O}. 

Pourtant 0 n'est pas une valeur propre de T: Tf = 0 entraîne f = (TJ)' =O. 

Exercice 9 
1) a) On a (TJ)(x) - (Tf)(y) = f1

1_:; f(t) dt; donc l(T f)(x) - (TJ)(y)I < llflloolx - YI· 
b) Il suffit d'appliquer le Théorème d'Ascoli, exactement comme au 1) de l'Exercice 8. 

2) La fonction f étant continue, le Théorème fondamental du Calcul Intégral nous dit 
que T f est continftment dérivable; T n'est donc pas surjective, ce qui entraîne que 0 E <J(T). 
D'autre part, Test injective car, pour tout x E [O, 1), on a (TJ)'(x) = -f(l - x), et par 
conséquent Tf = 0 entraîne f =O. Donc 0 n'est pas une valeur propre de T. 

3) a) On a Tg= Àg, avec À # 0, puisque l'on a vu au 2) que 0 n'est pas valeur propre 
de T. Or on sait que Tg est de classe C1 et (Tg)(l) = 0; on en déduit que g est de classe C1 

et g(l) =O. De plus, comme (Tg)'(x) = -g(l - x), on obtient >.g'(x) = -g(l - x). 
b) En utilisant de nouveau le fait que À# 0, l'égalité >.g'(x) = -g(l - x), pour tout 

X E (0, 1], entraîne que g' est de classe C1 ' c'est-à-dire que g est de classe C2 • Cette égalité 
donne aussi, d'une part, >.g'(O) = -g(l) = 0, d'où g'(O) = 0 (toujours parce que À# 0), et, 
d'autre part, >.g'(l) = -g(O). Finalement, en la dérivant, on obtient >.g"(x) = g'(l-x), d'où 
>.2g''(x) = -g(x). 

c) L'équation différentielle >.2 y" +y= 0 a pour solution générale y(x) = Acos(x/>.) + 
B sin(x/>.). Alors y'(x) = -(A/>.) sin(x/>.)+(B/ >.) cos(x/>.). La condition y'(O) = 0 entraîne 
donc B = 0, de sorte que y(x) = Acos(x/>.). 

d) Il résulte du b) et duc) que g(x) = Acos(x/>.). Mais on sait que g(l) = O; cela 
entraîne cos(l/>.) =O. Par ailleurs, la condition Àg1(1) = -g(O) donne sin(l/>.) = 1, puisque 
g' (1) = -(A/>.) sin(l/ >.) et g(O) = A. Ainsi l'on a cos(l/ >.) = 0 et sin(l/ >.) = 1, ce qui 
équivaut à dire que t = ~ + 2k7r, avec k E Z. 

Les valeurs Àk = 1!C+12k7r, k E Z, sont donc les seules valeurs propres possibles pour 
2 

T. Vérifions que ce sont effectivement des valeurs propres pour T. Pour cela, considérons, 
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pour k E Z, la fonction continue g,. définie par g,.(x) =cos(~+ 2k7r)x. On a (Tg,.)(x) = 
:!C+12,.,,. sin[(~+ 2k7r)(l - x)]. Or on a sin[(~+ 2k7r)(l - x)j =sin[~ - (~ + 2k?r)x] = 
2 

cos(~+ 2k7r)x = g,.(x); de sorte que l'on a bien Tg,.= >..,.g,.. 
4) a) L'opérateur T étant compact, ses valeurs spectrales non nulles sont des valeurs 

propres. Comme on a vu au 2) que 0 E cr(T), il résulte du 3) que : 

b) Le rayon spectral de T est par conséquent ~ . Il résulte alors de la formule du rayon 
spectral, puisque l'espace est complexe, que limn-+oo llTnlll/n = 2/7r. 

Remarque. On notera la différence avec !'Exercice 8 ci-dessus. Bien que l'opérateur ici soit 
une simple modification de l'opérateur de Volterra (composition avec la symétrie qui à f 
associe la fonction x H f(l - x)), le spectre n'est pas du tout le même. 

Exercice 10 
1) Si f:::.:; g, alors g - f ~ 0; donc U(g) - U(f) = U(g - f) ~O. 
Comme -llfllool :::.:; f :::.:; llfllool, on obtient -llfllooU(I) = U(-llflloo1) :::.:; U(f) :::.:; 

U(llflloo1) = llfllooU(I), soit jU(f)j :::.:; llfllooU(I). Donc jjU(f)lioo :::.:; llU(I)lloollflloo· Cela 
prouve que U est continu et que llUll :::.:; llU(l)lloo· On a égalité car llllloo = 1. 

2) La fonction (x, t) H <p(x, t) f (t) étant continue sur [O, 1]2 , elle est intégrable sur [O, 1] 
par rapport à la variable t, de sorte que (Ucpf)(x) existe pour tout x E [O, 1], et de plus Ucpf 
est continue sur [O, 1], d'après un théorème vu en 2ème année de Licence. 

L'application U: f E '16'([0, 1]) H Uff E '16'([0, 1]) est clairement linéaire, et l'on a 
jUcp(f)I :::.:; C llflloo, avec C = SUPo.r;x.r;l f0 <p(x, t) dt (puisque <p est positive); donc Ucp est 
continu et llUcpll :::.:; C. Posons h(x) = Ucp(I)(x) = f0

1 <p(x, t) dt; comme ~ ~ 0, la fonction 
x H <p(x, t) est croissante pour tout t; il en résulte que h est croissante, et donc que C = 
h(l) = f0

1 <p(l, t) dt. On a en fait llUcpll = h(l) car llUcpll ~ llUcp(I)lloo ~ [Ucp(I)](l) = h(l). 
3) Il faut montrer que l'image K par Ucp de la boule-unité de 'G'(X) est relativement 

compacte dans 'G'(Y). On utilise pour cela le Théorème d'Ascoli. Il s'agit de montrer que K 
est : 

- bornée, et c'est le cas car Ucp est continue; 
- équicontinue ; vérifions cela : la fonction <p étant continüment différentiable, ~ est conti-

nue, et donc M = SUPo.r;x,t.r;l /~(x,t)/ < +oo, et l'on a, par le Théorème des accroissements 
finis, pour Il! lloo :::.:; 1 et tous x, x' E [O, 1] : 

l(Ucpf)(x)-(Ucpf)(x')I :::.:; fo1 lip(x, t)-<p(x', t)l lf(t)I dt:::.:; fo1 M lx-x'l llflloo dt:::.:; M lx-x'I· 

Exercice 11 
Soit T: E-+ Fun opérateur compact, avec F = Rp, 1 :::.:; p < oo, ou F = co. Soit (en)n;;.1 

la base canonique de F : en = (ôn,1<)1<;;.1, où Ôn,k = 1 si k = n et = 0 si k -:/= n. On sait 
que tout y = (Yn)n;;.1 E F s'écrit y = L::=l Ynen (Exercice 13 du Chapitre 1). Soit Pn la 
projection qui à un tel y associe Pny = 2:7=1 wei> et soit Tn = PnT. C'est un opérateur de 
rang fini (puisque dim (im Pn) = n). Il reste à montrer que llT- Tnll---+ O. 

n-+oo 
Supposons que llT - Tnll ne tende pas vers O. On pourrait trouver un Eo > 0 et une 

sous-suite tels que, si sk = Tnk' on ait llT- sk Il > Eo pour tout k ~ 1. Notons Qk = I - Pnk. 
Comme llT-Tnll = supllxll!f;l Il(! - Pn)(Tx)ll = supyET(BE) ll(I - Pn)(y)ll, on peut trouver, 
pour tout k ~ 1, un Yk E T(BE) tel que llT - Skll :::.:; llQk(Yk)ll + rk. Comme T est 
compact, T(BE) est relativement compact et (y,.)k;;.1 possède une sous-suite convergente, 
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vers un y E F. Sans perdre de généralité, on peut supposer que (yk)k~1 elle-même tend 
vers Y· Or llQk(Yk)ll :( llQk(Y)ll + llQk(Y - Yk)ll :( llQk(Y)ll + llY - Ykll (car llQkll = 1). 
Comme llQk(Y)ll----+0 et llY -Ykll----+0, on obtient llT- Skll----+0, ce qui contredit 

k-+oo k-+oo k-+oo 

llT- Skll > éo. Donc llT-Tnll----+0. 
n-+oo 

Exercice 12 
1) Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur un espace de Hilbert (réel) séparable H, 

et soit (en)n~l une base orthonormée de H. Soit Pn la projection orthogonale de H sur 
l'espace engendré par ei, ... , en, et posons Tn = TPn. C'est un opérateur de rang fini et 
llT-Tnll 2 :( llT-Tnll~2 (H) = E;;:1 llTek -Tnekll 2 =E;:o=n+l11Tekll2 -----+ O. Donc Test n-+oo 
limite des opérateurs de rang fini Tn ; par conséquent T est compact. 

2) a) Il est clair que E:=l lwnxnl2 :( llwll~ E:=l lwnl 2; donc T(x) E R2 pour tout 
x E R2. Comme Test clairement linéaire, cela prouve aussi que Test continu et llTll :( llwlloo· 
On a en fait llTll = llwlloo· En effet, pour tout é > 0, il existe N? 1 tel que lwNI? llwlloo-é; 
alors llTll? llT(eN)i12 = llwNeNll2 = lwNI? llwlloo - é. 

Notons qu'ainsi w E f,00 t--+ Tw E 2'(R2) est une isométrie de Roo dans 2'(R2). 
b) • Supposons T w compact, et montrons que Wn -----+O. Comme la suite w est bornée, 

n-+oo 
il suffit de montrer qu'elle n'a que 0 comme seule valeur d'adhérence possible. Soit donc w 
une valeur d'adhérence de (wn)n~l· Il existe une sous-suite (wnk)k~l convergeant vers w. 
L'opérateur Tw étant compact, la suite (T( enk)) k~l possède une sous-suite convergente (car 
enk E Be2 ). Soit x = lim1-+oo T(enk1 ) sa limite. Mais T(en) = Wnen pour tout n ? 1; 
donc, pour tout j ? 1, on a (T(enk1 ) 1 ei) = 0 pour nk1 > j. En faisant tendre l vers 
l'infini, on obtient (x 1 ei) =O. Comme c'est vrai pour tout j ? 1, on a x =O. Mais alors 
lwnk 1 = llwnk enk 112 = llT(enk )112-----+ llxll2 =O. Donc w = 0, comme on le souhaitait. 

t t t l l-+oo 

On trouvera à l'Exercice 24 du Chapitre VIII un argument formellement (en fait les 
preuves sont similaires) plus direct, en utilisant Je fait que la suite (en)n~l converge faible­
ment vers 0). 

•Supposons maintenant que Wn ----+O. Alors Wn = (w1, ... ,wn, 0, 0, ... ) ----+w dans 
n-+ex> n-+oo 

co (voir l'Exercice 13 du Chapitre 1). L'opérateur Tn: R2-+ R2 défini par : 

Tn(x) = (w1x1, ... , WnXn, 0, 0, ... ) 

est de rang fini et l'on a : 

llTn -Tii = sup ll(Tn -T)xll2 = sup 11(0, ... , 0, Wn+iXn+1,Wn+2Xn+2, .. . )112 
llxll2<:;l llxll2<:;l 

:( sup [ sup lwk 1 ( f lxk 12) 
112

] = sup lwk 1----+ 0; 
llxll2<:;l k~n+l k=n+l k~n+l n-+oo 

donc T = Tw est compact comme limite d'opérateurs de rang fini. 
On notera que l'application w t--+ Tw réalise ainsi une isométrie de co dans X(R2). 

c) Par définition, T = Tw est Hilbert-Schmidt si et seulement si E:=l llT(en)ll~ < +oo. 
Or llT(en)ll2 = llwnenll2 = lwnl; donc T = Tw est Hilbert-Schmidt si et seulement si 
E:=l lwnl 2 < +oo, c'est-à-dire w E R2. Pour avoir un opérateur compact mais pas Hilbert­
Schmidt, il suffit donc de prendre un opérateur de la forme Tw, avec w E c0 mais w (j:. f,2 ; 
par exemple w = (1/fo)n~l· 
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Exercice 13 
1) Dire que 0 't T(SE) équivaut à dire que dist (0, T(SE)) = c > O. Cela signifie que 

llTxll ;;:: c pour tout x E SE. Par homogénéité, cela entraîne que llTxll ;;:: c IJxll pour tout 
XE E. 

Montrons qu'alors T(E) est fermé (voir aussi !'Exercice 11 du Chapitre II). Soit (xn)n;;i:i 
une suite dans E telle que Txn--+ y. La suite (Txn)n;;i.1 est en particulier de Cauchy : 

n-+oo 
pour tout € > 0, on peut trouver un N ;;:: 1 tel que llTxn - Txkll <::,;; € pour n, k ;;:: N. 
Alors Jlxn - Xkll <::,;; (1/c) llTxn -Txkll <::,;; (i::/c), pour n, k;;:: N. La suite (xn)n;;i.1 est donc de 
Cauchy dans E. Comme E est complet, elle converge, et, si x est sa limite, on a, puisque T 
est continue, Txn--+ Tx. Il en résulte que y= Tx E T(E). 

n-+oo 
2) Il en résulte que le sous-espace F = T(E) de E est complet, puisque E l'est. On a 

ainsi une application linéaire continue surjective T: E-+ T(E) de l'espace de Banach E sur 
l'espace de Banach T(E). Le Théorème de l'application ouverte dit qu'il exister> 0 tel que 
BT(E)(O, r) Ç T(BE)· 

3) Si Test de plus compact, T(BE) est relativement compact. Il résulte du 2) qu'alors 
BT(E) (0, r) l'est aussi. Comme cette boule est fermée, elle est en fait compacte, et il résulte 
du Théorème de Riesz du Chapitre 1 (Théorème 1.2.5) que T(E) est de dimension finie, 
c'est-à-dire que T est de rang fini. 

Exercice 14 
1) Comme l'espace X est complexe, on a la formule du rayon spectral : 

r(T) = lim llTnlll/n. 
n-+oo 

Si r(T) < 1, on a llTnllI/n < 1 (donc llTnll < 1) pour n assez grand, disons n ;;:: no ;;:: 1. 
Alors, pour tout x EX, on a llTnxJI <::,;; max{llxJI, llTxlJ, ... , llTn°- 1xlJ, 1} pour tout n;;:: 0; 
par conséquent O(x, T) ne peut pas être dense dans X. 

2) a) Pour toute cp E X*, on a (U*cp, x) = (cp, Ux) = 0 pour tout x E ker U; donc 
U*cp E (kerU)-1, de sorte que imU* Ç (kerU).L. 

b) Si À n'est pas une valeur spectrale de T*, T* -Àldx• est inversible. En particulier, 
im (T* - À/ dx•) = X*. Il résulte du a) que [ker (T - À/ dx )] J. = X*. Ce n'est possible, par 
le Théorème de Hahn-Banach, que si ker (T - À/ dx) = {O} (Corollaire Vl.2.3), c'est-à-dire 
que si À n'est pas une valeur propre de T. 
Variante. Il est facile de voir (cf. le 3) de !'Exercice 3) que pour tout opérateur V sur 
un espace de Banach Y, on a o-(V*) Ç o-(V). On a donc o-(T**) Ç o-(T*). Mais, comme 
T1*X = T, il est clair que toute valeur propre de T en est aussi une de T**; on a donc 
o-p(T) Ç o-p(T**) Ç o-(T**) Ç o-(T*). (Notons que l'on semble ne pas utiliser le Théorème 
de Hahn-Banach dans cet argument; mais c'est bel et bien le cas : on l'utilise pour dire que 
l'on a une injection de X dans X** et donc que Tix = T. Sans lui, on peut avoir X* = {O} 
- voir !'Exercice 15 du Chapitre VI - et donc T** = 0, de sorte que sa restriction à X n'est 
pas égale à T, si T f= 0). 

3) Si À est valeur propre de T*, il existe cp E X*, non nulle, telle que T* ( cp) = Àcp. Alors 
(T*r(cp) = Àncp pour tout n;;:: O. Pour tout x EX, on a donc : 

pour tout n ;;:: O. Si T était hypercyclique, O(x, T) = {Tnx; n ;;:: O} serait dense dans X; 
donc {Àncp(x)} = {cp(Tnx); n;;:: O} serait dense dans C (car cp f= 0), ce qui est visiblement 
faux. 

4) Si T est compact, son adjoint l'est aussi, par le Théorème de Schauder. Si T était 
hypercyclique, T* ne pourrait avoir, à cause du 3), de valeur propre. Il résulte du Théorème 
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spectral de Riesz (Théorème VIl.2.11) que l'on aurait O'(T*) = {O} (X* étant de dimension 
infinie, 0 E O'(T*); mais O'(T*) Ç {O} suffirait). Il résulterait du 2) que 0 serait la seule 
valeur propre possible de T, et donc, de nouveau par le Théorème spectral de Riesz, on 
aurait O'(T) = {O}. Il en résulterait que r(T) = 0 (on aurait pu utiliser la formule du rayon 
spectral pour obtenir cela, vu que llTll = llT*ll). Mais alors le 1) dirait que T n'est pas 
hypercyclique, et l'on aurait une contradiction. 

Exercice 15 
Si Test nul, on prend n'importe quel sous-espace X 0 de X, différent de {O} et X; alors 

T(Xo) = {O} Ç Xo. 
1) Comme T n'est pas nul, il existe xi E X tel que Txi # O. Alors llT(axi)ll = 

lai llTxi Il --+ +oo; il existe donc un nombre a tel que llaxi 11 > 1 et llT( axi) Il ? 2 llTll · 
Jal-++oo 

Posons xo = axi. On a llxoll > 1 et, pour llx - xoll < 1, on a: 

2 llTll - llTxll ~ llTxoll - llTxll ~ llTx -Txoll ~ llTll llx - xoll < llTll; 

donc llTxll > llTll. Il s'ensuit que pour tout y E Ki = T(Bo), on a llYll ? llTll > 0, de sorte 
que 0 tt Ki. Par ailleurs, puisque Test compact, l'image par T de toute partie bornée de X 
est relativement compacte; donc Ki est compact. 

2) Il est facile de voir que <fr est un sous-espace vectoriel de 2'(X); donc Xî' = 
{Uxi; U E <fr} est un sous-espace vectoriel de X. Il en est alors de même pour Xi. Notons 
maintenant que xi E Xi car ldx E <fr. Comme xi E Ki et 0 tt Ki, on a xi # 0; donc 
Xi # {O}. D'autre part, Xi n Bo = 0, par hypothèse; donc Xi # X. Il ne reste plus qu'à 
montrer que T(Xi) Ç Xi. Mais Xi étant fermé et T étant continue, il suffit de montrer 
que T(Xl) Ç Xi, c'est-à-dire que T(Uxi) E Xi pour tout U E <fr. Mais c'est évident car 
T(Uxi) = (TU)xi et TUE <fr; donc T(Uxi) EX]". 

=,-...---~ 

3) a) Par hypothèse, pour tout x E Ki, on a {U x; U E <fr} n Bo # 0. Comme Bo est 
ouvert, cela revient à dire que {Ux; U E <fr} n Bo # 0; il existe donc Ux E <fr tel que 
Ux(x) E Bo. 

b) Comme Bo est ouvert et Ux est continu, u;i(Bo) est un ouvert. Par définition 
de Ux, cet ouvert contient x. Alors Ki = UxEKi u;i(Bo). La compacité de Ki permet de 
trouver Xi, ... , Xn E Ki tels que Ki = Ui.;;k.;;n u;/ (Bo). Si l'on pose uk = Uxk, 1 ~ k ~ n, 
on a uk E <fr et pour tout X E Ki, il existe k E {1, ... , n} tel que X E u;;i (Bo), c'est-à-dire 
Uk(x) E Bo. 

c) Soit x E Ki. Par le b), il existe un kx E {1, ... , n} tel que Ukx (x) E Bo; cela signifie 
que llUkx(x)-xoll < 1, et donc que 'Pkx(x) >O. Comme, par définition, on a <pk(x)? 0 pour 
tout k = 1, ... ,n, cela entraîne que L~=i <pk(x) >O. 

d) D'après le c), Q est définie sur Ki. Il est ensuite clair que Q est une fonction continue 
sur Ki car les <pk et les Uk le sont. Par ailleurs, on a, en tenant compte de la positivité des 
'Pk : 

parce que llUk(x) - xoll < 1 pour tout k, et parce que les <pk(x) ne sont pas tous nuls. Donc 
Q(x) E Bo. 



XI.8. EXERCICES DU CHAPITRE VIII 393 

e) L'adhérence d'un convexe étant convexe (soit C ce convexe; si x, y E C, il existe 
Xn, Yn E c tels que X = limn-+oo Xn et y = limn-+oo Yn; pour 0 ~ t ~ 1, tx + (1 - t)y = 
limn-+oo txn + (1 - t)yn E C), il suffit de montrer que K est compact. Pour cela, il suffit 
de montrer que convQ(Ki) est précompact. Tout d'abord, Ki étant compact et Q étant 
continue, Q(Ki) est compact. Il ne reste donc plus qu'à montrer que l'enveloppe convexe C 
d'un compact H est précompacte. Soit é > 0 arbitraire. H étant compact, il existe xi, ... Xn E 
H tels que H Ç B(xi, é/2) U · · · UB(xn, é/2). Écrit autrement: H Ç {xi,. .. Xn} + B(O, é/2). 
Notons A l'enveloppe convexe de {xi,. .. ,xn} dans X. On obtient H Ç A+B(O, é/2). Comme 
la somme de deux convexes est encore convexe, l'ensemble A+ B(O, é/2) est convexe; il en 
résulte que C = conv H Ç A+ B(O, é/2). 

Considérons maintenant le sous-espace vectoriel F engendré par xi, ... , Xn. L'enveloppe 
convexe A de {xi, ... , xn} dans X est l'ensemble 

{ ÀiXi + • · · + ÀnXn j Ài, ... , Àn ;;<: Ü et Ài + · · · + Àn = 1} j 

elle est donc contenue dans F. C'est de plus une partie bornée de F. Comme F est de 
dimension finie, A est relativement compacte, autrement dit précompacte, dans F. C'est a 
fortiori aussi le cas dans X. Il existe donc un ensemble fini de vecteurs Yi, ... , yq E A tels 
que A Ç B(yi, é/2) U .. · U B(yq, é/2) = {yi,. .. yq} + B(O, é/2). Alors : 

C Ç A+ B(O, é/2) Ç [{yi,. .. yq} + B(O, é/2)] + B(O, é/2) = {yi,. .. yq} + B(O, é) 

= B(yi,é) U · · · U B(yq,é), 

ce qui prouve que C est précompact. 
f) L'application linéaire Tétant continue, on a T(Bo) Ç T(Bo) = Ki. On peut donc 

considérer la composée f = QT: Bo= B(xo, 1)--+ Bo. C'est une fonction continue, puisque 
Tet Q le sont. D'autre part, Q(Ki) Ç Bo, ainsi qu'on l'a vu au d); comme Bo= B 0 (xo, 1) est 
convexe, on obtient K = convQ(Ki) Ç Bo; donc f(K) = (QT)(K) Ç Q[T(Bo)] Ç Q(Ki) Ç 
K. Comme K est convexe et compact, le Théorème du point fixe de Schauder assure que f 
possède un point fixe : il existe yo E K tel que Q[T(yo)] = yo. 

g) Puisque Ui, ... , Un E ltT et que ltT est un sous-espace vectoriel de 2(X), il est 
clair que LE ltT. D'autre part, on a L(Tyo) = Q(Tyo); donc (LT)(yo) = yo, c'est-à-dire que 
Yo E ker (Idx - LT). 

h) Comme T est compact, LT l'est aussi; il résulte du 1) du Théorème VIl.2.9 que 
ker (Idx - LT) est de dimension finie. Il est donc différent de X, puisque X est de dimension 
infinie. Il est aussi différent de {O} puisqu'il contient yo et que yo =f. 0; en effet, Yo = 
Q[T(yo)] E Q(Ki) Ç Bo et 0 <f. Bo. Pour finir, ker (Idx - LT) est invariant par T parce que 
LE ltT: six E ker (Idx -LT), alors (Idx -LT)(Tx) = Tx- (LT)(Tx) = Tx-(TL)(Tx) = 
T[x - (LT)x] = T(O) =O. Par conséquent ker (Idx - LT) est un s.e.i.n.t. pour T. 

Xl.8. Exercices du Chapitre VIII 

Exercice 1 
On sait que a) {? c) (voir !'Exercice 4 du Chapitre II). 
On a bien sûr a) => b) puisque la convergence en norme est plus forte que la convergence 

faible. Supposons qu'on ait b). En posant Xn = I:~=i Uk, cela signifie que que la suite 
(xn)n~i converge faiblement. On sait que toute suite faiblement convergente est bornée : 
llxnll ~ M < +oo pour tout n? 1. Comme la suite (un)n~i est orthonormée, on a llxnll 2 = 
I:~=i llukll 2 . Donc I:~=i llukll 2 ~ M 2 pour tout n? 1, ce qui entraîne la convergence de la 
série Lk~i llukll 2 . 
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Exercice 2 
Soit Un)n~l une suite faiblement convergente dans L1(R). On sait que toute suite fai­

blement convergente est bornée; donc llfnll1 :::; M < +oo pour tout n? 1. 
Dire que fn ~ f dans L1(R) signifie que JJR fn(x) g(x) dx----+ f111. f(x) g(x) dx pour 

n~oo n~oo 

toute g E L00 (R). En particulier, si l'on prend, pour chaque y E R, h(x) = e-2"iyx (qui 
est continue et de module 1, donc dans L00 (R)), on obtient fn(y)----+ J(x). Comme les 

n-+oo 

fonctions fn et f sont dans 'ifo(R) et uniformément bornées (car llfnlloo:::; llfnll1 :::; M pour 
tout n ? 1), cela signifie que (În)n~1 converge simplement vers f dans 'ifo(R). 

Exercice 3 
Soit q l'exposant conjugué de p. On sait que le dual de LP(R) s'identifie à Lq(R). Pour tout 

g E U(R), la fonction f g est intégrable sur R (par l'inégalité de HO!der); par conséquent : 

Un, g) = f J (x) g(x) e2"inx dx = (7i)(-n)----+ o. k n-+oo 

Cela signifie que Un)n~l converge faiblement vers O. 
La suite ne converge pas en norme car, si c'était le cas, ce ne pourrait être que vers 0 

(puisque la topologie de la norme est plus forte que la topologie faible); comme llfnllp = 
llf llP "1- 0 pour tout n ? 1, ce n'est pas le cas. 

Exercice 4 
Soit V un voisinage faible de O. Il existe des vecteurs x1, ... , XL E f.2 et un ê > 0 tel que 

V2{xEf2; l(xlxi)l:::;t:, Vl=l, .. .,L}. 
Notons maintenant que pour tout z E f2, on a lz(n)l2 :::; t:2 /n pour une infinité de 

n, car sinon, on aurait un no ? 1 pour lequel lz(n)l2 > t:2 /n pour n ? no, et on aurait 
L::=l lz(n)l2 = +oo. 

Prenons alors z(n) = L:f=1 lxi(n)I. C'est un élément de f.2 car lxd E f.2 pour tout l = 
1, .. .,L, et l'on a donc lz(n)l2:::; t:2 /n pour une infinité den; donc lxi(n)I:::; t:/fo pour 
une infinité de n, pour tout l = 1, ... , L, et en particulier V n { fo en ; n ? 1} i- 0, puisque 
(foen 1 xi)= foxi(n). Par conséquent 0 est bien faiblement adhérent à { foen; n? l}. 

Par contre, il n'existe aucune sous-suite de { foen; n? 1} convergeant faiblement (vers 
0), car une telle sous-suite devrait être bornée (Proposition VIII.1.4), or ce n'est pas le cas. 

Exercice 5 
Étant convexes et fermés, les Cn sont faiblement fermés ; comme ils sont bornés, ils sont 

faiblement compacts, car LP(m) est réflexif (puisque 1 < p < oo). On a donc une suite 
décroissante de parties compactes (pour la topologie faible) non vides; son intersection n'est 
par conséquent pas vide. 

Exercice 6 
1) Considérons, pour x E B, les formes linéaires continues x: E* -+ C définies par 

x(<p) = <p(x) pour <p E E*. Par hypothèse, on a supxEB lx(<p)I < +oo pour toute <p E E*. 
Le Théorème de Banach-Steinhaus dit qu'alors supxEB llxll < +oo. Mais llxll = llxll· Donc 
SUPxeB llxll < +oo, ce qui signifie que B est borné. 

2) L'hypothèse signifie que L:n~l an Un converge pour tout a= (an)n~l E f.2. Les sommes 
partielles de cette série sont en particulier bornées : supn~l 1 L:~=l akukl < +oo. Notons 
B l'ensemble de toutes les suites partielles Sn= (u1, ... ,un,O,O, ... ), n? 1. C'est une 
partie de f.2. Pour toute forme linéaire continue <p sur f.2, il existe a = (an)n~l E f.2 telle 
que <p (x) = (x 1 a) = L::=l Xnan, si x = (xn)n~l E f.2. L'hypothèse entraîne donc que 
supn~i l'P (sn)I < +oo pour toute <p E (f.2)*. Il résulte du 1) que supn~l llsnll2 = M < 
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+oo. Mais ilsnll~ = EZ=l lukl 2 ; par conséquent SUPn;;,l EZ=1 lukl 2 = M 2 , et il s'ensuit que 
L:;::1 lukl 2 = M 2 < +oo. 

Exercice 7 
Soit Xn E BE tels que Txn---+ y E F. Comme E est réflexif, sa boule unité est 

n-+oo 

faiblement compacte. La suite (xn)n;;,1 a donc une sous-suite convergente Xnk---+ x E BE 
k-+oo 

(Théorème d'Eberlein-Smulian). Comme Test continue pour les topologies faibles (Théorè­
me VIIl.1.12), on a Txnk --+Tx. Donc y= Tx E T(BE), et T(BE) est fermé dans F. 

k-+oo 

Exercice 8 
1) Sn étant un polynôme trigonométrique, on a Bn(l) =ci pour Ill :::.:; net Bn(l) = 0 pour 

Ill > n (on peut aussi faire le calcul direct très facilement); en particulier, Bn(l)---+ ci pour 
n-+oo 

tout l E Z. Par linéarité, on a °K;:;(l) = -k L:;;,;01 Bn(l); c'est la moyenne de Cesàro d'une 
suite qui converge vers ci; donc °K;:;(l) converge vers ci. En fait, ici, il est très facile de le voir 
(même si le résultat sur la convergence des moyennes de Cesàro n'est pas bien difficile!) : 
comme Bn(l) = 0 pour 0:::.:; n < Ill et Bn(l) =ci pour n? Ill, on a, pour N? Ill : 

- 1 N-l N-lll 
KN(l) = N L ci= -N ci --+ci. 

N-+oo 
n=1i1 

2) Comme 1 < p < oo, l'espace LP(Q, 1) est réflexif et donc ses parties bornées sont 
relativement compactes pour la topologie faible. Par conséquent, puisque l'on a supposé la 
suite (Kn)N;;,l bornée dans LP(O, 1), on peut en extraire une sous-suite (KNj )j;;,1 faiblement 
convergente, vers un élément f E LP(Q, 1), par le Théorème d'Eberlein-Smulian. Cela signifie 
que, pour tout g E Lq(O, 1), q étant l'exposant conjugué de p, on a: 

{1 KNj (x) g(x) dx--:----* f 1 f(x) g(x) dx. Jo J-+oo Jo 

En particulier, en prenant, pour l E Z, g(x) = e-2,..iix, on a KNj (l)---+ J(l). 
J-+00 

Comme on a vu que °K;:;(l)--+ci, on obtient f(l) =ci. 
N-+oo 

Exercice 9 
Soit <P E Bx•• et soit W un voisinage de <P pour la topologie préfaible a(X**, X*). 

Il existe e: > 0 et t.p1, ... , 'Pn E X* tels que We,<pi ,. . .,<pn Ç W. Posons Œj = <P( 'Pi) pour 
j = 1, ... , n. Pour tous /31 , ... , f3n E JK, on a : 

car ll<Pll :::.:; 1. Le Lemme de Helly (Exercice 5 du Chapitre VI) dit qu'il existe Xe E Bx tel 
que l'Pi(xe)- <P( 'Pi )1 :::.:; e: pour tout j :::.:; n. Cela signifie que Xe E We,<p 1 , ... ,<pn. Par conséquent, 
Xe E W n B x, et cela prouve que <P est a(X**, X* )-adhérent à B x. 

Exercice 10 
1) Soit xo E Bx \Sx. Soit V un voisinage faible de xo. Il existe e: > 0 et <p1, ... , 'Pn EX* 

tels que x 0 + Ve,<p 1 , ... ,<pn Ç V. Comme X est de dimension infinie, il existe x =f. 0 tel que 
X E nz=l kert.pk· Si f(t) = llxo + txll, t E IR., la fonction f est continue sur IR., et l'on a 
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f(O) = llxoll < 1 et f(t)----+ +oo. Le Théorème des valeurs intermédiaires donne l'existence 
t--->+oo 

d'un to > 0 tel que f(to) = 1. Alors x1 = xo + tox E Sx et, par le choix de x : 

donc x1 E xo + Ve,<p 1 , ... ,'f'n Ç V, de sorte que Sx n V f= 0. Ainsi Sx est w-dense dans Ex. 
2) Les formes linéaires <p E X* sont w-continues, par définition. Par le Théorème de 

Hahn-Banach, on a llxll = sup<pEBx· l<p(x)I. Comme la borne supérieure de toute famille de 
fonctions continues est semi-continue inférieurement, la norme est donc w-s.c.i .. 

Si X est de dimension infinie, la norme N = li· li n'est pas w-continue, car si elle l'était, 
on devrait avoir N(Sx w) Ç N(Sx) = {1}, alors que N(Sx w) = N(Bx) est l'intervalle [O, l]. 

Exercice 11 
1) La boule unité By de Y étant un voisinage de 0, son image réciproque par T est 

un voisinage faible de 0 dans X. Il existe par conséquent un E: > 0 et des formes li­
néaires continues <p1, ... ,<pn EX* tels que Ve,<p 1 , ... ,'f'n(O) Ç T- 1(By). On rappelle que 
Ve,<p 1 , ... ,'f'n(O) = {x EX; l'Pi(x)I:::;; t::,1:::;; j:::;; n}. Mais n;=1kerrpi Ç Ve,<p 1 , ... ,<p,,(O); 
donc n;=lker<pj ç r- 1 (By). Mais n;=lker<pj est un sous-espace vectoriel; donc si XE 
n;=1 ker 'Pi> on a tx E n;=1 ker 'Pi pour tout t E IR. Il en résulte que itl llTxll = llT(tx)ll ::( 1 
pour tout t E lR. Cela n'est possible que si Tx =O. Par conséquent n;=1 ker<pi Ç kerT. 

2) On sait (voir Chapitre 1, Exercice 15) que T se factorise en une application linéaire 
continue T: X/kerT--+ Y. Comme n;=1 ker<pi est de codimension finie, kerT aussi, par le 

1). Cela signifie que X /ker T est de dimension finie. Par conséquent im (T) = im (T) est de 
dimension finie, c'est-à-dire que Test de rang fini. 

Exercice 12 
Si l'espace métrique (X*, li· li) est séparable, son sous-espace Sx• l'est aussi. Soit (<pn)n;;. 1 

une suite dense dans Sx•. Pour tout n;;;. 1, on peut trouver Xn E Sx tel que l<p(xn)I > 1/2. 
Soit Y le sous-espace fermé engendré par les Xn, n ;;;. 1. Il est séparable et il suffit donc de 
montrer qu'il est égal à X. Supposons que ce ne soit pas le cas. Le Théorème de Hahn-Banach 
dit qu'il existe alors <p E x· telle que ll'Pll = 1 et <p (x) = 0 pour tout X E Y. Grâce à la 
densité de la suite (<pn)n;;.1 dans Sx•, on peut trouver un N;;;. 1 tel que ll<fJN - <pll < 1/4. 
Alors: 

l<fJ(XN )1 = l<fJN(XN) - [<pN(XN) - <p(XN )JI ;;;. l'PN(XN )1 - l<fJN(XN) - <p(XN) 1 
1 1 1 

;;;. l<fJN(XN )1- ll<fJN - <fJll llxNll > 2 - 4 = 4' 

ce qui est contradictoire. 

Exercice 13 
1) La forme linéaire <p: 'if([O, 1]) --+ lK définie par <p(f) = f(O) est bien sûr conti­

nue; le Théorème de Hahn-Banach permet de la prolonger en une forme linéaire continue 
<I>: L00 ([0,1])-+ !K. 

2) Posons en(t) = e-21Tint; on a <I>(en) = en(O) = 1, puisque en est continue. Il n'existe 
aucune g E L1([0, 1]) telle que <P(f) = f0

1 f(t) g(t) dt pour toute f E L00 ([0, 1]) car, si tel 
était le cas, on aurait <I>(en) = g(n) pour tout n E Z; mais le Lemme de Riemann-Lebesgue 
affirme que g(n)---+0, ce qui contredit le fait que <P(en) = 1. 

lnl--+oo 
Par conséquent, le dual de L00 ([0, 1]) contient strictement L1([0, 1]); il en résulte que 

L1([0, 1]) n'est pas réflexif, puisque L00 ([0, 1]) est le dual de L1([0, 1]). 
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Exercice 14 
1) Considérons les vecteurs en, n ~ 1, de la base canonique de co. Ce sont en particulier 

des éléments de Roo =(Ri)*. Donc, puisque (xn)n;;.i converge faiblement vers 0, on a Xn,k = 
(xn, ek) --t O. 

n-+oo 
2) a) La boule Best compacte, par le Théorème d'Alaoglu. Elle est métrisable car f,00 est 

le dual de l'espace séparable Ri. 
b) Tout x E Ri définit une forme linéaire w* -continue sur Roo ; donc, en notant le = 

[-e:,e:] dans le cas réel et le= D(O,e:) dans le cas complexe, l'ensemble x;;i(le) est w*-fermé 
pour tout k ~ 1. Il en résulte que Fn = nk;;.n x;;i (le) n B est fermé dans B. Comme la suite 
(xn)n;;.i converge faiblement vers 0, on a (h, xn) --t 0 pour tout h E B; il existe donc, 

n-+oo 
pour tout h E B, n ~ 1 tel que l(h, Xn)I ::;; c pour tout k ~ n. Cela signifie que B = Un;;.i Fn. 
Comme B est un compact métrisable, B est métrisable complet ; le Théorème de Baire dit 
qu'il existe un entier no ~ 1 tel que l'intérieur (dans B) de Fn0 soit non vide. 

c) On a une base d'ouverts pour la topologie produit de IKN* formée des produits 
w =ni X ..• nN X JK{N+i,N+2····}' où ni, ... , nN sont des ouverts de !K. Si (en)n;;.i est cette 
fois-ci vue comme la base canonique de Ri, on peut écrire WnRoo = n:::'=i e;;:i(nn). Comme 
les en sont w*-continues sur Roo, cette intersection W n Roo est w*-ouverte dans Roo. Cela 
signifie que la trace sur Roo de la topologie produit de IKN* est moins fine que la topologie 
préfaible. Sur B, qui est w*-compacte, cette topologie moins fine, qui est de plus séparée, 
coïncide donc avec la topologie préfaible. 

d) On a montré au b) que Fn0 est d'intérieur non vide dans B; il existe donc ho E Fn0 

et co > 0, Ui, ... , U! E Ri tels que (ho+ Veo,u1, ... ,uz) n B ç Fno> où: 

Ve0 ,u1 , ... ,u1 = {h E Roo; l(uj, b)I::;; co, 1::;; j::;; l}. 

Or Fn0 est convexe et symétrique (par rapport à 0), car c'est l'intersections des convexes 
symétriques x;;i(Ie) n B pour k ~no; donc: 

1 1 
Ve0 ,u1, ... ,u1 nB = 2 [(ho+Ve0 ,ui, ... ,u1)nB)+(-ho+Ve0 ,u1, ... ,u1)nB) Ç 2 (Fn0 +Fn0 ) = Fn0 • 

Mais Ve0 ,u 1 , ... ,u1 n Best un voisinage de 0 dans B, pour la topologie préfaible; c'est donc 
aussi un voisinage de 0 dans B pour la topologie produit, par le c). Il existe donc No ~ 1 et 
Ôo > 0 tels que (-ôo,ôo]No X JK{No+i, ... } n B ç Veo,u1, ... ,uz n B. En particulier, tout b E B 
tel que bi = · · · = bN0 = 0 est dans Ve0 ,u1 , ... ,u1 n B, donc dans Fno· 

3) On sait que llxklli = supbEB l(b,xk)I. Or, étant donné c > 0, on peut lui associer un 
entier no ~ 1, comme au 2) b) et un autre entier No comme au 2) d), et l'on a, pour tout 
hEB: 

l(h,xk)I = 1f>jXk,jl::;;1I)jxk,jl+1. f bjXk,jl · 
1=i 1=i 1=No+i 

Pour chaque j ~ 1, on a vu au 1) que Xk,j --tk 0; donc il existe ni ~ 1 tel que I:f~i lxk,jl ::;; 
-+OO 

c pour k ~ni. On a alors: 

1 

No 
1 

No 
f;bjXk,j ::;; f; lxk,j'::;; ê 

pour tout k ~ni et tout h E B. Maintenant, on peut écrire I:J:No+l bjXk,j = (h',xk), avec 

b' = (0, ... , 0, bNo+l> ... ) = h- I:f~i bjej. Comme llh'lloo::;; llhlloo::;; 1, on ah' E B. Alors, 
puisque bj = 0 pour 1::;; j::;; No, on ah' E Fn0 , grâce au 2) d), c'est-à-dire que l(h',xk)I::;; ê. 

Finalement, pour k ~ max(no,ni), on obtient l(h,xk)I::;; 2ê pour tout b E B, de sorte 
que llxklli::;; 2c pour k ~ max(no,ni), et ainsi l'on a prouvé que llxklli--tO. k-+oo 
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Remarque. On aurait pu se passer de la topologie produit. En effet, étant donnés u1, ... , Ut E 
f1 et éo > 0, il existe No ;;:: 1 tel que E:=No+l lui,nl ~ éo/2 pour tout j = 1, ... , l. Alors 
1 E:=No+l bnuj,n 1 ~ éo/2 pour tout b E B et j = 1, ... , l. Il en résulte que si l'on pose 
Uj = (uj,l, ... , Uj,No> 0, 0, ... ), alors V.:o/2,ii1, .. .,ii1 n B ç Veo,u1, .. .,u1 n B ç Fna> de sorte que 
si b E B est tel que b1 = ... = bNa = 0, alors b E Fn0 • 

Exercice 15 
1) a) Fixons un éo > 0 et considérons le ôo > 0 associé issu du 4) de !'Exercice 4 du 

Chapitre V. Décomposons alors l'intervalle (0, 1] en parties mesurables (des intervalles, par 
exemple) B1, ... , EL de mesure~ ôo. On a alors, pour tout n;;:: No : 

1 L r fo 1fn(x)I dx ~ ~ JB, lfn(x)I dx ~LX 5éo, 

et supn~l llfnlli ~ M = max{llfill1, .. ., llfNo-1Ili,5 éoL} < +oo. 
b) On a JA f(x) dx = limn-+oo JA fn(x) dx, pour tout borélien A de [O, 1]. Par linéarité, 

on a f0
1 f(x)9(x) dx = limn-+oo f0

1 fn(x) dx pour toute fonction étagée 9. Maintenant, les 
fonctions étagées sont denses dans l'espace L00 (0, 1) : pour toute fonction mesurable bornée 
9, on peut trouver une suite de fonctions étagées 9k telles que supxE(O,lJ l9k(x)-9(x)I ~ 1/2k 
pour tout k ;;:: 1. Comme 

l fo 1
f(x)9(x) dx -11

fn(x)9(x) dxl 

~ fo1 
lf(x)l l9(x) - 9k(x)I dx + J fo 1

f(x)9k(x) dx -11
fn(x)9k(x) dxl 

~ li/Ili 119 - 9klloo + l fo 1
f(x)9k(x) dx -11

fn(x)9k(x) dxl; 

on peut, étant donné é > 0, choisir un k ;;:: 1 tel 1ue Il/ Ili 119 - 9k lloo ~ é/2; pour ce k ;;:: 1, 
il existe un Nk ;;:: 1 tel que 1 f0

1 f(x) 9k(x) dx - f0 fn(x) 9k(x) dxl ~ é/2, car 9k est étagée. 
Cela prouve que limn-+oo f0

1 fn(x)9(x) dx = J; f(x) 9(x) dx. Comme c'est vrai pour toute 
9 E L00 (0, 1) et que cet espace est le dual de L1(0, 1), cela signifie que la suite Un)n~l 
converge faiblement vers f. 

2) Dire que (/n)n~l est une suite de Cauchy pour la topologie faible revient à dire 
que, pour toute 9EL00 (0,1), la suite numérique ( J; fn(x) 9(x) dx)n~l est de Cauchy. Elle 
converge donc dans IR. En particulier, pour 9 = lIA, A E !ffior, v(A) = limn-+oo JA fn(x) dx 
existe. Il résulte du 1) que la suite (/n)n~l converge faiblement. 

Exercice 16 
1) L'application Tn envoie C dans lui-même parce que pour tout x E C, on a Tn(x) = 

(1 - ~) T(x) + ~ 0 E C car C est convexe et contient 0, ainsi que T(x). De plus, on a 
llTn(x)-Tn(Y)ll = n;;:l llT(x)-T(y)ll ~ n;;:l llx-yll; donc l'application Tn est contractante 
(puisque n;;: 1 < 1). Comme C est un espace métrique complet (C est fermé dans l'espace 
complet H), le Théorème du point fixe de Picard assure donc l'existence d'un unique point 
fixe Xn E C. 

2) L'ensemble C est fermé et borné dans l'espace réflexif H; il est donc faiblement 
compact. Le Théorème d'Eberlein-Smulian assure que l'on peut extraire de (xn)n une sous­
suite (xnk)k = (yk)k faiblement convergente vers un élément y E C. 
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3) a) On a: 

llT(u) -T(v)ll 2 = llT(u)ll 2 + l!T(v)ll 2 - 2 Re (T(u) 1 T(v)) 

( n ) 2 2 ( m ) 2 2 nm 
= n _ 1 llTn(u)ll + m _ 1 llTm(u)ll - 2 (n _ l)(m _ l) Re (Tn(u) 1 Tm(v)) 

2 ( nk ) 2 2 ( n · ) 2 2 nkn · 
llT(yk)-T(w)ll = nk-l llYkll + ni~l llwll -2(nk-l)(~i-l)Re(yk1Yi)· 

Alors, en utilisant l'inégalité llT(yk) - T(w) Il ~ llYk - Yi Il et le fait que l!Yk - Yi 11 2 

llYk 11 2 + li Yi 11 2 - 2 Re (Yk 1 Yi), on obtient : 

Faisant tendre j vers l'infini, il vient, puisque (Yk 1 Yi) -:---+(Yk 1 y) : 
J-700 

n2 2 • 2 nk 
(nk .!:_ l)2 llYkll + II~s~p llwll - 2 nk _ 1 Re (Yk 1 y) 

d'où l!Yk 11 2 ~ 2J:k::::~> Re (Yk 1 y). 
4) Il en résulte que : 

~ 11Ykll 2 + limsup llwll 2 - 2Re (Yk 1 y), 
i-+oo 

1 
2 2 2 2(nk - 1) 2 

IYk-Yll =llYkll +llYll -2Re(yklY)~ 2nk-l Re(yklY)+llYll -2Re(yklY) 

~(y 1 Y) + llYll 2 - (y 1 y) = 0, 

de sorte que l!Yk -yll--+O. Alors la continuité de T donne Yk = nk-l T(yk)--+T(y), 
k-+oo nk k-+oo 

d'où y= T(y). 

Exercice 17 
1) C'est clair puisque l'on a : a llxll 2 ~ B(x, x) ~ M llxll 2 et que B(x, x) = lllxlll 2 pour 

tout x EH. 
2) a) Notons d'abord que J(v) ~ a llvll 2 - 2 llLll llvll ~ -llLll 2 /a; donc J est mi­

norée sur H. Ensuite, par définition de la borne inférieure, il existe une suite (wk)k;;, 1 
d'éléments de C telle que m ~ J(wk) ~ m + rk pour tout k ~ 1. Comme J(v) ~ 
a llvll 2 - 2 llLll llvll---+ +oo, il existe R > 0 tel que J(v) > m + 1 si l!vll > R. Donc 

llvll-++oo 
llwk Il ~ R pour tout k ~ 1. Puisque H est réflexif, on peut extraire de la suite bornée 
(wk)k;;.1, grâce au Théorème d'Eberlein-Smulian, une sous-suite (vn)n;;,1 convergente. Par 
construction, on a limn-+oo J(vn) =m. 

b) L'ensemble C étant convexe et fermé, il est aussi faiblement fermé. Il en résulte que 
Vo E C. 

c) La norme Ill· Ill étant équivalente à la norme de H, elle engendre la même topo­
logie; les topologies faibles associées à ces deux normes sont donc aussi les mêmes. On a 
donc B(vn, v)--+ B(vo, v) pour tout v EH. En particulier, B(vn, vo)--+ B(vo, va). Par 

n~oo n~oo 
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ailleurs, on sait que les formes linéaires continues pour la norme le sont aussi pour la topologie 
faible. Donc L(vn)--+ L(v0 ). Il en résulte que 

n-+oo 

B(vn,Vn) = J(vn) + 2L(vn)-+m + 2L(vo). 
n-+oo 

Alors: 

lllvn - volll 2 = lllvnlll 2 + lllvolll 2 - 2 B(vn, vo) = B(vn, Vn) + B(vo, vo) - 2 B(vn, vo) 

-+m + 2L(vo) - B(vo,vo) = m - J(vo); 
n-+oo 

par conséquent m - J(vo) ? 0, c'est-à-dire J(vo) :::;; m. Par définition de m, cela exige que 
J(vo) =m. 

De plus, on a alors lllvn - volii2-+0, d'où llvn - voll -+O. 
n~oo n~oo 

3) a) Pour tout v E C, on a donc J(vo) :::;; J(v). En utilisant le fait que L(v) = B(u, v), cela 
s'écrit B(vo, vo) - 2 B(u, vo) :::;; B(v, v) - 2 B(u, v). On en déduit que B(vo, vo) - 2 B(u, vo) + 
B(u, u) :::;; B(v, v)-2 B(u, v)+B(u, u), soit B(u-vo, u-vo) :::;; B(u-v), ou encore lllu-volll :::;; 
lllu-vlll· 

Ceci étant vrai pour tout v E C, on a lllu - vo Ill = dist111 . Ill ( u, C). Par conséquent vo 
est la projection de u sur le convexe fermé (fermé pour la norme li· li de H, mais donc aussi 
pour la norme équivalente 111.111) C. 

b) Il résulte du Théorème de projection (voir(*) dans le Théorème II.2.1) que: 

B(u - vo, v - vo) = (u - vo 1 v - vo)B :::;; 0, Vv E C. 

Cela s'écrit aussi B(u, v -v0 ) - B(vo, v -vo) :::;; O, soit encore L(v -vo) :::;; B(vo, v -vo), pour 
tout v E C. 

Exercice 18 
1) Pour tout x EH, on a llxll 2 = ~:=1 l(x 1 en)l2; donc, en particulier, (x 1 en)-+0, 

n-+oo 

ce qui signifie que en ~O. 
n-+oo 

2) a) La topologie faible est une topologie d'espace vectoriel topologique; donc, pour 
tout k ? 1, on a aussi ken ~O. Puisque la distance d définit la topologie faible, on a donc 

n-+oo 
d(ken, 0)--+ O. Il existe par conséquent un entier nk ? 1 tel que d(kenk, 0) :::;; 1/k. Il suffit 

n-+oo 
donc de prendre Xk = kenk. 

b) On obtient une contradiction car d(xk, 0) :::;; 1/k entraîne Xk ~ 0; par conséquent 
k-+oo 

Xk ~ 0; or (xk)k;;.I n'est pas bornée, alors que toute suite qui est faiblement convergente 
k-+oo 

doit être bornée. 

Exercice 19 
Première méthode 

1) Notons Bn la boule ouverte, pour la distance d qui est sensée définir la topologie faible 
de X, de centre 0 et de rayon 1/n. C'est donc un voisinage faible de 0 et par conséquent il 
existe en > 0 et une partie finie Fn Ç X* telle que Vn = {x EX; l<p(x)I :::;; en, V<p E Fn} Ç 
Bn. Comme les boules Bn, n? 1, forment une base de voisinage de 0 pour la distance d, les 
Vn forment une base de voisinages de 0 pour la topologie faible ; ainsi tout voisinage faible 
de 0 contient l'un des Vn. 

2) L'ensemble Fn étant fini, Yn est de dimension finie; il est donc fermé dans X*. Tout 
sous-espace vectoriel qui n'est pas X* tout entier est d'intérieur vide. Comme Yn est de 
dimension finie et que X* est de dimension infinie (car X est de dimension infinie), Yn est 
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d'intérieur vide. Comme X* est complet, le Théorème de Baire nous dit que Un~l Yn est 
aussi d'intérieur vide. En particulier, cette réunion n'est pas X* tout entier; il existe donc 
<po E X* tel que <po </- Un~l Yn. 

3) Supposons que l'on ait un n ~ 1 tel que Vn ç u. On aurait en particulier ncpEFn ker <p ç 
u. Mais n<pEFn ker <p est un sous-espace vectoriel et donc, si X E n<pEFn ker <p, on a tx E 
n<pEFn kercp pour tout t E IR. On obtient tx Eu, c'est-à-dire ltl lcpo(x)I = lcpo(tx)I ~ 1 pour 
tout t E IR. Cela n'est possible que si <po(x) =o. Ainsi n<pEFn kercp ç kercpo. Mais alors <po 
est une combinaison linéaire des éléments de Fn, c'est-à-dire un élément de Yn, contrairement 
au choix de <po. Donc Une contient aucun des Vn. 

4) On obtient une contradiction avec le choix des Vn fait dans le 1) car U est un voisinage 
faible de O. Par conséquent la topologie faible de X n'est pas métrisable. 

Deuxième méthode 
On a vu dans !'Exercice 10 que la sphère unité Sx de X est faiblement dense dans la 

boule unité Bx. En particulier, 0 est faiblement adhérent à Sx. Les homothéties, de rapport 
non nul, étant des isomorphismes continus pour la topologie faible (puisque cette topologie 
est une topologie d'espace vectoriel topologique), 0 est aussi faiblement adhérent à nSx, 
pour tout n ~ 1. La topologie faible étant supposée définie par la distance d, il existe donc 
Xn E nSx tel que d(xn,O) ~ 1/n. Alors (xn)n~l converge faiblement vers O. Mais JlxnlJ = n 
et cela contredit le fait que toute suite faiblement convergente est bornée. Par conséquent, 
la topologie faible de X n'est pas métrisable. 

Exercice 20 
1) On a vu dans !'Exercice 10 que, si X est de dimension infinie, la sphère unité Sx de 

X est faiblement dense dans la boule unité Bx; en particulier 0 est faiblement adhérent à 
Sx. Si X* était séparable, la boule unité Bx de X serait métrisable pour la topologie faible. 
Il existerait donc une suite (xn)n~l d'éléments de Sx convergeant faiblement vers O. Mais 
f1 a la propriété de Schur; la suite (xn)n~l devrait donc converger en norme vers 0, ce qui 
n'est pas possible puisque llxnlJ = 1. Donc X* n'est pas séparable. 

2) L'espace X étant séparable, on sait que la boule unité Bx• de X* est w* -métrisable. 
Comme elle est w*-compacte (Théorème d'Alaoglu), elle est donc w*-séparable. Il en est de 
même de nBx• pour tout n ~ 1. Comme X* = Un~l (nBx• ), il en résulte que X* est 
w*-séparable. En effet, si Ân est une partie dénombrable de nBx• w*-dense dans nBx·, 
alors Â = Un~l Ân est une partie dénombrable de X* qui est w* -dense dans X*. 

3) On sait que foo = (1!1)*; donc (foo)* = (1!1)**. Le Théorème de Goldstine dit que la 
boule unité Be, est w*-dense dans la boule unité Bce00 i• de (foo)*. Comme f1 est un espace 
de Banach séparable, Be, est aussi séparable; il existe donc une partie dénombrable Â Ç Be, 

-Il 111 -w• 
qui est dense dans Be,. Alors Â est w* -dense dans B(eoo)• ; en effet Be, = Â · Ç Â 

entraîne Bce00 )• = Be, w• Ç Kw•. Ainsi, Bce00 )• est w* -séparable et il en est de même de 
n Bce00 )• pour tout n ~ 1. Finalement, (foo)* est w*-séparable car (foo)* = Un~l (n Bce00 )• ). 

Exercice 21 
1) Puisque infllxll=l IJTxlJ = 0, on peut trouver, pour tout n ~ 1, un élément Un E Sx tel 

que IJTunll ~ 1/n2 • Alors, si Xn = nun, on a llxnll = n---t +oo et llTxnll = n llTunll ~ 1/n, n--+oo 
donc llTxn JI ---+ O. n--+oo 

2) a) Soit cp E E*. Comme T* est surjectif, il existe '1jJ E F* tel que T* ( 7/J) = <p. 
Alors (cp,xn) = (T*7/J,xn) = ('lj;,Txn); donc l(cp,xn)I ~ 117/JIJIJTxnlJ---tO, de sorte que 

n--+oo 
(cp, Xn) ---t 0. 

n--+oo 
b) Il résulte alors du 1) que a = infllxll=l llTxlJ > O. Par homogénéité on obtient 

llTxll ~ a llxll pour tout x E E. 
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Exercice 22 
A. 1) a) Cela résulte directement du Théorème de l'application ouverte (voir Chapitre IV). 

b) On a, pour toute cp E F* : 

llS*cpllE• = sup l(S*cp,x)I = sup l(cp,Sx)I = sup l(cp,y)I 
o:EBE o:EBE yES(BE) 

c) Soit 'Pn E F* telles que S*cpn --H/J E E*. La suite (S*cpn)n~l est en particulier de 
n-+oo 

Cauchy. Comme llS*cpn - S*cpkllE• ~ o ll'Pn - 'PkllF-, la suite (cpn)n~l est aussi de Cauchy, 
dans F*. Comme F* est complet, cette suite converge. Si cp = limn-+oo cpn, la continuité de 
S* donne S*cp = limn-+oo S*cpn = 'ljJ. Donc 'ljJ E S*(F*), de sorte que S*(F*) est fermé dans 
E*. 

2) On raisonne de la même façon. Par le théorème de l'application ouverte, il existe o > O 
tel que oBE· ç S*(BF· ). Alors, pour tout XE E: 

llSxllF = sup l('l/J,Sx)I = sup l(S*'ljJ,x)I = sup l(cp,x)I 
'1/JEBF* '1/JEBF* <pES*(BF•) 

~ sup l(cp,x)I= sup l(ôcp,x)l=ô sup l(cp,x)l=ôllxllE· 
<pEliBE* <pEBE* <pEBE* 

Alors, si (xn)n~l est une suite d'éléments de E telle que Sxn ~y E F, cette suite est de 
n-+oo 

Cauchy, donc converge. Six est sa limite, on a y= S(x) E S(X); donc S(X) est fermé dans 
E. 

B. 1) a) Le fait que j*: Y* --+ [T(X)]* soit surjective résulte du Théorème de Hahn-Banach: 
pour toute cp E [T(X))*, il existe 'ljJ E Y* prolongeant cp; or le fait que 'ljJ prolonge cp s'exprime 
en disant que 'ljJ o j = cp, c'est-à-dire j*('l/J) = cp. 

b) Utilisons le 1) avec E = X et F = T(X), qui est bien un espace de Banach, car 
fermé (par hypothèse) dans l'espace de Banach Y, et avec S: X--+ T(X) la co-restriction de 
T: S(x) = T(x) pour tout x EX. Comme S est surjective, le sous-espace S*([T(X)]*) est 
fermé dans X*. Mais T = j o S, et la surjectivité de j* entraîne que T*(Y*) = S*[j*(Y*)) = 
S*([T(X)]*). par conséquent T*(Y*) est fermé dans X*. 

2) a) On sait (Chapitre 1, Exercice 15, 1) b)), que l'image par q de la boule ouverte B 0 

de X de centre 0 et de rayon 1 est la boule ouverte B0 de X/Z de centre 0 et de rayon 1. 
Donc, pour tout 'ljJ E (X/Z)*, on a : 

llq*('l/J)llx• = sup l(q*('ljJ),x)I = sup l('l/J,q(x))I = sup l('l/J,e)I = 11'1/Jllcx/z)•. 
o:EBo o:eBo ee8o 

b) Considérons l'application T: X--+ T(X), définie par T(x) = T(x) pour x EX. Elle 
se factorise en T = T o q, par une application linéaire continue S = f: E = X/kerT --+ 
F = T(X). De plus, si j: T(X) --+ Y est l'injection canonique, on a T = j o T. Comme 
au 1), le Théorème de Hahn-Banach dit que l'application j*: Y* --+ [T(X))* est surjective. 
Alors S*([T(X)]*) = S*[j*(Y*)). Comme q* est une isométrie, S*[j*(Y*)) est isométrique à 

q* (S*[j*(Y*))) = (j o T o q)*(Y*) = T*(Y*). Par hypothèse, ce sous-espace est fermé dans 
X*, donc complet. Étant isométrique à S*[j*(Y*)], ce dernier est aussi complet, donc fermé 
dans E* = (X/kerT)*. Il résulte du A. 2) que S(E) est fermé dans F = T(X). Il est donc 
aussi fermé dans Y. Mais S(E) = S[q(X)) = T(X) = T(X), et par conséquent, T(X) est 
fermé dans Y. 
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Exercice 23 
1) Supposons qu'il n'existe aucun c > 0 tel que llTell ;:::: c llelli pour toute E f1. On peut 

alors trouver une suite d'éléments en E f1 tels que lien Ili = 1 et llTen Il ----*o. Alors, pour n--+oo 
tout x* EX*, on a (T*x*)(en) = x*(Ten)-----70. Comme T*(X*) est dense dans f 00 , cela 

n--+oo 
prouve que en ~O. En effet, soit ( E f00 ; pour tout e > 0, il existe x* E X* tel que 

n--+oo 
Il( -T*x*lloo ::;; e. Pour cet e > 0, il existe aussi un N? 1 tel que l(T*x*)(en)I ::;; e pour 
n? N. Alors l((en)I::;; l(T*x*)(en)I + ll(-T*x*lloollenll1::;; e + e = 2e. Donc ((en)-----70. 

n--+oo 
Mais si en ~ 0, la propriété de Schur de f 1 (Exercice 14, ou Exercice 18 du Chapitre 1) 

n--+oo 
entraîne llenlli -----7 0, ce qui contredit 1ienll1 = 1. n--+oo 

2) T*(X*) est alors fermé dans foo (c'est le même raisonnement qu'à !'Exercice 11 du 
Chapitre II). En effet, si l'on a des x~ E X* tels que T*x~ -----7 (, la suite (T*x~)n;;. 1 est 

n--+oo 
de Cauchy: pour toute> O, il existe N;:::: 1 tel que llT*x~ -T*xklloo::;; e pour n, k;:::: N. Il 
résulte du 1) qu'alors llx~ - xkll ::;; (1/c) e pour n, k? N. Cela signifie que la suite (x~)n;;.1 
est de Cauchy dans l'espace de Banach X*. Elle est donc convergente, et si x* est sa limite, 
on a, par la continuité de T*, T*x~ -----7T*x*, d'où ( = T*x* E T*(X*). 

n--+oo 
T*(X*) étant dense et fermé dans foo, est égal à foo. 

Exercice 24 
1) Soit (xn)n;;. 1 une suite faiblement convergente dans X : Xn ~ x. Cette suite est 

n--+oo 
bornée. Comme T est compact, l'ensemble K = {Txn ; n ;:::: 1} est relativement compact 
dans Y. Soit y une valeur d'adhérence (en norme) de la suite (Txn)n;;.1. Il existe une sous-

suite (xnk)k;;. 1 telle que Txnk ~y. Mais Test continu pour les topologies faibles (Théo-
k-+oo 

rème VIII.1.12); donc Txn ~ Tx. Par conséquent, y = Tx. La suite (Txn)n;;.1 n'ayant 
n-+oo 

qu'une seule valeur d'adhérence dans le compact K, est donc convergente (en norme). Donc 
Test un opérateur de Dunford-Pettis. 

2) Il s'agit de montrer que l'image par T de la boule unité de X est relativement compacte. 
Cela revient à montrer que pour toute suite (xn)n;;.1 dans la boule unité de X, la suite 
(Txn)n;;.1 possède une sous-suite convergente. Comme X est réflexif, sa boule unité est 
faiblement compacte; la suite (xn)n;;. 1 possède donc, par le Théorème d'Eberlein-Smulian, 
une sous-suite (xnk)k;;.l faiblement convergente. Comme T est un opérateur de Dunford­
Pettis, la suite (Txnk)k;;.1 converge en norme, ce qu'il fallait obtenir. 

3) a) Notons d'abord que V est bien défini, c'est-à-dire que Vf est continue sur [O, 1] 
pour toute f E L 1 (0, 1) ; cela résulte du Théorème de convergence dominée : si Xn -----7 x, 

n-+oo 
alors llio,xnJf -----7--+ ll[o,xif et lll10,xnifl ::;; lfl, presque partout. Il est clair ensuite que V est 

n OO 

linéaire et l'on a l(Vf)(x)I::;; J; lf(t)I dt::;; f01 lf(t)I dt= llflli pour tout x E [O, 1], de sorte 
que llV!lloo::;; llfll1, et V est continu, de norme llVll::;; 1 (en fait llVll = 1 car (Vll)(x) = x). 

Pour montrer que V est Dunford-Pettis, donnons-nous une suite Un)n;;.1 faiblement 
convergente dans L1(0, 1). Nous allons utiliser le Théorème d'Ascoli pour montrer que A= 
{V f; n ;:::: 1} est relativement compact dans ~([O, 1]). Il en résultera que (V f n)n;;.1 converge 
en norme dans ~([O, 1]), car on sait que (Vfn)n;;.1 converge faiblement (Théorème VIII.1.12) 
et elle ne peut donc avoir qu'une seule valeur d'adhérence en norme. Vérifions les hypothèses 
du Théorème d'Ascoli: 

(i) A est borné dans ~([O, 1]). En effet, toute suite faiblement convergente est bornée, 
donc il existe M < +oo tel que llfnlli ::;; M pour tout n? 1; alors llV fnlloo ::;; llVll llfnlli ::;; M 
pour tout n ? 1. 
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( ii) A est équicontinue. En effet, la suite (! n )n;.1 est faiblement convergente; donc, en 
particulier, limn-too JA fn(t) dt existe pour tout borélien A de (0, 1]. Il résulte alors du 4) de 
!'Exercice 4 du Chapitre V (et de l'absolue continuité des intégrales: voir Proposition V.1.8) 
que, pour tout c > 0, il existe ô > 0 tel que : 

lx -yl ~ ô l(V fn)(x) - (V fn)(y)I = l 1Y fn(t) dt' ~ é, Vn ~ 1, 

ce qui est bien l'équicontinuité de A. 
b) V n'est pas compact car si fn = n ][[0,1/n]> on a llfnlli = 1 (donc fn E BL1(0,1)); 

mais, d'autre part, on a (Vn)(x) = nx pour 0 ~ x ~ 1/n et (Vfn)(x) = 1pour1/n ~ x ~ 1, 
de sorte que la suite (Vfn)n;. 1 converge simplement vers la fonction non continue ][]o,1], et 
donc ne peut avoir de sous-suite uniformément convergente (c'est-à-dire convergente pour la 
norme de <if((O, 1])). 
Variante. L'ensemble {V f n; n ~ 1} n'est pas relativement compact dans <if((O, 1]) car il n'est 
pas équicontinu : pour tout ô > 0, on a, si N ~ 1/8 : 

sup [ sup l(V fn)(x) - (V fn)(y)I] ~ l(V fN )(1/N) - (V fN )(O)I = 1. 
la:-yl~o n;.1 

Exercice 25 
1) Soit (zn)n;, 1 une suite d'éléments de la boule unité Bz de Z. Comme Z est réflexif, 

cette boule est faiblement compacte, et on peut donc extraire de cette suite, par le Théorème 
d'Eberlein-Smulian, une sous-suite (wn)n;.1 faiblement convergente. Comme toute applica­
tion linéaire continue est aussi continue pour les topologies faibles (Théorème VIII.1.12), la 
suite (Twn)n;, 1 est faiblement convergente dans f1. La propriété de Schur de f1 assure que 
cette suite converge en norme. Ainsi toute suite d'éléments de T(Bz) possède une sous-suite 
convergente (pour la norme). Cela signifie que T(Bz) est relativement compacte (en fait elle 
est compacte), et donc que Test un opérateur compact. 

2) On sait que le dual d'un espace réflexif est aussi réflexif. Alors, si U: co --+ Y est 
linéaire continu, son adjoint U*: Y* --+ f1 est compact, par le 1). Il résulte du Théorème de 
Schauder (Théorème VII.2.7) que U est compact. 

Exercice 26 
Soit q: X --+ X/M la surjection canonique. Elle est continue pour les normes, donc 

aussi continue pour les topologies faibles (Théorème VIII.1.12). L'espace X étant réflexif, 
sa boule unité Bx est faiblement compacte, par le Théorème de Kakutani; donc q(Bx) est 
faiblement compact dans X/M. Maintenant, on sait (Chapitre 1, Exercice 15, 1) b)) que 
l'image par q de la boule unité ouverte EX: de X est la boule unité ouverte B'Jc;M de X/M. 
Donc B'Jc;M = q(B'X) Ç q(Bx ). Comme q(Bx) est faiblement compact, il est en particulier 

faiblement fermé, et a fortiori fermé en norme. On obtient donc Bx;M = B'Jc;M Ç q(Bx). 
Par ailleurs, la boule unité fermée étant convexe, elle est faiblement fermée (Théorème de 
Mazur). Il résulte alors de la faible compacité de q(Bx) que Bx;M est faiblement compacte, 
ce qui, de nouveau par le Théorème de Kakutani, montre que X/M est réflexif. 

Exercice 27 
1) a) Cela résulte du fait que les formes linéaires <p E X*, qui sont continues pour la 

norme, sont aussi continues, par définition, pour la topologie faible. 
b) Pour tout x E X, notons par x son image canonique dans X**, c'est-à-dire que 

x(t.p) = <p(x) pour toute <p EX*. Par le a), on a supa:EK lx(1.p)I ~ C'P pour toute <p EX*. Le 
Théorème de Banach-Steinhaus dit qu'alors sup.,EK llxll = C < +oo. Comme llxll = llxll, on 
obtient bien llxll ~ C pour tout x E K. 

Ainsi donc, toute partie faiblement compacte est bornée (en norme). 
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2) a) On fixe un e > O. Par le 1) K, est borné : llxll ~ C, pour tout x E K. Alors 
llxll ~Ce+ e pour tout x E A. Donc A est borné. 

b) On sait que la topologie préfaible u(X**, X*) de X** est une topologie d'espace 
vectoriel topologique; ainsi l'application somme s: ( u, v) E X** x X** 1-7 ( u + v) E X** 
est préfaiblement continue. Alors, si H et L sont deux parties préfaiblement compactes dans 
X**, leur produit H x L est préfaiblement compact dans X** x X**. Son image H + L par 
s est donc préfaiblement compacte dans X**. 

c) La boule unité Bx•• de X** est w*-compacte par le Théorème d'Alaoglu. Il en est 
de même de L = e Bx .. ; donc K, + e Ex•• est w*-compact, par le b). 

d) Pour toute> 0, on a A Ç K, +e Bx; donc Aw• Ç K, + e Bx w•. Par w*-continuité 

de l'addition et de la multiplication par les scalaires, K, + e Bx w• Ç Ke w• + e Bx w*. Mais 

Bx w• = Bx•• (Théorème de Goldstine). D'autre part, par définition de ces topologies, la 
trace sur X de la topologie préfaible a(X**,X*) de X** est la topologie faible a(X,X*) de 
X; donc K, qui est faiblement compact dans X est w* -compact dans X** ; en particulier, K, 

est w* -fermé dans X**. Ainsi donc Aw• ç K, + e Bx··. En particulier r· Ç X+ e Ex••. 

Ceci étant vrai pour toute> 0, on obtient Aw• ç n<>0 (X + e Ex••). 

e) Pour tout Ç E Aw•, on a donc dist (Ç, X) ~ e pour tout e > O. Cela signifie que 

dist (Ç, X)= 0, et donc que Ç EX (puisque X est fermé dans X**). Ainsi Aw• Ç X. Mais, 
comme on l'a dit, la trace sur X de la topologie préfaible de X** est la topologie faible de 
X; donc Aw• = Aw, l'adhérence de A dans X pour la topologie faible. Par ailleurs, on a 

-w* ""'7W -w• 
montré au c) que K, + e Bx•• est w* -compact. Comme A Ç K, + e Ex••, A = A est 
aussi w* -compact dans X**. Étant contenu dans X, Aw est donc faiblement compact dans 
X. 

3) a) Comme Test linéaire et Bx est convexe, T(Bx) est aussi convexe; son adhérence 
est donc la même pour la topologie faible et pour la topologie de la norme. 

Si T est compact T(Bx) est compact pour la norme. La topologie faible étant moins 
fine que la topologie de la norme, mais néanmoins séparée, T(Bx) est aussi compact pour la 
topologie faible (et ces deux topologies coïncident dessus). Donc Test faiblement compact. 

b) Si Y est réflexif, toute partie bornée de Y est faiblement relativement compacte 
(par le Théorème de Kakutani). C'est le cas de T(Bx); donc Test faiblement compact. 

Si X est réflexif, sa boule unité Ex est faiblement compacte; comme Test continu pour 
les topologies faibles, T(Bx) est faiblement compact dans Y. 

c) Par hypothèse, T(Bx) est faiblement relativement compacte dans Y; par consé­
quent, puisque S est continu pour les topologies faibles, S[T(Bx )] est faiblement com­
pact dans Z. Comme R(Bw) est contenu dans llRll Bx, on a (TR)(Bw) = T(R(Bw)] Ç 

llRll T(Bx) Ç llRll T(Bx ), de sorte que (ST R)(Bw) Ç llRll S[T(Bx )] est relativement fai­
blement compact dans Z. Ainsi, STR est un opérateur faiblement compact. 

d) Notons que l'on suppose a priori les applications faiblement compactes continues; 
mais on a vu au 1) que toute partie faiblement compacte est bornée ; donc si T( B x) est 
faiblement compact, il est borné, ce qui signifie que T est continu. 

L'opérateur nul est évidemment faiblement compact et il est clair que aT est faiblement 
compact si T l'est, pour tout scalaire a E lK. Ensuite, si Tet U sont faiblement compacts, 
(T + U)(Bx) Ç T(Bx) + U(Bx); donc (T + U)(Bx( Ç T(Bx)w + U(Bx)w, qui est w­
compact, comme somme de deux ensembles w-compacts dans l'espace vectoriel topologique 
(X,a(X,X*)); donc (T+U)(Bx( est w-compact et T+U est un opérateur faiblement 
compact. 

Soit (Tn)n;;.1 une suite d'opérateurs faiblement compacts convergeant en norme vers 
l'opérateur T. Pour tout e > 0, on peut trouver un N ~ 1 tel que llTN - Tii ~ e. Alors, 
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pour tout x E Ex, on a JITNx - TxJI ::;;; e, c'est-à-dire que Tx E TNX + e Ex. On a donc 
T(Ex) Ç TN(Ex )+e Ex Ç TN(Ex)w +e Ex. Comme TN(Ex)w est faiblement compact, par 
hypothèse, il résulte du 2) que T(Ex)w est faiblement compact, c'est-à-dire que l'opérateur 
T est faiblement compact. 

e) Montrons d'abord que T** est w* -continu. Soit Ç E X** et W un voisinage préfaible 
de T** ( Ç) dans Y**. Il existe e > 0 et 'l/11, ... , 'l/Jn E Y* tels que : 

W;;? We,.µ 1 , ... ,1/Jn (T**Ç) ={a E y••; l(a -T**Ç, 'l/Jk)I ::>; e, 1 ::>; k ::>; n}. 

Alors: 

(T**)- 1(W);;? {Ç EX**; l(T**Ç-T**Ç, 'l/Jk)I::;;; e, 1::;;; k::;;; n} 

= {Ç EX**; l(Ç- Ç, T*'l/Jk)I ::>; e, 1 ::>; k ::>; n} = Ve,r•.µ 1 , ... ,T*.Pn (Ç), 

qui est un voisinage préfaible de Ç dans X**. Donc T** est w* -continu. 

Supposons T faiblement compact. En utilisant le Théorème de Goldstine, on a : 

T**(Ex••) = T**(Exa(X**,X*)) Ç T**(Ex((Y**,Y*) = T(Ex((Y**,Y*). 

Mais, T étant faiblement compact, l'ensemble T(Ex ((Y,Y*) est faiblement compact dans 
Y. Vu comme partie de Y**, il est donc a(Y**, Y*)-compact. Il en résulte que l'on a 
T(E )a(Y**,Y*) -( -)a(Y,Y*) p **( ) -( -)a(Y,Y*) x = T Ex . ar conséquent, T Ex•• Ç T Ex Ç X, et 
cela entraîne que T**(Ex••) Ç X. 

Réciproquement, supposons que T**(X**) Ç X. Alors: 

T(Ex) = T**(Ex) Ç T**(Ex••) Ç X. 

Mais Ex•• est w*-compacte, par le Théorème d'Alaoglu; donc son image T**(Ex••) par 
l'application w*-continue T** est aussi w*-compacte. Étant contenue dans Y, T**(Ex••) est 
en fait faiblement compacte dans Y. Il en résulte que T(Ex) est faiblement relativement 
relativement compacte, c'est-à-dire que Test faiblement compact. 

Exercice 28 
1) Supposons que e = tx + (1 - t)y, avec 0 < t < 1 et x, y E K. Comme e E F et Fest 

une face extrémale, cela entraîne que x, y E F. Comme e est un point extrémal de F, on a 
forcément x = y = e, de sorte que e est un point extrémal de K. 

2) On munit l'ensemble C des faces extrémales de K de l'ordre définit par F1 -< F2 si 
F2 Ç F1. Cet ordre est inductif car si § est une partie totalement ordonnée de C, alors 
Foo = nFEJF Fest une intersection de compacts non vides, donc est lui-même un compact 
(donc un fermé de E, puisque E est séparé) non vide de K. De plus, F00 est convexe, comme 
intersection de convexes. C'est une face extrémale de K car si tx + (1 - t)y E F00 , avec 
x, y E K et 0 < t < 1, on a tx + (1 - t)y E F pour tout F E §. Comme chaque F E § est 
une face extrémale, on en déduit que x, y E F pour tout FE§, et donc que x, y E F00 • Ainsi, 
Foo est un majorant de §. Le Lemme de Zorn donne l'existence d'une face Fo maximale 
pour l'ordre -<, c'est-à-dire que Fo est minimale pour l'inclusion. 

3) a) Tout d'abord, C est convexe (car <p est linéaire) et fermé dans E (car <p est continue 
et Fo est fermé dans E), et il n'est pas vide car Fo est compact et <p est continue. Montrons 
que c'est une face extrémale de K. Soit z1,z2 E K et z = tz1 + (1- t)z2, avec 0 < t < 1. 
Comme Fo est une face extrémale, on a z1, z2 E Fo. Alors m = <p(z) = t<p(z1) + (1-t)<p(z2) ::;;; 
tm + (1 - t)m =m. Comme 0 < t < 1, cela n'est possible que si <p(z1) = <p(z2) = m, et donc 
z1,z2 E C. 
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b) On a C # Fo car, puisque cp(x) # cp(y), C ne peut contenir à la fois x et y. 
c) On a une contradiction avec la minimalité de F0 , car C est une face extrémale 

strictement contenue dans Fo. Par conséquent, F0 ne contient qu'un seul point; ce point est 
un point extrémal de K. Ainsi tout convexe compact non vide K de E possède au moins un 
point extrémal. 

4) a) Bien sûr Ko Ç K, puisque K est convexe fermé. Si Ko# K, il existe xo E K \ K0 . 

Le Théorème de Hahn-Banach, sous la forme du Théorème VI.3.6, assure l'existence d'une 
forme linéaire continue 'l/J telle que maxyEKo 'l/J(y) < 'l/J(xo). En particulier, maxyEKo 'l/J(y) < 
maxxeK 'l/J(x). 

b) Pour la même raison qu'au 3) a), C' est une face extrémale de K. En tant que 
compact convexe non vide de E, il possède, d'après 3) c), au moins un point extrémal. Ce 
point extrémal est, d'après le 1), un point extrémal de K. 

5) D'après le choix de 'l/J et la définition de C', C' n Ko= 0. On a donc obtenu au 4) b) 
un point extrémal de K qui n'est pas dans Ko, ce qui n'est pas possible. Donc Ko = K, ce 
qui prouve le résultat annoncé: K est l'enveloppe convexe fermée de l'ensemble de ses points 
extrémaux. 

6) Si Co ou L1 (0, 1) étaient isométriques à un espace de Banach dual x·, leur boule 
unité serait un compact convexe (non vide) dans l'espace localement convexe X* muni de la 
topologie préfaible a(X*,X) (Théorème d'Alaoglu). Par le Théorème de Krein-Milman, ces 
boules auraient au moins un point extrémal. Or on a vu dans l'Exercice 24 du Chapitre 1 
que ce n'était pas le cas. 

Exercice 29 
1) Considérons El. = {µ E .4t(K); JK f dµ = 0, Vf E E}. Ce sous-espace est préfai­

blement fermé dans .4t(K); donc, par le Théorème d'Alaoglu, sa boule unité est un convexe 
préfaiblement compact. Il en est de même de XE = {µ E El.; //µIl :s; 1 etµ réelle}. La 
topologie préfaible étant une topologie localement convexe séparée, le Théorème de Krein­
Milman (Exercice 28) dit que XE est l'enveloppe convexe fermée de l'ensemble de ses points 
extrémaux. Or, si E n'est pas dense dans ~(K), le Théorème de Hahn-Banach dit qu'il existe 
une forme linéaire continue non nulle sur ~(K) s'annulant sur E; autrement dit, El. n'est 
pas réduit à {O}. Notons maintenant que E étant stable par conjugaison, on aµ, E El. pour 
toute µ E El. ; donc les mesures réelles Reµ = (µ + µ) /2 et lmµ = (µ - µ,) /2i sont dans El., 
et si µ # 0, l'une des deux n'est pas nulle. Il en résulte que XE n'est pas réduit à {O}. Les 
points extrémaux sont donc forcément de norme 1, d'où l'existence d'un point extrémal (au 
moins) µ de XE tel que 11µ11 = 1. 

2) a) Si g vérifie les conditions données, g aussi. En effet, g E L00 (/vl), et n'est pas /vl-

presque partout constante. De plus, si f E E, on a JE E; donc JKfgdv = JKfgdv =O. 
Donc Reg = (g + g) /2 les vérifie aussi. On peut donc supposer g réelle. Ensuite, comme g 
est /vl- essentiellement bornée, on peut, en lui ajoutant une constante, supposer qu'elle est 
positive /v/-p.p .. Finalement, on a JKgdlvl # 0, car sinon, comme g est positive lvl-p.p., 
g serait nulle lv/-p.p., contrairement à l'hypothèse. En multipliant g par une constante, on 
peut donc supposer que JK g dlvl = 1. 

b) Si l'on avait M ::;; 1, on aurait 0 ::;; g ::;; M ::;; 1 lvl-P·P·; donc lI - g ~ 0 lvl-p.p., 
et JK Ill - BI d/vl = JK(ll - g) dlvl = JK div/ - JK gdlvl = 1 - 1 =O. On aurait donc g = lI 
lvl-p.p., contrairement à l'hypothèse. 

c) Considérons les mesures v1 et v2 indiquées dans l'énoncé, et soit v = h.lvl la décom­
position polaire de v. On a llv1ll = lv1/(K) = JKghdlvl::;; JKgdlvl = 1. De même, puisque 
0 < >. < 1 entraîne 11-__\9 ~ 0 lvl-p.p., on a llv2ll = lv2l(K) ::;; JK 11-__\9 dlvl = 1 ~>. lvl(K) -

1 ~>. JK g dlvl = 1 ~>. - 1 ~>. = 1. D'autre part, pour toute f E E, on a JK f dv1 = JK f g dv = 0 
(par hypothèse), et JKfdv2=JKJ 11-__\9 dv = 1 ~>.fKfdv- 1~>.fKfgdv = 0-0 = 0 
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(on a utilisé l'hypothèse et Je fait que v E Ej_). Donc v1 et v2 sont dans XE. Comme 
v = Àv1 + (1 - À)v2 , avec 0 < À < 1, v n'est pas un point extrémal de XE. 

3) a) Notons d'abord que g étant continue sur Je compact K, elle est bornée sur K; on 
a donc g E L00 (lµI). D'autre part, on a fg E E pour toute f E E, par hypothèse. Donc 
JK f g dµ = 0 pour toute f E E. Commeµ est extrémale dans XE, Je 2) permet de dire que 
g est constante lµl-presque partout. 

b) Supposons que g soit m-p.p. égale à la constante C. Soit xo E suppm tel que 
g(xo) =1- C. La continuité de gnous donne un voisinage, que l'on peut prendre ouvert, V de x0 

et un é > 0 tels que lg(x)-CI;;::: é pour tout x EV. Alors fv lg(x)-CI dm(x);;::: Em(V). Mais 
g étant m-p.p. égale à C, on a fv lg(x)-CI dm(x) =O. Donc m(V) =O. Alors (suppm)cuv 
est un ouvert strictement plus grand que (suppm)c (car x0 EV et xo et (suppm)c) sur lequel 
m s'annule. Ce n'est pas possible, et donc g(xo) = C. Ainsi g est constante sur suppm. 

c) Par le a) et le b), toute g E E est constante sur supp lµI. Comme, par hypothèse, 
E sépare les points de K, cela n'est possible que si supp lµI est réduit à un point a E K. 
Commeµ =1- 0 (puisque llµll = 1), on a lµl({a}) =1- 0 (en fait lµl({a}) = lµl(K) = 11µ11=1, de 
sorte queµ= fHa, avec() E <Cet lfJI = 1, mais on n'en a pas besoin). Mais JKgdµ = 0 car 
g E E et µ E E1-, et JK g dµ = g( a) µ( {a}), et donc (puisque µ étant aussi portée par {a}, 
on a µ({a}) =1- 0) on obtient g(a) =O. 

Exercice 30 
1) a) Soit (en)n;;.1 une base orthonormée de H. Pour tout N;;::: 1, on a : 

N N 

L 11Tenll2 ~ C2 sup L l(en 1 x)l2 ~ C2 , 
n=l llxll~l n=l 

puisque E:=l l(en 1 x)l2 ~ llxll 2 par l'inégalité de Bessel. Il en résulte que '2:;=:'=1 11Tenll2 ~ 
C2 et donc que T est Hilbert-Schmidt et llTllne ~ 7r2(T). 

b) Tout opérateur de Hilbert-Schmidt étant compact, T*T est compact et auto-adjoint ; 
il possède donc une base orthonormée (ek)k;;.1 formée de vecteurs propres : T*Tek = Bkek, 
avec Bk ;;::: O. On a : 

OO OO OO OO 

k=l k=l k=l k=l 

Pour x1, ... , XN EH, posons u2 = sup 11 ~ 11 ~ 1 E:=l l(Ç, xn)l2, et décomposons chaque Xn sur 
la base (ek)k;;.1 : Xn = '2:;=:'=1 an,kek. Il vient alors : 

N N N OO OO N OO 

L 11Txnll 2 = L(T*Txn,Xn) = L (Lan,kBkek Lan,jej J = L (L.::1an,kl 2 Bk) 
n=l n=l n=l k=l j=l n=l k=l 

OO N OO 

= L Bk ( L lan,kl2) ~ u2 L Bk = u2 llTll~e, 
k=l n=l k=l 

car E:=1 lan,kl 2 = E:=1 l(ek,Xn)l2 ~ u2. Ainsi, Test 2-sommant et 7r2(T) ~ llTllM· 
2) a) Soit fi, ... , f N E "t'(K). On a, en utilisant Je fait que le dual de "t'(K) est l'espace 

vfiR(K) des mesures régulières sur K (Théorème VIIl.3.1) : 

N N N 

~ lliv(fn)ll~ = ~ l lfn(t)IP dµ(t) = l ( ~ lfn(t)IP dµ(t)) 

N N N 
~ sup L lfn(t)IP = sup L l(ôt,fnW ~ sup L l(v,fnW; 

tEK n=l tEK n=l vEB..an(I<) n=l 
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donc jp est p-sommante et 7rp(jp) ::::; 1. 
Comme lljvJI = 1 et JljvJI ::::; 7rp(jp), on a finalement 7rp(jp) = 1. 

Remarque. Si (S, S", m) est un espace de probabilité, l'injection canonique ip: L=(m) -t 
LP(m) est aussi p-sommante. Une façon de le voir est d'utiliser le fait, utilisant la Théorie 
des algèbres de Banach, que L=(m) est isométrique à un espace <t'(K). Comme on n'a pas 
vu cela, on doit faire un raisonnement direct, comme ci-dessus, mais on a une difficulté due 
au fait que l'on ne peut pas, à proprement parler, de la valeur d'une fonction en un point, et 
une autre, petite, liée à l'utilisation de la norme supérieure essentielle. Pour obvier à cela, on 
remarque d'abord que si Ji, ... , fn E 2'=(m), alors, pour tout t ES, on a E~=l lfk(t)IP = 
supE~= 1 lakl•.;;1 1 E~=l akfk(t)I, où 1 < q::::; oo est l'exposant conjugué de p (pour p = 1, 

E~=l lak lq ::::; 1 signifiera max1.;;k.;;n lakl ::::; 1). D'autre part, pour tout a = (a1, ... , an), il 
existe un ensemble négligeable Na Ç S tel que 1 E~=l akfk(t)I ::::; Il E~=l akfkll= pour tout 
t E S\N8 • Pour s'en sortir, il faut remarque que la boule unité de .e~ est séparable; il en existe 
donc une partie dénombrable t1 telle que E~=l lfk(t)IP = SUPaeLl. I E~=l akfk(t)I pour tout 
t ES. Si N = UaeLl. Na, N est alors négligeable et E~=l lfk(t)IP::::; SUPaeLl. li E~=l akfkll= 
pour tout t ES\ N. On obtient donc : 

t llfkll~ = r [t ,fk(twJ dm(t)::::; sup Il takfkll = sup sup lç(takfk) 1 
k=l J S k=l aELl. k=l = aELl. ÇEB(L00 )* k=l 

= sup sup 1 takÇ(fk)I = sup t IÇ(fk)IP, 
ÇEB(L"°)* aELl. k=l {EB(L"")* k=l 

ce qui prouve que iv est p-sommante et que 7rv(iv) ::::; 1. 

3) Par hypothèse, on peut définir une application U: Ç EX* H (Ç(xn))n;;,l E fv. Elle 
est linéaire. Utilisons le Théorème du graphe fermé pour montrer sa continuité. Soit (Çk)n;;.1 
une suite d'éléments de X* telle que Çk----* Ç EX* et UÇk----* a= (an)n;;.1 E fv. La suite 

k--+= k--+= 
(Çk)k;;.1, convergeant dans X* pour la norme, converge a fortiori pour la topologie préfaible; 
donc Çk(xn)----* Ç(xn) pour tout n? 1. Par ailleurs, la suite (UÇk)k;;,1 convergeant dans fp 

k--+= 
vers a, elle converge ponctuellement: (UÇk)(n)----*an pour tout n? 1. Mais (UÇk)(n) = 

k--+= 
Çk(xn); on obtient donc an = Ç(xn) pour tout n ? 1, de sorte que a= U(Ç), prouvant que 
le graphe de U est fermé. 

Alors, pour tout Ç E Bx•, on a, pour tout N? 1 : 

N = L IÇ(xn)IP ::::; L !Ç(xn)IP = !IUÇll~ ::::; JIUJIP. 
n=l n=l 

Comme Test p-sommant, on obtient E~=l JITxnJIP ::::; CPJIUJIP. Ceci étant vrai pour tout 
N? 1, il en résulte que E:=l llTxnJIP < +oo. 

4) a) Il est clair que t Ç <t'(K). De plus test un cône car si </> = </>x1, ... ,xN E t, alors, 
pour tout À? 0, >.</> = </>>.x1, ... ,>.xN E t. Pour montrer que le cône test convexe, il suffit de 
montrer que </>1 + </>2 Et pour tous </>1, </>2 E t. Or si </>1 = </>x1, ... ,xN et </>2 = </>Yl,····YM, alors 
</Jl +4'2 = cPx1 1 ••• ,XN1Yl1···1YM 0 

b) t- est clairement un cône (>.t- = t- pour tout À > 0) et il est convexe car si 
'l/J1,'l/J2 Et-, alors supK('l/J1 +'l/J2)::::; supK'l/J1 +supK'l/J2 <O. Pour finir, il est ouvert car si 
'If; E t- et m = - sup K 'If;, alors la boule de centre 'If; et de rayon m/2 est contenue dans t-. 

c) L'opérateur Tétant p-sommant, la définition de 1rp(T) entraîne que</>? 0 si</> Et. 
Il en résulte que t n t- = 0. Comme t- est ouvert, on a aussi ~ n t- = 0. Mais ~ est 
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un convexe fermé ; comme il est disjoint du convexe ouvert (!'.-, la forme géomtrique du 
Théorème de Hahn-Banach, dans la version du Théorème VI.3.3, dit qu'il existe une forme 
linéaire continue Il> sur <ef'(K) séparant Ït et(!'.-. En changeant au besoin Il> en -Il>, on obtient 
SUP,µee:- '1>(1/1) ~ inf.pee: IJ>(cl>). 

On a SUP,µee:- '1>(1/1) ~ 0 car si 1/1 E (!'.-, on a À'!/J E (!'.- pour tout À > 0, car (!'.- est 
un cône, et cela entraîne )..'1>(1/1) ~ inf.pee: '1>(4>) pour tout ).. > O. cela n'est possible que si 
'1>(1/1) ~O. De même inf.pee: '1>(4>) ) O. 

Mais on sait (Théorème VIIl.3.1) que les formes linéaires continues sur <ef'(K) sont don­
nées par des mesures. Plus précisément, il existe une mesure régulière v sur K telle que 
Il>(!)= JK f dv pour toute f E <ef'(K). On a alors: 

lwdv~O, V'!/JEC, et [<t>dv)O, Vct>EI?'.. 

d) Cette mesure v est positive car si J E <ef'(K) est positive ou nulle, alors '!/ln 
- max(!, 1/n) E (!'.-, et l'on a, par le Théorème de convergence monotone : 

r f dv = lim-!- r ( -1/ln) dv ) 0. 
}K n--too }K 

Notons que l'on peut normaliser v pour obtenir une mesure de probabilité. 
e) Pour tout x EX, prenons ct>(Ç) = cl>x(f.) = [7rp(T))PIÇ(x)IP - llTxllP; alors l'inégalité 

JK <Px dv) 0 devient llTxll ~ 'll'p(T)(JK IÇ(x)IP dv(Ç)) 11P. 

Remarque. Cette méthode, utilisant le Théorème de Hahn-Banach de façon astucieuse est 
due à B. Maurey (1972). 

5) Pour tout x E X, posons x(Ç) = Ç(x), pour Ç E X*. On définit ainsi une forme 
linéaire sur X* qui est continue pour la topologie préfaible a(X*, X) de X*. En particulier 
x est continue sur K = (Bx•, w*). De plus, llxllx = sup{EBx• IÇ(x)I = SUPeeBx• lx(Ç)I = 
llxll'dl'(K)· On peut donc définir une application i: X---+ <ef'(K), qui est linéaire et isométrique. 
Posons Xo = i(X) et Xp = Jv(Xo) Ç LP(v). Pour toute f E Jv(Xo), il existe un unique x EX 
tel que f = (jpoi)(x); on peut donc définir T(f) = T(x). On obtient une application linéaire 
T: Jv(Xo) ---+ Y. Elle est continue car, par le Théorème de factorisation de Pietsch, on a 

ll'Î'(f)llY = llT(x)llY ~ 'll'p(T)(JK IÇ(x)IP dv(Ç)) 11P = 'll'p(T) llJllLP(v)· On peut la prolonger, 
par densité, en une application linéaire continue T: Xp ---+ Y et l'on a T = T o Jv o i. 

6) La mesure v étant bornée (car v(K) = 11'1>11 < +oo), on a U(v) Ç LP(v) pour r ) p, 
et l'injection canonique }r,p: Lr(v) ---+ LP(v) est continue (par l'inégalité de HO!der, lorsque 
r > p). On a jp = Jr,p o }r· Donc T = T o }r,p o Jr o i. Comme Jr: <ef'(K) ---+ Lr(v) est 
r-sommant, par le 2), sa restriction à Xo l'est aussi, bien évidemment. Il résulte en que T 
est r-sommant (il est clair, d'après la définition, que la composée d'un opérateur r-sommant 
avec des applications linéaires continues est encore r-sommant). 

7) Si 1 < p < oo, l'espace LP(v) est réflexif; son sous-espace fermé Xp aussi. Il résulte du 
3) de !'Exercice 27, que 'Î': Xp---+ Y est faiblement compact et donc que T = ToJr,p oJr oi 
l'est aussi. 

Si p = 1, il résulte du 6) que Test p-sommant avec p > 1 ; il est donc faiblement compact. 

Montrons maintenant que Test Dunford-Pettis. Soit (xn)n;;. 1 une suite faiblement conver­
gente dans X, vers x. Alors (Xn)n;;. 1 est faiblement convergente vers x dans <ef'(K). Donc 
cette suite est (uniformément) bornée et converge simplement. La mesure v étant bornée, 
les constantes sont v-intégrables et l'on peut donc utiliser le Théorème de convergence domi­
née pour Obtenir ll(Jp 0 i)(Xn - X)ll1;,P(v) = f K l(Xn - X)(Ç)IP dv(Ç) ---t Ü. Il en résulte que 

n--too 

llTxn -Txlly = ll'Î'[(jp o i)(xn - x))llY ~ ll'Î'll ll(Jv o i)(xn - x)lb(v) --+O. 
n--too 
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Remarque. En utilisant la remarque faite à la fin du 2), on en déduit que pour toute suite 
Cfn)n~l faiblement convergente dans L00 (m), on a llfnllP ---t O, pour 1 :::; p < oo. Ce qui 

n-+oo 
n'est pas facile à montrer directement. Notons que cela a été possible grâce à l'utilisation du 
Théorème de factorisation de Pietsch, qui a permis de voir la convergence faible dans L00 (m) 
comme une convergence ponctuelle sur E(L'"")*, et d'utiliser le Théorème de convergence 
dominée. 
Remarque. On peut alors donner la démonstration originelle de Grothendieck pour le résultat 
de !'Exercice 10 du Chapitre IV. Puisque la norme Il. 11 00 est plus fine que la norme Il. 11 2 

sur L2 (0, 1), il résulte du 1) de cet exercice que ces deux normes sont équivalentes sur X. 
L'espace L2 (0, 1) étant réflexif, son sous-espace X l'est aussi. Il en résulte que l'injection 
canonique j: (X, Il. 112) --+ (X, Il. lloo) Ç L 00 (0, 1) est faiblement compacte. Mais l'injection 
canonique i: L 00 (0, 1)--+ L2 (0, 1) est de Dunford-Pettis (en fait, Grothendieck a montré en 
1953 que tout opérateur faiblement compact de L00 (0, 1) dans un espace de Banach arbitraire 
est de Dunford-Pettis; ici i est faiblement compact car L2 (0, 1) est réflexif). La composée 
io j: (X, Il· 112) --+: (X, li· 112) est alors compacte : si Cf n)n~l est une suite dans la boule unité 
de X, elle possède une sous-suite Unk)k~l telle que (j(fnk))k>-l soit faiblement convergente 
dans L 00 (0, 1) (en fait ici, la réflexivité de X permettrait de supposer que Cfnk)k~ 1 elle-même 
est faiblement convergente dans (X, Il· 112), mais ce n'est pas utile ici); maintenant, le fait 
que i soit de Dunford-Pettis nous dit que la suite ( (i o j)(fnk)) k>-l converge en norme. Mais 
i o j est l'application identité de (X, Il · 112) dans lui-même; on a donc montré que toute suite 
de la boule unité de X possède une sous-suite convergente en norme, et donc que cette boule 
unité est compacte. Il résulte du Théorème de Riesz que X est de dimension finie. 

8) Si X est réflexif, sa boule unité Ex est faiblement compacte, par le Théorème de Kaku­
tani. Alors, le Théorème d'Eberlein-Smulian dit que toute suite (xn)n~l dans Ex possède une 
sous-suite (xnk)k~l faiblement convergente. Comme tout opérateur p-sommant T: X --+ Y 
est Dunford-Pettis, la suite (Txnk)k~ 1 converge en norme. Ainsi, toute suite de T(Ex) pos­
sède une sous-suite convergeant en norme. Cela signifie que T(Ex) est relativement compact; 
autrement dit T est compact. 

9) Si l'identité de X est p-sommante, elle est en particulier faiblement compacte. Cela 
entraîne que la boule unité Ex = idx(Ex) de X est faiblement compacte. Il résulte du 
Théorème de Kakutani que X est réflexif. Alors le 8) nous apprend que idx est compacte. 
Donc Ex = idx (Ex) est compacte. Il résulte du Théorème de Riesz que X est de dimension 
finie. 

10) a) Soit (en)n~l la base canonique de 1!2. Si on pose Xn = ~en, la série En~l Xn 
est inconditionnellement convergente car pour toute permutation 7f des entiers, la suite est 
(x"(n))n~l orthogonale et E:=l llx"(nJll~ = 2:~1 [7r(~)J2 = E:=l ~ < +oo (voir !'Exer­
cice 4 du Chapitre II). Pourtant, elle n'est pas absolument convergente car E:=l llxnll2 = 
E~1 ~ = +00• 

De même, si (en)n~l est la base canonique de co et Xn = ~en, la série En~l Xn n'est 
pas absolument convergente car E:=l llxnlloo = E:=l ~ = +oo. Pourtant elle est incondi­
tionnellement convergente. En effet, pour toute permutation 7f des entiers, la suite ("Cil) i~ 1 

converge vers 0 (pour tout entier N ~ 1, il n'existe qu'un nombre fini de j ~ 1 tels que 
7r(j) :::; N); donc Il E;;!;: X"(j) 11 00 = maxn,,;j..;n+k "Ci) ~O. Il en résulte que En~l X"(n) 
converge. 

b) Si toute série inconditionnellement convergente dans X est absolument convergente, 
X ne contient aucun sous-espace isomorphe à co, d'après le a). Il en résulte que si En~l Xn est 
une série telle que E:=l IÇ(xn)I < +oo pour toute Ç EX*, alors elle est inconditionnellement 
convergente. Par hypothèse, elle est donc absolument convergente. Il résulte alors du 3) que 
idx est 1-sommante, et on en déduit, grâce au 9), que X est de dimension finie. 
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Complément. On va donner une preuve directe du fait que si m est une mesure de probabilité 
(ou une mesure bornée), alors la convergence faible dans L 00 (m) des suites entraîne leur 
convergence en norme dans LP(m) pour 1 :::;; p < oo. Cette preuve est due à L. Rodriguez­
Piazza (mai 2013). 

Soit (fn)n~i une suite faiblement convergente vers 0 dans L00 (m). Comme elle est bornée, 
on peut supposer que llfnlloo :::;; 1. On suppose que (fn)n ne converge pas en norme dans 
LP ( m). Dans le cas complexe, soit (Re f n )n, soit (lm f n )n ne converge pas en norme vers 0 ; 
on peut donc supposer les f n à valeurs réelles. 

Comme llfnlloo:::;; 1, on a lfnlP:::;; lfnl presque partout; donc llfnll~:::;; llfnlli, de sorte que 
llfn Ili ---+-+O. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer qu'il existe un e > 0 tel 

n--+oo 

que fs lfnl dm? 2e pour tout n? 1. Soit An= {lfnl ? e}; on a, puisque llfnlloo :::;; 1 : 

2e:::;; r Ifni dm:::;; r lfnl dm+ r lfnl dm:::;; m(An) + em(A~):::;; m(An) + ê, 
Js }An JA~ 

de sorte que m(An) ? e. Mais si lfn(t)I ? e, on a fn(t) ? e ou bien fn(t) :::;; -e; donc, pour 
tout n ? 1, m( Un ? e}) + m( Un :::;; -e}) = m(An) ? e. Il en résulte que m( Un ? e}) ? e/2 
ou m( Un :::;; -e}) ? e/2, et cela arrive pour une infinité de n pour au moins l'un des deux. 
En changeant les f n en - f n, on peut supposer que m( Un ? e}) ? e/2 pour une infinité de 
n. Quitte à prendre une nouvelle sous-suite, on peut supposer que m(Un? e})? e/2 pour 
tout n? 1. Posons Bn =Un? e}, de sorte que m(Bn)? e/2. 

Le point essentiel est maintenant le fait suivant. 

Fait. Soit m une mesure de probabilité et Bn des parties mesurables telles que l'on ait 
m(Bn) ? o pour tout n? 1, pour un 0 < o < 1. Alors il existe ni ? 1 tel que m(Bn1 nBn) > 
82 /2 pour une infinité de n. 

En effet, si ce n'était pas le cas, pour tout l ? 1, on aurait m(Bi n Bn) :::;; 82 /2 pour 
n ? ni; on pourrait donc trouver une suite strictement croissante d'entiers nk telle que 
m(Bn; n Bnk) :::;; 82 /2 pour j "I k. Considérons alors la fonction u = "L.f=i lIBn;. On a 

llulli = 'Lf=i m(Bn;) ? No, d'une part, et, d'autre part : 

Comme llulli :::;; llull2, on obtient N 2ô2 :::;; N + (N2 - N) 82 /2, ce qui, pour N assez grand, 
n'est pas possible. 

Conséquence. En remplaçant la suite (Bn)n~i par la suite (Bn 1 n Bn)nENi, où Ni est l'en­
semble infini des indices n tels que m(Bn1 n Bn) > 82 /2, on obtient un n 2 > ni tel que 
m(Bn 1 n Bn2 n Bn) > ( 82 /2)2 /2 pour une infinité de n. En itérant, on obtient une sous-suite 
(Bnk)k~i telle que m(Bn1 n · · · n Bnk) > 0 pour tout k? 1. 

Considérons alors la sous-suite correspondante Unk)k~i· Elle converge faiblement vers 0 
dans L00 , comme (fn)n~i· Par le Théorème de Mazur, il en existe des combinaisons convexes 
Ci = LkEKi ckf nk, avec Ck > 0 et LkEKi Ck = 1, qui convergent en norme vers O. Mais ce 
n'est pas possible car sur nkEK1 Bnk, qui est de mesure > 0, on a Ci ? LkEK1 Ck ê = ê j 

donc llCilloo ? e. 

Variante. Posons 'Pi = m(Bni n~··nBn;) lIBn1 n .. ·nBn; ; c'est une fonction de Li(m) de norme 1. 

Par le Théorème d'Alaoglu, la suite (cpj)j~i possède une w*-valeur d'adhérence v E (L00 )* = 
(Li)**. Mais, pour j? k, on a (cpj,fnk)? e; donc (v,fnk)? e, ce qui contredit le fait que 
(fn)n~i converge faiblement vers O. 
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Xl.9. Exercices du Chapitre IX 

Exercice 1 
1) Soit <p E ~1 (] -1, 1[). Il existe 0 <a< 1 tels que supp<p Ç (-a, a]. On a, en intégrant 

par parties : 

11

1 
u(x)<p'(x)dx= l: u(x)<p'(x)dx= l 0a(l+x)<p1(x)dx+ ha(l-x)<p'(x)dx 

= (<p(O) - (1 +a) <p(-a)] - l 0a <p(x) dx + ((1 - a) <p(a) - <p(O)] +ha <p(x) dx. 

Comme <p(-a) = <p(a) = 0, on obtient f~ 1 u(x) <p1(x) dx = -(J~a <p(x) dx - foa <p(x) dx). 
Cela prouve que u a une dérivée faible et que u'(x) = 1 si -1 < x < 0 et u'(x) = 1 si 
0 < x < 1 (cette dernière fonction étant bien dans LP(] - 1, 1[), car continue par morceaux). 

2) Tout d'abord, u est continue par morceaux sur] - 1, 1(, donc u E LP(] - 1, 1[). 
Soit <p E ~1 (]-1,1[). Il existe -1 <a< 0 < b < 1 tels que supp<p Ç (a,b]. On a, en 

intégrant par parties : 

11

1 
u(x)<p'(x)dx= lb u(x)<p'(x)dx= 1° <p1(x)dx+ hb(x+l)<p'(x)dx 

= (<p(O) - <p(a)] + [(b + 1) <p(b) - <p(O)J - fob <p(x) dx. 

Comme <p(a) = <p(b) = 0, on obtient f~ 1 u(x) <p1(x) dx = - f~ <p(x) dx. Cela prouve que u 

d , • é f 'bl • d , '( ) { 0 si - 1 < X < 0 > 0 a une env e ai e, qm est onnee par u x = 1 . 0 1 n notera que cette 
SI <X< . 

fonction, étant continue par morceaux, est bien dans LP (] - 1, 1 [). 

De même, on voit que, si I est un intervalle ouvert borné, toute fonction u: I --* IR qui est 
continue (c'est nécessaire, par le Théorème d'immersion de Sobolev) et continûment dérivable 
par morceaux sur I possède une dérivée faible dans LP(I) et sa dérivée faible est égale à sa 
dérivée usuelle, définie sur I, privé des extrémités des "morceaux". 

Exercice 2 
1) Si on a (ii), alors IF(x') - F(x)I = 1 J;' f(t) dt/ ~ llflloolx' - xi; donc Fest lipschit­

zienne, et sa constante de Lipschitz est ~ llflloo· 
2) a) On a, pour tout hi= 0 : 

1 F(x + h~ - F(x) 1.p(x) dx = ~ [l F(x + h) <p(x) dx - l F(x) <p(x) dx] 

= ~ [l F(u) <p(u - h) du - l F(u) <p(u) du] 

= { F(u) <p(u - h) - <p(u) du. 
Jlll. h 

Soit A> 1 tel que supp<p Ç [-A+ 1,A-1]; pour 0 < lhl ~ 1, on a alors: 

{ F(x + h~ - F(x) <p(x) dx = {A F(u) <p(u - h~ - <p(u) du. 
Jlll. 1-A 
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Or F(u) .p(u-hz-.p(u) ~-F(u)cp'(u). Posons M = (suplul~A IF(u)I) (suplul~A lcp'(u)I); 
on a M < +oo car F et <p1 sont continues sur le compact [-A, A], et le Théorème des 
accroissements finis entraîne que IF(u) .p(u-hz-.p(u) 1 ::;:; M, qui est intégrable sur [-A, A]. 
Donc le Théorème de convergence dominée nous dit que limh-+O J~A F(u) .p(u-hz-.p(u) du= 

- J~A F(u) cp'(u) du. Comme <p1 est nulle hors de [-A, A], on obtient : 

lim { F(x + h~ - F(x) cp(x) dx = - { F(u) <p1 (u) du. 
h-+Ola JR 

b) Soit C la constante de Lipschitz de F. On a IF(x + h) - F(x)I ::;:; C lhl pour tout 
h E lR; donc 1 fa F(x+hJ-F(x) cp(x) dxl ::;:; fa 1 F(x+hz-F(x) l lcp(x)I dx ::;:; C JR lcp(x)I dx. En 
passant à la limite quand h tend vers 0, on obtient 1 JR F(x) cp'(x) dxl ::;:; C JR lcp(x)I dx. 

c) Soit <I>: 9J1 (1R)-+ lR la forme linéaire définie par <I>(cp) = -faF(x)cp'(x)dx. Le b) 
nous apprend qu'elle est continue. Comme 9J1 (JR) est dense dans L 1 (JR), cette forme linéaire 
continue se prolonge, de façon unique, en une forme linéaire continue (f; : L 1 (JR) -+ JR. Il existe 
donc f E L""(JR) telle que ('i;(cp) = JR J(x) cp(x) dx pour toute <p E L 1 (JR). En particulier, on 
a faF(x)cp'(x)dx = -faf(x)cp(x)dx pour toute <p E 9J1 (1R). 

d) Soit x E lR et B > lxl. Posons Fs = FI]-B,B( et fs = fIJ-B,B[· Alors Fs, fs E 

L""(]-B, B[) Ç L 1(]-B, B[). Comme on a J~8 F(t) cp'(t) dt= - J~8 f(t) cp(t) dt pour toute 
<p E 9J1 (JR) à support dans ]-B,B[, c'est-à-dire pour toute <p E 9J1 (] -B,B[), Fs admet 
dans L 1(]-B, B[) une dérivée faible, qui est fB. Grâce au Théorème d'immersion de Sobolev, 
on a, pour lui < B : 

F(u) - F(O) = Fs(u) - Fs(O) =lu fs(t) dt= lu f(t) dt. 

En particulier, F(x) = F(O) + J; f(t) dt. 

Exercice 3 
1) En intégrant par parties, on a : 

(pi(y) = 1. cp'(x) e-2"ixy dx = [cp(x) e-2"i"'YJ::~: + 27riy 1. cp(x) e- 2"ixy dx, 

c'est-à-dire ({;1(y) = 27riy ép(y), car cp(-oo) = cp( +oo) = 0 puisque <p est à support compact. 
2) a) Pour <p E 9J1 (JR), on a §cp = épet §(cp') = ({;1 car <p,<p' EÇ L1 (1R); donc, en uti-

lisant le 1), JR 27riy (§ J)(y) (§cp)(y) dy = - fa(§ J)(y) (~y) dx. La transformation de 
Fourier-Plancherel conservant le produit scalaire, on obtient fa 27riy (§ J)(y) (§cp)(y) dy = 
- JR f(x) <p'(x) dx. Or - fa f(x) cp'(x) dx =fa J'(x) cp(x) dx, par définition de la dérivée faible 
de f (puisque <p1 = (ë,ïï)'). Utilisant à nouveau le fait que la transformation de Fourier­
Plancherel conserve le produit scalaire, on obtient : 

1. 27riy (§ f)(y) (§cp)(y) dy = 1. [§(!')](y) (§cp)(y) dy. 

b) Comme 9J1 (1R) est dense dans L2 (JR) (Théorème 111.1.12), §[9J1 (JR)] est dense dans 
L2 (1R), puisque la transformation de Fourier-Plancherel est un isomorphisme de L2 (JR) sur 
lui-même. Le a) entraîne donc que fa 27riy (§ J)(y) g(y) dy = fa[§(J')](y) g(y) dy pour toute 
g E L2 (1R). Il en résulte que l'on a 27riy (§ f)(y) = [§(J')](y) pour presque tout y E lR et 
que faY 2 l(§J)(y)l 2 dy < +oo. 
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3) a) Puisque JIR y2 l(Ff)(y)l2 dy < +oo, la fonction y>--+ 27riy (Ff)(y) est dans L2 (R). 
Par le Théorème de Plancherel, il existe g E L2 (R) telle que (Fg)(y) = 27riy (Ff)(y). 

b) Puisque la transformation de Fourier-Plancherel conserve le produit scalaire, on a: 

(g 1 cp) = (Fg 1 Fcp) = l 27riy (Ff)(y) (jj(y) dy = - i (Ff)(y) ;p'(y) dy 

= -(Ff 1 F(cp')) = -(! 1 cp'). 

c) Donc f possède une dérivée faible et cette dérivée faible est g. 

Exercice 4 
1) Puisque la fonction f a une dérivée faible, elle a, par le Théorème d'immersion de 

Sobolev (Théorème IX.2.6) un représentant continu u tel que : 

u(x) - u(y) =lx J'(t) dt Vx, y E I. 

D'après ce même théorème, J' ayant à son tour une dérivée faible, possède aussi un repré­
sentant continu v. On a donc, xo E I étant fixé : 

u(x) = u(xo) + {x v(t) dt \;/x E I. 
lxo 

Il résulte du Théorème fondamental du Calcul Intégral que u est continûment dérivable et que 
u' = v. Ainsi f a un représentant continûment dérivable, dont la dérivée est un représentant 
de f'. 

2) a) On sait que l'injection j: H 2 --+ '6'([0, 1]) est compacte (Théorème de Rellich­
Kondrachov); comme l'injection i: '6'([0, 1])--+ L 2 (0, 1) est continue, la composée est com­
pacte, de même que sa restriction J: HJ--+ L 2 (0, 1). 

b) En développant, on a : 

et il est alors clair que F"' est dérivable et : 

F~(t) = 2 llJll 2 [(f~ 1 cp') + t llcp'llL2] - 2 [(fo 1 cp) + t ll<f>llL2]. 

On obtient F~(O) = 2 [llJll 2 (f0 1 cp') - (fo 1 cp)]. Il n'est pas immédiat que F~(O) = 0, 
mais cela résulte du fait que, par définition de la norme prise pour HJ, on a F"'(t) = 
llJll 2 llfo + tcpll 2 - llJ(fo + tcp)ll~2 ~ 0 pour tout t E R. Comme F"'(O) = 0, par le choix 
de fo, F"' a un minimum pour t = 0, de sorte que F~(O) =O. 

c) On a donc llJll 2 (f0 1 cp') = (fo 1 cp). Cela s'écrit : 

rl 1 r1 
Jo f~(x) cp'(x) dx = llJll 2 Jo fo(x) cp(x) dx. 

Ceci étant vrai pour toute cp E ~1 (]0, 1[), cela prouve que fo possède une dérivée faible, et 
que cette dérivée faible est fo' = -(1/llJll 2 ) fo. 

d) D'après le 1), fo est continûment dérivable sur JO, 1[. Comme fo' = -(1/llJll 2 ) fo 
par le e), fo est aussi dérivable au sens usuel. Il en résulte que fo est solution de l'équation 
différentielle y"+ (1/llJll 2 ) y= 0, de sorte que fo(x) = A sin(x/llJll) +B cos(x/llJll). Comme 
fo(O) = 0, on a B = O. Ensuite, comme Ji= 0, on a fo i= 0; donc Ai= O. Alors le fait que 
fo(l) = 0 entraîne que 1/llJll E 7rZ, c'est-à-dire qu'il existe no E Z tel que 1/llJll = 7rno. On a 
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forcément no EN*, et on obtient llJll = l/no1r:. Ainsi donc fo(x) = Asin(no7rx). Maintenant 

llfoll2 = 1 entraîne que A= -./2/no7r; on obtient donc fo(x) = ~ sin(no7rx). 

On a alors llfoll~ = ~ f01 (1- cos(2no7rx)) dx = 1/n~7r2 ; donc llJll = llfoll2 = 1/no7r. 
no" 

Mais llJfll2 ~ llJll llfll pour toute f E HJ(O, 1). Si l'on prend f(x) = V: sin(7rx), on a 
llJfll2 = llfll2 = l/7r et llfll = llf'll2 = 1; donc l/7r ~ llJll. Il en résulte que no= 1, que 

fo(x) = V: sin(7rx), et que llJll = l/7r. 

Exercice 5 
1) On sait, par le Théorème d'immersion de Sobolev, que toute u E W 1·P(I) se prolonge 

en une fonction continue sur Ï. En particulier toute v E W 1·P(IR) est continue sur IR. Si l'on 
pose ü(x) = u(x) si x E I et ü(x) = 0 six E IR\ I, on ne peut donc obtenir un élément de 
W 1·P(IR) que si u s'annule sur 81. 

2) On a clairement u* E LP(IR). D'autre part, si l'on pose v(x) = u'(x) pour x > 0 et 
v(x) = -u'(x) pour x < 0, on a aussi clairement v E LP(IR). Si on pose w(x) = f0"' v(t) dt, on 
a vu dans la preuve du Théorème d'immersion de Sobolev (par une utilisation du Théorème 
de Fubini) que l'on a, pour toute <p E ~1 (IR) : 

l w(x)cp'(x)dx = -1 v(x)cp(x)dx. 

Mais on sait, grâce au Théorème d'immersion de Sobolev, que, pour x ;;::, 0, on a w(x) = 
J;v(t)dt = J;u'(t)dt = u(x) - u(O) et, pour x ~ 0, on a w(x) = -J;u'(-t)dt = 
f0-x u'(T) dT = u(-x) - u(O). Donc w(x) = u*(x) - u(O) pour tout x E IR. Par conséquent: 

1 w(x)cp'(x) dx = 1 u*(x) cp'(x)dx - u(O) 1 cp'(x) dx = 1 u*(x)cp'(x)dx, 

puisque JIR cp'(x) dx = [cp(x)J:!:: = 0 car <p est à support compact. On obtient donc: 

1 u*(x) <p1 (x) dx = -1 v(x) cp(x) dx, \lep E ~1 (IR), 

ce qui signifie que u* a une dérivée faible et que cette dérivée faible est v. 
Comme il est clair que llu*llLP(IR) ~ 2 llullLP(IR+) et llvllLP(IR) ~ 2 llu'llLP(IR+)> on obtient 

llu*llwi.v(JR) ~ 2 llullwi.v(JR:f-J· 

3) Il est clair que 7JU = 7]Ü E LP(IR'.f.) et que ll7JullLP(1R:f-l ~ llullLP(0,1)· Soit <p E ~1 (IR'.f.); 
on a: 

1+oo 7JU(x)cp'(x) dx = 11 7J(x) u(x) cp'(x) dx = 11 u(x)[(w)'(x) - 7]1(x)cp(x)] dx 

= -11 u'(x)(w)(x) dx -11 u(x) 7]1 (x) cp(x) dx car 7/'P E ~1 (]0, 1[), 

= -1+oo [;it(x) 7J(x) + ü(x) 7]1 (x)] cp(x) dx; 

donc 7JU possède une dérivée faible, et cette dérivée est (7Ju)' = ;it7J+Ü 7]1 • Comme l;it7J+Ü 7J'I ~ 
1;;1 + ll7J'lloolül, on a 11;;,7/ + Ü7J1 llLP(IR'.f-) ~ 11;;,llLP(JR:f-) + ll7J'lloo llüllLP(JR:f-l = llu'llLP(0,1) + 
ll7J'lloo llullLv(o,1) ~ (1 + ll7J'lloo) llullw1.v(o,1) < +oo; donc (7Ju)' E LP(IR'.f.), de sorte que 

7]U E W1•P(IR'.f.), et ll7Jullw1.v(1R:f-l ~ (2 + ll7J'lloo) llullw1.v(o,1)· 

Alors P1u = (7Ju)* E W1·P(IR) est un prolongement de 7JU et: 

ll(7Ju)*llw1.v(JR) ~ 2 (2 + ll7J'lloo) llullw1.v(o,1)· 
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b) Si l'on pose B(x) = (l -17)(1 -x) et v(x) = u(l - x), alors B et vvérifient les mêmes 
conditions que 17 et u. Il résulte du a) que l'on a un prolongement P2u de (l -17)u à W 1·P(JR) 
donné par (P2u)(x) = (Bv)*(l - x), et l'on a: 

llP2u!lw1.P(JR) = ll(Bv)* llw1.P(JR) :::; 2 (2 + llB'll=) !lv!lw1.p(o,1) = 2 (2 + 1111'11=) llullw1.P(0,1)· 

c) Comme u = 17u + (1 - 17)u, Pu= Piu + P2u E W 1·P(JR) est un prolongement de 
u. L'application P: W 1•P(O, 1)--+ W 1•P(JR) est clairement linéaire et, comme !1Pullw1.P(JR) :::; 
llPiullw1.P(JR) + !IP2u!lw1.p(JR) :::; 4(2+1111'!1=) llullw1.P(O,l), elle est continue. 

Exercice 6 
1) Lest une forme linéaire continue sur HJ : IL(v)I :::; llfllL2llvllL2 :::; llJllL2llvllHi. 

0 

D'autre part, a est donc une forme bilinéaire continue coercive : a( u, v) est tout simplement 
le produit scalaire (u 1 v)H1 de HJ. On peut donc appliquer le Théorème de Lax-Milgram, 
qui se réduit en fait ici à utÎliser le Théorème de représentation de Riesz : il existe un unique 
uo E HJ tel que L(v) = (uo 1 v)H1 pour tout v E HJ, ce qui donne (PDF). 

0 

2) On a, pour toute v E HJ, donc en particulier pour toute v E ~1 (]O, 1 [) : 

fo 1 u~(x) v' (x) dx = - fo 1 [uo(x) - f(x)] v(x) dx; 

cela signifie que u0 possède une dérivée faible dans L2(0, 1) (car u0 - f E L2(0, 1)) et 
que cette dérivée est u0 = uo - f. On sait, par le Théorème d'immersion de Sobolev, que 
uo E ~([O, 1]); donc, puisque f E ~([O, 1]), on a u0 = u0 - f E ~([O, 1]) (plus précisément : 
u0 a un représentant continu). Ce même Théorème d'immersion de Sobolev nous dit d'autre 
part que u0(x) - u0(0) = f0"' u0(t) dt. Comme u0 E ~([O, 1]), le Théorème fondamental du 
Calcul Intégral nous dit que u0 est continO.ment dérivable sur [O, 1] et que sa dérivée (au sens 
usuel) est u0. Donc uo E ~2 (10, l]). 

3) On a alors, pour toute cp E ~1 (]0, 1[), puisque u0 E H 1 : 

fo1 [-u~(x) + uo(x)] cp(x) dx = fo1 [u~(x) cp'(x) + uo(x) cp(x)] dx = fo1 f(x) cp(x) dx, 

en utilisant (PDF), car cp E ~1 (]0, 1[) Ç HJ. Il en résulte (voir Proposition IX.2.3) que 
-u0 + uo = f (presque partout, et donc partout, par continuité). Ainsi, uo est bien solution 
de (PD), puisque uo(O) = uo(l) = O. 

Exercice 1 
1) L'injection canonique de H 1 (a, b) dans ~([a, b]) étant continue, par le Théorème d'im­

mersion de Sobolev, les évaluations u E H 1 (a,b) i-+ u(x) sont continues pour tout x E [a,b] 
(car elles le sont sur ~([a,b])). Comme ces évaluations sont linéaires, C est un sous-espace 
affine fermé de H 1(a, b); donc, en particulier, un convexe fermé. 

2) Considérons la forme bilinéaire continue coercive B sur H 1 (a, b) définie par : 

B(u,w) = (u 1 w)Hl(a,b) = lb[u(x)w(x) + u'(x)w'(x)] dx, 

et la forme linéaire L: H 1(a, b) --+IR définie par L(w) = J: f(x) w(x) dx. Elle est continue car 
IL(w)I :::; llJllL2 !lw!IL2 :::; llf!IL2 llwllHi. On peut donc appliquer le Théorème de Stampacchia 
de !'Exercice 17 du Chapitre VIII : il existe une unique uo E C tel que B(uo, w - uo) ? 
L(w - uo) pour tout w E C. Écrit autrement : 

lb u~(t) [w'(t) - u~(t)] dt+ lb uo(t) [w(t) - uo(t)] dt? lb f(t) [w(t) - uo(t)] dt 
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3) Soit v E HJ(a,b). On pose w = uo + v; alors w E H 1 (a,b) et w(a) = uo(a) =a, 
w(b) = uo(b) = (J. Donc w E G, et l'on a J: u0(t) v'(t) dt ;;,, J: f(t) v(t) dt. En changeant v 
en -v, on obtient l'inégalité inverse. 

4) On fait exactement comme dans le 2) de !'Exercice 6. 
5) On fait exactement comme dans le 3) de !'Exercice 6. 

Exercice 8 
1) On pose L(v) = (f 1 v)L2 = J: f(x) v(x) dx pour toute v E H 1 (a, b). Alors l'ap­

plication L: H 1 (a,b) -+ lR est linéaire, et elle est continue car IL(v)I ::::; llfllL2llvllL2 ::::; 
llJllL2 llvllH1 (on peut aussi bien dire que L est en fait continue sur L 2 (a, b) et l'injec­
tion canonique i: H 1 (a,b) -+ L 2 (a,b) est continue). Par le Théorème de représentation 
de Riesz, il existe une unique u 0 E H 1 (a, b) telle que L(v) = (v 1 uo), autrement dit 
J:u0(t)v'(t)dt+ J:uo(t)v(t)dt = J: f(t)v(t)dt, pour toute v E H 1(a,b). 

2) On a, pour toute v E H 1 (a,b), donc en particulier pour toute v E ~1 (]a,b[): 

lb u~(x) v' (x) dx = - fo 1 
[uo(x) - f(x)] v(x) dx; 

cela signifie que u0 possède une dérivée faible dans L2 (a, b) (car uo - f E L2 (0, 1)), donc 
uo E H 2 (a,b), et cette dérivée est u0 = uo - f. 

3) On sait, par le Théorème d'immersion de Sobolev, que uo E 'if([a, b]); donc, puisque 
f E 'if([a, b]), on a u0 = uo- f E 'if([a, b]) (ou plus précisément u0 a un représentant continu). 
Ce même Théorème d'immersion de Sobolev nous dit d'autre part que u0(x) - u0(a) = 
J: u0 (t) dt. Comme u0 E 'if([a, b]), le Théorème fondamental du Calcul Intégral nous dit 
que u0 est continüment dérivable sur [a, b] et que sa dérivée (au sens usuel) est u0. Donc 
uo E 'if2 (la,b]). 

Pour toute v E '1&'1 ([a, b]) Ç H 1 (a, b ), on a, en intégrant par parties, puisque u0 E 
'if1 ([a, b]) : 

lb u~(x)v'(x)dx= [u~(x)v(x)]~ - lb u~(x)v(x)dx. 

Cela donne, en vertu de l'égalité J: u0(t) v' (t) dt+ J: uo(t) v(t) dt = J: f (t) v(t) dt, 

[u~(b) v(b) - u~(a) v(a)] - lb u~(x) v(x) dx +lb uo(t) v(t) dt= lb j(t) v(t) dt; 

d'où u0(b) v(b) - u0(a) v(a) = 0, puisque u0 = uo - f. 
Prenant v E 'if1 ([a, b]) telle que v(a) = 1 et v(b) = 0, on obtient u0(a) =O. De même, en 

prenant v E 'if1 ([a, b]) telle que v(a) = 0 et v(b) = 1, on obtient u0(b) =O. Il en résulte que 
uo est solution de (PN). 

Exercice 9 
1) Les évaluations c5.,: u E 'if([a, b]) 1-t u(x) sont continues, pour tout x E [a, b]. Comme 

l'injection canonique j: H 1 (a,b)-+ 'if([a,b]) est continue, par le Théorème d'immersion de 
Sobolev, ces évaluations e., = c5., o j sont des formes linéaires continues sur H 1 (a, b ). Il en 
résulte que C = e;;: 1 ({a}) est un sous-espace affine fermé de H 1 (a,b). C'est en particulier 
un convexe fermé. 

2) Posons, pour toute v E H 1(a,b): 

L(v) =lb f(x)v(x)dx+(Jv(b). 
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C'est une forme linéaire sur H 1 (a,b), qui est continue: 

La forme bilinéaire B donnée par le produit scalaire B(u,v) = (u 1 v)H1 étant évidemment 
continue et coercive, le Théorème de Stampacchia (Exercice 17 du Chapitre VIII) dit qu'il 
existe une unique uo E C telle que B(uo, w - uo) ~ L(w - u0 ), soit : 

lb u~(t) [w'(t) - u~(t)] dt+ lb uo(t) [w(t) - uo(t)] dt 

~lb f(t) [w(t) - uo(t)] dt+ fJ [w(b) - uo(b)] 

pour toute w E G. 
3) Pour toute v E K, posons w = uo +v. Alors w E H 1 (a, b) et w(a) = uo(a) + v(a) = Œ; 

donc w E G. On a par conséquent: 

lb u~(t) v' (t) dt+ lb uo(t) v(t) dt ~ lb f (t) v(t) dt+ fJ v(b). 

En changeant v en -v, on obtient : 

lb u~(t) v' (t) dt+ lb uo(t) v(t) dt = lb f (t) v(t) dt+ fJ v(b). 

4) Pour toute w E L2 (a, b), posons v(x) = J: w(t) dt. On a vu, dans la preuve du 
Théorème d'immersion de Sobolev, que l'on a alors : 

lb v(x)<p'(x)dx = - lb w(x)<p(x)dx 

pour toute <p E .ciJ1 (]a,b[). Cela signifie que v E H 1 (a,b) et v' = w. Comme v(a) = 0, on a 
v E K. Alors le 3) donne: 

lb u~(x) w(x) dx =lb u~(x) v' (x) dx =lb [f(x) - uo(x)] v(x) dx + flv(b) 

= lb[f(x) - uo(x)] [l" w(t) dt] dx + fJ lb w(t) dt 

= .. rb [ rb [f(x) - uo(x)] dx] w(t) dt+ fJ rb w(t) dt j 
Fub1m}a }t la 

l'utilisation du Théorème de Fubini étant justifiée par le fait que : 

lb [lb l[f(x) - uo(x)] I[a,a:J(t)w(t)I dt] dx::::;; lb [lb l[f(x) - uo(x)] w(t)I dt] dx 

::::;; (b - a) Il! - uollL2 llwllL2 < +oo · 

Cette égalité étant vraie pour toute w E L2 (a, b), on obtient, en modifiant au besoin u~ sur 
un ensemble de mesure nulle : 

u~(t) = [b [f(x) - uo(x)] dx + fJ, Vt E [a, b]. 
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Cette dernière fonction est continüment dérivable et (u0)' = -(f- uo) par le Théorème fon­
damental du Calcul Intégral, car uo E 'if((a, b]), par le Théorème d'immersion de Sobolev, et 
f E 'if((a, b]), par hypothèse. En particulier, u0 E 'if((a, b]); comme le Théorème d'immersion 
de Sobolev nous dit que : 

uo(x) - uo(a) = 1x u~(t) dt, 

le Théorème fondamental du Calcul Intégral assure que u 0 est continüment dérivable et que 
sa dérivée (forte) est u0. Donc uo E 'if2 ((a, b]) et u~ = -(f - uo). Comme ( *) entraîne 
u0(b) = (3, uo est bien solution de (PM). 

Exercice 10 
1) La linéarité de Test claire, grâce à l'unicité de la solution u de (PDF) de l'Exercice 6. 

Ensuite, en prenant v = u dans : 

fo1 
[u(x) v(x) + u'(x) v'(x)] dx = fo1 

f(x) v(x) dx, Vv E HJ, (PDF) 

on obtient : 

fo 1
[u'(x)] 2 dx+ fo 1

[u(x)] 2 dx = fo 1 
f(x)u(x)dx :( llJllL2lluJIL2, (*) 

d'où llull~2 :( JlfJIL2llullL2, de sorte que llTfJIL2 = lluJIL2 :( JIJllL2, ce qui montre que Test 
continue et llTll :( 1. 

2) L'inégalité ( *) entraîne que llull~1 :( llf JIL2 JluJIL2 :( JI! llL2 lluJIH1 ; donc llT fll~1 = 
lluJl~1 :( llJllL2 et Test continu, Tétant la co-restriction T: L2 (0, 1) -t H 1 (0, 1) de T à 
H 1 (0, 1). Or l'injection canonique j: H 1 (0, 1) -t 'if((O, 1]) est compacte, par le Théorème 
de Rellich-Kondrachov. Comme l'injection canonique i: 'if((O, 1]) -t L 2 (0, 1) est continue, il 
s'ensuit que T = i o j o T est compacte. 

3) Pour montrer que T est auto-adjoint, c'est-à-dire que T* = T, on doit montrer que 
(Tf 1 g) = (! 1 Tg) pour toutes f,g E L 2 (0, 1). Par densité, il suffit de le montrer pour 
f,g E 'if((O, 1]). Mais alors, u = Tf et v =Tg sont de classe C2 et solutions de (PD) de 
!'Exercice 6 : 

{
-u" +u = f 
-v" +v = g 

avec u(O) = u(l) = 0 et v(O) = v(l) = O. En multipliant la première équation par v et la 
seconde par u, et en intégrant, il vient : 

(Tflg)= fo 1 [-u11 (x)+u(x)]v(x)dx et (flTg)= fo 1 u(x)[-v11 (x)+v(x)]dx. 

Mais, puisque u, v E 'if2 ((0, 1]), on peut intégrer par parties : 

fo 1 
u"(x)v(x)dx = [u'(x)v(x)]~ - fo1 

u'(x)v'(x)dx = - fo1 
u'(x)v'(x)dx, 

car u(O) = u(l) = 0 et, de même : 

fo1 
u(x)v"(x)dx = [u(x)v'(x)]~ - fo 1 

u'(x)v'(x)dx = - fo 1 
u'(x)v'(x)dx, 

car v(O) = v(l) =O. On obtient par conséquent (Tf 1 g) = (f 1 Tg). 
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Ensuite, Test positif car, en prenant v = u dans (PDF), on a: 

(Tf If)= 11
(TJ)(x)f(x)dx= 11

u(x)f(x)dx= 11 ([u'(x)] 2 +[u(x)] 2)dx~O. 

4) L'opérateur Tétant compact et auto-adjoint sur l'espace de Hilbert séparable L2 (0, 1), 
on peut utiliser le Théorème spectral pour les opérateurs compacts auto-adjoints (Théo­
rème VII.3.10) : il existe une base orthonormée (un)n;;. 1 de L2 (0, 1) formée de vecteurs 
propres de T. Notons µn la valeur propre associée à Un. Comme Test positif, on a µn ~O. 
En fait µn > 0 pour tout n ~ 1 car 0 n'est pas valeur propre : si u = T f = 0, alors 
f = -u" +u =O. 

Puisque Un est vecteur propre de T pour la valeur propre µn, on a Tun = µnun. Par 
définition de T, cela signifie que µnun est la solution de (PDF), avec f = Un. Mais Un E 
H 1 (0, 1) Ç lf([O, 1]), par le Théorème d'immersion de Sobolev; la solution µnun de (PDF) 
est donc de classe C2 et est solution de (PD) (voir !'Exercice 6). On a donc, pour tout n ~ 1 : 

Mais T étant compact, ses valeurs propres, qui ne sont pas nulles, forment une suite conver­
geant vers O. Si l'on pose Àn = 1/ µn, on a Àn > 0 car µn > 0, et donc Àn----+ +oo. De n-t<X> 
plus: 

-u~ +Un= ÀnUn, \:/n ~ 1. 

Remarque. On notera que l'on ne peut pas traiter directement avec l'opérateur différentiel 
u i-+ -u" + u car si, par exemple, on le fait agir sur 1?2 ([0, 1]), on peut seulement dire que 
son image est dans lf([O, 1]). Par ailleurs, s'il envoie bien lf<X>([O, 1] dans lui-même, ce dernier 
espace n'est pas normable. 

XI.IO. Exercices du Chapitre X 

Exercice 1 
Posons h(x) = J; (sin t)f (t) dt; alors h E C1 (IR.) et h' (x) = (sin x)f (x). L'équation s'écrit 

Tt +Th= Tg. En dérivant dans ~'(IR.), on obtient (TJ)' + (sinx)(T1) =(Tg)', car, h étant 
contimlment dérivable, on a (n)' =Th' = (sinx)(T,). Posons S = e-cosxT,. Alors Tt= 
ecosxs et l'équation devient S' = e-cosx(Tg)'. 

Alors (e- cosxTg)' = (sin x) e- cosxTg + e- cosx (Tg)' =Tsin xe- co""g(x) + S', de sorte qu'il 
existe une constante C E IC telle que : 

Il en résulte que : 

f(x) = g(x) - ecosx 1"' sinte-costg(t) dt+ Cecosx. 

Exercice 2 
1) On a e11"'2 E Lf0 c(JR*) car si K est un compact de IR.* il existe 0 < e < A< +oo tels 

que K Ç [-A, -e] U [e, A], et e1l"'2 est continue sur K. 
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2) a) Soit A> 0 tel que supp<p Ç [-A,AJ. Alors supp<,on Ç ~supp<p Ç [-A,AJ pour 
tout n ~ 1. Comme <,o~k)(x) = nke-n<p(k)(nx) pour tout k EN, on obtient: 

sup l'P~k'(x)I ~nke-nsupl<,o(k)(x)I =nke-n sup l'P(k)(x)l--rO. 
/x/,;;;A xEIR /x/,;;;A n--->oo 

Donc (<,on)n;;.1 converge vers 0 dans P(fit). 

b) Posons <,o(x) = { ~ - (x-dcx- 2) 
sil<x<2 

six~Jl,2[ 
On sait que <,o E P(fit), et l'on a 

SUPP'Pn = [~,~) Ç fit*. De plus: 

1 2 l~n 2 elfx <,on(x)dx= elfx e-ne 
lR 1/n 

1 / 2 2 2 n _ 1 du 
(nx-l)(nx-2) dx = en /u e- e u2-1 -

1 n 

2 n 1 ([2 
_ 1 ) ~en e- - e u 2 -l du --r+oo. 

n 1 n--->oo 

3) S'il existait une distribution T sur fit dont la restriction à fit* soit e1/"'2 , on aurait, 
d'une part (T, <,on) --r 0 car (<,on)n;;.1 converge vers 0 dans P(fit); mais on a, d'autre part, 

n--->oo 
puisque su pp <,on Ç fit* : 

1 1/x2 
(T,<,on) = e <,on(x)dx--r+oo. 

IR"' n--too 

C'est contradictoire, et donc il n'existe aucune distribution sur fit dont la restriction à fit* 
soit e1/"'2 • 

Exercice 3 
1) Pour toute <,o E P(fit), on a (Tin, <,o) = n J~iÏn <,o (t) dt. De par la formule de la moyenne, 

il existe Cn E [-1.,l.] tel que nJ~/ln/ <,o (t) dt= 2<,o (en)· Il en résulte que (TJn• <,o) --r 2<,o (0). 
n n n n---too 

Donc (T1n)n;;.1 = (Jn)n;;.1 converge vers 28 dans P'(fit). 
Par ailleurs, (Jn)n;;. 1 converge presque partout vers O. 

De même, (gn)n;;.1 converge presque partout vers O; pourtant (T9n,<,o) = 2ni,o(cn) n'a 
en général pas de limite quand n tend vers l'infini. 

2) Soit <,o E P(fit) et soit A > 0 tel que supp <,o Ç [-A, AJ ; on a : 

n r n2t2 
(Thn, <,o) = fo }IR e- <,o (t) dt 

n /_A 2 2 /_A 2 2 = r.;. e-n t [<,o(t)-<,o(O)Jdt+ ~<,o(O) e-n t dt. 
y'Tr -A y7r -A 

Or: 
n /_A 2 2 J_nA 2 1 ;_+00 2 • 
r.;. e-n t dt= e-x dx --r . r.;. e-x dx = 1, 

V 7r -A -nA n--->oo V 7r -oo 

et, grâce au Théorème des accroissements finis : 
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Par conséquent limn-.oo hn = 8. 
3) Pour toute 'P E ~(IR), on a Jlll.(sinnx)tp(x)dx-----+0 par le Lemme de Riemann-

n->oo 
Lebesgue (il suffit en fait ici d'intégrer par parties pour le voir). Donc limn-.oo(sinnx) = O 
dans ~'(IR). 

On a, si 'P E ~(IR) a son support dans [-A, A] : 

( sin nx ) -1 sin nx ( ) d - jA sin nx ( ) d --,tp - --tp X X- --tp X X 
X Ill. X -A X 

!
A 'P (x) - 'P (0) !A sin nx = (sin nx) dx + 'P (0) -- dx. 

-A X -A X 

Comme 1/J(x) = <p(a:)~'l'(O) se prolonge en une fonction continue sur IR, on a 7/Jl[-A,AJ E 

L 1 (IR); donc J~A(sin nx) '1' (a:)-'I' {O) dx = J;lll. 1/J(x) sin nx dx-----+ 0 par le Lemme de Riemann-
x n-+oo 

Lebesgue. Par ailleurs, 

!
A sin nx lnA sin y 1+00 sin y 
-- dx = -- dy-----+ -- dy = 7r. 

-A X -nA y n->oo -oo y 

Par conséquent, limn->oo sin.,na: = 7r8 dans ~'(IR). 

4) L'application y>-+ J::n e-2"ixy dx est continue sur IR (on intègre une fonction continue 
de deux variables sur un intervalle compact); elle est donc localement intégrable et définit 
une distribution sur IR. Pour y # 0, on a : 

l n . [ -27ria:y] a:=n -2ma:y d _ _e __ 
e X - -21fiy 

-n x=-n 

e-21Tiny - e27riny 

Comme dans le 3), on obtient sin{2"ny) -----+ 8 car : 
1rY n-+oo 

sin(27rny) 

1rY 

!
A sin(27rny) 1 2"nA sin u 1 l+oo sin u 
-~-~ dy = -- du-----+ - -- du = 1 . 

-A 1rY -21rnA 1fU n->oo 1f -oo U 

Donc 1+00 e-2"ia:y dx = 8. 
-OO 

Maintenant, si l'on pose <I>n(Y) = J::n e-2"ia:Y dx, <Pn est continûment dérivable sur IR 
(c'est l'intégrale d'une fonction continûment différentiable de deux variables sur un intervalle 
compact) et <I>~(y) = -21fi J::n x e-2"ixy dx. De plus Tq,;. = (T<Pn)', par la Proposition X.3.7 
(il suffit d'ailleurs d'intégrer par parties Jlll. <I>~(y)tp(y) dy). On a donc, par le résultat précé­
dent, pour toute 'P E ~(IR) : 

de sorte que l+oo xe-2"ixy dx = ---1..., 8'. 
-OO 27Tt 

Exercice 4 
1) a) Pour ê > 0, on a, par définition, log(x + iê) = log lx+ iEI + i arg(x + iê) pour 

tout x E IR, avec 0 < arg(x + iê) < 1f. Cette fonction est continue sur IR, donc localement 
intégrable. Soit 'P E ~(IR). On a: 

{
log(x + iê) t.p(x)-----+log lxl 'P (x) six> 0 

e->O+ 
log(x + iê) 'P (x) ----+[log lxl + i?r] 'P (x) six< 0. 

e->O+ 
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Or J!og(x+i é) rp (x)I ~ [log Jx2 + 1 +7r] lrp (x)I pour 0 < é ~ 1 et x E lR; cette dernière fonc­
tion étant intégrable sur lR (car continue et â support compact), le Théorème de convergence 
dominée donne : 

r log(x + ié) rp (x) dx---+ f_ 0 (log lxl + i7r] rp (x) dx + roo log lxl rp (x) dx 
l!Jl. e-+O+ -oo la 

= k [log !xi+ i1rY(-x)] rp (x) dx. 

Donc lime-+o+ log(x + ié) =log lxl + i1rY(-x) dans Çï)'(IR). 
b) La fonction fe(x) = log(x + ié) est continûment dérivable sur lR et f~(x) = x.:ie" 

En intégrant par parties (ou en utilisant la Proposition X.3.7), on voit que Tt~ = (Tt.Y· 
Posons d'autre part g(x) =log lxl + i1rY(-x). Alors, pour toute rp E Çî!(JR) : 

(Tt~,rp) = ((Tt.)',rp) = -(T1. 1 rp1)--++ -(T9 ,rp') = ((T9 )',rp). 
e-+0 

Donc lime-+O+ x.:i e existe dans Çî)' (JR) et est égale â (T9 )'. 

On sait que Y' = ô; donc la dérivée de Y(-x) est -ô. Toutefois, on n'a pas vu de formule 
de changement de variable pour les dérivées dans le cours, mais on vérifie immédiatement 
directement que : 

([Y(-x)]',rp) = (Y(-x),rp') = [ 0
00 

rp'(t) dt= -rp(O). 

Calculons d'autre part la dérivée de log lx!. Pour toute rp E Çî!(JR), on a, si supprp Ç [-A, A]: 

((Tt)', rp) = -(Tt, rp') = - {(log !xi) rp' (x) dx = - { (log x) [rp' (x) + rp' (-x)] dx 
l!Jl. l!Jl.+ 

= - lim ( r (logx) [rp'(x) + rp'(-x)] dx) 
e--tO } e 

= - lim ( [(logx) [rp (x) - rp (-x)J] A - r rp (x) - rp (-x) dx) 
e-+0 e l X 

= lim ((logé) (rp(é)-rp(-é)] + r rp(x)-rp(-x) dx), 
e-+0 le X 

en intégrant par parties et en utilisant le fait que rp (A) = O. Comme : 

par le Théorème des accroissements finis, on a (logé) [rp (é)-rp (-é)]--+ 0 et l'on obtient: 
e-+0 

((Tt)',rp) = lim {A rp(x)-rp(-x) dx = (vp(l/x),rp); 
e-+0 le X 

donc (Tt)' = vp (1/x). 

Par conséquent x_;iO = vp (1/x) - i1rÔ. 

2) Il suffit de remarquer que x2 ~a2 = -:li [ x.:ia - x~ia J ; on obtient donc : 

lim ~=7rÔ. 
a-+O+ X +a 
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Remarque. On pouvait s'attendre à ce dernier résultat car si Pa(x) = ~ .,2 ~a2 , on a Pa(x) = 
~ p(~) avec p (x) = "c3+i); donc (Pa)a>O est une unité approchée pour la convolution, de 
sorte que (Pa, cp) =(Pa* c,Z>)(O)-------? c,O (0) = cp (0) = (ô, cp) pour toute cp E ~(R) Ç <G'b(R). 

a-+0 

Exercice 5 
1) Posons x(x) =~pour X =Io. Comme '!/J(O) = 0, on a~ ----t'!/J'(O) j donc X se 

X X X-+Û 

prolonge en une fonction continue sur R, et l'on a îf;(x) = xx(x). D'autre part, on peut aussi 
écrire, pour tout x E R, parce que '!/J' est continue : 

x(x) = fo 1 
'!/J' (tx) dt 

(c'est clair pour X =I 0 j pour X= 0, cela se réduit à l'égalité x(O) = '1/J' (0). Comme la fonction 
(t,x) E [O, 1] x lR H îf;'(tx) est de classe C00 , x est indéfiniment dérivable sur R. De plus 
suppx Ç supp'!/J. En effet, si x(x) =I 0, on a '!/J(x) =I 0 ou x = O; mais si l'on avait x(O) = 0 
et 0 (j. supp'!/J, '1/J s'annulerait sur un voisinage de 0 et l'on aurait x(O) = '!/J'(O) = 0, et l'on 
aurait une contradiction. Par conséquent XE ~(R). 

2) a) Posons '1/J(x) = cp (x) - cp (0) 8(x). Alors '1/J E ~(R) et '!/J(O) =O. De plus, pour tout 
kEN: 

l'!/J(k)(x)I:::; l'P(k)(x)I + lcp(O)l l8(k)(x)j:::; jjcp(k)lloo + ll'Pllooll8(k)lloo:::; (1 + ll8(k)lloo) ll'Pll(k) · 

Il résulte de(*) que llxllcmJ :::; Cmll'Pllcm+i) pour tout m EN. Comme Test une distribution, 
il existe, pour tout compact K Ç R, un entier m = m(K) tel que l(T,</>)I:::; CKll</>llcmJ pour 
toute</> E ~K(R). Par conséquent, pour toute cp E ~K(R) : 

et cela prouve que To est une distribution sur lR. 
b) Lorsque T = 1, on a, puisque x est continue sur R, si su pp cp Ç [-A, A] et su pp 8 Ç 

[-B,B]: 

(To, cp) = { x(x) dx = lim { x(x) dx = lim { cp (x) - cp (O) 9(x) dx 
Ja e-+O Jlxl';!;e e-+O Jlxl';!;e X 

= lim [1 cp (x) - cp (0) dx + cp (0) 1 1 - 8(x) dx] 
e-+O e.;;lxl.;;A X e.;;lxl.;;B X 

= (vp (1/x), cp) + C cp (0), 

avec C = J.!!8 l-l1(x) dx (on note que l-l1(x) est continue sur lR car l-l1(x)-------? -8'(0)). Par 
X X X X-70 

conséquent To = vp (1/x) + Cô, avec CE C. 
Notons d'abord que lorsque l'on remplace cp (x) par xcp (x), la nouvelle fonction x est 

tout simplement cp; donc, pour toute cp E ~(R), on a (xT0 , cp) = (T0 , cp) = (T, cp), de sorte 
que xTo =Tet ainsi To est une solution particulière de l'équation xS = T. 

c) Pour toute cp E ~(R), on peut écrire cp = [cp- cp (0) 8] + cp (0) 8 = xx + cp (0) 8; donc, 
si xS = T, on a, en posant Cs = (S, 8) : 

(S, cp) = (S, xx) + cp (0) (S, 8) = (xS, x) + Cscp (0) = (T, x) + Cscp (0) = (To, cp) + Cs(ô, cp). 

Par conséquent S = To + Csô. 
3) a) En particulier, les solutions de l'équation xS = 0 sont S = C ô. 
Pour toute T E ~'(R), on définit T: ~(R) -+ C par (T,cp) = (T,cpa), où 'Pa(x) 

cp (x - a). C'est clairement une distribution sur lR: pour tout compact K Ç R, et toute suite 
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de 'Pn E ~K(rnt) convergeant uniformément vers cp, la suite des (cpn)a est dans ~K-a(IRt) et 
converge uniformément vers 'Pa; donc (T, cpn) = (T, (cpn)a) converge vers (T, 'Pa) = (T, cp). 
On a: 

(xS, cp) = (S, xcp) = (S, (xcp)a) = (S, (x - a) 'Pa)= ((x - a) S, cpa). (*) 

Comme l'application cp >-+ 'Pa est une bijection de ~(rnt) sur lui-même, l'équation (x-a) S = 0 
équivaut donc à xS =O. Cela donne S =Co, avec CE IC. Par conséquent : 

(S, cp) = (S, 'P-a) = (Co, 'P-a) = C 'P-a(O) = C cp (a); 

de sorte que S = C Oa. 
Autre méthode. On fait comme au 2), en modifiant la définition de 1/J : on fixe BE ~(rnt) telle 
que B(a) = 1, et l'on pose 'l/Ja(x) = cp (x) - cp (a) B(x) et Xa(x) = ~- On définit alors Ta 
par (Ta, cp) = (T, Xa)· Comme au 2) a), on voit que l'on obtient une distribution, et, comme 
au 2) c), on voit que les solutions (x - a) S = T sont S =Ta+ C Oa, avec CE IC. 

b) Comme ((x - a) Ob, cp) = (ob, (x - a) cp) = (b - a) cp (b), on a (x - a) Ob= (b - a) Ob, 
de sorte que b~a Ob est une solution particulière de l'équation (x - a) S =Ob. 

Si l'on pose T = S - b~a Ob, alors (x- a) S = Ob équivaut à (x -a) T = O. Par conséquent 
T = C Oa, de sorte que S = C Oa + b~a Ob, avec C E IC. 

c) Une solution particulière de l'équation (x - a) S = Oa est -o~; en effet : 

((x-a) (-o~),cp) = (-o~, (x- a)cp) = (oa, [(x- a)cp]') = (oa,cp+ (x - a)cp') = cp(a). 

Par conséquent, si l'on pose T = S + o~, l'équation (x - a) S = oa équivaut à (x - a) T = 0, 
et l'on obtient T = C oa, de sorte que S = C oa - o~. 

d) Définissons S comme au a). On a (x - a) S = o~ si et seulement si ((x - a) S, cpa) = 
-cp~(b) pour toute cp E ~(rnt); donc, par (*),·si et seulement si (xS, cp) = -cp~(b) = -cp' (b-a), 
c'est-à-dire xs = o~-a· 

Utilisons alors le 2) avec T = oLa· Pour cp E ~(rnt), et x(x) = 'P (x)-":(o) 9<x>, on a: 

(To,cp) = (T,x) = (o~-a,x) = -(ob-a,x') = -x'(b- a). 

Or x'(x) = cp'(x)-cpx(o)e'<x> - cp(x)-~2(o)e(x); donc: 

1 , 1 [B'(b-a) B(b-a)] 
To = - b - a Ob-a + (b - a)2 Ob-a - b - a - (b - a)2 0' 

de sorte que, en vertu du 2), on a S = Ko+ (b-1al2 Ob-a - b~a o~-a• avec K E IC, d'où : 

- 1 1 1 

(S, cp) = (S, 'P-a) = K 'P-a(O) + (b _ a)2 'P-a(b - a)+ b _a 'P-a(b - a) 

= Kcp(a) + (b~ a)2 cp(b) + b ~a cp'(b)' 

et donc S = K Oa + (b-1a)2 ob - b~a o~, avec K E IC. 

e) Première méthode. On fait comme au d). On a (x - a) S = o~ si et seulement si, 
pour toute cp E ~(rnt), (xS, cp) = ((x - a) S, cpa) = (o~, 'Pa) = -cp~(a) = -cp' (0), c'est-à-dire 
xS = 01• On utilise alors le 2) avec T = o'; on a (To, cp) = (T, x) = -x'(O). Mais : 

x(O) = lim x(x) = lim cp (x) - cp (O) B(x) 
x--+0 x--+0 X 

= lim [cp(x)-cp(O) - B(x)-l] =cp'(O)-cp(O)B'(O) 
x--+0 X X 
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et 
x' (O) = lim x(x) - x(O) = lim [cp (x) - cp (0) B(x)] - x[cp' (0) - cp (0) (}' (0)) . 

x-+0 X x-+0 x2 

Comme cp (x) = cp (0) + xcp' (0) + ~2 cp" (0) + o (x2) et O(x) = 1 + xO' (0) + ~2 (}" (0) + o (x2), 
on a: 

[cp (x) - cp (0) B(x)] - x[cp' (0) - cp (0) 81 (O)] 
2 2 

= [cp (0) + xcp'(O) + T cp"(O) - cp (0) (1 + xB'(O) + ~ 8"(0))] 

- x [cp' (0) - cp (0) (}' (O)j + o (x2 ) 

2 

= ~ [cp" (0) - cp (0) (}" (0)) + o (x2), 

on obtient x' (0) = ~ cp" (0) - 0"i0l cp (0). Donc To = - ~ 811 + 0"J°l 8. Il résulte du 2) que 
S = C 8 - ~ 8". Alors : 

( - ) ( 1 Il 1 "( ) (8,cp)= 8,cp-a = C8-28 ,cp-a)=Ccp(a)-2cp a, 

et donc 8 = C 8a - ~ 8~. 
Deuxième méthode. On part de l'égalité -(x - a) 8~ = 8a, vue au c), et on la dérive; on 

obtient -8~ - (x-a) 8~ = 8~. Cela s'écrit aussi (x -a) ( - p~) = 8~, de sorte que-~ 8~ est 
une solution particulière de l'équation (x - a) 8 = 8~. En posant T = 8 + ~ 8~, on obtient 
(x -a)T = O; donc T = C8a, par le a). Il en résulte que 8 = C8a - ~ 8~. 

f) On a (x - a)2 8 = (x - a)[(x - a)8] = 0; donc (x - a)8 = C 8a, par le a). Il résulte 
alors duc) que 8 = C [C' 8a -8~]. Les solutions de (x-a)28 = 0 sont donc 8 = C18a +C2 8~, 
avec C1, C2 E C. 

g) On a (1 - x4 )28 = (1 + x2)2(1- x2 )28. Comme (1 + x2)2 ne s'annule pas, (1+~2 ) 2 
est C00 sur lR.; donc (1 - x4 ) 2 8 = 0 si et seulement si (1 - x2)2 8 = O. Cela s'écrit aussi 
(x - 1)2[(x + 1)28) =O. Posons 81=(x+1)28. Il résulte du f) que 81 = C181+C28~, avec 
C1, C2 E C. Posons maintenant 82 = (x + 1) 8. On a 81 = (x + 1) 82; donc (x + 1) 82 = 
C181+C28~. Il résulte du b) et du d), avec a= -1etb=1, que: 

82 = C1 ( C L1 + ~ 81) + C2 ( K L1 + 2
12 81 - ~ 8~) = Ki L1 + K2 81 + K3 8~. 

En utilisant maintenant le c), et de nouveau les b) et d), on obtient : 

( / ) ( / 1 ) ( / 1 1 ') 8=K1 CL1-L1 +K2 CL1+ 2 81 +K3 KL1+ 22 81-281, 

c'est-à-dire 8 =a L1 +a' 8'_1 + b 81 + b' 8~, avec a, a', b, b' E C. 
h) On va montrer par récurrence que les solutions de (x - a)18 = 0 sont 8 

E~;:;,~ Ci8';,_il, avec Co, ... , C1-1 E C. Nous avons vu au a) et au f) que c'est vrai pour l = 1 et 
l = 2. Supposons que cela soit vrai pour un l ~ 1, et considérons l'équation (x - a/+ 18 =O. 
Elle est équivalente à (x - a)1[(x - a) 8] = O. Par l'hypothèse de récurrence, cela donne 
(x - a) 8 = E~;:;,~ Ki8';,_il, avec K0 , ... , K1-i E C. Par linéarité, il suffit donc de résoudre 

(x - a) 8 = 8';,_il. Définissons S comme au a) : (S, cp) = (8, cpa)· Alors (x - a) 8 = 8f/l si et 
seulement si (xS, cp) = ((x - a) 8, cpa) = (8';,_il, cpa) = (-l)i cpf!l (a) = (-l)i cp<il (0) = (8<il, cp) 
pour toute cp E 9J(JR.), c'est-à-dire xS = 8(j). 
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Utilisons alors le 2) avec T = ô(j). On a (To,<p) = (T,x) = (ô(jl,x) = (-l)ix(jl(o), avec 
xx(x) = <p (x) - <p (0) O(x). On a: 

[ 
j+l (h) (0) ] [ j+l (J(h) (0) ] 

xx(x)=cp(x)-cp(o)o(x)= (;Yxh+o(xi+ 1 ) -cp(o) [;~xh+o(xi+1 ); 

d'où, puisque 0(0) = 1 : 

j <p(h+I) (0) - <p (0) (J(h+I) (0) h . 
X(X)=.L: (h l)! X +o(x1 ). 

h=O + 
Par unicité du développement limité, on en déduit que : 

x<il (o) = ~1 [<p<H1l (O) - cp (o) o<H1l (o)]. 
J+ 

Il en résulte que To = j!i [-ô{i+l) + (-1)H1o<H1l(o) ô], et donc que S = C ô - j!i §CHI). 

R S b . s - c <: 1 s:(i+l) evenant à , on o tient - ua - i+I ua . 

Finalement, les solutions de (x-a)1+1s = Osont S = E~-;;;,~Ki [Côa- j!i ôii+1l] +K Ôa, 

soit S = E~=O Ciôiil, et cela termine la récurrence, et donc la preuve. 
4) Le polynôme P s'écrit P(x) = (x - ai)11 • • • (x - an)1nQ(x), où ai < · · · <an et Q est 

un polynôme ne s'annulant pas sur JR. Soit <p E _çg(JR) telle que supp <pn {ai, ... , an} = 0. Sur 
lR \ {ai, ... , an}, le polynôme P ne s'annule pas; on peut donc définir <p/ P, et l'on obtient 
une fonction dans _çg(JR). Alors (S, <p) = (PS, <p/ P) =O. Donc supp S Ç {ai, ... , an}· 

Par suite, il suffit, d'après le principe de localisation (Proposition X.4.4), de déterminer 
(S,<p) pour <p E _çgK(lR), où K est un voisinage compact de {a1, ... ,an}; par exemple K = 
Ui..;k,.;n[ak -o:,ak +o:], avec 0 < o: < ~ min{a1, ... ,an}· De plus, comme 1/Q E C(JR), 
l'équation PS = 0 est équivalente à l'équation (x - ai)11 • • • (x - an)1nS =O. 

Soit !11, ... ,!ln des ouverts recouvrant K et tels que, pour 1 < k < n, on ait ak E nk, 
mais ak </:ni pour j =/. k; par exemple nk = ]ak-2o:, ak+2o:[. Soit ('l/J1, ... , 'l/Jn) une partition 
de l'unité de K subordonnée à ce recouvrement. Soit <p E _çgK(lR); posons <pk = <p'l/Jk· Comme 
E~=l 'l/Jk(x) = 1 pour x E K, on a <p = E~=l </'k· 

Puisque (x - ai)1 1 · • • (x - an)1n S = 0, on a ((x - ai)11 · • • (x - an)1n S, <pk) = 0 pour tout 
k = 1, ... , n, car <pk E _çg(nk) Ç _çg(JR). Mais, pour 1 < k < n, la fonction IT#k(x - ai )1i ne 
s'annule pas sur nk j on peut donc définir <pk/ nj;lk (x - aj )1i, et l'on obtient une fonction 
de _çg (JR) ; alors : 

Il en résulte que ((x - ak)1k ('l/JkS), <p) =O. Ceci étant vrai pour toute <p E _çgK(lR), on a donc 
(x - ak/k ('l/JkS) =O. Il résulte du 3) h) que 'ifJkS = E;~0 Ck,A!J, avec Ck,j E C. 

Pour finir, on a, pour toute <p E _çgK(lR) : 

n n n lk 

(S, <p) = (S, L 'l/Jk<p) = L ('ifJkS, <p) = L ( L Ck,jk ôi{kl' <p) , 
k=I k=l k=l ik=O 

et donc S = E~=l ( E;%=o Ck,ikôi{kl). 
Remarque. L. Hi:irmander et S. Lojasiewicz ont montré, en 1957, que l'on pouvait toujours 
diviser n'importe quelle distribution T par un polynôme; autrement dit, que l'équation 
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PS = T avait toujours une solution. Ce problème posé par L. Schwartz, est lié à la résolution 
des équations différentielles (en passant du "côté Fourier"). Leur méthode était différente, 
Hi:irmander raisonnant par dualité, tandis que Lojasiewicz raisonnait directement; de plus, 
ce dernier a montré que l'on pouvait diviser les distributions par des fonctions analytiques 
sur R. 

Exercice 6 

A. 1) La distribution T étant d'ordre m n'est pas d'ordre ~ m - 1 (cela a un sens, 
puisque m ~ 1). Il existe donc un compact K Ç J et des fonctions <pn E ~K(J) telles 
que llcpnll(m-l) ----+0 mais (T,cpn) -+-+O. En prenant une sous-suite, et en normalisant, 

n-+oo n-too 

on peut supposer que les <pn ont été choisies de sorte que (T, cpn) = 1 pour tout n ~ 1 et 
llcpnllcm-1)-----+ O. 

n-->oo 

2) Soit K' =KU (supp'l/J). Comme la somme de deux compacts est encore compacte, 
K' est compact. Soit c = inf K' et d = sup K'; on a K' Ç [c, d] Ç J, car c, d E K'. Pour 
a< x ~ c, on a <pn(t) = 1/J(t) = 0 pour a< t ~ x; donc Xn(x) =O. Pour d ~ x < b, on a: 

Xn(x) = L" <pn(t) dt - O::n l" 1/J(t) dt= lb <pn(t) dt - O::n lb 1/J(t) dt= 0. 

Donc SUPPXn Ç K' et les Xn sont dans ~K'(J). 

Pour tout k ~ 1, on a X~kl(x) = cp~k-l)(x)-a::n'l/J(k-ll(x). Comme la::nl ~ .>.(K) llcpnlloo = 
.>.(K) llcpnllcoJ> on obtient llxnllcm) ~ llcpnllcm-1) + .>.(K) 111/Jllcm-1) llcpnll(o) ~ C llcpnll(m-1)1 de 
sorte que llxnllcml-----+ O. 

n-->oo 

Par ailleurs, (T',xn) = -(T,x~) = -(T,cpn) +a::n(T,1/J) = -1 +a::n(T,1/J). Mais la::nl ~ 
.>.(K) llcpnll(o) ~ .>.(K) llcpnllcm-1)-----+ O. Donc (T', Xn)-----+ -1. 

n-too n-+oo 

3) Il en résulte que T' n'est pas d'ordre ~m. Comme on sait qu'elle est d'ordre ~ m + 1, 
elle est d'ordre m + 1. 

B. 1) a) Notons d'abord que f(x) =log lxl n'est pas définie partout sur R, mais seulement 
presque partout. Pour tout A > 0, elle est intégrable sur [-A, A] parce que si l'on pose 
fn(x) = lf(x)l1l1-A,-2-n1u12-n,AJ> alors la suite Un)n~l est positive et croissante et tend 
presque partout vers f ; le Théorème de convergence monotone nous dit alors que : 

I: lf(x)I dx = !i~!I: fn(x) dx = 2 !i~!1~n logxdx 

= 2 limt[AlogA-A + Tnnlog2 + 2-n] = 2 (AlogA-A) < +oo. 
n-->oo 

On aurait aussi pu dire que J~A lf(x)ldx = 2f0Alogxdx et que cette intégrale de Rie­
mann généralisée converge (soit en faisant le calcul ci-dessus, soit, par exemple, en disant 
que yfX log x-----+ 0 et donc que, pour x > 0 assez petit, log x ~ 1/ vfx, qui est intégrable 

a:-->O+ 
sur JO, A], comme c'est bien connu, et facile à vérifier). 
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b) Pour toute cp E ,q&(~), on a, si suppcp Ç [-A,A]: 

((TJ)',cp)=-(T1 ,cp')=- {(loglxl)cp'(x)dx=- { (logx)[cp'(x)+cp'(-x)]dx la la+ 
= - lim ( {A (log x) (cp' (x) + cp'(-x)] dx) 

e--+0 Je 

= - lim ([(log x) (cp (x) - cp (-x)J] A - {A cp (x) - cp (-x) dx) 
e~O e l X 

= lim ((loge) (cp (e) - cp (-e)] + {A cp (x) - cp (-x) dx) , 
e~O le X 

en intégrant par parties et en utilisant le fait que cp (A) =O. Comme : 

l(loge) (cp (e) - cp (-e)]I = 2ellogel1 cp (e) ;: (-e) 1 :( 2e l logel llcp'lloo 

par le Théorème des accroissements finis, on a (loge) (cp (e) - cp (-e)]---+ 0 et l'on obtient : 
e~O 

((TJ)',cp) = lim {A cp(x) - cp(-x) dx = (vp(l/x),cp); 
e~ole x 

donc (TJ)' = vp (1/x). 
2) De même, si supp cp Ç (-A, A] : 

((Tg)', cp) = -(Tg, cp') = -1 Y(x) (log lxl) cp'(x) dx = - l+oo (logx) cp' (x) dx 

= - lim {A (log X) cp' (X) dx = - lim ([<log X) cp (X)] A - {A cp (X) dx) 
e--+0 Je e--+0 e Je X 

=-lim((loge)cp(e)+ {Acp(x)dx) 
e~O le X 

= lim ( {A cp (x) dx + cp (0) loge+ (cp (e) - cp (O)]loge); 
e~O le X 

et comme: 

1 (cp (e) - cp (O)J logel = 1 cp (e) - cp (O) (e log e)I :( llcp'lloo(e llog el)---+ 0, 
e e~O 

on obtient: 

((Tg)',cp) = lim ( {A cp(x) dx) = (Pf(Y(x)/x],cp), 
e~O le X 

d'où (Tg)'= Pf [Y(x)/x]. 
3) Pour cp E ,q&(~) telle que su pp cp Ç [-A, A], on a, pour tout e > 0, en intégrant par 

parties : 

{A cp(x)x2 dx= [- cp(x)r + {Acp'(x) dx= cp(e) + rcp'(x) dx 
le X e le X e le X 

et re cp(x)x2 dx = - cp(-e) + r-e cp'(x) dx, 
1-A -e }_A X 
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de sorte que : 

{ cp(:) dx-2cp(O) = { cp'(x) dx+ cp(é)+cp(-é) -2cp(O) 
Jlœl>e X é Jlœl'?J;e X é é 

= { cp'(x)dx+cp(é)+cp(O)+cp(-é)-cp(O) 
Jlœl'?J:e X é é 

-----+{vp (1/x), cp') + cp' (0) - cp' (0) = -{[vp (1/x)]', cp). 
e-+0 

Ainsi Pf (1/x2) = -[vp (1/x)]'. Elle est d'ordre 2, par le A., puisque vp (1/x) est d'ordre 1. 
4) a) Si cp E ~(JR) et supp cp Ç [-A, A], on a, pour tout é > 0, en intégrant par parties 

1 A cp(:) dx = [- cp(x)]A +1A cp'(x) dx 
e X X e e X 

= 'P (é) + r cp'(x) - cp'(O) dx + cp'(O) log A - cp'(O) logé; 
é le X 

donc: 

l +oo cp(:) dx - cp(O) + cp'(O) logé= cp(é) - cp(O) + {A cp'(x) - cp'(O) dx + cp'(O)logA. 
e X é é }., X 

La fonction x f-t re'(z)~re'(o) a pour limite cp"(O) quand x tend vers O; elle se prolonge donc 
en une fonction continue 1/J: lR -t IC. Par conséquent : 

1 A cp'(x) - cp'(O) dx-----+ 1A 'l/;(x) dx. 
e X e-+0 0 

Il en résulte l'existence de la limite : 

lim [l+oo cp(x) dx- cp(O) + cp'(O) logé], 
e-+0 e x2 é 

et, pour A ;;:: 1 : 

{Pf[Y(x)/x2], cp) = cp'(O) + 1A 'l/;(x) dx + cp'(O) log A 

= [1 +log A] cp1(0) + 1A cp'(x) - cp'(O) dx. 
0 X 

On a alors, puisque 11/J(x)I ~ llcp"lloo, grâce au Théorème des accroissements finis: 

J(Pf (Y(x)/x2], cp)J ~ [1 +log A] llcp'lloo +A llcp"lloo ~A ll'Pllc2)· 

Cela prouve que Pf [Y(x)/x2] est une distribution, et qu'elle est d'ordre ~ 2. 
b) Toujours avec les mêmes arguments, on a, pour suppcp Ç [-A,A]: 

{(Pf[Y(x)/x])', cp) = -{Pf[Y(x)/x], cp') = - lim [ r cp'(x) dx + cp' (0) logé] 
e-+0 le X 

= - lim ([cp (x)] A+ 1A cp (x) dx + cp'(O) logé) 
e-+0 X e e x 2 

= - lim (- cp (é) + 1A cp (x) dx + cp'(O) logé) 
e-+0 é e x2 

= - lim (- cp (é) - cp (O) - cp (O) + r+00 cp (x) dx + cp'(O) logé) 
e-+O é é }., x2 

= cp' (0) - {Pf [Y(x)/x2], cp) = -{ô', cp) - {Pf[Y(x)/x2], cp). 
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Donc (Pf [Y(x)/x])' = -Pf [Y(x)/x2] - ô'. 
Notons que l'on retrouve ainsi le fait que Pf [Y(x)/x2] est bien définie et que c'est une 

distribution : c'est -ô' - (Pf [Y(x)/x])' = -(ô + Pf [Y(x)/x])'. 
c) D'après le A., il suffit de vérifier que ô + Pf [Y(x)/x] est d'ordre 1. Mais ô étant 

d'ordre 0 et Pf [Y(x)/x], leur somme est d'ordre 1 : en effet, il existe un compact K Ç R 
tet des 'Pn E .@K(R) telles que ll'Pnlloo = ll'Pnll(o) -----t 0 et (Pf [Y(x)/x], 'Pn) = 1. Comme 

n-+oo 

(ô, 'Pn) = 'Pn(O) -----t 0, on a (ô+Pf [Y(x)/x], 'Pn) = 1; donc ô+Pf [Y(x)/x] n'est pas d'ordre 
n-+oo o. 

On aurait aussi pu utiliser la remarque de la fin de la section X.2.2. Si ô + Pf [Y(x)/x] 
était une distribution d'ordre O, ce serait une combinaison linéaire de distributions définies 
par des mesures positives. Comme ô est une mesure positive, donc une distribution d'ordre 
0, on en déduirait que Pf [Y(x)/x] = (ô + Pf [Y(x)/x]) - ô est aussi d'ordre 0, ce qui n'est 
pas. 

5) On a, pour toute rp E .@(R) : 

(x (Pf [Y(x)/xl)', rp) = ((Pf[Y(x)/xl)' ,xrp) = -(Pf [Y(x)/x], rp + xrp') 

= -!~ [l+oo (rp~x) +rp'(x)) dx+rp(O)loge] 

= - lim [- 'P (e) + r+00 'P (x) dx + 'P (0) loge] 
e-+0 }., X 

= rp (0) - lim [1+oo 'P (x) dx + rp (0) loge] ; 
e-+0 " X 

donc x (Pf [Y(x)/xl)' = ô - Pf [Y(x)/x]. 
On a vu dans le 4) b) que l'on a (Pf [Y(x)/x])' = -Pf [Y{x)/x2] - ô'; on obtient donc 

x( - Pf [Y(x)/x2] - ô') = ô - Pf [Y(x)/x]. Mais x ô' = -ô car 

(x ô', rp) = (ô', xrp) = -(ô, rp + xrp') = -rp {O) = -(ô, rp). 

Par conséquent x Pf [Y(x)/x2] = Pf [Y(x)/x]. 
6) a) On a vu au 5) que x (Pf [Y(x)/xl)' = ô - Pf [Y(x)/x]; cela signifie que Pf [Y(x)/x] 

est solution de l'équation xy' +y= ô. Si l'on posez= y-Pf [Y(x)/x], on a alors xz' +z = O, 
c'est-à-dire (xz)' =O. Les solutions sont xz = G, avec GE C. Il résulte du 2) b) et du 2) c) 
de l'Exercice 5 que z = G1vp (1/x) + G2ô, avec G1, G2 E C. Par conséquent les solutions de 
xy' +y= ô sont y= G1vp (1/x) + G2 ô + Pf [Y(x)/x]. 

b) Vérifions d'abord que l'on définit bien une distribution sur R en posant : 

(Pf[Y(x)loglxl/x],rp) = lim ( roo rp(x)logx dx+rp(O) (loge)2). 
e-+0 }., X 2 

En effet, si supprp Ç [-A,A], on a: 

l. (1+00 rp(x)logxd (O)(loge)2) 1Arp(x)-rp(0) 1 dx (O)(logA)2 
1m. x+rp - 2- = ogx +rp ; 

e-+0 e X O X 2 

on définit donc bien une forme linéaire sur .@(R) et l'on a, en utilisant le Théorème des 
accroissements finis : 

l(Pf [Y(x) log lxl/x], rp)I ~ llrp'lloo 1A l logxl dx + ll'Plloo(logA)2 /2, 
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d'où l(Pf[Y(x)loglxl/x],cp)I < CAll'Pllc1i 1 et ainsi Pf[Y(x)loglxl/x] est une distribution, 
d'ordre < 1 (d'ordre 1 en fait). 

L'équation xy' +y = Pf [Y(x)/x] équivaut, grâce au 2), à (xy)' = (Y(x) log lxl)'; on 
obtient donc xy = Y(x) log lxl + C, avec C E C. Or Pf[Y(x) log lxl/x] est une solution de 
cette équation car, si l'on pose 'ljJ(x) = xcp (x), on a, puisque 'lj;(O) = 0 : 

(xPf[Y(x)loglxl/x],cp) = (Pf[Y(x)loglxl/x],7/J) = 1+= cp(x)logxdx= (Y(x)loglxl,cp); 

donc si l'on posez= y- Pf(Y(x)loglxl/x], on a xz = C, d'où z = Cvp(l/x) + C'ô, et 
y= Cvp (1/x) + C'ô + Pf [Y(x) log lxl/x], avec C, C' E C. 

Autre méthode. On utilise le 2) de !'Exercice 5. Avec les notations de cet exercice, on a, avec 
T = Y(x) log lxl, puisque 8(0) = 1 : 

(To, cp) = (T, x) = r Y(x) log lxl x(x) dx = r= log X cp (x) - cp (O) 9(x) dx 
}[( lo X 

= lim [1+oo cp(x) logx dx-cp(0)1+= 8(x) logx dx] 
e--+0 e X e X 

= lim [(1+= cp(x) logx dx+cp(O) (logc)2) 
e--+0 e X 2 

-cp(o)(1+= 8(x) lo;x dx+8(0) (lo~t:)2)] 

= (Pf [Y(x) log lxl/x], cp) - cp (0) (Pf [Y(x) log lxl/x], 8); 

donc To = Pf [Y(x) log lxl/x] + Ceô. 
On obtient donc y = Pf [Y(x) log lxl/x] + Ceô + C [vp (1/x) + K 8], et par conséquent 

y= Cvp(l/x) + C'ô + Pf (Y(x)loglxl/x], avec C,C' E C. 

Exercice 7 
A. 1) Il est clair que fk --t f dans C(IR) si et seulement si, pour tout m E N, la suite 

k--+oo 
(f~m))k-;;. 1 converge vers f(m) uniformément sur tout compact K de R En particulier, pour 
tout compact K Ç IR, la topologie induite sur ~K(IR) par C(IR) est la topologie de ~K(IR). Il 
en résulte que toute forme linéaire T continue sur C(IR) induit une distribution TE ~'(IR). 
Pour voir qu'elle est d'ordre fini, il faut être plus précis. 

Soit Tune forme linéaire continue sur C(IR). Fixons t:o > 0; il existe ôo > 0 tel que, pour 
toute f E C(IR), on ait 1(T,!)1 < co si d(f, 0) < ôo. 

Soit m;;::: 0 un entier tel que 1/2m < 80/4. 
Si K est un compact arbitraire de IR, et soit cp E ~K(IR) telle que ll'Pll(m) < ôo/8. En 

particulier cp EÇ C(IR), et l'on a Pn,j(cp) < ll'Pllcml < ôo/8 pour tout j <met n;;::: 1; donc: 

~ 1 Pn,j(cp) ~ 1 Ôo ~ 1 ~ Ôo 1 ~ Ôo 
~ 2i 1 + Pn j(cp) < L.J 2i S + . L.J 2i "' 4 + 2m "' 2. 
1=0 ' 3=0 1=m+1 

Par conséquent d(cp,O) < 80/2 < 80, de sorte que l(T,cp)I < t:0. Par homogénéité, on obtient 
l(T,cp)I < (8t:o/ôo) ll'Pllcm) pour toute cp E ~K(IR). Cela signifie que Test une distribution 
d'ordre< m. 

b) Soit co, 80 et m E N comme au a), et soit N ;;::: 1 un entier tel que 1/2N < ôo/2. 
Pour toute cp E ~(IR) telle que PN,m(cp) < ôo/8, on a: 

~ 1 Pn,j(cp) ~ ~ 1 Ôo ~ 1 ~ Ôo 1 ~ Ôo. 
L.J 2i 1 + ·( ) "'L.J 2i S + L.J 2i "'4 + 2m "' 2' j=O Pn,3 cp j=O j=m+l 
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d'où: 

de sorte que l(T,<p)I :::;; eo. Par homogénéité, on obtient l(T,<p)I :::;; (Beo/ôo)PN,m(<p) pour 
toute <p E 9f(ffi'.). En particulier, si (supp<p) n [-N,N] = 0, on a (T,<p) =O. Donc suppT Ç 
[-N, N], et Test à support compact. 

Remarque. Le b) entraîne en fait le a), puisque l'on sait que toute distribution à support 
compact est d'ordre fini. 

2) On sait que toute distribution à support compact est d'ordre fini m. De plus, si N ;;:: 1 
est un entier tel que su pp T Ç] - N, N[, on sait (localisation) qu'il existe une constante 
C > 0 telle que l(T,<p)I :::;; Csup0:,;;j:;;;;msupxEK l<p(i)(x)I = Csup0 ,,;;j,,;;mPN,j(<p) pour toute 
<p E 9f(ffi'.). 

Pour e > 0 arbitraire, posons ô = 2N~m 1 i'c~~b) . Alors, si d(<p, 0) :::;; 8, on a : 

pour tous n;;:: 1 et j;;:: O. En particulier, pour 0:::;; j :::;; m, on a: 

1 1 PN,j(<p) ~ _1_ (e/C) ~ _1_ (e/C) . 
2N 2i 1 + PN,j(<p) "' 2N+m 1 + (e/C) "' 2N+j 1 + (e/C)' 

donc PN,j(<p):::;; e/C, et l'on obtient l(T,<p)I:::;; e. Ainsi, Test continue en 0 sur 9f(ffi'.), pour 
la distance d de C(ffi'.). Comme cette distance est invariante par translation, Test continue 
en 0 sur 9f(R) pour la distance d. 

Il reste maintenant à montrer que 9f(ffi'.) est dense dans C(R), ce qui permettra de pro­
longer, de façon unique, T en une forme linéaire continue sur C(R) (on pourrait utiliser le 
Théorème de Hahn-Banach, mais on ne l'a pas vu dans le cadre des espaces de Fréchet). Or 
si (Pe)e>O est une unité approchée avec Pe E 91(R), on a(!* Pe)(j) = J(i) * Pe-----+ J<n, 

e-+0 
uniformément sur tout compact ; cela montre la densité. 

Remarque. On peut définir explicitement le prolongement. En effet, si x E 9f(R) vaut 1 
sur un voisinage de suppT, on pose (TP,J) = (T,fx), pour toute f E c&"(R). La formule 
de Leibniz permet de voir que rP est une forme linéaire continue sur c&"(R). De plus, pour 
toute <p E 9f(R), on a [supp (l! - x) <p] n (supp T) = 0, donc (T, (l! - x) <p) = 0, de sorte que 
(TP, <p) = (T, <px) = (T, <p). 

3) Toute distribution à support compact est tempérée, par le 2), parce que Y'(R) Ç c&"(R) 
et l'injection canonique est continue car Pn,j(f):::;; qo,j(f) pour toute f E Y'(R), tout n;;:: 1, 
et tout j EN. 
B. 1) a) Soit, comme dans la preuve de la proposition de localisation (Proposition X.4.4), 
p E 9f(R) telle que supp p Ç [-1, 1] et JJR p(x) dx = 1, et soit, pour e > 0, Pe(x) = ~ p(x/e). 
On a supp Pe Ç [-e, e] et JJR Pe(x) dx = 1. On pose Xe(x) = (l!K2 e *Pe)(x) = JK2 e Pe(x-t) dt. 
Alors Xe est indéfiniment dérivable sur fi! et supp Xe Ç K2e + supp Pe Ç K3e· De plus, si 
x E Ke, on a lx - tl > e pour tout t r/. K2e; donc Pe(x - t) = 0, de sorte que Xe(x) = 
JJR Pe(x - t) dt= 1. Finalement, pour tout j EN, on a, pour x ER : 
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d'où la majoration demandée, avec Ci= fu1. IP(il(u)I du. 
b) Utilisons la formule de Taylor; pour 0 ~ j ~ m, il existe (Ji E (0, 1] tel que : 

m-j .1.(i+h)(t) .1.(m+I)(t (J ) 
1/J(j)(t + u) = '""" ..,, uh + ..,, + jU um-i+I. 

~ h! (m - j + 1)! h=O 

Lorsque t E K, on a 1/JU+hl(t) = 0 pour 0 ~ h ~ m - j; donc, si lui ~ 3ë, cela donne 
11/J(j)(t + u)I ~ M êm-i+I, avec M = 3m+l SUPxeKa. 11/J(m+ll(x)I. 

c) On utilise l'argument de localisation (Proposition X.4.4) : comme Xe(x) = 1 pour 
x E Ke, la fonction (I - Xe)?/J s'annule sur Ke; donc supp [(I - Xe)?/J] Ç lR \ Ke, de sorte 
que supp ((I - Xe)?/J] n K = 0. Il en résulte que (T, (I - Xe)?/J) = 0, c'est-à-dire que (T, 1/J) = 
(T, Xe?/J). 

Comme Test d'ordre m, il existe une constante C > 0 telle que l(T,rp)I ~ Cllrpll(m) 
pour toute rp E ~Ka. (JR). En particulier l(T, 1/J)I ~ C llxe?/Jll(m)> puisque (T, 1/J) = (T, xe'l/1) et 
Xe?/J E ~K3.(JR). Or, par la formule de Leibniz, on a, pour x E K3e, grâce au a) et au b): 

j j 

l(xe?/J)(i)(x)I ~ 2:CJlx~i-h)(x)l 11/J(h)(x)I ~ 2:cJ~J~: Mëm-h+I = Kiëm-i+I. 
h=O h=O 

On obtient llxe?/Jll(m) ~ Kë, pour 0 < ë ~ 1. Ainsi l(T,1/J)I ~ CKë. Ceci étant vrai pour tout 
ë > 0, on obtient (T, 1/J) = O. 

d) Si supp T = {O}, Test à support compact; elle est donc d'ordre fini m. Si rp E ~(JR), 
posons: 

m 'P(j) (0) . 
?jJ(x) = rp(x) - 2:-1 - x1 . 

j=O J. 

Alors 1jJ E C(JR) et 1/J(i) (0) = 0 pour 0 ~ j ~ m. Il résulte du c) que (T, 1/J) = O. Si l'on pose 
(-i)i (T i) bt' t (T ) "'m (-<Ul ) D T "'m o<il Cj = j! , x , on o 1en , rp = L..,j=O Cj u , rp . one = L..,j=O Cj . 

2) Soit 1jJ E ~(JR) telle que ?jJ(x) = 1 pour tout x E supp rp. On a 1/Jrp = rp; donc 
(T, rp) = (T, 1/Jrp) = (?jJT, rp). La distribution 1/JT est à support compact, contenu dans K = 
supp?/J. De plus, comme T est d'ordre m, 1/JT est d'ordre m' ~ m. Comme rp<il(x) = 0 
pour tout x E su pp T et tout j = 0, ... , m, on a, en particulier, rp<il ( x) = 0 pour tout 
x E supp(?jJT) Ç suppT et tout j = 0,. . .,m'. Il résulte alors du 1) c) que (1/JT,rp) = 0, et 
donc que (T, rp) = O. 

3) Soit (Uk)i:;;;k:;;;n un recouvrement fini de supprp par des ouverts relativement compacts, 
et soit ('Pkh:;;;k:;;;n une partition de l'unité de supp rp subordonnée à ce recouvrement. On a 
rp = rp1rp + .. · + 'Pn'P; donc (T, rp) = I:~=l (T, '{lk'P) = I:~=l (rpkT, rp). Les distributions Tk = 
tpkT sont à support compact, donc d'odre fini mk.Comme on a, en particulier, rp<il(x) = 0 
pour tout x E suppTk Ç suppT et 0 ~ j ~ mk, le 1) c) donne (Tk,rp) =O. Il en résulte que 
(T, rp) =O. 

Exercice 8 
1) Soit K' un voisinage compact de K contenu dans V. La distribution Tétant à support 

compact, elle est d'ordre fini m, et l'on a (Corollaire X.4.5) : 

l(T,t.p)I ~ C sup sup l'P(j)(x)I 
o,;;j,;;mxeK' 

pour toute rp E ~(11). Comme rp<;/l ---t 0 uniformément sur K' Ç V pour 0 ~ j ~ m, on 
n->oo 

obtient (T, 'Pn) ---t O. 
n->oo 
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2) a) Pour tout k;;?: 1, la formule de Taylor dit qu'il existe (Jk E JO, 1[ tel que : 

( 1) cp'(O) 1 "((Jk) 
cp k = cp (O) + -k- + 2k2 cp k ; 

on a donc 

m ( m ) m ~ cpG) - mcp (0) - cp'(O) logm = cp'(O) ~ ~ - logm + ~ 2~2 cp"(Bk/k). 

Comme la série Lk~l ~ cp"(ek/k) converge (car lcp"(ek/k)I:::;; llcp"lloo), la limite 

existe. Cela montre l'existence de (T, cp). Il est alors clair que T est une forme linéaire sur 

9J(R). De plus, l(T,cp)I:::;; (C + ~~) ll'Pllc2)> où C est la constante d'Euler; donc Test une 
distribution d'ordre :::;; 2. 

Soit K = {O} U {1/k; k ;;::: 1 }. Pour toute cp E 9J(R) telle que (supp cp) n K = 0, on a 
cp(O) = cp(l/k) = O; donc cp'(O) = limk-+oo <p(l/~~~<p(O) =O. Il en résulte que (T,cp) = 0, de 
sorte que suppT Ç K. 

En fait suppT =K. En effet, pour tout k;;?: 2, il existe 't/Jk E 9J(R) telle que 't/Jk(l/k) = 1 
et suppî/Jk Ç ) k~l 'k~l [;alors (T, 't/Jk) = 1 =1- O. Pour k = 1, on prend supp 'f/;1 Ç ]1/2, 2 [telle 

que 'f/;1 (1) = 1. Donc {1/k; k ;;?: 1} Ç supp T, et par conséquent K = {1/k; k ;;?: 1} Ç su pp T. 
b) Soit cpn E 9J(R) telle que 0:::;; 'Pn :::;; 1/.jii,, cpn(x) = 0 six:::;; 1/(n + 1) et six;;?: 2, 

et cpn(x) = 1/fo si 1/n :::;; x :::;; 1. Alors (cpn)n~l converge uniformément vers 0 sur R et 
cpWl(x) = 0 pour tout x E K et tout j ;;?: 1, car 'Pn est constante sur un voisinage de K. 
Pourtant (T, cpn) = L:~=l 'Pn(l/k) = n/ fo = fo-----+ +oo. n-+oo 

Exercice 9 
1) L:;:'=0 Dkk) n'est pas une distribution tempérée car elle est d'ordre infini; par contre 

log lxl en est une car c'est une fonction à croissance lente (elle n'est définie que presque 
partout sur R, mais c'est sans importance), de même que vp (1/x), qui est sa dérivée (voir 
!'Exercice 6, B. 1) a)). 

2) a) Cela résulte de la continuité de T9 sur 9J(R) pour la topologie de .9'(R). 
b) Soit d la distance introduite dans le cours sur .9'(R). Il existe ô > 0 tel que d( cp, 0) :::;; ô 

entraîne cp E V. Posons lm = {O, 1, ... , m}2 et prenons m tel que L(k,n)~I,,,, 2n~k :::;; ô/2. Il 
suffit maintenant de montrer qu'il existe M < +oo tel que Qk,n ('Pi) :::;; M pour 0 :::;; k, n :::;; m, 
pour tout j ;;?: 1, car alors pour 0 :::;; >. :::;; ô/(8M), on aura Qk,n(Àcpj) :::;; ô/8 pour 0 :::;; k, n :::;; m; 
donc d(>.cpj,O):::;; L(k,n)Elm. 2k~n Qk,n(Àcpj) + L(k,n)~Im. 2k~n :::;; (ô/2) + (ô/2) = ô, de sorte 
que Àcpj E V pour tout j ;;?: 1. 

Mais on voit, par récurrence, que pour tout h EN, la dérivée d'ordre h de (1+,!2 l'n est de 

J j) Ph(x) 'R t J ' d d '~ h Al (l+I l)m IPh(x)I a orme (l+x2 ),,,,+h, ou h es un po ynome e egre "' . ors supo:EIR x (l+x 2 )m+h = 
Mh < +oo pour 0 :::;; h :::;; m. La formule de Leibniz nous dit alors que, pour 0 :::;; k, n :::;; m, 
on a: 

Qk,n(cpj) = sup lxncp)kl(x)I :::;; sup (1 + lxl)m t c~ (l ~h~~~+h ( ~) k-hi't/J<k-h) (~) 1 
xEIR xEIR h=O X J J 

k 

:::;; sup ( L C~Mh) 11'1/Jllcml :=M. 
k<;;m h=O 
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c) Comme Àt.pj EV, on a l(T9 , t.pj)I < 1/>.. Par ailleurs, on a t.pj(x) 0 (1+;2)m pour 

tout x E R ; le Lemme de Fatou donne : 

r (1 g(x~)mdx<liminf r g(x)t.pj(x)dx=liminfl r g(x)t.pj(x)dxl l!R. +X J-+OO l!R. J-+OO l!R. 
=liminf l(T9 ,t.pj)I < 1/>.; 

J-+00 

donc g est à croissance lente. 
d) Comme e"' n'est pas à croissance lente, bien qu'elle soit positive et localement 

intégrable sur R, elle ne définit donc pas une distribution tempérée. 

Exercice 10 
1) a) Notons d'abord que ô est une distribution tempérée car elle est à support compact 

(voir l'Exercice 7). On peut aussi le voir directement: l(ô,f)I = lf(O)I < supxEllt lf(x)I = 
qa,a(J) pour toute f E .9'(R). 

On a, pour f E .9'(R) : 

(§ô, J) = (ô, § J) = § J)(O) = 1 J(x) dx = (I, J); 

donc §ô = 1. 
b) On sait que la transformation de Fourier sur .9'(R) est bijective, d'inverse la co­

transformation de Fourier§; donc, pour f E .9'(R) : 

(§1, J) = (I, § J) = l (§ J)(y) dy = [§(§ J)](O) = J(O) = (ô, J), 

et l'on obtient §1 = ô. 
Plus généralement : 

(§yk' J) = (l, § J) = l yk(§ J)(y) dy = (2:i)k l (27riy)k(§ J)(y) dy 

_ 1 r (k) _ 1 - (k) _ 1 (k) 
- (27ri)k lJR. (§f )(y)dy - (27ri)k [§(§f )](O) - (27ri)k f (0) 

= (-l)k (ô(k) J) 
(27ri)k ' . 

P é t • P( ) _ "n k t l ' ~p _ "n (-l)kak s:(k) ar cons quen , s1 y - L.,k=a aky es un po ynome, on a '7' - L.,k=a (21Ti)k u . 

2) Rappelons que la dérivée de toute distribution tempérée est encore tempérée. Pour 
toute f E .9'(R), on a, en posant fi(x) = -27rixf(x): 

(§(T'),J) = (T',§J) = -(T,(§j)') = -(T,§fi) = -(§T,fi) = (27rix(§T),J); 

donc §(T') = 27rix (§T). 
3) a) On sait que Y'= ô; le 2) nous apprend donc que 27rix(§Y) =§(Y') = §(ô) = I. 

On sait, par le 2) de l'Exercice 5 qu'alors 27ri (§Y) = vp (1/x) + K ô. Par conséquent 
§Y= 2!.; vp (1/x) + C ô. 

b) Posons f(x) = J(-x). Alors, pour f E .9'(R), on a: 

la r+= r+= 
(§Y,J)=(Y,§J)= -oo(§j)(y)dy= la (§j)(-y)dy= la (§j)(y)dy 

- - 1 - -= (Y,§ J) = (§Y, J) = -2 . (vp(l/x), J) + C (ô, J). 
7r2 
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Mais (8, j) = j(o) = f (0) = (8, !) et 

(vp(l/x), j) = lim r f(-x) dx = - lim r f(-x) dx = -(vp(l/x),f) j 
e-ta llxl>e X e-ta llxl>e X 

donc §Y= -~vp(l/x) +08. 
11"?.... ... 

Puisque Y+ Y = 1, on obtient 8 = .%1 = §Y+ §Y = 20 8, de sorte que 0 = 1/2. 
c) Il résulte du b) et du 1) b) que l'on a vp (1/x) = .%(27riY - 7rill). Mais § est 

inversible sur .9'(.IR), d'inverse §; on a donc, pour f E .9'(1R!), en utilisant le calcul fait au 
b) : 

,..,......._ -
(§vp(l/x), f) = (vp(l/x), § !) = -(vp(l/x), § !) = -(vp(l/x), § !) 

= -(.%(27riY - 7ril), § f) = -(27riY - 7rill, § § !) 

= -(27riY - 7ril, !) ; 

donc §vp(l/x) = -27riY + 7ril = -7riY + 7riY. Autrement dit, [§vp(l/x)](y) = -7ri si 
y> 0 et [.%vp(l/x)](y) = 7ri si y< O. 

4) a) La fonction Y(x) e-2".\x est intégrable sur .IR; donc: 

(.%[Y(x) e-2,,..\xl)(y) = e-2,,.(.>.+iy)x dx = e . = . . 1+00 [ -211"(.\+iy)x ] x=+oo 1 

a -27r(À + iy) x=a 27r(À + iy) 

b) Notons d'abord que Y(x) e-2".\x est une distribution tempérée, pour tout >. ~ O, 
car c'est une fonction à croissance lente. Pour toute f E .9'(1R!), on a : 

(Y(x) e-2".\x, f) = r= e-2".\x f(x) dx----+ r+°" f(x) dx = (Y,!), 
la .\-+a la 

en utilisant le Théorème de convergence dominée, vu que le-2".\x f(x)I ,;:;; lf(x)I pour tout 
>. > 0; donc Y(x) e-2,,..\x----+ Y(x) dans .Y'(IR!) . 

.\-+a 
c) On a vu dans !'Exercice 4 que : 

1 1 1 ~'(IR) 1 1 1 . 1 1 
2 (>. +. ) = -2 . --., ----+ -2 . --.0 = -2 . [vp (1/y) + i7r8] = -2 . vp (1/y) + -2 8. 

71' iy 11'i Y - iA .\-ta 7ri Y - i 7ri 7ri 

D'autre part, la transformation de Fourier envoyant .9'(1R!) dans lui-même, on obtient, pour 
toute f E .9'(1R!) : 

(§[Y(x)e-2".\x],f) = (Y(x)e-2".\"',§f)---+(Y(x),.%!) =(§Y,!) . 
.\-ta 

C'est en particulier vrai pour f = <p E ~(IR!); donc la convergence a lieu dans ~'(IR!). On 
obtient par conséquent §Y= 2!.i vp (1/y) + ~ 8. 

5) a) Notons d'abord que xT est tempérée si T l'est car (xT, !) = (T, xf) pour f E .9'(1R!), 
et que l'on a (xf)(k) = kf(k-I)(x) + xf(k)(x), d'où Qk,n(xf),;:;; kqk-I,n(f) + Qk,n+i(f), pour 
k ~ 1, et qa, n(xf) = qa,n+i (!). Alors : 

(.%(xT),f) = (xT,§f) = (T,x(.%!)) =-2
1 . (T,.%(!')) =-2

1 . (§T,J') = --2
1 . ([§T]',J); 

7ri 7ri 7ri 

donc §(xT) = - 2!.i [§T]'. • 
b) Comme lxl = x[Y(x) - Y(-x)], on a .%(1xl) = §[x(Y - Y)]. Alors, d'après le a), 

.%[xY(x)] = -_2!.i [§(Y - Y)]'. On a yu au 3), et au 4), que §Y= 2!.i vp SI/y)+~ 8. Par 
ailleurs, Y+ Y= 1, donc §Y+ §Y= §I = 8, par le 1) b); donc §Y= 8 - §Y= 
- 2!.i vp (1/y) + ~ 8. Il en résulte qu~ §(Y - Y) = §Y - §Y = ~ vp (1/y). Il résulte alors 
de !'Exercice 6, B. 3), que [§(Y - Y)]'= -~ Pf (1/y2), et ainsi §(!xi) = -~ Pf (1/y2). 
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