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Préface

L’Analyse Fonctionnelle étudie les fonctions, non pas en tant qu’objets individuels,
mais comme éléments de certains espaces, dits fonctionnels, possédant certaines pro-
priétés en commun. On peut dire que P’on fait de la sociologie des fonctions.

Ce point de vue permet, notamment, de montrer I’existence de certaines fonc-
tions sans avoir besoin de les construire, du moins explicitement. On peut obtenir
par exemple ’existence de solutions d’équations différentielles, ou encore établir le
Théoréme de la représentation conforme de Riemann.

Presque toujours, les espaces fonctionnels utilisés sont des espaces vectoriels topo-
logiques, c’est-a-dire des espaces vectoriels, réels ou complexes, munis d’une topologie
pour laquelle les deux opérations sont continues. Parmi ceux-ci, les plus importants
sont ceux dont la topologie peut étre définie par une norme : les espaces vectoriels
normés ; mais il en existe d’autres : ceux intervenant dans la définition des Distri-
butions, I’espace des fonctions continues sur un ouvert de C pour la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact, utilisé notamment pour prouver le Théoréme
de Riemann de représentation conforme, ou encore les espaces vectoriels normés munis
de leur topologie faible. I’Analyse fonctionnelle s’est donc développée principalement
en se basant sur 1’étude des espaces vectoriels normés ! ; et, plus particuliérement, des
espaces vectoriels normés complets (espaces de Banach). L’intérét d’avoir des espaces
normés complets est que 1’on a en leur sein des propriétés d’ezxistence : pour toute suite
de Cauchy, il eziste un élément qui en est la limite. Les conséquences de cet aspect ont
été poussées trés loin par Banach, via le Théoréme de Baire (voir le Chapitre IV). On
sait qu’une autre voie pour obtenir des résultats d’existence est d’utiliser de la compa-
cité. Pour les espaces normés de dimension infinie (ceux principalement utilisés), les
compacts (pour la topologie de la norme) sont trés petits : ils sont d’intérieur vide;
ils sont, par conséquent de peu d’utilité. L’introduction de la topologie faible dans les
espaces réflexifs, et de la topologie préfaible dans les espaces duaux, remédie & cela
(voir le Chapitre VIII).

1. Bien que, dans les années 1950, on ait cru (Bourbaki) que leur structure était trop pauvre, et que
c’était 1’étude des espaces vectoriels topologiques localement convexes qui devait primer. On pourra
voir dans le livre de D. Li et H. Queffélec Introduction & l’étude des espaces de Banach combien ce
point de vue est erroné. Il convient de saluer ici la mémoire de A. Pelczynski et J. Lindenstrauss,
tous deux disparus en 2012, année pendant laquelle j’écrivais ce livre, qui ont été, entre 1958 et 1964,
4 lorigine du renouveau de I’étude des espaces de Banach.



iv PREFACE

Selon J. Dhombres, la naissance de I’Analyse fonctionnelle remonte & 1748, lorsque
Euler considére des “espéces” de fonctions qu’il traite ensuite de “maniére uniforme”.
Au cours du 19°™¢ siécle, d’autres mathématiciens (Dirichlet, Riemann, .. .) essaieront
d’utiliser cette fagon de voir pour prouver l’existence de certaines fonctions. Mais ils
n’y arrivent pas, faute d’avoir en main les notions de compacité et de complétude.
Néanmoins, la fin du 19°™¢ siécle verra le réel début de I’Analyse fonctionnelle (en
fait celle-ci n’acquiert ce nom qu’en 1922, avec la publication du livre de Paul Lévy
Legons d’analyse fonctionnelle; on parlait avant cela de Calcul fonctionnel).

Comme le dit Paul Lévy dans son livre : On peut, d’une maniére précise, dire
que c’est en 1887 que le calcul fonctionnel prit naissance, lorsque M. V. Volterra
commenga & publier (...) une série de Notes, rapidement devenues célébres, sur ce
sujet. Se basant sur les différents exemples particuliers considérés avant, il envisagea,
de fagon générale, une quantité qui dépend de toutes les valeurs d’une autre fonc-
tion, et qu’il nomme fonction de lignes (car les fonctions sont représentées par des
lignes). Hadamard (1903) emploie le terme de opération fonctionnelle, et se limite au
cas ou cette “opération” est linéaire; il donne & cette occasion la premiére représen-
tation “concréte” des “opérations fonctionnelles” (i.e. les formes linéaires continues)
sur ’espace de fonctions continues sur un segment (cette représentation était toute-
fois peu maniable : elle se présentait sous la forme d’une limite). Peu aprés (1904 ou
1905), dans une lettre & Maurice Fréchet, il dit préférer appeler par fonctionnelles les
“fonctions de fonctions”.

Une deuxiéme avancée est venue de Fredholm. Dirichlet avait cru pouvoir résoudre
le probléme suivant (appelé par la suite “probléme de Dirichlet” par Riemann) : trouver
une fonction harmonique dans un domaine plan, continue jusqu’au bord, et dont
les valeurs au bord sont données. Il donnait la solution en minimisant une certaine
intégrale. A I’époque, les questions d’existence étaient considérées comme allant de
soi. Toutefois, Weierstrass donna en 1869 un exemple pour lequel la borne inférieure
d’intégrales du type considéré n’était pas atteinte ; la résolution compléte du probléme
de Dirichlet ne fut faite qu’en 1896 par Arzels et, indépendemment, par Hilbert en
1897. C’est & partir de I’étude du probléme de Dirichlet que Fredholm a développé,
a partir de 1900, ses travaux sur la théorie spectrale (publiés en 1903). Hilbert en
complétant ses travaux fut conduit & la notion de ce qui fut appelé ensuite 1*espace
de Hilbert”, c’est-a-dire ’espace €3, le premier espace de dimension infinie qui ait été
utilisé.

L’Analyse fonctionnelle est devenue une discipline & part entiére & partir de 1906,
grace & l'introduction de ’intégrale de Lebesgue (1902), et au développement des
notions topologiques (définition par Fréchet des espaces métriques en 1906), permet-
tant d’introduire des espaces normés complets, les espaces LP de Lebesgue. F. Riesz
joua un role prépondérant dans ces débuts de ’Analyse fonctionnelle. Dans les an-
nées 1920, Banach découvrira les théorémes généraux fondamentaux concernant les
espaces normés complets, appelés maintenant “espaces de Banach”. Son livre Théorie
des opérations linéaires (1932) marque 1’aboutissement de toute cette période, ainsi
que le début de I’Analyse fonctionnelle “abstraite”.

L’Analyse fonctionnelle est maintenant 3 la base de pratiquement toute I’Analyse,
et d’autres branches des Mathématiques y font largement appel.



PREFACE v

Disons quelques mots sur le contenu de ce livre.

Il s’adresse principalement aux étudiants de Master 1, mais il pourra aussi rendre
service aux candidats & 1’Agrégation, aux éléves-ingénieurs, ainsi qu’a toute personne
s’intéressant & 1’Analyse fonctionnelle. Il nécessite une bonne connaissance de la To-
pologie générale et de 'Intégrale de Lebesgue. Avoir quelques notions sur les fonctions
de variable complexe sera aussi utile ¢a et la.

Le cours n’a évidemment rien de trés original. On y retrouve ’empreinte de maitres
dont j’ai suivi les cours (il y a longtemps...!), en particulier H. Brézis, J. Dixmier, et
J. Neveu, dont j’ai pu apprécier les remarquables qualités d’exposition, ainsi que du
livre de W. Rudin Analyse réelle et complexe; il est peut-étre plus original par son
traitement de la dualité et des topologies faibles, que 1’on ne trouve habituellement
pas & ce niveau. On y trouve 4 la fois les aspects “abstraits” et “concrets” de 1’Ana-
lyse fonctionnelle, et il permettra 4 ceux qui ’ont bien assimilé de poursuivre des
études dans toute branche des Mathématiques dans laquelle ’Analyse fonctionnelle
intervient.

En ce qui concerne les exercices, ils sont, bien sir, de difficulté et longueur variées ;
néanmoins, je n’ai pas voulu indiquer de niveau de difficulté, car, d’une part, il s’agit
d’une notion trés subjective, et, d’autre part, indiquer un exercice comme étant difficile
pourrait susciter un blocage malvenu. L’ordre dans lequel ils sont rangés n’est pas non
plus un ordre de difficulté, mais plutoét un classement thématique (ou du moins, c’est
ce que j’ai essayé de faire). Une bonne partie de ces exercices ont été donnés en
examen, ou proposés en T.D.; je remercie mes collégues, “et néanmoins amis”, les
Professeurs P. Lefévre et E. Matheron de m’avoir autorisé & puiser dans leurs feuilles
d’exercices. Je les remercie également, ainsi que H. Queffélec, pour I'ingrat travail de
relecture qu’ils ont bien voulu faire, et en me suggérant des améliorations.

Il va de soi qu’il est indispensable, pour en tirer profit, d’avoir sérieusement tra-
vaillé sur ces exercices avant d’en regarder les solutions proposées.

Dans toute le livre K désignera soit le corps R des nombres réels, soit le corps C
nombres complexes. Tous les espaces vectoriels considérés seront réels ou complexes.






Table des matiéres

Préface

I. Espaces normés
I.1. Espaces vectorielsnormés . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
L1.1.Norme . . . . . . . . @ i i i i i e e e e e e e
I.1.2. Quelques exemplesusuels . . . . ... ... .........
I1.1.3. Espacesde Banach . . . . ... .. ..............
I.1.4. Applications linéaires . . . . . ... ... ... .......
I.1.5. Normes équivalentes . . . . . .. . ... ... ........
1.2. Espaces vectoriels normés de dimension finie . .. ... ......
I.2.1. Equivalence desnormes . . . . . . .. ... ... ......
1.2.2. Compacité desboules . . ... ................
L3. Exercices . . . . . . o v v i i e e e e e

I1. Espaces de Hilbert
IL1. Généralités . . . . . . . . . i i i e e e e e
I1.1.1. Définitions . . . . . . . . . . . .. . e
I1.1.2. Propriétés élémentaires . . . . . . . . . .. .. ... .. ..
II.1.3. Orthogonalité . . .. ... ... ... .. ... .......
I1.14. Espacesde Hilbert . . . . ... ... .............
I1.2. Le Théoréme de projection et ses conséquences . . . . . . ... ..
I1.2.1. Le Théoréme de projection . . . ... ... ... ......
I1.2.2. Conséquences . . . . . . v v v v v v v e e e e e
11.2.3. Représentationdudual . . ... ... ... .........
I1.2.4. Adjoint d’un opérateur . . ... ... ... ... ... ...
I1.3. Bases orthonormées . . . . . .. ... .. ... ... ........
I1.3.1. Espaces séparables . . . . . . . .. .. ...
I1.3.2. Systémes orthonormeés . . . . . . .. ... ... .......
I1.3.3. Bases orthonormées . . . . .. .. ... ...........
I1.3.4. Existence des bases orthonormées . . . . ... .. .....
I1.4. Séparabilité de L2(0,1) . . . . . v v v v it e
I1.4.1. Théoréme de Stone-Weierstrass. . . . . . e e e
I1.4.2. Le systéme trigonométrique . . . . . . .. ... ... . ...
IL5. Exercices . . . . . o v v v i it e e e

27
27
27
28
30
31
32
32
34
38
39
40
40
41
43
45
46
46
53
62



viii TABLE DES MATIERES

III. Convolution et intégrales de Fourier sur R 75

IIL1. Convolution . . . . . . . . . . v v it e e 75

III.1.1. Introduction . . . . . .. ... .. ... 75

ITI.1.2. Existence dans le cas “LP — L9 . . .. ... ... ..... 76

II1.1.3. Existence danslecas “L —L®” . . . . ... ........ 79

II1.1.4. Existence dans le cas “L* — L' . .. ... ......... 81

II1.1.5. Propriétés de régularité de la convolution . . . . . ... .. 85

II1.2. Transformation de Fourier . . . . . .. ... ... ... ....... 87

I11.2.1. Transformation de Fourier sur L'(R) . ... ........ 87

I11.2.2. Le théoréme d’inversion . . . . . ... ... ... ...... 91

I11.2.3. Transformation de Fourier sur L2(R) . ........... 94

III.3. EXErciCes . . . . v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e 98

ITI.3.1. Convolution . . ... ... ... ... ... ... 98

I11.3.2. Transformation de Fourier . . ... ... ... ... .... 101

IV. Le Théoréme de Baire et ses conséquences 111

IV.1. Le Théoréme de Baire . . . . . . ... ... ... ... ....... 111

IV.2. Le Théoréme de Banach-Steinhaus . . . . . ... ... ... .... 112

IV.3. Le Théoréme de ’application ouverte . ... ... ... ...... 114

IV4. Exercices . . . . . . v v i i i i i e e e e 119

V. Théoréme de Radon-Nikodym et applications 125

V.1. Mesures réelles et mesures complexes . . . . ... ... ...... 125

V.1.1. Variation d’'une mesure . ... ................ 125

V.1.2. Absolue continuité . . . . ... ................ 130

V.1.3. Mesures singuliéres . . . .. ... ... .. ... ... 131

V.2. Le Théoréme de Radon-Nikodym . . . . . ... ... ... ..... 132

V.3. Applications . . . . . . . .. ... 136
V.3.1. Décomposition polaire d’'une mesure et intégration par rap-

port & une mesure complexe . .. ... ... ........ 136

V.3.2. Caractére complet de A#(S) . . .. ... ... ....... 138

V33.Dualde LP(m) . . . . . . . . oo i 139

VA4 Exercices . . . . . . i v i e e e e e e e e 147

VI. Le Théoréme de Hahn-Banach et ses conséquences 153

VIL.1. Forme analytique du Théoréme de Hahn-Banach . . . . .. .. .. 153
VI.2. Quelques conséquences de la forme analytique du Théoréme de Hahn-

Banach . . ... ... .. . ... . 156

VI1.3. La forme géométrique du Théoréme de Hahn-Banach .. ... .. 159

VI4. Exercices . . . . . .o o i vt ittt e e 165

VII. Notions de Théorie Spectrale 171

VIL.1. Spectre d’'un opérateur . . . .. ... ... ... . ... 171

VIIL.1.1. Opérateurs inversibles . . . . .. ... ... ......... 17

VIL1.2. Spectre . . . . . . o v i it e e e 172

VIL.1.3. Rayon spectral . . . ... ... ... ... ........... 174



TABLE DES MATIERES ix

VIL.2. Opérateurs compacts . . . . . . . . . v v v v v i it et oo 177
VIL.2.1. Propriétés générales . . . ... ... .. ... ... ..... 177
VIL.2.2. Opérateur adjoint . . . . .. ... .............. 179
VIIL.2.3. Propriétés spectrales des opérateurs compacts . . . .. .. 180

VII.3. Théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints dans un espace de

Hilbert . . . . . . . . . e e 184
VIL3.1. Opérateurs auto-adjoints . . . . . ... ... ........ 184

VIIL.3.2. Spectre des opérateurs auto-adjoints dans un espace de Hilbert 185
VII.3.3. Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints com-

PACtS . . . . e e e e e e e e e e 187

VIL.4. Annexe : Théoréme d’Ascoli . ... ................. 189
VILS. Exercices . . . . . . o o v i i ittt e e e 192
VIII. Dualité 199
VIIL.1. Topologie faible . . . .. ... ... ................. 199
VIIL1.1. Définition . . . . . . . . . . .. . i i 199
VIIL1.2. Convergence . . . . . . . oo v v v v i v i i e oo 201
VIII.1.3. Convergence faible dans ’espace des fonctions continues . . 203
VIII.1.4. Quelques propriétés de la topologie faible . . . . . ... .. 204
VIIL.1.5. Métrisabilité . . ... ... ... .. .. ........... 206
VIIIL.2. Topologie *-faible surundual . ... ................ 208
VIIL2.1. Définition . . . . . .. ... ... it 209
VIIL.2.2. Réflexivité . . . . . . . . . . . ... .. .. 211
VIIL.2.3. Métrisabilité . . ... ... ... ... ... ......... 213
VIIL.2.4. Applications . . . ... ... ... ... ... ....... 215
VIIL3. Annexe 1 : Représentation du dual de (L) . . . . ... ... .. 216
VIIL.4. Annexe 2 : Théoréme de Tychonov . . . . .. ... ......... 220
VIIL.4.1. Filtres et ultrafiltres . . . . .. ... ... ... ....... 220
VIIL.4.2. Limite selon un filtre . . .. ... ... ........... 221
VIII.4.3. Compacité et filtres. . . . . . . ... . ... ... ...... 221
VIILS. Exercices . . . . . . .« . o v i e e e e e e e e 223
IX. Espaces de Sobolev 233
IX.1. Introduction . . . ... ... .. .. ... 233
IX.1.1. Equation du pendule . . ... ................ 233
IX.1.2. Stratégie . . . ... ... ... . ... 233

IX.2. Espacesde Sobolev . . . .. .. ... .. .. ... .. 234
IX.2.1. Dérivées faibles. . . ... ... .... ... .. ....... 234
I1X.2.2. Espacesde Sobolev . . .. ... ... ... .. ... ... 237
IX.2.3. Théorémes d’immersion . . . . . .. ... ... ... .... 238

IX.3. Retour & ’équation dupendule . . . . . .. ... ... ... .. .. 240
IX4. EXErcices . . . . ¢ v v v v e e i e e e e e e e e e 244
X. Notions sur les distributions 249
X.1.Définitions . . . . ... 249

X.1.1. Espace de fonctions-test . . . . ... ... ... ... ... 249



X TABLE DES MATIERES

X.1.2. Distributions . . . . ... ... ... L oL, 250
X2. Exemples . . . ... ... 252
X.2.1. Fonctions localement intégrables . . . .. ... ... .. .. 252
X.22.MESUIES « v v v v v e e e e e e e 253
X.2.3. Distributions d’ordre >1 . . .. .. ... ... ....... 255
X.2.4. Valeur principale . . . . . ... ... ... . ... 256
X.2.5. Partiesfinies . . .. ... ... ... ... oo 257
X.3. Opérations sur les distributions . . . . . . ... ... ... ..... 258
X.3.1. Multiplication par une fonction de classe C* . . ... ... 258
X.3.2. Dérivation. . . . . . . . ... 258
X.4. Théoréme de structure . . . . . . . . . . . . oo v i i i 260
X.4.1. Support d’une distribution . . . ... ... ... 261
X.5. Transformation de Fourier. . . . . . ... ... ... ........ 262
X.5.1. Impossibilité de définir la transformée de Fourier pour toutes
les distributions . . ... ... ... .. L. 263
X.5.2. L’espace #(R) de Schwartz des fonctions indéfiniment déri-
vables & décroissance rapide . . . . . ... ... .. ... .. 263
X.5.3. Distributions tempérées . . . . . .. ... ... .. ..... 266
X.6. Exercices . . . . . . e e e 270
XI. Corrigés des exercices 275
XI.1. Exercices du Chapitre I . . . . ... ... ... ... ... ..... 275
XI1.2. Exercices du Chapitre IT. . . . . .. ... ... ... ........ 295
X1.3. Exercices du Chapitre IIT . . . . . . ... ... ... ... ..... 323
XL3.1.Convolution . .............. 0., 323
X1.3.2. Transformation de Fourier . . ... ... ... ... .... 333
X1.4. Exercices du Chapitre IV . . . . . ... ... ... .. ..... 352
XL.5. Exercicesdu Chapitre V.. . . . . . . ... ... ... ... ... .. 363
XI.6. Exercices du Chapitre VI . . . . . .. ... ... ... ....... 375
XL.7. Exercices du Chapitre VII. . . . . ... ... ... ... ...... 383
X1.8. Exercices du Chapitre VIIT . . . . . ... ... .. ... .. .... 393
XL.9. Exercices du Chapitre IX . . . .. ... ... ... .. .. ..... 413
XIL.10. Exercicesdu Chapitre X . . . . . . ... ... ... ..., 421
Bibliographie sommaire 439

Index terminologique 441



Chapitre 1

ESPACES NORMES

Dans ce chapitre d’introduction, on donnera quelques généralités sur les espaces
normés abstraits, avec des exemples, et on traitera le cas des espaces de dimension
finie. C’est essentiellement un rappel des cours de Licence. Ce sera aussi I’occasion de
fixer certaines notations.

I.1. Espaces vectoriels normés

I1.1.1. Norme

Définition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel réel ou compleze. Une norme
sur E est une application, le plus souvent notée || .|| :

II.]I: E— Ry =[0,+o00]
ayant les trois propriétés suivantes :
1) a) ||z|| = 0 pour tout z € E et b) | |z =0 << =z= OJ;

2) [ | Az]| = |A\l |z|l|, Vz € E, VA€ K  (homogénéité) ;
3)[llz+yll < llzll + Iyll|, Vz,y € B (inégalité triangulaire).

Si on supprime le 1) b), on dit que || .|| est une semi-norme. Notons qu’alors 2)
entraine néanmoins que ||0]| = 0.

A partir d’une norme, on obtient une distance sur E en posant | d(z,y) = ||z — yll | .
On définit alors les : .

e boules ouvertes : B(z,r) ={y € F; |z —y|| <r};

e boules fermées : B(z,7) ={y € E; |lz —y|| <},
ce qui permet de définir une topologie sur E ; une partie A de E est ouverte (et on dit
aussi que A est un ouvert de E) si pour tout z € A il existe une boule centrée en z,
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de rayon r = r, > 0, contenue dans A. Il n’y a pas besoin de préciser s'il s’agit d’une
boule ouverte ou d’une boule fermée. En effet, si A contient la boule fermée B(z,r),

o
elle contient a fortiori la boule ouverte B(z, ) ; et, inversement, si A contient la boule

ouverte g(z, r), elle contient la boule fermée B(z,r’), pour tout ' < r. Notons que
’ensemble vide () est un ouvert (puisqu’il n’y a aucun z dans A, la propriété définissant
les ouverts est trivialement vérifiée). L’espace E tout entier est clairement un ouvert.
11 résulte de la définition que toute réunion d’ouverts est un ouvert. Toute intersection
d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert : siz € A= A;N---NA,, et é(z, k) C Agk,
alors é(w,r) C A, avec r = min(ry,...,7s)-

Une partie V' contenant le point zg € E est un voisinage de zy si elle contient une
boule (ouverte ou fermée) de centre zo, de rayon r > 0.

Une partie est fermée (on dit aussi que c’est un fermé) si son complémentaire est
ouvert. Par complémentation, on obtient que () et E sont des fermés, que ’intersection
de toute famille de fermés est encore un fermé, ainsi que toute réunion d’un nombre
fini de fermés.

Si A C F est une partie de E, on appelle intérieur de A, et on note ;1, ou int (A),
le plus grand ouvert contenu dans A (c’est la réunion de tous les ouverts contenus
dans A), et on appelle adhérence, ou fermeture, de A le plus petit fermé contenant A
(c’est I’intersection de tous les fermés contenant A). On note A I’adhérence de A. On
rappelle (c’est facile & voir) que = € 4 si, et seulement si, il existe une suite d’éléments
de A convergeant vers z. On dit que A est dense dans E'si A = E.

Proposition 1.1.2. Toute boule ouverte est un ouvert et toute boule fermée est un
fermé.

Preuve. 1) Soit z € ﬁ(wo,ro) et soit 0 < 7 < 19 — ||z —Zo|| > 0. Pour ||z —y| <,
o
ona |ly—zo|l < lly —z|| + ||z — zo|| < 7+ ||z — zo|| < 70; done B(z,r) C B(zo,70)-
2) Soit = ¢ B(zo,70) et soit 0 < r < ||z — zo|| — ro; alors B(z,r) C [B(zo,70)]%,
puisque, si |y — z|| <, on a |ly — zo|| > [|zo — zl| — llz — yll = llzo — 2| =7 >ro. O

Toutes les notions topologiques précédentes ne font pas intervenir le fait que F
soit un espace vectoriel, ni que la distance est définie & partir d’une norme; elles sont
donc valables dans tout espace métrique. Par contre, on a une propriété spécifique
dans les espaces normés, qui justifie la notation des boules ouvertes : I'intérieur de

B(z,r) est la boule ouverte ﬁ(z,r) et I’adhérence de la boule ouverte é(w, ) est la
boule fermée B(z,r) (voir ci-dessous).

Définition 1.1.3. Lorsqu’un espace vectoriel E est muni d’une norme et de la to-
pologie associée & cette norme, on dit que c’est un espace vectoriel normé, ou, plus
simplement, un espace normeé.

Notation. On notera par Bg la boule fermée B(0, 1) de centre 0 et de rayon 1.
On dira que c’est la boule unité de E.
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Proposition 1.1.4. Si E est un espace normé, alors les applications :

+: ExFEF — FE et KxE — FE
(z,y9) — z+y M\z) — Az

sont continues.

Définition 1.1.5. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe, muni d’une topologie.
On dit que E est un espace vectoriel topologique (e.v.t.) si les applications :

+: ExE — FE et KxE — E
(z,y) — z+y Az) — Az

sont continues.

On dit qu’un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel topologique loca-
lement convexe, ou espace localement convexe (e.l.c.), si tout point posséde une base
de voisinages convezes.

Il résulte de la Proposition 1.1.4, et du fait que les boules sont convexes, que tout
espace normé est un e.v.t. localement convexe.

Preuve de la Proposition 1.1.4. E x E et Kx E sont munis de la topologie-produit,
qui peut étre définie par les normes :

(@, )l = max{|l], [gll} et [l(X )l = max{|A], =[]}

11 suffit ensuite d’utiliser les inégalités :

[z +y) — (@o + yo)ll = l(z — z0) + (¥ — o)l < llz — zoll + Iy — woll;
et :

|Az — Xozol| [l(A = Xo)(z — o) + Xo(z — 20) + (A — Ao)zo|
|

< A =Xol Iz = zoll + Aol llz — ol| + |X = Ao| [|zo]l- U

Corollaire 1.1.6. Les translations :
To: B — FE (a € E)
T — T+4a
et les homothéties :
hy: F — FE (A€ K)
T — AT

sont continues. Ce sont des homéomorphismes (si A # 0 pour les homothéties).

Corollaire 1.1.7. Toutes les boules fermées de rayon r > 0 sont homéomorphes
entre-elles, donc ¢ Bg. Toutes les boules ouvertes de rayon r > 0 sont homéomorphes
entre-elles.

Corollaire 1.1.8. L’adhérence de la boule ouverte é(w, r) est la boule fermée B(z,r)

et intérieur de la boule fermée B(z,r) est la boule ouverte ]%’(a:, T).
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Preuve. 1) L’adhérence de la boule ouverte est évidemment contenue dans la boule
fermée, puisque celle-ci est fermée dans E. Inversement, si y € B(z,r), on a y, =

[e]
le+(1-L)yeB@r)cr|z—[lz+ (1-L)yll=(1-2)llz -yl <r; comme
y= lirr}n_,oo Yn, O Obtient y € é(a:, ).

2) Etant ouverte dans F, la boule ouverte est contenue dans l'intérieur de la boule

fermée. Pour montrer I'inclusion inverse, il faut montrer que si y n’est pas dans la
boule ouverte, alors aucune boule B(y, p) de centre y et de rayon p > 0 n’est contenue

dans B(z,r). Or si y ¢ é(x,r), on a ||y — z|| > r. Pour tout p > 0, le vecteur
z =y + 2 (v — ) est dans B(y, p), puisque [z — y|l = 25 lv — zll = p, mais
n’est pas dans B(z,r), car ||z—z| = ||y + =21 W) - z|=(1+ = x") ly —z|| >

(1+ ”—yf—xu) r > r. Donc y n’est pas dans l'intérieur de B(z,r). O

Corollaire 1.1.9. Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors son adhérence F
aussi.

Preuve. Soit 2,y € F et a,b € K. Il existe z,,,y, € F tels que £, —— et y, — 1.
n—00 n—00

Par la Proposition 1.1.4, on a az+by = limy, - 00 (@Zr, +byy ) ; €t comme az, +by, € F,
on obtient ax + by € F. O

Proposition 1.1.10. L’application z € E — ||z|| € Ry est continue.

Preuve. 11 suffit d’utiliser I'inégalité | Izl = llyll | < llz =yl O

I.1.2. Quelques exemples usuels
1.1.2.1. Espaces de suites

1) a) Il est immédiat de voir que si l’on pose, pour z = (z1,...,Z,) € K™ :

{ lzlli = |z1] + -+« + |znl;
lzllo = max{|z1l,...,|zal},

alors ||.||1 et || - || sont deux normes sur K.

On note £ = (K", || . ||1) et €2, = (K™, || - |loo)-
b) Si p est un nombre réel vérifiant 1 < p < 0o, on obtient une norme sur R™ en

posant :
n
lell, = (Zlmklp)

On note £ = (K", || . [|)-
Seule I'inégalité triangulaire :

(2": |z + yklp) < (zn: lml”) "y (z": |yk|p)1/p
k=1 k=1 k=1
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appelée inégalité de Minkowski, n’est pas évidente; elle peut se démontrer ainsi :
Par convexité de la fonction t € Ry — tP, on a [au + (1 — a)v]? < av? + (1 — a)v?
si0 < « letuv 0. Prenonsa—wgc—lf@lfﬂ—(desortequel—amn—[llj,—‘f'_Uﬁm),
u= J"%ﬁ'; etv= IyII el (i llz|l, = 0 ou ||y|l, = 0, le résultat est évident). En sommant,
on obtient > hei(lzk| + |yk])P < 1, ce qui donne le résultat, puisque
|z + yk| < |zx| + |yk| pour tout £ =1,...,n. O

Une inégalité trés utile est 'inégalité de Hélder. Rappelons que si 1 < p < oo,

1 1
I’exposant conjugué de p est le nombre g vérifiant 5+ a = 1(. Explicitement,

q= p_p—l .On al < g<oo,etpest ’exposant conjugué de g. Ils sont aussi liés par
Pegalité | (p—1)(g — 1) =1].

L’inégalité de Holder s’énonce alors ainsi : si 1 < p < o0 et ¢ est ’exposant
conjugué de p, alors, pour tous zy,...,Zn,¥1,.-.,Yn € K, on a:

Xn: |zkyi] < (i kalp) l/p(i kalq) 1/q
k=1 k=1 k=1

Lorsque p = 2, alors ¢ = 2 : c’est I'inégalité de Cauchy-Schwarz (due, sous cette
forme, & Cauchy en 1821).

Pour montrer I’inégalité de Holder, on part de I'inégalité ab < % + %, poura,b >0
(c’est une conséquence de la convexité de la fonction t € Ry +— t?/p et du fait que
sa dérivée t — tP~! est la réciproque de la dérivée ¢t — t9=! de t — t9/q, comme
on peufrs’en convaincre en faisant un dessin ; mais on peut le voir aussi simplement,
par exemple en étudiant les variations de la fonctlon t & =+ ':; — bt) ; on ’applique
avec a = [zi|/llzllp et b = lyel/|lyll, (on peut supposer [lz]l, > 0 et [lylly > 0), et on
somme. On obtient m S ey |Zeyk] < % + % =1, d’ou l'inégalité de Holder. O

2) Ces exemples se généralisent en dimension infinie.

a) Soit :

co={z=(Tn)n>1 € KN ; limy 00 Zn, = 0} |,

et :

oo = {z = (Tn)n>1 € KN ; (2n)n soit bornée} |;

on les munit de la norme définie par :

I 2llco = SUPp31 [2n] |-

b) Pour 1 < p < 00, on pose :

0o
Zp = {27 = (mn)nBI € KN‘ H Z Iﬂln'p < +OO}
n=1
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on le munit de la norme définie par :

oo
/
el = (3 leal?) 7|
n=1

Le fait que £, soit un sous-espace vectoriel de ’espace des suites, et que ||. ||, soit
une norme sur £, se déduit de l'inégalité de Minkowski (évidente lorsque p = 1),
généralisée comme suit :

(o +ul) < (S leal)” + (S lun)
n=1 n=1 n=1

pour tous z1,Zs2,...,Y1,Y2,... € K. On Pobtient & partir de la précédente en faisant

tendre le nombre de termes vers 'infini : pour tout N > 1,0n a ( 211:;1 | T +yn [P ) 1p <
N 1/p N 1/p 1/p 1/p

(Zn=1 Ixnlp) + (En=1 |yn|p) < (2211 |$n|p) + (Zf:l |’!In|p) .

L’inégalité de Holder se généralise de la méme fagon. Si 1 < p < oo et si g est
I’exposant conjugué de p, on a :

i |Zrnyn| < (i |:1:n|p) l/p( i |yn|q) 1/q ‘
n=1 n=1 n=1

En particulier, lorsque £ = (zn)n € £y €t Yy = (Yn)n € &g, on a zy € 41 et |lzy|1 <
lzllpllyllq-

Les espaces £,, sont en fait des cas particuliers des espaces de Lebesgue L?(m), dont
nous rappellerons la définition ci-dessous, correspondant & la mesure de comptage sur
N*,

1.1.2.2. Espaces de fonctions

1) a) Soit A un ensemble et soit ’espace F,(A) l'espace (que 'on note aussi
£55(A) si on veut privilégier I’aspect “famille d’éléments”) des fonctions bornées sur
A, & valeurs dans K = R ou C. Si I’on pose :

lflloo = sup | f(z)|
TEA

on a une norme, appelée norme uniforme. La topologie associée & cette norme est la
topologie de la convergence uniforme ; en effet, il est clair que ||fr — f|loo — 0 si et
n—o0

seulement si (f,), converge uniformément sur A vers f.

b) Soit K un espace compact et | % (K) | ’espace des fonctions continues sur

K (a valeurs scalaires). Toute fonction continue sur un compact étant bornée, € (K)
est un sous-espace vectoriel de %,(K). On le munit usuellement de la norme induite

[flleo = suP,e i | f(2)I-



I.1. ESPACES VECTORIELS NORMES 7

Notons que, lorsque K = [0, 1], par exemple, on peut aussi munir €([0,1]) de la
norme définie par :

1
1] = /0 £ dt,

qui vérifie || fll1 < [|fllo-
¢) Sur P’espace €*([0, 1]) des fonctions k fois continiment dérivables sur [0, 1],
on peut mettre la norme :

A1 = max{| flloo, 1 Nloos - - -, 1F P lloo} -

2) Les espaces de Lebesgue.
Soit (S, 7, m) un espace mesuré; pour 1 < p < 0o, on note P’espace de

toutes les fonctions mesurables f: S — K = R ou C telles que :

/S [F @) dm(t) < +oo,

R )

Notons que || f||, = 0 si et seulement f = 0 m-presque partout.

et ’'on pose :

Théoréme I.1.11 (Inégalité de Minkowki). Soit 1 < p < co. Pour f,g € £P(m),
on o l’inégalité de Minkowski :

paaram) < ( [1pan) +( [ipam)”
S S S

Il en résulte que £P(m) est un sous-espace vectoriel de 1’espace des fonctions
mesurables et que ||. ||, est une semi-norme sur £?(m). Pour p = 1, 'inégalité est
évidente.

Preuve. La preuve est la méme que pour les suites. On se place dans le cas p > 1.
On peut supposer || f|l, > 0 et ||g|l, > O (car sinon f =0 m-p.p. et alors f+g =g
m-p.p., ou g = 0 m-p.p. et alors f + g = f m-p.p.). On applique l'inégalité de
convexité [au + (1 — a)v]P < auP + (1 — a)v® avec a = [|f|l/(|fll» + ll9ll) € [0,1],
w=|f)|/||f|lp et v=g(t )I/IIgllp Comme a/llfllp = (1-a)/llgllp = 1/(llfll+lgll),

N IGIESR0) ,
ona (i) < e OF + o

(7O +lg(®)) o » l-a .
/S (1 £fllp + Nglln)P dm(t) < ||f||§/s|f(t)| dm(t) + T /slg(t)l dm(t)

Ig(t)l” d’ou, en intégrant :

lgllp

=a+(l-a)=1;

cela donne le résultat puisque |f(t) + g(t)| < |f(¢)] + |g(t)|- ]
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On a vu que || . ||, n’est pas une norme en général, puisque || f|, = O si et seulement
f = 0 m-presque partout. Si .4 désigne ’espace des fonctions mesurables f: S — K

nulles m-presque partout, ’espace-quotient | L?(m) = £P(m)/ AN I est alors normé si

Pon pose || I, = [|fllp (voir PExercice 15).

Dans la pratique, on ne fera pas de distinction entre la fonction f et sa classe
d’équivalence m-presque partout f, et on écrira donc f € LP(m) au lieu de f €
£P(m). Toutefois, il faut parfois faire attention, notamment lorsque ’on manipule
des quantités non dénombrables de fonctions. Cette distinction peut déja intervenir
pour des questions de mesurabilité. On peut aussi le voir sur ’exemple suivant :

Soit & ’ensemble de toutes les parties finies de [0,1]; _pour tout A€ %, on a,
relativement & la mesure de Lebesgue, I4 = 0 p.p.; donc 1, 4 =0. Mais, d’un autre
c6té, sup gc# La(z) = 1 pour tout z € [0,1]; donc (supycg I4) = 1

Comme pour les suites, 'inégalité de Holder est trés utile.

Théoréme 1.1.12 (Inégalité de Holder). Sil < p < oo et si g est ’exposant conjugué
de p, on a, pour f € LP(m) et g € £9(m), I’inégalité de Holder:

[isaiam< ([ |f|"dm)l/p( / lgr’dm)”q

Pour p = g = 2, on 'appelle inégalité de Cauchy-Schwarz :

[issldm< ([ 17 dm) 1/2( [1otam) v

si f,g € £?(m) (elle a été démontrée par Bouniakowski en 1859 et redémontrée par
Schwarz en 1885 elle généralise I'inégalité pour les sommes démontrée par Cauchy).
Elle se démontre de la méme fagon que pour les sommes, en intégrant au lieu de
sommer.

Preuve. On peut supposer ||f|l, > 0 et ||g]lq > O car smon f =0m-p.p.oug=0
m-p.p., et alors fg = 0 m-p.p.. On utilise I'inégalité ab < & + = avec a = |f(®)|/IIfllp
et b=1g(t)|/|lgllq- En intégrant, on obtient :

1£(8) 9(0) Waos @)l 11
—dm(t) < - dmt+ dm(t)=-+-=1,
s 17 Tolle ™0 < 5 o e O+ g s Tag 0 =5 TG
d’ou le résultat. O

Comme application on a le résultat suivant.

Proposition 1.1.13. Soit (S, 7, m) un espace mesuré de mesure finie. Alors, pour
1< p1 <p2 <00, 0on a ZLP2(m) C ¥£P(m) C L (m). De plus si m(S) =1 (c’est-
a-dire que m est une mesure de probabilité), alors ||fll1 < ||fllpy < || fllps pour toute

f € £P(m).
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Preuve. On peut supposer p; < ps. Posons p = p2/p;. Comme p > 1, on peut utiliser
P’inégalité de Holder :

[ an < ( [ 19dm) l/q( Jaseypam) " m(s)e( [ 11 am) "

11
d’ott [|fllp, < [m(S)]7r 772 | fllp,-
La seconde inclusion s’obtient en remplagant py par p; et en prenant p; =1. O

Remarque 1. Au contraire, pour les espaces £,, on a les inclusions inverses; pour
I<pr<p2<oo:
El gepl gepg Qcogfoo-

De plus [|z[loo < [[llp, < lIzllp, < [|2]l1 pour tout z € &;.
En effet, si z € £, Y oo [Za|P? < +00; donc z, — 0. De plus, pour tout n > 1,
n—oo

1/p
|zl < (Xazi l2nl??)"™ = |lzllp, ; done [lzlleo = suPp31 |2n| < [l2]lp,-

Maintenant, si € £, n’est pas nul, posons 2’ = z/||z||p,- On a ||z'||,, = 1,
C’est-a-dire Y o, |z}, [P* = 1. Il en résulte que |z, [P* < 1, et donc |z,| < 1, pour tout
n > 1. Alors, pour tout n > 1, |z, |P2 < |z!,|P*, puisque pa > p;. Il en résulte que
Yon=1 1ZnlP? < X0 [z [Pt = 1, cest-a-dire que ) _; |2n[P* < [|z|5?. Donc z € £,
et [|z]lp, < ll2llp,- 0

Remarque 2. Par contre, il est important de noter que |$”1 (R) € £P2(R) | pour

tous p1 # pa.

En effet, si p; < po, la fonction définie par f(t) = 1/t1/P2 pour 0 < t < 1, et par
f(t) = 0 ailleurs, est dans .ZP*(R) car p; /p2 < 1, mais pas dans .£P2(R). Si p; > p2,
alors la fonction définie par f(t) = 1/t1/P2 pour t > 1, et f(t) = 0 pour ¢t < 1, est
dans #P1(R) car cette fois-ci p;/p2 > 1, mais n’est pas dans .ZP2(R).

1.1.3. Espaces de Banach

Définition 1.1.14. Une suite (x1); d’éléments d’un espace normé E est dite suite
de Cauchy si :

(Ve >0) (3N >1) ki>N = |zx—az| <e.

Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.1.15. On dit qu’un espace normé est complet si toute suite de
Cauchy est convergente. On appelle espace de Banach tout espace normé
complet.
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Exemples.

a) Il est immédiat de voir que £; = (K", || ||,) est complet pour 1 < p < oo

b) Les espaces ¢y et £, pour 1 < p < oo sont complets (Ezercice 3).

¢) (F(K), |- llso) est complet : toute suite uniformément de Cauchy est uniformeé-
ment convergente, et si elles sont continues, la limite est continue.

Par contre, (¥([0,1]), . |l1) n’est pas complet (Ezercice 3).

d) (£*([0,1)),].lloo) n’est pas complet pour k > 1, mais (¥*([0,1]), ||.[|®) est
complet.

e) Les espaces de Lebesgue sont complets. C’est ’objet du théoréme suivant.

Théoréme 1.1.16 (Théoréme de Riesz-Fisher). Pour tout espace mesuré
(S, Z,m), et pour 1 < p < 0o, l’espace LP(m) est un espace de Banach.

E. Fisher et F. Riesz ont en fait démontré, indépendamment, en 1907 que L3([0, 1])
est isomorphe & /5 ; cela repose essentiellement sur le fait que L2([0,1]) est complet
(voir le Chapitre 2 sur les espaces de Hilbert) ; c’est pourquoi on donne le nom de
Riesz-Fisher & ce théoréme, démontré en fait, pour LP([0,1]) et 1 < p < oo, par F.
Riesz en 1910 (et pour le distinguer des nombreux autres théorémes dus & F. Riesz).

Preuve. Soit (F,), une suite de Cauchy dans LP(m). Choisissons un représentant
fn € £P(m) de F,.

a) Comme la suite est de Cauchy, on peut construire une sous-suite (fy,); (avec
ny <ng < ---) telle que :

1
| frps: = Frellp < ok Vk > 1.
Posons :

k
gk = ijl If’nj+1 - fn_.,l
g = E;x;l |f’ll-j+1 - fn,l ‘

Ces fonctions sont mesurables et 1’on a, :

Eo

k k
1
lgelle < DM fnss = Frllle =D Unges = Falls < 3 55 <

Jj=1 Jj=1 J=1

Le Lemme de Fatou, appliqué 4 la suite (¢7)x>1, donne :
/ gPdm < liminf/ gi dm = liminf ||gx [P < 1
S k—o00 S k—o0

La fonction g” est donc intégrable. En particulier elle est finie presque partout ; donc
g aussi. Cela signifie que la série 5, -, (frxss (t) = fny () converge absolument, pour
presque tout t € S.

Posons alors :

f(t) — fm (t) + kz=:1 (fnk+1(t) - fnk (t)) si g(t) < +o00;

0 sinon.
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Alors f est mesurable et :
f(t) = lim f,, (t) pour presque toutt € S.
k—o00
b) Il reste & voir que la suite (fy), converge vers f dans #P(m), c’est-a-dire pour

la (semi)-norme ||. ||p.
Soit € > 0. Comme la suite est de Cauchy, il existe un entier N > 1 tel que :

k>N = |fa—filp <e.

Pour k > N, le Lemme de Fatou donne :
J 17 = e dm < timin [ 1fo, - fipdm <.
S I Jg

On en déduit d’abord que (f — fx) € £P(m), donc que f = (f — fx) + fx € LP(m);
et ensuite, puisque € > 0 est arbitraire, que limg_,o0 || f — fillp = 0.

c) Finalement si 'on note F' € LP(m) la classe d’équivalence m-presque partout
de f, on a limg—yo0 || F — Fi|lp = limg—oo || f — fillp = 0. o
Remarque. Notons qu’au passage, on a prouvé le trés important résultat suivant
(on ne fera plus désormais de distinction entre une fonction et sa classe d’équivalence
presque partout) :

Théoréme 1.1.17. Si f, — f dans LP(m), avec 1 < p < 0o, alors on peut
n—00

extraire une sous-suite (f,, )x qui converge presque partout vers f.

Remarque. La suite elle-méme peut trés bien ne converger nulle part.
Par exemple, sur S =0, 1], soit f, = I , ,,,1 lorsquen =2%+1,0<I<2k~1:
] o]

—
1 - | |
7 e ! 1Y = ! |
‘ 1 | |
| | |
0 12 1 0 12 1
i M M
-t
-

|
0o 14 1 0 14 12 1 0 12 341 0o 3 1
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Alors, || fallp = 775 pour 28 < n < 25+ —1; donc fn——0 dans LP([0,1)),

mais pour aucun ¢ €0, 1[, la suite (fx(t)),, n’est convergente. Toutefois, la sous-suite
(f2%)k>0, par exemple, converge ponctuellement vers 0.

I.1.4. Applications linéaires

Pour les application linéaires, on a un critére trés simple, et trés utile, de continuité.

Proposition 1.1.18. Soit (E,|.||g) et (F,||.||r) deuz espaces normés et soit
T: E — F une application linéaire. Alors T est continue si et seulement s’il
eziste une constante K > 0 telle que :

[17@)lIr <K lzlz, Vz€E].

Preuve. Il est clair que cette propriété entraine la continuité de T car on a, grace &
la linéarité :

IT() -TWlr < Klz-yle, Ve,yekE;

T est donc méme lipschitzienne.
Inversement, si T' est continue en 0, on a, par définition :

BK>0) [ly-0le=lylle </K = |TWlr=IT()-TO)r<1.

1
Pour tout z € E, non nul, posons y = K—"x"—w; on a ||ly||le = 1/K et 'implication
E

ci-dessus donne, grace 4 ’homogénéité de T et de la norme :

1
i IT@)r <1,
K|zl e
d’ou |T(z)|lr < K ||z||g. Comme cette inégalité est évidemment vraie pour z = 0,
cela montre la Proposition 1.1.18. O
On a donc sup, 4 IIIIL(I:TI);IF < 4o00. La proposition suivante est alors évidente :

Proposition 1.1.19. Soit T: E — F une application linéaire continue. Si
T

Pon pose| ||T|| = sup IT@)llx , alors :
a#0 ||zle

IT@F <IT|llzlls, VzeE|

IT|| est donc la plus petite constante K > 0 apparaissant dans la Proposi-
tion 1.1.18.
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Proposition 1.1.20. On a aussi

ITI= sup |T(z)llr = sup |T(z)llF |

z||p<1 z||g=1

Preuve. Appelons S la premiére expression et S; la suivante. On a bien sir S; < 5,
et aussi S < ||T||, puisque || T'(z)||r < ||T|| si ||z||le < 1, par définition de ||T]|. Il reste
a voir que ||T|| < S ; mais :

IT(2)llr
T :sup—=sup”T ” < S,
171 =52 g = 28 |7 () - <
car z/||z||g est de norme 1. O

Proposition 1.1.21. Soit Z(E, F) l’espace de toutes les applications linéaires con-
tinues de E dans F. L’application T — ||T|| est une norme sur £(E, F), appelée la

norme opérateur.
Si F est complet, Z(E, F) aussi.

Preuve. Le fait que ce soit une norme est facile & vérifier.
Supposons F' complet, et soit (T),), une suite de Cauchy dans Z(F, F). Alors,
pour tout z € E, la suite (Tn(w))n est de Cauchy dans F, en vertu de l'inégalité :

1Tn(z) — Ti(@) |l r < |Tn — Till [l &- (L1)

Elle converge donc vers un élément T'(x) € F'. Il est facile de voir qu’alors T: E — F
est linéaire. Elle est continue car :

ITzlr = lim [ Telle < limsup |Tull 2]z < (sup IZa]) llzllz
nz

et car (sup,s; | Tx|) < +oo puisque toute suite de Cauchy est bornée.
Pour finir, en faisant tendre k vers l'infini dans (I.1), on obtient :

IT.(z) ~ T(@)llp < (limsup T, ~ Ti]) lell=
—00

pour tout z € E, de sorte que ||T, — T'|| < limsupy_,o || Tn — Tk||, qui tend vers 0
quand n tend vers l'infini, puisque (T,), est de Cauchy. Donc (T;,), converge vers T'
pour la norme opérateur. O

En particulier, si F =K, Z(E,K) est toujours complet.

Définition 1.1.22. Z(E,K) est noté E* et est appelé le dual de E. C’est
toujours un espace de Banach.
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Notons que E* est le dual topologique de E, et est strictement plus petit que le
dual algébrique, ’espace de toutes les formes linéaires, de E, du moins si E est de
dimension infinie (voir ’Exercice 8).

La norme de ¢ € E* est donc définie par :

T
ol = llellz = sup 2 = sup o (@) = sup o (@)].
o0 Izl jen<i llel=1

Notation. On utilise souvent la notation | (p, z) = ¢ (z) |.

Définition 1.1.23. Si lapplication linéaire T: E — F est bijective continue et si
T~ ': F — E est continue, on dit que T est un isomorphisme (d’espaces normés)
entre E et F.

On dit que E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre E et F'; on
dit qu’il sont isométriques s’il eziste un isomorphisme isométrique T: E — F.

Notons que dire qu’une application T: E — F' est isométrique signifie que ’on
a | T(z1) — T(x2)||Fr = ||z1 — z2||g pour tous z1,z2 € E. Lorsque T est linéaire,
cela s’exprime par ||T(z)||r = ||z||lg pour tout z € E; T est donc en particulier de
norme ||T|| = 1. Toute isométrie est injective ; dire qu’elle est bijective équivaut donc
3 dire qu’elle est surjective. Dans ce cas, T~! est aussi une isométrie; elle est donc
automatiquement continue.

Dire que T est un isomorphime signifie que T est linéaire bijective et qu’il existe
deux constantes 0 < a < 8 < oo telles que

lallzllz < |Tzllr < Bllels| pour tout z € E.

En effet, si T est un isomorphisme, la continuité de 7~ permet d’écrire : | T~ y|| g <
1T lyllr pour tout y € F, soit ||z||g < ||T7!||||Tz||r pour tout z € E. On a
donc la double inégalité, avec a = 1/||T}|| et B = ||T|. Inversement, si on a cette
double inégalité, alors T est continue et | T'|| < 8 et T~ ! est continue et || T }| < 1/q,
puisque « |7 'y||g < |lyl| pour tout y € F.

On peut aussi remarquer que 'inégalité de gauche entraine I'injectivité de T'.

1.1.5. Normes équivalentes

Définition 1.1.24. Soit E un espace vectoriel muni de deuz normes ||.|| et ||| . ||| On
dit que ||| . ||| est plus fine que ||.]|| (et que ||.|| est moins fine que |||.|||) s’il eziste une
constante K > 0 telle que :

lzll < Klllzll], Vz € E.
Cela équivaut & dire que 1'application identité :
idg: (B, |- 1Il) = (&, -11)

est continue.
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Cela équivaut encore & dire que :
By 11(0,7/K) € By (0,7);

les boules pour ||| . ||| sont donc “plus petites” que les boules pour ||.|| : elles séparent
mieux les points ; plus précisément, la topologie définie par ||| . ||| est plus fine que celle
définie par ||.]| (il y a plus d’ouverts).

Exemple. Dans €([0,1]), la norme ||. || est plus fine que la norme || . ||;.

Définition 1.1.25. On dit que deuz normes || .|| et ||| . ||| sur ’espace vectoriel E sont
équivalentes s’il existe deux constantes Ky, Ko > 0 telles que :

Ky |lz]| < [llzlll < Kzllzll, Vz€E.

En d’autres termes, chacune est plus fine que ’autre.

Cela revient & dire que I’application identité idg réalise un isomorphisme de FE
sur lui-méme (ou plut6t de £ muni de || .| sur E muni de |||.|||). Cela revient aussi
a dire que || .|| et ||| . ||| définissent la méme topologie sur F.

Exemples.
1) Dans K™, les normes || . ||, pour 1 < p < oo sont équivalentes :

[2lloo < llllp < llzlls < 7 1]l co-

On va voir qu’en fait toutes les normes sur K™ sont équivalentes entre-elles.
2) Dans %([0,1]), les normes || . |loo €t ||. ||z ne sont pas équivalentes, comme on
peut le vérifier facilement (voir par exemple 1’Exercice 2).

I.2. Espaces vectoriels normés de dimension finie

I.2.1. Equivalence des normes

Théoréme 1.2.1. Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes entre-elles.

Preuve. 1) Soit ||.|| une norme arbitraire sur E. Nous allons montrer qu’elle est
équivalente & une norme particuliére sur F, de sorte que, par transitivité, deux normes
arbitraires seront équivalentes.
. . n
2) Soit {e1,...,e,} une base de E. Si z = > ;_, &xex, on pose :

lzll = max{|&],. .., [€al} -
Ainsi, (E, ||| |ll) est isométrique & (K™, ||. [loo) = €2 (K), par I’application

V: K" — E
a=(ai,...,an) — V(&)= r_;arer.
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On a de plus :

n n
el < 3 e el < (; leel). max [&l = K [l

3) Cela signifie que I’application identité idg: (E,|||.|||]) = (E,]|.||) est continue.
Alors, ’application :
N: (B — Ry
z — ]l

est aussi continue, par la Proposition 1.1.10.
4) Soit :
={a=(a1,...,an) €K"; |lallc = 1}.
C’est une partie fermée et bornée, donc compacte, de K (on notera que la norme
|| loo définit la topologie usuelle sur K™). Donc :

S={zeE; ||l =1}

est une partie compacte de (E, ||| . |||) (par isométrie : S = V(S)).

5) 11 en résulte qu’il existe o € S tel que ||zo|]| = N(zo) = infzes N(z) =
infzes ||z||. Comme zo # 0 (puisque [||zo]|| = 1), on a ¢ = ||zo]| > 0. Cela signifie
que :

(Vz € S) llz]| = ¢
Par homogénéité (pour tout = # 0, ' = z/|||z||| € S), on obtient :
(Vz € E) llzll = clllll,
ce qu'il fallait démontrer. O

Remarque. Au passage, on a montré :

Corollaire 1.2.2. Tout espace normé de dimension finie n est isomorphe &
K", muni de l'une de ses normes usuelles.

Il en résulte :

Corollaire 1.2.3. Si FE est un espace normé de dimension finie, ses parties
fermées bornées sont compactes.

Corollaire 1.2.4.
1) Tout espace normé de dimension finie est complet.
2) Tout sous-espace vectoriel de dlmensmn finie dans un espace normé est
fermé dans cet espace.
3) Si E est un espace normé de dimension finie, alors toute application
linéaire T: E — F dans un espace normé arbitraire est continue.
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Preuve. 1) résulte immeédiatement du Corollaire 1.2.2, et 2) de ce que tout sous-
espace complet est fermé. Pour le 3), il suffit de remarquer que si {ej,...,e,} est une
base de E, et ||| . ||| la norme associée comme dans la preuve du Théoréme 1.2.1, alors,
pourz =Y p_;arex € E,ona:

IT@lr < (3 IT(ex)lr) maxfaxl = Cllizll < C K |lz]s,
k=1 =

puisque ||| . ||| et || . ||z sont équivalentes. O

On fera attention, par contre, que si c’est ’espace d’arrivée qui est de dimension
finie, la continuité n’est pas automatique (puisqu’il existe des formes linéaires non
continues, si E est de dimension infinie : Exercice 8).

1.2.2. Compacité des boules

Nous avons vu dans la preuve du Théoréme I1.2.1 que le point essentiel (via le
Corollaire 1.2.3) est que les parties fermées bornées d’un espace normé de dimension
finie sont compactes. Notons qu'’il est équivalent de dire que toutes les boules fermées
sont compactes. Nous allons voir que cela n’arrive en fait qu’en dimension finie.

Théoréme 1.2.5 (Théoréme de Riesz, 1918). Si un espace normé E posséde
une boule compacte B(xzo,r), de rayon r > 0, alors il est de dimension finie.

On en déduit que dans un espace de dimension infinie, les compacts sont “trés
minces” :

Corollaire 1.2.6. Si E est un espace normé de dimension infinie, alors tout
compact de E est d’intérieur vide.

En effet, si K est un compact d’intérieur non vide, il contient une boule fermée de
rayon > 0, qui est donc compacte, et donc F est de dimension finie.

Notons que si une boule est compacte, c’est forcément une boule fermée. D’autre
part, si une boule, de rayon > 0, est compacte, alors toutes les boules fermées le
sont, puisqu’elles sont homéomorphes entre-elles (celles de rayon nul étant de toute
fagon compactes). Il suffit donc de montrer que si E est de dimension infinie, alors sa
boule-unité Bg n’est pas compacte. Pour cela, on utilisera un lemme.

Lemme I.2.7 (Lemme de Riesz). Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace
normé E, qui n'est pas E tout entier. Alors, pour tout nombre § tel que 0 < § < 1, il
eriste x € E tel que :

el =1
dist (z, F) > 1—6.
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Rappelons que :
dist (z, F') = inf ||z — y||.
yEF

Si F' est de dimension finie, un argument de compacité permet de montrer qu’en
fait on peut choisir un tel z € FE, de norme 1, avec dist (z, F) = 1, mais nous n’en
aurons pas besoin. Dans le cas de ’espace euclidien (R™, || . ||2), il suffit de prendre z
de norme 1 et orthogonal & F' (car alors, pour tout y € F,on a ||z—y||2 = ||lz||3+ ||y,
par le Théoréme de Pythagore ; donc dist (z, F') > ||z||2 = 1, d’ou P’égalité car ||z|| >
dist (z, F), puisque 0 € F'). C’est pourquoi ce lemme est parfois appelé Lemme de la
quasi-perpendiculaire.

Preuve du Théoréme de Riesz. Soit F un espace normé de dimension infinie.
Fixons un nombre § €]0, 1[; par exemple § = 1/2.
Partons d’un z; € E, de norme 1, et prenons pour F' le sous-espace vectoriel F;
engendré par z;. Comme il est de dimension 1, il est fermé, et n’est pas égal & F,
puisque F est de dimension infinie. Le lemme donne un zo € E, de norme 1 tel que :

”332 - .’L‘]” > dist ($2,Fl) > 1/2.

Prenons ensuite pour F' le sous-espace vectoriel F; engendré par x; et zo. Il est de
dimension 2 (car z5 ¢ F}), et est donc fermé, et différent de E'; il existe donc z3 € F,
de norme 1 tel que :

|z — z1]|| et ||zs — z2|| > dist (z3, F2) > 1/2.
Comme FE est de dimension infinie, on peut itérer le procédé indéfiniment. On
obtient une suite (zx)x>1 de vecteurs de norme 1 telle que :
lze —zull 2 1/2, VE#L
Cette suite ne peut avoir aucune sous-suite convergente. Comme elle est contenue
dans la boule-unité de E, cette boule n’est pas compacte. O

Remarque. On a en fait démontré un peu plus que ce qui était énoncé, i savoir que
si E est de dimension infinie, sa sphére unité Sg n’est pas compacte (noter que Sg
est fermée dans Bg ; donc si Bg est compacte, Sg aussi).

Preuve du lemme. Comme F # E, on peut trouver zo € E tel que 2o ¢ F. Comme
F est fermé, on a :

d = dist (zo, F') > 0.

Comme 0 < § < 1, on a > d et ’on peut donc trouver un yo € F tel que

llzo —yol|l < d/(1—4). 1l ne reste plus qu’a “corriger” zo par yo et & normer ce vecteur :
. Zo — .
soit 7 = 2 Y0 cest bien un vecteur de norme 1 et, comme yo + ||zo —y||y € F,

”500 - yoll ’
on a:

1
lz —yll = m “(mo = %0) — [|Zo — %ol y||

1 - d
> ———dist (g, F) = ——— >1-
> Tao —go] B0 0 F) = =51 2

pour tout y € F. 0

4,
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1.3. Exercices

Exercice 1.
Montrer que By, = {f € L?([0,1]); |f| < 1 presque partout} est fermé dans
L*([0,1]).

Exercice 2.
Soit dp: €([0,1]) — K la forme linéaire définie par éo(f) = f(0). Montrer qu’elle
est continue pour la norme || . ||oo, mais pas pour la norme ||.||;.

Exercice 3.

1) Montrer que cq est fermé dans £o.

2) Montrer que les espaces cg et £, 1 < p < 0o sont complets.

3) Montrer que (%([0,1]), || - |l1) n’est pas complet.

4) On rappelle qu’une fonction ¢: I — R définie sur un intervalle I de R est
convexe si ¢ (tu+ (1 —t)v) < tp (u) + (1 — )¢ (v) pour tous u,v € I et t € [0, 1].

Soit ¢: Ry — Ry une fonction convexe strictement croissante telle que ¢ (0) = 0.

a) Montrer que ¢ est continue sur R.. et bijective.

On note £, ’ensemble des suites de nombres complexes £ = (£, )n>1 pour lesquelles

il existe C > 0 tel que Y o) ¢ (|z4|/C) < +00 et on pose :

lzll, = inf {C > 0; 352, ¢ (|zal/C) < 1}

b) Montrer que £, est un espace vectoriel et que ||. ||, est une norme sur £, (on
montrera que Y o, ¢ (|zal/||zlly) < 1). On dit que £, est un espace d’Orlicz.
c) Montrer que £, est complet.

Exercice 4.

Soit (X, d) un espace métrique. On note Lip (X) ’ensemble des fonctions lipschit-
ziennes, & valeurs réelles, sur X. Pour f € Lip (X), on note Lip (f) la constante de
Lipschitz de f, & savoir Lip (f) = sup{% s T,y € X,z # y}

1) Montrer que Lip (X) est un espace vectoriel.

2) Soit a € X. Pour f € Lip (X), on pose || f||Lip,e = |f(a)| + Lip (f).

a) Montrer que || ||Lip,o €st une norme sur Lip (X).

b) Montrer que si b est un autre point de X, alors le norme || || Lip,» €st équivalente
a la norme || ||Lip,a-

¢) On suppose que X est un espace vectoriel normé (et que d est la distance
associée & la norme de X). Montrer que toute forme linéaire continue sur X est dans
Lip (X), et que I'on a ||¢||Lip,0 = [|¢llx+ pour toute ¢ € X*.

3) On revient au cas d’un espace métrique (X, d) quelconque. Montrer que Lip (X)
est complet pour n’importe quelle norme || f||zip,a-

Exercice 5.

Soit ¥([0,1]) l’espace vectoriel (réel) des fonctions f: [0,1] — R contintiment
dérivables. On pose, pour f € 1([0,1)) : || f|| = ([f(0)]* + fo1 | (t)|? dt)1/2.

1) Montrer que I’on définit ainsi une norme sur ([0, 1]).

2) Montrer que si la suite (fn)n>1 converge pour cette norme, alors elle converge
uniformément sur [0, 1].

3) On pose fp(t) =t"(1 —t), n > 1. Calculer | f,||.
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Exercice 6.

1) Soit %»(R) ’espace des fonctions continues bornées sur R muni de la norme
uniforme. On considére l’application linéaire T': €,(R) — %3(R) définie par (T'f)(z) =
3f(z) — 2f(z + 4). Montrer que T est continue et calculer ||T||.

2) On considére la forme linéaire ¢: co — R définie par ¢ (u) = Y > ; % Montrer
qu’elle est continue et calculer sa norme. Montrer que sup |[p(z)| n’est pas atteint.
Exercice 7. lzllo <1

On identifie ’espace My(R) des matrices réelles d’ordre d avec 1’espace des appli-
cations linéaires (automatiquement continues) de R¢ dans lui-méme. Pour 1 < p < oo,
on note ||. ||, la norme sur My(R) associée & la norme ||. ||, sur R%.

1) Montrer que si A = (a;,j)1<i,j<d € Ma(R), alors ||Al|1,1 = max;¢j<d Z?zl s, 1.

2) Déterminer de méme ||Al|c0,00 €n fonction des coefficients de A.

3) Pour A € My(R), on note A* la transposée de A. Montrer que ||Al22 =
sup{v/\; X valeur propre de A*A} (utiliser une base orthonormée de vecteurs propres
de A*A).

Exercice 8.

Montrer que sur tout espace normé de dimension infinie, il existe des formes li-
néaires non continues (on commencera par considérer une suite de vecteurs linéaire-
ment indépendants et on construira une forme linéaire non continue sur le sous-espace
vectoriel qu’ils engendrent).

Exercice 9.

Montrer qu’un espace vectoriel normé est complet si et seulement si toute série
absolument convergente, c’est-a-dire telle que Y - [|zn|| < +oo (on dit aussi série
normalement convergente) est convergente (on montrera que de toute suite de Cauchy
(Un)n>1, On peut extraire une sous-suite (Un,)k>1 telle que D po ) Unpyy — Uny|l <
+00).

Exercice 10.

Soit X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé et T: X — Y une
application linéaire continue. On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
IT(z)|| = c||z|| pour tout z € X. Montrer que im (T') est fermée dans Y, et que T
réalise un isomorphisme entre X et im (7).

Exercice 11.

Soit (8, 7, m) un espace mesuré et (f,), une suite bornée dans L!(m) : il existe
un nombre M > 0 tel que || f||1 < M pour tout n > 1. On suppose que (fp)n converge
m-presque partout vers une fonction f.

1) Montrer que f € L*(m).

2) Montrer que si (f,)n converge pour la norme || ||, c’est forcément vers f.
Donner un exemple pour lequel (f,), ne converge pas pour la norme || ||;.

3) Montrer que, en utilisant le Théoréme de convergence dominée, que :

Jim | (fn = f1=fal +|f1) dm =0.

4) Déduire de la question 3) que, si ’on suppose de plus que || fa|l1 — | £]l1, alors
n—00

Ifn = Fllx — 0.
n—00
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Exercice 12.
Soit E un espace vectoriel normé réel, F' un sous-espace vectoriel fermé de F et
a € E\ F. On pose d(a, F) = inf{|la — z||; z € F}.
1) Montrer que si F' est de dimension finie, il existe zo € F tel que d(a,F) =
lla — zo|| (utiliser un argument de compacité).
Soit ¢ une forme linéaire continue non nulle sur F et a € E tel que ¢ (a) # 0; on
considére F' = ker ¢.
|0 (a)]
d(a, ker )
lo(utta)l o _lp(a)l
lu+ta|| = d(a,ker)
(on rappelle que E = ker ¢ @ Ra).
lp(a)l
d(a,ker o)
4) Montrer, en utilisant la question précédente, que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

2) Montrer que ||| >

3) a) Montrer que pour tout u € ker g et tout t € R*

b) En déduire que [|¢| =

(%) il existe ug € ker ¢ tel que d(a, ker ¢) = |la — uo||;

(27) il existe zo € E tel que ||zo| = 1 et ¢ (zo)| = |l¢]|-
(Pour (1) = (1), écrire zo = vo+toa, avec vy € ker ¢, et montrer que |to| d(a, ker ) =
1).

5) On prend F = %([0,1]), muni de la norme uniforme. On considére la forme
1/2 1

linéaire p: E — R définie par ¢ (f) = f@®)dt — / f(t)dt, f € E.
0 1/2

a) Montrer que ¢ est continue et calculer ||¢||.

b) Montrer que si |¢ (f)| =1 avec || f]lco = 1, alors on doit avoir f(t) = 1 pour
0<t<1/2et f(t) = —1 pour 1/2 < t < 1. Conclusion ?

Exercice 13 (Base canonique de £, et ).

On considére E = ¢, pour 1 < p < 00, ou E = ¢p. On note ey, n > 1, ’élément
de E dont la n®™¢ coordonné vaut 1 et les autres valent 0. Montrer que pour tout
X = (Tn)n>1 € E,onax =3 ., z,e,, la série convergeant pour la norme de E.

On dit que (en)n>1 est la base canonique de E.

Exercice 14 (Dual des espaces £, et cg).

Montrer que toute forme linéaire continue ¢ sur X = £,, 1 < p < oo, ou sur
X = co, est de la forme ¢ = ¢y, 01l pu(a1,a2,...) = Y pe; Anbn, avec Yoo |bp|? =
[bll§ < +ocoet ;42 =1si1<p<o00,g=1siX =co,etsupys|ba| = [[blloc < +00
si X = {;. Montrer de plus qu’alors ||¢|| = ||b|lg (utiliser la base canonique (ep)n3>1
de X : voir I’Ezercice 13).
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Exercice 15 (Espace normé quotient).

On rappelle que si E est un espace vectoriel et N un sous-espace vectoriel de E,
alors la relation définie par : z ~ y si et seulement si x — y € N, est une relation
d’équivalence sur E, appelée relation d’équivalence modulo N, et que, en désignant
par Z = z+ N la classe d’équivalence de z, on peut définir sur E/N une addition par
Z+ 7 = (z +y) et une multiplication par les scalaires en posant a % = az, faisant de
E/N un espace vectoriel, appelé espace vectoriel quotient de E par N.

1) Soit E = (E, || .||) un espace vectoriel normé, et N un sous-espace fermé de E.

a) Montrer que si Z =z + N est la classe d’équivalence de x modulo N, et que
si on pose ||Z||~ = inf{||y||; £ —y € N}, alors ||. ||~ est une norme sur E/N, et que
la surjection canonique q: E — E/N est continue.

b) Montrer que 'image par ¢ de la boule ouverte de centre 0 et de rayon 7 > 0
est la boule ouverte de centre 0 et de rayon r (est-ce vrai pour les boules fermées ?).
En déduire que ||q|| = 1, que I'image par g de tout ouvert de F est ouvert dans E/N,
et qu’une partie O de E/N est ouverte si et seulement si ¢~ (O) est ouvert dans E.

c) Montrer que si X est un espace topologique et f: E/N — X une application,
alors f est continue si et seulement si f ogq: EF — X Dest.

d) Montrer que E/N est complet si E 'est.

2) Montrer que, pour z € £, 0n a ||g(z)|le., /e = limsup,,_,, |Txl-

On rappelle que si F et F sont deux espaces vectoriels (sur le méme corps), et si
T: E — F est une application linéaire, alors on peut définir une application linéaire
T: E/kerT — F en posant T(Z) = T(z), et que E/ker T est de dimension finie si T
est de rang fini (c’est-a-dire que T'(E) est de dimension finie).

3) Soit E et F' deux espaces normés et T': E — F une application linéaire continue.
Montrer que T est continue.

4) Soit F et F deux espaces normés et T': E — F une application linéaire de rang
fini telle que ker T soit fermé. Montrer que T est continue et ||T|| = ||T-

5) Soit ¢o I’espace des suites a = (an)n>1 de nombres réels qui convergent vers 0,
muni de la norme ||a||oo = sup,>; |an|. On note e, 'élément de co qui vaut 1 au n®me
rang et 0 ailleurs.

Montrer qu’une forme linéaire ¢: ¢y — R est continue si et seulement si on peut
écrire ¢ (a1,az,...) = Y oo ; bpan, avec Y oo |bp| < +o0 (voir Exercice 14).

6) Soit ¢: co — R une forme linéaire discontinue (on en donnera un ezemple).
On définit Papplication linéaire T': co — co par T(a1,a2,...) = (¢(a),a1,0a2,...).
Montrer que ker T' est fermé, mais que T' n’est pas continue.

Exercice 16 (suite de I’Exercice 15).
Les deux questions suivantes sont indépendantes 1’une de I’autre.

1) Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels fermés de E. On note g: E — E/F la
surjection canonique. On suppose G de dimension finie. Montrer que ¢(G) est fermé
dans E/F et en déduire que F + G est fermé dans E.
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2) On suppose que la boule unité (fermée) de E peut étre recouverte par un
nombre fini n de boules ouvertes de rayon 1/2. Soit zi,...,T, les centres de ces
boules et F' = vect (z1,...,Zn)-

a) Montrer que ¢[Bg(0,1)] € Bg/r(0,1/2), q: E — E/F étant la surjection
canonique.
b) En déduire que E/F = {0} (utiliser I’Ezercice 15). Qu’en conclut-on ?

Exercice 17 (Jauge d’un convexe).

Soit E un espace vectoriel réel. On dit qu’une partie K de E est absorbante si
pour tout z € F, il existe un t > 0 tel que le segment [0, tz] soit contenu dans K.

1) Montrer que si K est convexe contenant 0, alors K est absorbant si et seulement
si E=yso K.

2) Montrer que si E est un espace vectoriel normé, tout voisinage de 0 est absor-
bant.

Soit K une partie de F convexe, non vide, et symétrique par rapport & 0 et
absorbante. On pose jg(z) = inf{\ > 0; z € AK}. On dit que c’est la jauge, ou
fonctionnelle de Minkowski de K.

3) a) Montrer que jx est une semi-norme sur E.
b) Montrer que {z € E'; jx(z) <1} CK C{z € E; jk(z) <1}.
c¢) Montrer que si F est normé et K est bornée dans E (et vérifiant les préce-
dentes propriétés), alors jx est une norme sur E.
4) Soit FE un espace normé et K une partie fermée bornée, convexe, symétrique
par rapport & 0, et telle que O soit dans l'intérieur de K. Montrer que jx est une
norme sur F, équivalente & la norme de E, et que K est la boule unité de (E, jk).

Exercice 18 (Propriété de Schur de ¢, ).
Soit (Xn)n>1 une suite dans ¢;. On suppose, en écrivant X, = (Znk)k>1, que
> heq bk k n—_mgO pour toute suite bornée (b )k>1-
On veut montrer que ||x,|; — 0.
n—oo

1) On suppose qu'il existe a > 0 tel que ||x, |1 > a pour tout n > 1.
a) Montrer qu’il existe deux suites d’entiers strictement croissantes (n;);>1 et
(kj)j>1 telles que, pour tout j > 1, on ait :

oo k;

a a

E : |5, k| < 5 et |Zn 40 k] < 5
k=k; +1 k=1

(c’est ce qu’on appelle la méthode de la bosse glissante).
b) Montrer qu’il existe une suite bornée (bx)r>1 telle que ZZ’;I bkTn; k = a/5
pour tout j > 1.
2) Conclure.

Remarque. Une autre preuve est proposée dans I’Exercice 14 du Chapitre VIII.
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Exercice 19 (Non séparabilité de £o,).

On veut montrer que £, n’est pas séparable, c’est-a-dire qu’il ne contient aucune
partie dénombrable qui soit dense.

Supposons qu’une telle partie A = {v, ; n > 1} existe. Soit = une suite ne prenant
que les valeurs 0 ou 1. On note w, = B°(z,1/2) la boule ouverte de Z., de centre z
et de rayon 1/2.

1) Montrer que si z et 2’ sont deux suites ne prenant que les valeurs 0 ou 1, alors
wz Nwy =0 pour z # ', .

2) Montrer que pour tout z € {0,1}", il existe un entier n(z) tel que Un(z) € We.
Justifier que pour z # 2/, on a n(z) # n(z’).

3) Montrer que ce n’est pas possible et conclure.

Exercice 20 (Une preuve quantitative du Théoréme de Riesz).

1) Montrer que si F' est un espace vectoriel normé réel de dimension d, et si
0 < & < 1, il faut au moins (1/¢)? boules (fermées) de rayon e pour recouvrir la boule
unité Br de F (majorer le volume, i.e. la mesure de Lebesgue, F' étant identifié a R?,
de B F)-

2) En déduire que si la boule unité d’un espace vectoriel normé réel F peut étre
recouverte par N boules fermées de rayon € (0 < € < 1), alors E est de dimension
finie et dim E < log N/ log(1/¢).

3) Soit F un espace normé réel de dimension finie d, que 1’on peut considérer
comme R? muni d’une norme || . ||. Pour 0 < € < 1, on note N(¢) le plus petit nombre
de boules fermées de rayon € nécessaires pour recouvrir la boule unité Bg de E.

a) Soit z1,...,z, des points de Bg tels que |lz; — z;|| > € pour tout ¢ # j.
Montrer que k < (1+ %)d (utiliser le fait que les boules B(z;,€/2) sont deuz-d-deux
disjointes et contenues dans B(0,1+ §)).

b) En déduire que N(e) < (1+ %)d (prendre k mazimal).

¢) Montrer que dim E = lim._,q :—g%% .

Exercice 21.

Soit (Pp)n3>1 une suite de polyndmes de degré au plus 2013. On suppose que ’on
a fol |Po(t)| dt < 33 pour tout n > 1. Montrer que (P,)n>1 posséde une sous-suite qui
converge uniformément sur I’intervalle [r!874, 71932,

Exercice 22 (Compacité dans LP(R)).

On rappelle qu’une partie A d’un espace topologique est relativement compacte si
son adhérence est compacte et que dans un espace métrique complet, cela équivaut &
dire que A est précompacte, c’est-a-dire que pour tout € > 0, A peut-étre recouverte
par un nombre fini de boules de rayon < € centrées sur A. Si f: R — C, on note
fi(z) = f(z —t), pour t,z € R.

Soit 1 < p < 00, et A une partie bornée de LP(R).

1) Montrer que si A est précompacte alors :

(z‘)Ve>0,ElR5>O:/ If(z)Pdz <e®, VfeEA;
|z|>Re

() Ve >0, 3¢ >0 : ||fe — fllp <e, pour|t|<d, VfeA
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2) Réciproquement, on suppose les conditions (i) et (ii) satisfaites par A. Pour

tout & > 0 et = € R, on pose [pe(f)](2) = & [7* f(u) du.

a) Montrer que pour toute f € LP(]R), la fonction ¢, (f) est continue sur R.

b) On fixe R > 0. Montrer que {pc(f)|-r,r); f € A} est précompacte dans
% ([—R, R]) (utiliser le Théoréme d’Ascoli : voir Théoréme VIL4.1 & I’Annezxe du
Chapitre VII).

c) Montrer ||f — @e(f)|lp < € pour toute f € A.

d) En déduire que A est précompacte dans LP(R) (utiliser b) avec R = R,).

Exercice 23 (Inégalité de Hardy).
1 1
Soit p un nombre réel tel que 1 < p < +00 et soit g son conjugué : 5 + 5 =1

1) Montrer que si f € LP(R%), la formule

(Tf)(@) = / f(t)d

a un sens pour tout = > 0, et que la fonction T'f ainsi définie est continue sur |0, +o00|
et vérifie |(Tf)(z)| < z='/?||f||, pour tout z > 0.

2) Si f,g € LP(R% ), montrer que |(T'g)(z) — (Tf)(z)| < z~/P||g — f||, pour tout
z>0.

3) Soit g une fonction continue & support compact contenu dans )0, +o0o[. On pose

5= / “lo()! .

a) Montrer que G est de classe C! sur R? , qu’elle est nulle au voisinage de 0 et
que 0 < G(z) < (1/2)lgllx-
En déduire que zl}rfoom [G(z)]? =0 et que f0+°° G(z)? dz < +oo.
b) Montrer que l’on a :
400

Foo +o00
/ 2@(2)G@) o+ | Gle)do= / l9(2)] G(a)P~* dz,
0 0 0

et en déduire, en intégrant par parties la premiére intégrale, que :

21 " ey du = / l9(z)| G(z)P~ de.
P Jo 0
c) En utilisant 'inégalité de Holder pour l'intégrale de droite, en déduire que
IGllp < 3E7llgllp, puis que [|Tgll, < 725 llgllp-

4) En considérant LP(R%) comme sous-espace de LP(R), montrer que I’espace
K(R?%) des fonctions continues & support compact contenu dans ]0,+oo[ est dense
dans LP(R%).

5) En utilisant 4) et 2), puis 3)c), et en utilisant le lemme de Fatou, en déduire
I’inégalité de Hardy :
p
ITfllp < mllfllp-

6) Montrer que p/(p — 1) est la meilleure constante possible.
7) Pour p = 1, est-il vrai que T'f est intégrable si f l’est ?
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Exercice 24 (Points extrémaux).

Soit E un espace vectoriel. On rappelle qu’une partie C de E est dite conveze si
le segment [z,y] = {tz + (1 —t)y; 0 <t < 1} est contenu dans C pour tous z,y € C.
Si C est convexe, on dit qu’un point e € C est un point extrémal de C s'il n’existe
aucun segment [z, y] de longueur strictement positive contenu dans C' tel que e €]z, y[.
Autrement dit, e € C est extrémal si et seulement si 1’égalité e = tz + (1 — t)y, avec
0<t<letzyeC,entraine z =y =e (t = 1/2 suffit).

1) Déterminer les points extrémaux de la boule unité de (R?, ||. [|oo)-

2) Montrer que tout point de la sphére unité d’un espace de Hilbert est extrémal
dans la boule unité.

3) Soit F un espace normé. Montrer que si zo est dans 'intérieur d’un convexe
C C E, ce n’est pas un point extrémal de ce convexe.

4) Montrer que la boule unité de ¢y ne posséde aucun point extrémal.

5) Montrer que la boule unité de L'(0,1) ne posséde aucun point extrémal (si
[I£lls =1, on pourra montrer qu’il existe zo € [0,1] tel que [° |f(t)|dt = 1/2).
Remarque. Voir aussi ’Exercice 9 du Chapitre V et ’Exercice 28 du Chapitre VIII.

Exercice 25 (Théoréme de Mazur-Ulam).

1) Soit X et Y deux espaces vectoriels normés réels et T: X — Y une application
continue telle que T'(u + v) = T'(u) + T'(v) pour tous u,v € X. Montrer que T est
linéaire (montrer que T'(\u) = AT'(u) successivement pour A € Z, X € Q, puis A € R).

On dit que T est une isométrie si elle conserve les distances : ||T'(u) — T(v)|| =
|lw — || pour tous u,v € X.

2) Soit T': oo — oo définie par T(z1,z2,...) = (|z1],21,22,...). Montrer que T
est une isométrie non linéaire.

On désire maintenant montrer le résultat suivant : si T': X — Y est une isométrie
surjective entre les espaces normés X et Y, telle que T(0) = 0, alors T est linéaire
(Théoréme de Mazur-Ulam).

3) Soit E un espace normé et a,b € E. On définit par récurrence une suite de
parties K,(a,b) de E en posant Ko(a,b) ={u € E; ||lu—a| =||b—a|/2 =|lu—b|}
et Kpt1(a,b) = {u € Ky(a,b); Kn(a,b) C B(u,d,/2)}, ou d, = diam [Kp,(a,b)].

a) Montrer que chaque K, (a, b) est symétrique par rapport & (a+b)/2, puis qu'’il
contient ce point (considérer Kj = Ko(a,b) — 9‘3*9, puis raisonner par récurrence).
b) Montrer que diam [K,+1(a,b)] < diam [K,(a, b)]/2.
¢) En déduire que (1,54 Kn(a,b) = {(a +b)/2}.
4) Montrer T(%¥) = ﬂﬂ;ﬂﬂ pour tous z,y € X.
5) En déduire que T est linéaire.

Remarque. Le résultat n’est pas vrai pour les espaces de Banach complezes : J. Bour-
gain a construit en 1986 un espace de Banach complexe X tel que X et X ne soient
pas C-isomorphes, out X est I’espace vectoriel obtenu & partir de X en remplacant la
multiplication scalaire ax par Gz, et qui est clairement R-isométrique & X.



Chapitre 11

ESPACES DE HILBERT

I1.1. Généralités

I1.1.1. Définitions

Définition II.1.1. Soit H un espace vectoriel réel, resp. compleze. On appelle
produit scalaire sur H toute forme bilinéaire symétrique, resp. hermitienne,
qui est définie positive.

On notera (z | y) le produit scalaire des vecteurs z,y € H.

Cela signifie que ’application :

(.].): HxH — K=RouC
(z,y) — (z]y)
vérifie :

1) pour tout y € H, I'application z € H — (z | y) € K est une forme linéaire;
2) pour tous z,y € H,on a:

(y|z)=(x|y) silespace est réel
(y|z)=(x|y) silespace est complexe;

3) pour tout z € H,on a (z | z) > 0 et (z | ) = 0 si et seulement si z = 0.

Remarque. Notons que dans le cas complexe, on a donc, pour z,y € Het A€ C:

(@] M) =A(z]y)|

Définition I1.1.2. Si l’espace vectoriel H est muni d’un produit scalaire, on
dit que c’est un espace préhilbertien.
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Exemples.
1) a) Le produit scalaire usuel de R™ est défini par :

I(xly)=$1y1+”'+$nyn|

pour £ = (Z1,...,Zn),y = (Y1,-.-,Yn) € R™
Le produit scalaire usuel de C™ est défini par :

[@ly) =27, + - + 2.7,

pour z = (Z1,...,%n),y = (¥1,...,Yn) € C™.
b) On peut définir d’autres produits scalaires sur K" en se donnant des poids,
c’est-a-dire des nombres wy, ..., w, > 0, et en posant :

n

(@|y) =) weziye, siK=R;
k=1
n

(|y) = Zwkwk?k, siK=C.
k=1

2) Si (S, Z,m) est un espace mesuré, on munit H = L?(m) d’un produit scalaire
(que l'on qualifiera de naturel) en posant, pour f,g € L%(m) :

(flg = / fgdm| dans le cas réel,
s

et :

(flg) = / fgdm| dans le cas complexe.
s

En particulier, sur 43, on a le produit scalaire naturel défini par :

oo
(z]y) = Z TnYn | dans le cas réel,
n=1

et :

o0
(z|y) = Z Z,J,| dans le cas complexe.
n=1

pour r = (wn)nZIay = (yn)nZI € ly.

I1.1.2. Propriétés élémentaires

Notation. Puisque (z | ) > 0, on peut poser :

lll = v(z | 2)|.
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Proposition I1.1.3. Pour tous z,y € H :
) [z +yl2=llzl® + > +2(z |v)|  (cas réel);

b) |llz+yl® = |zl +llyl® + 2Re(z | v)|  (cas compleze).

Preuve. Il suffit de développer :
lz+yl?=(z+ylz+y)=(z|e)+ @y |y)+(|y)+ [y 2),

et utiliser le fait que (z |y) + (y | z) = (z | y) + (z | y) = 2(z | y) dans le cas réel, et
= 2Re(z | y) dans le cas complexe. O

Théoréme I1.1.4 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous z,y € H :

(@ | vl < llall 1wl |-

Exemple. Dans le cas ot H = L?(m), elle est équivalente 3 I'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour les intégrales :

[ tadm) < [ isglam< ( [ Iflzdm>1/2( / Iglzdm>1/2

Preuve. On ne la fera que dans le cas complexe; c’est un peu plus facile dans le
cas réel (on considére le signe du produit scalaire au lieu de son argument). En fait
la preuve est valable méme pour les semi-produits scalaires, c’est-a-dire si la forme
bilinéaire symétrique (resp. hermitienne) est seulement positive (c’est-a-dire que I’on
ne demande pas que (z | z) = 0 entraine z = 0).

Soit 0 € R tel que :

ez |y)=e¥(z|y) €Ry
(si (z|y) #0, 0 est 'argument du nombre complexe (z | y)). Posons z’ = e~
Pour tout t € R, on a, par la Proposition II.1.3 :

z.

lz'I* + 2Re (2’ [ y) ¢ + [ly)|*t* = |l + tyl|* > 0.

Si|lyll =0, on a ||z’||*> + 2Re(z’ | y)t > 0 pour tout ¢t € R; cela n’est possible que
si Re(z’ |y) = 0. Si ||y|| # 0, on a un trinéme du second degré en ¢, qui est toujours
positif ou nul; son discriminant doit étre négatif ou nul :

Re (2’ | y) — ll='|*ly]l* < 0.

Comme : .
@ |y)=e“(z|y)=|(z|y) € Ry,
ona:
Re(z' |y) = (2’ | y) = (z | 9)I-

Comme, de plus, ||z’|| = ||z||, on obtient I'inégalité annoncée. O
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Corollaire II.1.5. L’ezpression ||z|| = /(x| z) définit une norme sur H,
appelée norme hilbertienne.

Preuve. Il suffit de vérifier 'inégalité triangulaire :
lz +yl? = llzl® + lyl® + 2Re (2 | ) < llzl|* + iyl + 2llz] lyll = (el + lyll)?,
grace A l'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

Corollaire I1.1.6. Pour chaque y € H, la forme linéaire :

®,: H — K=RouC
T — (z|y)

est continue. Sa norme dans H* est|||®,] = ||yl |-

Preuve. On peut supposer y # 0. L’inégalité de Cauchy-Schwarz dit que :
|2y (2)| = |(z | ¥)| < llyll llll;

cela prouve que ®, est continue et que ||®,] < |ly||.
@y ( ) _

Remarque importante. Cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Lorsque
’on regarde la preuve de 'inégalité (dans le cas d’un produit scalaire), on voit que
Pon a |(z | y)| = ||lz|| ||y|| si et seulement si y = 0 ou bien si y # 0 et le discriminant du
trindme du second degré en t est nul; cela signifie que ce trindme posséde une racine
(double) : il existe to € R tel que ||z’ + toy|| = 0; autrement dit e~®z + toy = 0 : les
vecteurs z et y sont linéairement liés.

Inversement, si z et y sont linéairement dépendants, il est clair que 1’on a égalité.

Comme ®y(y) = [|y|?, on a [|@y | >

I1.1.3. Orthogonalité

Définition I1.1.7. On dit que deux vecteurs x ety d’un espace préhilbertien H sont
orthogonaux si (z | y) = 0. On note .

Exemple. Dans H = R?, pour le produit scalaire usuel, on a (—1,1) L (1,1).

Notons que la relation d’orthogonalité est symétrique : si L y, alors y L x (car
g Yy Y

(y|2) = (z|y)).

D’aprés la Proposition I1.1.3, on a, dans le cas réel :

sly < |z+yl?=Il=l*+lyl?

ce que l’on peut appeler le “ Théoréme de Pythagore”.
Dans le cas complexe :

zly = [lo+olP=lzlP+Iyl® et llo+iyl® = ol + ) | .
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En effet, pour tout nombre complexe a, on a Im (a) = Re (—ia) et par conséquent
Im (z | y) = Re(z | iy).
Des parties A, B C H sont dites orthogonales si tout z € A est orthogonal &
tout y € B :
zly, Vz € A, Vy € B.
On dit aussi que I'une est orthogonale a 'autre.

Définition I1.1.8. L’orthogonal d’une partie A C H est l’ensemble :

At ={yeH;ylzx, Vxe A}|

On a B1 C Al si A C B; donc en particulier (Z)L C A% ; mais la continuité des

applications ®,: z — (z | y) entraine que (}T)'L = AL,

Proposition I1.1.9. Pour toute partie A de H, AL est orthogonal & A; c’est la plus
grande partie orthogonale & A.
De plus AL est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Preuve. Le début est clair. Pour le reste, remarquons que :

At = m ker &,

T€EA

et que chaque sous-espace vectoriel ker &, = ®;1({0}) est fermé puisque &, est
continue. a

I1.1.4. Espaces de Hilbert

Définition I1.1.10. Si un espace préhilbertien est complet, pour sa norme
hilbertienne, on dit que c’est un espace de Hilbert.

C’est donc un cas particulier d’espace de Banach.

Exemples. 1) Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert.
Lorsque le corps de base est réel, on dit que c’est un espace euclidien, et que c’est un
espace hermitien lorsque le corps de base est complexe.

2) Pour toute mesure positive m, | L?(m) est un espace de Hilbert |, en vertu du
Théoréme de Riesz-Fisher, puisque la norme || . ||z :

|mh=(LvameU2

est la norme hilbertienne associée au produit scalaire usuel :

(H@=LNMWMW)

En particulier, | £2 est un espace de Hilbert |
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I1.2. Le Théoréme de projection et ses conséquences

I1.2.1. Le Théoréme de projection

C’est grace & ce théoréme que I'on obtient toutes les “bonnes” propriétés des es-
paces de Hilbert.
Rappelons d’abord qu’une partie C d’un espace vectoriel est dite convexe si le
segment [z,y] est contenu dans C dés lors que z,y € C :
z,yeC = |[r,y]CC,

ou [z,y] = {tz + (1 - t)y; t € [0,1]}.
Tout sous-espace vectoriel est convexe; toute boule est convexe.

Théoréme I1.2.1 (Théoréme de projection). Soit H un espace de Hilbert
et soit C une partie convexe et fermée, non vide, de H. Alors, pour tout

z € H, il existe un unique y € C tel que :
|z — y|| = dist (=, C).

On dit que y = Po(z) est la projection de x sur C. Il est caractérisé par la
propriété :

yeC e Re(z—-y|z—-y)<0,VzeC. (%)

Dans le cas réel, 'inégalité dans la caractérisation () signifie que 'angle o =

(z — y,z — y) est obtus.

Notons que la complétude de H n’est pas absolument indispensable : on peut la
supprimer, mais en supposant que c’est C' qui est complet.

Preuve.
1) Ezistence. On aura besoin du lemme suivant, dont la preuve est immédiate,

avec la Proposition II.1.3.

Lemme I1.2.2 (identité du parallélogramme). Pour tous u,v € H :

llu+ ol + flu = v1? = 2([lull® + [lv]) |
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Cela signifie que la somme des carrés des diagonales d’un parallélogramme est
égale & la somme des carrés des quatre cOtés.

Soit d = dist (z,C) = inf,ec ||z — 2|

Notons que si d =0, alors z € C (car C est fermé), et y = = est 'unique point de
C tel que ||z —y| =

Pour tout n > 1, il existe 2z, € C tel que :

1
lz = zal® < d® +
n

Appliquons alors, pour n,p > 1, l'identité du parallélogramme & v = = — 2, et
v = — 2p; on obtient :

Znt+ 2
tfle 222 4 o~ 2l = 25~ 20l + 1z~ )
Mais, C étant conveze, on a Znt 2 € C; donc :
e R

de sorte que l’on obtient : -
1 1 1 1
lon =2l <2 (@ 4+ + 2 ) —ad? =2 (- + )
n p n p

La suite (z), est par conséquent une suite de Cauchy. Comme H est complet, elle
converge donc vers un élément y € H. Mais comme C est fermé, on a en fait, puisque
les z, sont dans C, y € C.

De plus, le fait que ||z — z,||? < d? + 1/n entraine, en passant & la limite, que
lz — y|| < d. On a donc ||z — y|| = d, puisque y € C.

2) Unicité. Si ||z — y1|| = |lz — y2|| = d, avec y1,y2 € C, alors, comme ci-dessus,
I’identité du parallélogramme donne :

_|_
4 + gy~ ol < 4o~ LEE 1 gy - ol

=2(||:v—y1II2+ Iz — y2]|?) = 2(d® +d?);
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d’ott |ly; — y2||> <0, ce qui n’est possible que si y1 = yo.

3) Preuve de ().
a)SizeC,ona (l—t)y+tze C pour 0<t< 1, par la convexité de C'; donc :

lz — (1= t)y —tall* > [lz - ylI?,
soit en développant ||z—(1—t)y—tz||* = ||(z—y)+t(y—z)||? avec la Proposition I1.1.3 :
t2|ly— z||> +2tRe(z —y |y — 2) > 0.

Pour ¢ # 0, divisons par t, puis faisons ensuite tendre ¢ vers 0; il vient Re (z — y |
y—2) 20, soit :
Re(z—y|z—vy)<0.

b) Réciproquement, si y vérifie (x), on a, pour tout z € C :

lz—z2>=|l(z—y+@—-2)*=llz—yl*+ ly—2|* +2Re(z —y | y — 2)
=z -yl +|ly— 2> —2Re(z -y | 2 —v) > [z — ylI*;

donc y = Po(z), par unicité. O

I1.2.2. Conséquences

Proposition I1.2.3. L’application Pc: H — C est continue; plus précisément, on
a, pour tous r,,x2 € H :

1Po(z1) = Po(z2)ll < [|l21 — 22| .
Preuve. Posons y; = Po(z1) et y2 = Po(z2); la condition (x) donne :

Re(z1—y1|z—y1) <0 VzeC;
Re(a:z—y2|z’—y2)<0 Vz' € C.

En prenant z = y; et 2’ = y;, et en additionnant, il vient :
Re ([z1 — 11] — [£2 — ¥2] | 2 — 41) <O.
On obtient donc :

lyr — v2l1* = Rellys — v2ll* = Re ([y2 — 2] + [z2 — 2] + [21 — 31) | 92 — 1)
=Re ([z1 — y1] — [z2 — v2] | v2 —y1) +Re(z2 — 71| y2 — y1)
<Re(zz —z1 | y2 —91)
< (@2 — 21 | y2 — 1)l < w2 — 21|l [ly2 — w1
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il en résulte, en divisant par ||y2 — 1] (que l’on

peut supposer non nul, car sinon le résultat est évident), que I’on a bien ||y — y2|| <
lz2 — z4]|. (W
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Dans le cas ou le convexe C est un sous-espace vectoriel, on a de meilleures pro-
priétés.

Théoréme I11.2.4. Si F est un sous-espace vectoriel fermé de [’espace
de Hilbert H, alors l’application Pr: H — F est une application linéaire
continue, et Pr(z) est l'unique point y € F' tel que :

(yEF et m—yeFJ-l.

Preuve. D’abord,siyc€ Fetz—y € F-,ona:

dist (2, F)? = inf [lo — 2I* = inf [Ilo — yl* + 1y - #I*] =}z — oI

donc ||z — y|| = dist (z, F) et y = Pr(z).
La réciproque résulte de la condition () :

Re(z—y|2z—y) <0, VzeF;
en effet, comme F est un sous-espace vectoriel, on a, :
z=y+IweF, YweF e VIeK.
Lorsque H est réel, on a donc, pour tout w € F' :
Me—y|lw)=(z—-y| w) <0, VIER,

ce qui n’est possible que si (z —y | w) =0.
Lorsque I’espace H est complexe, on a, de méme, pour tout w € F :

ARe(z—y|w)=Re(z—y|Iw) <0, VAeR,
et, avec z =y + iAw :
Am(z -y |w)=Re(z—y|idw) <0, VIeER,

ce qui, de nouveau, n’est possible que si (z —y | w) = 0.

La linéarité de Pr est alors facile & voir, grace a I'unicité; en effet, si y1 = Pp(z1),
Y2 = Pr(z2), alors (z1 — 1), (w2 — y2) € F*-; donc, pour ay,a2 € K, (a121 + agz2) —
(a1y1 + azyz) e Ft ; donc Pp(alml + azxz) = a1Y1 + azye2. O

Notons que la continuité a été vue & la Proposition I1.2.3, et qu’en prenant z; =0
dans cette proposition, on a : |Pr(z)|| < ||z|| pour tout z € H ; la norme de Pr est
donc < 1. Mais comme Pr(z) = z pour tout z € F, on obtient, si F' # {0}, que

2D

A titre d’exercice, on pourra montrer que, pour un convexe fermé C, P¢ est linéaire
si et seulement si C est un sous-espace vectoriel.
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Théoréme I1.2.5. Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout sous-
espace vectoriel fermé, on a :

H=F@FL|,

et la projection sur F parallélement ¢ FL associée est Pp. Elle est donc
continue, de sorte que la somme directe est une somme directe topologique.
On dit que Pr est la projection orthogonale sur F.

Le fait que H soit la somme directe de F et F* signifie que tout = € H s’écrit, de
facon unique, , avec |y € F, z € F* | Notons que, puisque F' et F'+ sont
orthogonaux, on a : ||z||2 = ||ly||* + ||2]|*; en d’autres termes :

[lzll? = 1Pr(2)[1? + |z — Pr(=)| .

On retrouve le fait que Pr est continue et de norme 1, si F' # {0}. On voit aussi que
lIdg — Pr|| = 1, si F+ # {0} ; mais on verra juste aprés qu’en fait Idy — Pr est la
projection orthogonale sur F'+.

Preuve. On a & = Pp(z)+ (z— Pr(z)), avec z— Pr(z) € F4, par le Théoréme I1.2.4.
D’autre part, si £ € F N F+, on a, en particulier, (z | z) = 0; donc z = 0. O

Remarque. Le Théoréme I1.2.5 est vraiment spécifique aux espaces de Hilbert ; en
effet, J. Lindenstraus et L. Tzafriri ont montré en 1971 que si F est un espace de Ba-
nach dans lequel tout sous-espace vectoriel fermé est I’image d’une projection conti-
nue, alors cet espace F est isomorphe & un espace de Hilbert. La preuve repose sur
le Théoréme de Dvoretzky, disant que tout sous-espace vectoriel de dimension finie
n d’un espace normé contient un sous-espace vectoriel, de dimension “assez grande”,
de Vordre de logn, qui est trés proche d’un espace de Hilbert (voir le Chapitre 8 du
livre : D. Li — H. Queffélec, Introduction a l’étude des espaces de Banach — Analyse
et Probabilités, Cours Spécialisés 12, Société Mathématique de France, 2004).

Le résultat suivant peut étre montré directement, mais il est facilement obtenu a
partir du Théoréme I1.2.5.

Corollaire I1.2.6. On a F11 = F pour tout sous-espace vectoriel F' de l’espace de
Hilbert H.

Preuve. Comme F est un sous-espace vectoriel fermé, par la Proposition I1.1.9, on
peut lui appliquer le Théoréme I1.2.5 : H = F+ @ F*, que l'on peut aussi écrire :
H=FltgoFL,

D’autre part, on peut aussi appliquer ce théoréme au sous-espace vectoriel fermé
F:H=Fo(F) =FoFL

1l en résulte, puisque ’on sait que F C F1L que Fti =F. O

Notons qu’en général un sous-espace vectoriel a une infinité de supplémentaires;
mais il n’a qu’un seul supplémentaire orthogonal.
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On en déduit, puisque HL = {0} et {0} = H, le critére trés pratique suivant
de densité.

Corollaire I1.2.7. Soit H un espace de Hilbert, et F' un sous-espace vectoriel
de H. Alors F est dense dans H si et seulement si F = {0}.

Ainsi, pour montrer qu’un sous-espace vectoriel F' est dense dans H, il suffit de
vérifier que :

[(z|y)=0, VzeF] = y=0|.

Voyons un exemple d’application. Rappelons que le support de f: R — C, noté
supp f, est 'adhérence de {z € R; f(z) # 0}.

Théoréme I1.2.8. L’espace ¢ (R) des fonctions continues sur R & support
compact est dense dans L?(R).

Ce théoréme se démontre, sous une forme plus générale d’ailleurs, dans tout cours
d’Intégration (voir aussi le Théoréme II1.1.2) ; mais il s’agit ici, méme si le résultat
est important par lui-méme, de voir comment appliquer le Corollaire I1.2.7.

Notons que ¢ (R) n’est pas réellement contenu dans L?(R), puisque ce dernier
est un espace de classes d’équivalence de fonctions, mais, comme deux applications
continues qui sont égales presque partout, pour la mesure de Lebesgue, le sont en fait
partout, I’application canonique j: ¢ (R) — L?(R), qui associe & chaque fonction
sa classe d’équivalence, est injective ; on peut donc identifier chaque f € ' (R) & sa
classe d’équivalence j(f), c’est-a-dire ¢ (R) a j[¢ (R)].

Preuve. Soit g € L2(R) telle que :

(f19) =/Rf§d>~=0, Vf e X (R).

On veut montrer que g = 0.
En prenant les parties réelles et imaginaires, on peut supposer que g est & valeurs
réelles, et I’on écrit g = gt — g~. On a, pour toute f € #(R) :

/ £(t) g* (t) dt = / £t g™ (t)dt.
R R

Soit a < b. Il existe des f, € J(R) telles
que :

0 < fa < Mo s
fn(t) =— g p((t) pour ¢t € R,

n—o0

ai a+lm

et telles que la suite (f,), soit croissante.



38 CHAPITRE II. ESPACES DE HILBERT

Le Théoréme de convergence monotone donne :

b b
+ = lim + = lim (t) g~ = - .
[ ttrae= it [ n@o @i = mt [ moe©a= [ o0

Cela veut dire que les mesures positives 1 = g*.) et v = g~.\ sont égales sur tous les
intervalles ]a, b[ et y prennent des valeurs finies :

b b
/ g (t)dt < / lo(t)|dt = /R 19(8)| Ty () dt < VB —algllz < +oo,
a a

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le Théoréme d’unicité des mesures dit alors que
p = v. Cela signifie que g* = g~ presque partout, c’est-a-dire g = 0 dans L3(R). O

Corollaire I1.2.9. %([0,1]) est dense dans L2(0,1).
Preuve. Soit f € L?(0,1). Prolongeons-la en f sur R par 0 en dehors de [0,1]. On

a f € L*(R). Pour tout £ > 0, il existe g € J# (R) telle que ||f — gllz2@w) < €. Soit
h = gjjo,1) la restriction de g & [0,1]. On a, d’une part, h € €([0,1]) et, d’autre part,

If = hllzzay < IF — gllamy < e O

I1.2.3. Représentation du dual
Rappelons que le dual est :
H* = {®: H - K; ® linéaire continue},

ou K =R ou C est le corps de base.

Savoir donner une représentation “concréte” du dual d’un espace fonctionnel per-
met souvent de résoudre des problémes sur I’espace lui-méme. Dans le cas des espaces
de Hilbert, c’est particuliérement simple.

Rappelons d’abord que nous avons vu que, pour tout y € H, la forme linéaire
®,:x € Hw— (x| y) est continue, c’est-a-dire est un élément du dual H*, et que
@41l = llyll- 1 s’avére que tous les éléments du dual sont de cette forme.

Théoréme I1.2.10 (Théoréme de représentation de Fréchet-Riesz).
Soit H un espace de Hilbert. Pour toute ® € H*, il existe un (unique)

y € H tel que|®(z) = (z | y) | pour tout x € H.

Ce théoréme a été prouvé, de fagon indépendante, par M. Fréchet et F. Riesz en
1907, pour H = L?(0,1); les deux articles ont été publiés, par coincidence, dans le
méme numéro des Notes aux Compte-rendus de ’Académie des Sciences.

Une autre fagon de voir ce théoréme est de dire que 1’application :

J: H — H*
y — Oy=J(y)
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est surjective. Elle est donc bijective car c’est une isométrie (au sens des espaces
métriques) : [|J(y) — J(¥)I| = By — By || = [|By—y [l = ly — ¥'Il-

Notons que dans le cas réel, J est linéaire, mais que dans le cas complexe, elle
n’est que semi-linéaire.
Preuve. Nous savons déja que J est une isométrie métrique; cela prouve 'unicité.
Ce qu’il faut voir, c’est la surjectivité.

Soit ® € H*, non nulle. Comme & est continue, le sous-espace vectoriel F' = ker &
est fermé. Donc :

H = (ker ®) @ (ker ®).

Mais comme @ est une forme linéaire non nulle, ker @ est de codimension 1; donc
(ker @)1 est de dimension 1. L

Soit u € (ker ®)*, de norme 1, et posons y = ®(u) u. Alors, comme y € (ker &),
®, est nulle sur ker ®; mais, d’autre part :

Dy (u) = (u]y) = (u) (u | v) = (u) ||lu|® = D(u).
Ainsi ’on a bien & = ®,,. O

Remarque. La valeur y = ®(u) u peut sembler “tomber du ciel”. En fait, si ’'on veut
avoir ®(z) = (z | y) pour tout z € H, on doit I’avoir pour z € ker ®; donc y doit étre
dans (ker ®)*. Ainsi y = cu, et 'égalité ®(u) = (u | y) entraine ®(u) = ¢ (u | u) =
¢||u||?> = e On a donc forcément y = ®(u) u.

I1.2.4. Adjoint d’un opérateur

On appelle opérateur sur H toute application linéaire continue T': H — H.

Proposition I1.2.11. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout T € £(H), il existe
un autre opérateur, noté T™, et appelé I’adjoint de T, tel que :

I(T‘”Iy)= ($|T*y)‘, Vz,y € H.

De plus ||T*|| = ||T|.
. 9 . . . \
Preuve. Soit y € H. L’application : Lt

®,0T: H — H
z +— (Tz|y)

est une forme linéaire continue sur H ; il existe donc, par le Théoréme de Fréchet-
Riesz, un unique élément de H, que ’on notera T™*y, tel que :

(z|T*y) = (Tz|y), VzeH

A cause de l'unicité, ’application T*: y € H — T*y € H est clairement linéaire : si
Y1,Y2 € H et a;1,a; € K, on a, pour tout z € H :

(z | T* (191 + a292)) = (Tz | ary1 + azy2) = @1 (Tz | 1) + 82(Tz | 32)
=a1(z | T*yn) + @2(z | T*y2) = (| a1 T*y1 + aT™y2);

donc T*(a1y1 + azy2) = a1 T*y1 + axT*ys.
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D’autre part, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

[(@y 0 T)(2)| = |(Tz [ 9) < 1T Iyl < 1T Izl lyll

donc ||T*y|| = ||®y o T|| < ||T|||lyll. Cela prouve que I’application linéaire 7™ est
continue et que ||T™|| < ||T.
Pour voir que ||T'|| < ||T*||, remarquons que T* a lui-méme un adjoint T**, et que
PonaT**=T:
| T"z) = (T"y | =) = (y| Tz)
pour tous z,y € H; cela implique que T**z = Tz pour tout x € H. Alors ||T| =
170 < 1T 0

I1.3. Bases orthonormées

Pour éviter de parler de familles sommables, on se restreindra aux espaces sé-
parables. Pour le cas général, on pourra se reporter, par exemple, au livre de G.
Choquet, Cours d’Analyse, Masson.

11.3.1. Espaces séparables

Définition I1.3.1. Un espace topologique E est dit séparable s’il eziste une partie
D C FE qui est dénombrable et dense dans E : D = E.

Dans le cas des espaces normés, on a une notion équivalente.

Proposition I1.3.2. Soit E un espace vectoriel normé. Pour que E soit séparable, il
faut et il suffit qu’il eziste dans E une partie A qui soit dénombrable et totale dans
E.

On dit qu’une partie A d’un espace vectoriel normé F est totale lorsque le sous-
espace vectoriel vect (A) engendré par cette partie est dense.

Preuve. Le Q-sous-espace vectoriel (respectivement le (Q+1Q)-sous-espace vectoriel)
engendré par A est dénombrable et son adhérence est la méme que celle de vect (A).
O

Exemples.
1) Tout espace vectoriel de dimension finie est séparable.
2) Les espaces ¢g et £,, pour 1 < p < 00, sont séparables, car si

en=(0,...,0,1,0,...),
T

niéme place

alors A = {e,; n > 1} est totale, puisque, pour tout z = (£1,§2,...) € £y, 0n a:

(e o]

”.’l) - (é.lel + - +£nen)"p = kzl |€k|p mo,
=n+
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et lorsque z € ¢y :

lz — (6161 + -+ &nen)lloo = sup || —0.
k>n+1 n—o00

On peut montrer (Ezercice 19 du Chapitre I) que £, n’est pas séparable.
Proposition I1.3.3. Tout sous-espace d’un espace métrique séparable est séparable.

Preuve. Soit E un espace métrique séparable, D = {z,; n > 1} une partie de F
dénombrable dense, et F' C E. Pourtout couple d’entiers n, k > tels que FNB(z,, 1/k)
ne soit pas vide, choisissons un élément y,x € F N B(zp,1/k); sinon (pour des
questions de notation), posons y, x = o, Ol Yo est un élément fixe donné de F (on
peut supposer F' non vide). Alors Dg = {ynk; n,k > 1} est une partie dénombrable
de F, et elle est dense dans F' : soit y € F'; il existe, pour tout k£ > 1, un entier
n > 1 tel que d(y,z,) < 1/k; on a donc y € B(zy,1/k); donc F N B(z,,1/k) # 0, et
Ynk € F N B(zn,1/k); alors d(y,yn,k) < Ay, Tn) + d(Zn, Yn,k) < 2/k. 0

Remarque. Ce n’est pas vrai dans les espaces topologiques généraux. En effet, pour
tout ensemble I, il existe un “gros” espace compact I, appelé compactifié de Stone-
Cech de I dans lequel I est dense (il a la propriété que toute fonction bornée sur I
& valeurs scalaires se prolonge de facon unique en une fonction continue sur I, avec
les mémes bornes). Le compactifié de Stone-Cech BN de N est donc séparable ; mais
on peut montrer que SN\ N n’est pas séparable.

Notons que, d’aprés la propriété de prolongement, 1’espace € (8N) des fonctions
continues sur AN est isométrique & £,,. Alors ¢y est isométrique au sous-espace {f €
% (BN); f(z) = 0pour z € SN\ N}. La non séparabilité de I’espace topologique
BN\ N correspond & la non séparabilité de 1’espace de Banach quotient £, /co.

I1.3.2. Systémes orthonormés

Nous supposerons dans la suite que H est un espace préhilbertien, de dimension
infinie.

Définition 11.3.4. Soit (u;);cr une famille d’éléments de H, indezée par un ensemble
arbitraire I, non vide. On dit que c’est une famille orthonormée, ou un systéme
orthonormé, si :

D fluill =1, VieI;

2) U,;_J_’U,j,V'I:#j.

Notons que tout sous-systéme (u;)ics (J C I) d’un systéme orthonormé (u;);es

est encore orthonormé.

Exemples.
1) Dans £, la suite (e,)n>1 est orthonormée.
2) Dans L?(0,1), on pose :

en(t) =™t | neZ;

le systéme (e )nez est orthonormé ; on dit que c’est le systéme trigonométrique.
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Proposition I1.3.5. Si le systéme fini (uy,...,u,) est orthonormé, alors, pour tous
ay,...,anp €K :

n 2 n
|3 aw = 3 el
k=1 k=1

Preuve. 11 suffit de développer en utilisant la Proposition I1.1.3 :
n 2 n
” Zakuk“ = > llakuell® + Y _(arux | ajuz),
k=1 k=1 k#j
et d’utiliser que [laxuk| = |ak||lukll = |ak| et que, pour k& # j, (arux | aju;) =
ar;(uk | uj) =0.

Corollaire I1.3.6. Toute famille orthonormée est libre (c’est-a-dire que les vecteurs
la composant sont linéairement indépendants).

Proposition I1.3.7 (Inégalité de Bessel). Soit H un espace préhilbertien. Pour toute
famille orthonormée (u;)icr dans H, on a, pour tout x € H :

Yl w) < Jl2?|-

i€l

Dans l'inégalité ci-dessus, la somme au premier membre est définie de la fagon
suivante : si (a;);cy est une famille de nombres réels positifs, alors :

déf
E a; = sup E a; .
iel JQI,JﬁmeieJ

Si lo(I) = {(ai)ier € K'; Y ;c;lail> < +00}, inégalité de Bessel entraine que l'on a
une application :
S: H — 25(1)
z — ((@|w));e,
elle est linéaire, et ’inégalité de Bessel dit de plus qu’elle est continue, et de norme
<1

Preuve. Si ¢ = (z | u;), on a, puisque la famille est orthonormée, pour toute partie
finie J de I :

0< e - Y] = llal 23" Re (@ | ) + T l6:P,

i€J i€J ieJ

ce qui donne le résultat car (z | &u;) = &;(z | w;) = €& = &2 O
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Proposition I1.3.8. Soit H un espace préhilbertien et soit (un)n>1 une suite or-
thonormée dans H. Si un vecteur x € H peut s’écrire x = fo:l &nn, alors on a

forcément | &, = (z | u,) | pour tout n > 1.
Ici “suite” signifie “famille dénombrable”.

Preuve. Pour chaque & > 1, la forme linéaire ®,, est continue; donc :
o0 oo
(@ | uk) = Qu, (z) = Z Doy (bnun) = Zﬁn(un [ uk) = & - O
n=1 n=1

Proposition I1.3.9. Soit (u,)n>1 une suite orthonormée et r = Zf;l . S0it
F,, le sous-espace vectoriel engendré par ui,...,u,. Alors :

Pr(z) =) &us.
k=1

Preuve. Comme on a £, = (z | ux), par la proposition précédente, on obtient que
(x—z;::l Erug | uj) = 0 pour tout j < n; doncsiy, =Y p_; Ekuk, ONAT—Y, € Fi.
Comme y, € F,, la caractérisation du Théoréme I1.2.4 dit que y, = Pr, (). O

Proposition I1.3.10. Si H est un espace de Hilbert, et (u,)n,>1 est une suite ortho-
normée dans H, alors, pour toute suite (£,)n>1 € lo, la série Y oo | Equn converge
dans H.

En d’autres termes (en utilisant la Proposition I1.3.8), ’application linéaire conti-

nue :
S: H — 82

z — ((z] un))n>1
est surjective.

Preuve. 1l suffit de remarquer que la série vérifie le critére de Cauchy, car la Propo-

sition I1.3.5 donne :
n+p 2 n+p
_ 2
” ;&uk“ = kZ: [n|* —=0,
=n =n

uniformément en p. O

I1.3.3. Bases orthonormées

Définition I1.3.11. On dit qu’une suite orthonormée (un)n>1 dans un espace
préhilbertien H est une base orthonormée de H si l’ensemble {un,; n > 1}
est total dans H. On dit aussi que (up)n>1 est une base hilbertienne.

Notons que, comme on s’est restreint & prendre des familles dénombrables, ’espace
H sera forcément séparable.
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D’autre part, il faut noter que cette notion de base orthonormée est, en dimension
infinie, différente de la notion de base, au sens algébrique du terme : une famille de
vecteurs d’un espace vectoriel est une base si tout vecteur peut s’écrire, de fagon
unique, comme combinaison linéaire d’un nombre fini de termes de la famille; or le
théoréme qui suit dit que, pour une base orthonormée, tout élément s’écrit comme la,
somme d’une série, qui fait intervenir tous les termes de la base orthonormée.

Théoréme I1.3.12. Soit H un espace préhilbertien et soit (un)n>1 une base
orthonormée de H. Alors, tout élément x € H s’écrit :

oo
x=2§nun , avec & = (z | un)|.
n=1

De plus, pour tous z,y € H, on a les formules de Parseval :

) |llzll* =D Iz [ ua)l®

~.

(o]
2)|(z]y) = Z(m | un) (¥ | wn) |, la série convergeant absolument.
n=1

Preuve. Notons F;, le sous-espace vectoriel engendré par ug, ..., u,, et posons z, =
P, (z).

L’ensemble {u,; n > 1} étant total, le sous-
espace U,121 F,, est dense dans H ; alors, la
suite (F,,)n>1 étant croissante, on a :

B / |z — za|| = dist (2, F) —— 0.

D’autre part, d’aprés le Corollaire I1.3.6, {u1,...,u,} est une base, au sens usuel, de
F, ; et, par la Proposition I1.3.8, on a donc :

n
Tp = Z(xn | ug) ug -
k=1

Mais (z — z,) € FX; donc, pour k < n, (Tn | ux) = (z | ux) = & ne dépend pas de
n. On a donc bien :

n (o]
z= lim Y &up =) Eux.
n—00
k=1 k=1

De méme y = Y 77 ; (kuk, avec (k= (y | uk). Alors, par continuité (Corollaire I1.1.6) :

(zy) = (k;skuk 1v) =61y = 6k,

qui donne l’autre identité lorsque y = z. O
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11 résulte du Théoréme I1.3.12 et de la Proposition I1.3.10 que ’on a :

Corollaire I1.3.13. Soit H un espace de Hilbert, séparable, et soit (un)n>1
une base orthonormée de H. Alors lapplication linéaire :

S': H — Zg
T — ((:zzlun))n21

est un isomorphisme d’espaces de Hilbert, c’est-a-dire un isomorphisme
conservant le produit scalaire : (S(€) | S(¢)) = (& ¢) pour tous &,¢ € £s.

C’est en particulier une isométrie : ||S(z)|| = ||z| pour tout € H. Lorsque H
n’est pas complet, on a toujours une isométrie conservant le produit scalaire, mais
elle n’est pas surjective.

L’isomorphisme récipoque est :

S-1: 2 — H
(gn)nZI — 210:;1 Entin

Nous allons voir qu’en fait tout espace de Hilbert séparable posséde des bases

orthonormées, et donc le corollaire précédent s’applique & tous les espaces de Hilbert
séparables.

11.3.4. Existence des bases orthonormeées

Théoréme I1.3.14. Tout espace de Hilbert séparable posséde des bases ortho-
normées.

En fait la complétude ne sert pas ici (car & chaque étape, on ne travaille que dans
des sous-espaces vectoriels de dimension finie, donc complets).

On obtient, comme conséquence du Théoréme 11.3.14 et du Corollaire I1.3.13, le
résultat essentiel suivant, dans lequel, cette fois-ci I’hypothése de complétude ne peut
étre omise.

Théoréme I1.3.15. Tous les espaces de Hilbert séparables, de dimension
infinie, sont isomorphes entre-euz, et en particulier a £5.

Preuve du Théoréme I1.3.14 . On utilise tout simplement le procédé d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt.
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Prenons une partie dénombrable {v,; n > 1} totale. On peut supposer que les
Un, n 2 1, sont linéairement indépendants (en supprimant ceux qui sont combinaison

linéaire des précédents). Soit F, le sous-espace vectoriel engendré par

v
V1,...,Un. On pose u; = ”Ti”- ) et
/ u;t+1
Uptr = PF,;'- (Vn41), Ung1 = ”ul—+1”
n

Alors la suite (u)n>1 est orthonormée, et ’en-
semble {u,; n > 1} est total car le sous-
espace vectoriel engendré par u,...,u, est
F,. En effet, par le Théoréme I1.2.4, pour 2 <
k <n,onaul—v € FLy = Fj_1, et donc
u}, € F, puisque vy € Fy et F_1 C Fy. O

I1.4. Séparabilité de L?(0,1)

I1.4.1. Théoréme de Stone-Weierstrass

C’est un théoréme de densité dans ’espace Gr(K) ou ¥c(K) des fonctions conti-
nues f: K — R ou C, ou K est un espace compact. Selon que ’espace est réel ou
complexe, il ne s’énonce pas de la méme fagon : il faut ajouter une hypothése dans le
cas complexe.

I1.4.1.1. Cas réel

Théoréme I1.4.1 (Théoréme de Stone-Weierstrass, cas réel). Soit K un espace
compact et A une sous-algébre de l’algébre de Banach réelle r(K).
On suppose de plus que :
a) A sépare les points de K ;
b) A contient les constantes.
Alors A est dense dans r(K).

Remarques. 1) Une sous-algébre de % (K) est un sous-espace vectoriel stable par
multiplication.

2) Dire que A sépare les points de K signifie que si z,y € K sont distincts, alors
il existe f € A telle que f(z) # f(y).

3) L’hypothése que A contienne les fonctions constantes n’est faite que pour éli-
miner le cas des sous-algébres A = {f € ¥(K); f(a) =0} pour un a € K donné.

Notons que, A étant un sous-espace vectoriel, A contient les constantes si et seule-
ment si I € A.

On obtient la conséquence immédiate suivante.
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Théoréme 11.4.2. Soit K une partie compacte de R? ; alors ’ensemble Pg(K)
de tous les polyndomes réels d d variables, restreints & K, est dense dans
r(K).

Théoréme I1.4.3. L’espace réel L(0,1) est séparable.

Preuve. Nous savons que %r([0,1]) est dense dans L%(0,1). D’autre part, le Théo-
réme I1.4.2 nous dit que Pg([0, 1]) est dense dans CKR([O 1]). Donc Zg([0, 1]) est dense
dans L%(0,1), parce que la norme uniforme sur %r([0,1]) est plus fine que la norme
de L2(0,1) : pour toute f € L2(0,1) et tout € > 0, il existe g € Fr([0, 1]) telle que
lf — gll2 < €/2; il existe ensuite p € Pg([0,1]) tel que ||g — pllo < €/2; mais alors

lg —pll2 < llg — plloo < €/2, et donc ||f —pll2 <e.
Il ne reste plus qu’a remarquer que Zg([0,1]) est engendré par la suite définie

par :
pO(t) = ]-’ pl(t) =t, p2(t) =t2, ) Pn(t) =tn) )
pour obtenir la séparabilité de L2(0,1). a

Notons qu’au passage, nous avons prouvé la séparabilité de €r([0, 1]).

Corollaire I1.4.4. L2(0,1) est isomorphe a l’espace réel L.

C’est le théoréme démontré par Fisher et Riesz en 1907. Le point essentiel étant
le fait que L&(0,1) soit complet.

Preuve du Théoréme de Stone-Weierstrass.
Elle se fait en plusieurs étapes.

Etape 1. Il existe une suite de polynomes réels (Tn)n>0 qui converge uniformément
sur [0, 1] vers la fonction racine carrée : t > /1.

Preuve. On définit (7,)r,>0 par recurrence en partant de 79 = 0 et en posant, pour
tout n > 0:

rapn(8) = ra(t) + %(t @)

Il est clair, par récurrence, que les r, sont des polynémes.
De plus, pour tout n > 0, on a 0 < 7,(t) < V/t; en effet, par récurrence : on a,
d’une part, t — [r,(¢)]? > 0 et donc rp41(t) > 7 (t) > 0, et d’autre part :

VE=rasa(t) = [VE—ra(®) [1 - 5 (VE+a(0)] 20,

car vt +ra(t) < vVt + vt = 2/t < 2. Notons qu’au passage, on a vu que la suite
(Tn)nz0 €st croissante.
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Etant croissante et majorée, elle converge, vers une limite (t). La relation de
récurrence montre que r(t) = Vi

Reste & voir qu'’il y a convergence uniforme.

Premiére méthode : “4 la main”.
Posons €, (t) = v/t — rp(t). On a vu ci-dessus, puisque 7, (t) > 0, que :

0< cna) = en®)[1 ~ 3(VE+ra®)] < eal) (1= L)

donc :

0< enlt) <eo®)(1- 4)” (1~ 4),1

< sup 2(1-2z)z" (poser z =1—+/1/2)
0<z<1/2
=2x,(1 —z,)z;,  avec z, =n/(n+1);
2 2
= gt ——. a
nt1 S ntl

Deuzxiéme méthode. 11 suffit d’utiliser le théoréme suivant.

Théoréme I1.4.5 (Théoréme de Dini). Soit K un espace compact.

Si (un)n>1 est une suite croissante de fonctions continues u,: K — R qui
converge simplement vers une fonction continue u: K — R, la convergence est uni-
forme.

C’est bien siir évidemment faux si 1’on ne suppose pas la limite continue.

Preuve. Soit € > 0.
Pour chaque z € K, il existe un entier N(z) tel que :

n>2N(z) = 0<u(z)—un(z)<e/3.

Comme u et upy(,) sont continues, il existe un voisinage de z, que ’on peut prendre
ouvert, tel que :

|u(z) — u(z')| < &/3;

vEeV(@) = {|uN(z>(x'>—uN(m>(w)|<e/3.

Comme K est compact, il existe z1,...,Z, € K tels que :

K= O V(.’l)z)

i=1
Si N = max{N(zi),...,N(zm)}, on a, pour n > N :

0<u(z)—un(z)<e, VzeK,
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car z appartient & I'un des V(z;) et n > N(z;); donc :

0 < u(z)—un(z) < u(T) = UN(e;) (2)
< (u(@) — u(e:)) + (w(@:) — un(z) (@) + (Un(e:) (T:) — Un () (2))

E € €
Ko+ +z=¢.
3+3+3 £ O

Etape 2. Si f € A, alors |f| € A.

Preuve. En effet, on peut supposer f # 0. Soit a = ||f|lco- On a [f(z)])?/a? € [0, 1]
pour tout z € K. Mais, comme r, est un polyndéme, et A est une algébre, on a
Tn(f?/a®) € Asi f € A. En passant a la limite, on obtient :

— a1 272\ -7
fl = a lim ra(f2/a) €4,
la limite étant uniforme, c’est-a-dire prise pour la norme de FRr(K). a

Etape 8. Si f,g € A, alors max{f, g}, min{f, g} € A.
Preuve. Il suffit de remarquer que :

1
max{f,g} = 5 (f+9+If —9])
. 1
min{f,g} =5 (f+9-1f-9l),
et d’utiliser I’Etape 2 (ainsi que le fait que A est un sous-espace vectoriel). O

Etape 3 bis. Si f,g € A, alors max{f, g}, min{f,g} € 4.

Preuve. Cela résulte de ce que A vérifie les conditions demandées pour A : elle
reste une sous-algébre (rappelons que la convergence dans %(K) est la convergence
uniforme), et, puisque A contient les constantes et sépare les points de K, il en est a
fortiori de méme pour A. O

Bien sir, par récurrence :
fi,.. 0 fn€A = max{fi,...,fn} €A et min{fi,...,fn} €A
Etape 4. Siz,ye K etz #y, alors :
(Va,B €R) (Fh € A) h(z)=a et h(y)=28.

C’est la premiére étape dans I’approximation : on peut obtenir avec une fonction
de A des valeurs données en deux points donnés distincts de K.

Preuve. Comme A sépare les points, il existe g € A telle que g(z) # g(y). Posons :

h=al+ (9—g(x)1).

B—a
9(y) — 9(z)
On a bien h(z) = a, h(y) =B, et h € A, car g € A, T € A, et A est un sous-espace
vectoriel. 0O
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Etape 5. Pour toute f € €(K), pour tout = € K, et tout € > 0, il exziste g € A telle

que :
g(x)=f(z) et g(y) < f(y)+e,VyeK.

Preuve. Pour tout z € K tel que z # z, il existe, par I’Etape 4, en prenant o = f(z)
et B = f(z), une h, € A telle que h,(z) = f(z) et h,(2) = f(2).
Notons h, la fonction constante égale & f(z) I. Alors :

(Vz € K) h(z) = f(z) et hy(2)= f(z).

La continuité de f et celle de h, donnent un voisinage, que I’on peut prendre
ouvert, V, de z tel que :

yeV(z) = h,(y)<fly)+e.

Comme K est compact, il existe un nombre fini d’éléments z;,...,2z, € K tels
que :
K=V(zn)U---UV(zn).
Alors g = inf{h,,,...,h,, } € A, par 'Etape 3 bis, et ’on a, pour tout y € K :
9(y) < f(y) + €, puisque y appartient & 'un des V(z;). O
Etape 6. On a A = Gr(K).

Preuve. Soit f € $r(K), et soit € > 0.
Pour tout z € K, il existe g, € A vérifiant les conditions données dans I’Etape 5.
La continuité de f et celle de g, donnent un voisinage, que 1’on peut choisir ouvert,
U(z) de z tel que :

yeU(x) = g.(y)=fly)—e.

La compacité de K permet de trouver un nombre fini d’éléments z1,...,z, € K

tels que :
K=U(z;)U---UU(zp).

Alors ¢ = max{gy,, ..., 9z, } € A4, grace & I'Etape 3 bis; et elle vérifie :

fly)—e<oply) < fly) +e, VyekK,

car chaque y € K est dans I'un des U(z;).
Cela veut dire que ||f — ¢|loo < €. L

Comme ¢ > 0 était arbitraire, on a bien f € (4) = A.
Cela achéve la preuve du Théoréme I1.4.1. O

La preuve de Bernstein pour un intervalle compact de R

La forme générale du Théoréme de Stone-Weierstrass a été donnée par Stone
en 1948. A l'origine, Weierstrass avait montré, en 1885, que toute fonction continue
sur un intervalle fermé borné de R pouvait y étre approchée uniformément par des
polyndmes. Il utilisait pour cela un produit de convolution (voir le chapitre suivant).



I1.4. SEPARABILITE DE L?(0,1) 51

En 1913, Bernstein en a donné une belle preuve probabiliste, que I’on va exposer ci-
dessous. Notons d’abord que, par un changement de variable, on peut supposer que
lintervalle en question est [0, 1].

L’idée de départ est la suivante : on fixe ¢ € [0,1] (aussi bien, si on veut, on
peut ne prendre que 0 < t < 1), et on considére des variables aléatoires indépendantes
X1,...,X, suivant toutes la loi de Bernoulli de paramétre . Alors S, = X;+-- -+ X,
suit la loi binoémiale %(n,t) de paramétres n et ¢. La loi faible des grands nombres
dit que %ﬂ —at= E (X1) en probabilité. Alors, pour toute fonction f continue sur

[0,1], on a E [f(Z2)] — f(t). En effet, si € > 0 est donné, I'uniforme continuité de
{o o]

f sur [0,1] permet de trouver § > 0 tel que |f(z) — f(z')| < € pour |z — 2| < §;
la. convergence en probabilité donne alors un N > 1 tel que P (I_S# - t| > 6) < esi
n 2 N. Alors, pour n > N,on a:

S
’E [f(ﬁ)] - f(t)l - /{'gﬂn_t|>6}
“Jyenie

<2||fllc e+ €.
OrE [f(%2)] = X5 o ChtF(1 — )% f(%). On pose :

12 - | ap o)
f[S" )

(

|- 0] ap)

BN = Y ok —oyrp ()
k=0

c’est un polynoéme de degré n. On ’appelle le n™¢ polynéme de Bernstein de f.

On vient de voir que ’on a convergence simple de B, (f) vers f.

Nous allons voir que, grace & une estimation uniforme de la variance des variables
de Bernoulli, la preuve de la loi faible des grands nombres pour ces variables permet
d’obtenir la convergence uniforme de B, (f) vers f.

Rappelons d’abord que si X est une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli
de paramétre t, alors sa variance vaut Var (X) = ¢(1 — t). On a, par l'inégalité de
Bienaymeé-Tchebychev, pour tout § > 0 :

> 6)

(% 5) 2% -s00]5) =2 (% -5 (2)
< %Var (%) = ﬁV&r (Sn)
= ‘n;? iVar (X;) (par indépendance)
j=1

_ Var(X) _t(1-t) _1/4

nd2 né2 - né?

Considérons le module de continuité de f, défini par :

wy(h) = sup{|f(t) — f(t)]; |t —#'| <h}.
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Dire que f est uniformément continue signifie que wy(h) —h——0>0. Fixons un 6 > 0,
__}

que l'on précisera aprés. On a, pour tout ¢ € [0,1] (on prendra garde & différencier
Poccurence w € §2 du module de continuité wy ; on aurait pu modifier ces notations,
mais ce sont celles habituellement utilisées!) :

176) ~ [Ba(HIO) = [E [0~ £(22))]|
e~ 1(2)) - [ o - /(=D

st Kessap

< ws(6) +2||f||ooP(|t‘ %‘ > 5)

Swr(d) +2 ”f"oom :

Pour tout € > 0 donné, choisissons maintenant § de sorte que ws(d) < €/2, puis
N > 1 tel que ||f|loospzz < €/2. On aura, pour n > N, |f(t) — [Ba(f)]t)| < & pour
tout t € [0,1], ce qui prouve que B, (f) tend uniformément vers f. O

I1.4.1.2. Cas complexe

Tel quel, ’énoncé du Théoréme II.4.1 est faux pour les espaces de fonctions &
valeurs complexes. Par exemple, si K est le disque unité fermé D du plan complexe,
toute limite uniforme sur K de polynémes p,, est holomorphe dans le disque ouvert D,
grace au Théoréme de Weierstrass sur la convergence uniforme des suites de fonctions
holomorphes. L’adhérence de l’algébre des polynomes n’est donc pas %¢(K) tout
entier : par exemple, la fonction z — Z n’est pas dedans. En fait, cet exemple est
essentiellement le seul cas dont il faut tenir compte ; en effet, on a :

Théoréme I1.4.6 (Théoréme de Stone-Weierstrass, cas complexe).
Soit K un espace compact et soit A une sous-algébre, complexe, de ’espace
de Banach compleze 6c(K). Si :
a) A sépare les points de K ;
b) A contient les fonctions constantes;
c) A est stable par conjugaison : fe A = fc A,
alors A est dense dans 6c(K).

Notons qu'ici f désigne la fonction t € K +— f(t) € C, out f(t) est le nombre
complexe conjugué de f(t).

Preuve. La condition ¢) permet de dire que :

feA = Ref=¥eA et Imf=%€A.
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Soit :
Ar={f€A; ft)eR, Vte K}.

La remarque ci-dessus permet de dire que :
A= AR +iAgR.

De plus, Ar est une sous-algébre de ¥r(K), qui contient les fonctions constantes
(réelles), et sépare les points de K : si u # v, il existe f € A telle que f(u) # f(v);
mais alors Re f(u) # Re f(v) ou Im f(u) # Im f(v), et Re f,Im f € Ag. Il résulte
du cas réel que A est dense dans GR(K). Mais alors, A = Ag + iAg est dense dans
%c(K) = Er(K) + i%R(K). o

Exemple. Soit K une partie compacte de C. L’ensemble des polynomes, & coefficients
complexes, en les deux variables z et Z est dense dans %¢(K).

On notera que c’est aussi, en identifiant C & R2, I’ensemble des polynomes, &
coefficients complexes, en les deux variables réelles z et y, en identifiant 2 = z+iy € C
avec (z,y) € R2.

11.4.2. Le systéme trigonométrique

Nous allons considérer ici des fonctions f: R — C périodiques, de période 1 sur
R.
L’application surjective :

esi: R — U={z€C; |z|=1}
t — emt=y

permet des les identifier aux fonctions définies sur U. On peut aussi les identifier aux
fonctions définies sur le tore T = R/Z.

De plus, on sait que pour toute fonction f continue sur R de période 1, il existe
une unique fonction continue f U — C telle que f = f oe; (resp. f T — C telle
que f(z) = f(z + Z)). L’espace %, (R) des fonctions continues sur R de période 1,
muni de la norme || f|lco = sup,¢g |f(2)|, s’identifie donc & ’espace € (U) des fonctions
continues sur le compact U.

1l s’identifie aussi au sous-espace € = {f € €([0,1]); f(0) = f(1)}.

Ces identifications sont isométriques puisque :

sup|f(z)] = sup |f(z)| = sup|f(u)| =sup|f(€)|.
z€R u€elU EeT

z€(0,1

Définition I1.4.7. On appelle polynéme trigonométrique toute somme

finie
N2
z ane21r'int
n=N1
avec a,, € C et Ny, Ny € Z, N; < Ns.
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Notons qu’en ajoutant au besoin des coefficients nuls, on peut toujours écrire un
polynome trigonométrique sous la forme symétrique :

N
Z an, e21r'mt ,
n=—N
oil N est un entier positif.

On notera, pour tout n € Z :

L’ensemble {e, ; n € Z} s’appelle le systéme trigonométrique.

Les polynémes trigonométriques s’identifient aux polynoémes usuels en u et @ sur U,
puisque tout u € U s’écrit sous la forme u = e;(t) = €*%, et qu’alors u" = ?™n¢ =
en(t), et que @ = e~2mnt = ¢_, (t). Le théoréme de Stone-Weierstrass complexe
appliqué & %c(U) donne donc :

Théoréme 11.4.8. L’ensemble des polynémes trigonométriques est dense
dans l’espace des fonctions continues de période 1 sur R.

Considérons maintenant ’espace des fonctions f: R — C mesurables de période 1
telles que :

/Hﬂmﬂn<+m.
0

Lorsque l'on le quotiente par le sous-espace des fonctions négligeables, ce quotient
s’identifie & L2(0,1) = LZ(0,1) ; en effet, pour toute fonction mesurable g: [0,1] — C,
la fonction mesurable :

g: [0,1] — C
g(t)sio<t<1;
b { 9(0)sit=1
se prolonge par périodicité en une fonction mesurable f: R — C de période 1, et

Jo lg@) P dt = [y |£()]? dt.

Ces identifications étant faites, on peut énoncer :

Théoréme 11.4.9. Le systéme trigonométrique est une base orthonormée de
Lg(0,1).




11.4. SEPARABILITE DE L2(0,1) 55

Corollaire 11.4.10. L’espace réel L%(0,1) posséde une base orthomormée
formée des fonctions :

1, V2 cos(2nt), V2 cos(4nt), . .., V2 cos(2mnt), .. .,
V2sin(27t), v/2sin(4nt), ..., V2sin(2nnt),. .. .

Remarques. 1) Z étant dénombrable, on pourrait ré-indexer le systéme trigonomé-
trique avec les entiers positifs.
2) Le théoréme signifie que, pour toute f € LZ(0,1), on a :

=0,
2

N
Jim 7= 3 Foven

n=—N

ou les produits scalaires :

~ T 1 .
f(n) = (f | en) = X) f(t) en(t) dt = A f(t) e—2mint gy

pour n € Z, sont appelés les coefficients de Fourier de f. La formule de Parseval
s’écrit alors fol If(@))?dz = ¥,z | F ()2 -

Nous savons qu’il existe alors une suite strictement croissante d’entiers (Ip)n>1
telle que :

ln
Jim 3 ke = 5t

k=—1,

pour presque tout ¢ € [0, 1].
Répondant & une question posée par Lusin en 1913, L. Carleson a montré en 1966

qu’en fait, sans prendre de sous-suite, on a, pour toute f € L?(0,1) :
n
: Y 2mikt
lim kZ Flk) ekt = £(t)
=—n

pour presque tout ¢ € [0, 1]. C’est un résultat d’une extréme difficulté.

Preuve du théoréme II.4.9. Il est d’abord facile de voir que {e,; n € Z} est
orthonormé :

1 1 .
— 2mint —2mwipt jp __ 2mi(n—p)t J4 __ 1sin=p;

en|ep) = e e dt = e dt = .
(en | €p) /0 /0 {OSInaép.

Il est total car les polynomes trigonométriques sont denses dans €(U) et || . [lo = || - ||2,
en utilisant le lemme suivant :
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Lemme I1.4.11. L’ensemble %1 (R) des fonctions continues sur R de période 1, iden-
tifi¢ a € = {f € €([0,1]); F(0) = f(1)}, est dense dans L*(0,1).

En effet, si f € L?(0,1), il existe alors, pour tout € > 0, g € @ % (U) telle que
IIf — gll2 < €/2; il existe ensuite un polynéme trigonométrique p tel que ||g — plloo <
€/2; mais [|g —pll2 < llg — Plleo < €/2; donc ||f —pllz <e. o
Preuve du lemme. Soit f € L?(0,1) et soit € > 0. Nous savons (Corollaire I1.2.9)
qu'il existe h € €([0,1]) telle que ||f — hll2 < /2.

Soit M > 0 tel que |h(t)| < M pour tout ¢ € [0,1], et notons a =1 — (357)

Nous allons modifier h sur [a, 1] en posant h;(1) = h(0) et en prenant h; affine
entre a et 1. Alors ky € %, ||h1]loo < M, et :

1 1/2
|m—hmf=(/|mn—hawﬁa)
<(-a}? sup (|h(t>| TR (8)])

a1

< —
4M X(M+M)=

2

On a donc ||f — hyl|2 <& O
Exemple d’application.

Soit f: R — R la fonction définie par f(t) = ¢ pour 0 < ¢t < 1, et prolongée par
périodicité sur R.

Alors f € L?(0,1) et

1
T / 2 dt =
0

Les coefficients de Fourier de f sont :
1
f(n) = / te ?™ntgt neZ.
0

Pourn=0:foltdt=1/2;pourn7é0:

~ te—Zmnt e—2mi i
(n) = [ 2mn] / —§7rm —27rm 2mn
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La formule de Parseval ||f||2 = 3 |f(n)|? donne donc :
neEZ

d’ou :

11.4.2.1. Coefficient de Fourier des fonctions de L!(0,1)

Pour toute f: [0,1] — C mesurable, I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

/ @i < (/ 1 ) 1/2( / 1 0P a) " (/ 1 @ d) v

dit que £?([0,1]) C £*([0,1]). On a donc une injection naturelle de L2(0,1) dans
L(0,1). Par identification de L2?(0,1) avec son image dans L!(0,1), on écrira :

[12(0,1)  2}(0,1) .

Pour toute f € L!(0,1), on peut définir les coefficients de Fourier :

1
fn) = /0 fH)e?mntdt|, nez,

puisque [e=2""¢| = 1. On a | |f(n)| < ||f|l1 | pour tout n € Z. De plus :

Théoréme 11.4.12 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Pour toute fonction f €
L(0,1), ses coefficients de Fourier tendent vers 0 quand |n| tend vers linfini :

f(n)—J/O .

|n|—o00

Preuve. Si g € L?(0,1), la formule de Parseval :
lgli3 = > 1g(m)I?
nez
montre que ’on a, en particulier, g(n) —— 0.
|n|—o0

Maintenant, si f € L!(0,1), il existe, pour tout € > 0, une fonction g € L?(0,1)
(par exemple g étagée, ou bien g contmue) telle que ||f — glli < e. Comme on a

|F(n) = 9(n)| < [If — gllr <, on obtient | f(n)| < [§(n)] +&; donc :

lim sup |f(n)| hmsup [g(n)| + € =e.

|n| =00 |n| =00
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Comme € > 0 est arbitraire, on obtient limsup),|_,oo |F(n)| = 0.
Donc limjp| 00 |f(n)| =0. O
Variante de la preuve. Il existe un polynoéme trigonométrique p tel que ||g — p|l2 < €

Mais il existe un entier N > 1 tel que p(n) = 0 pour |n| > N. Donc, pour |n| > N
on a, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[g(n)| = [g(n) - p(n)| < llg = pll < llg - pllz2 <

Ainsi, puisque |f(n) — §(n)| < [|If — gl1 <&, on a |f(n)| < 2, pour |n| > N. Cela
signifie que f(n) tend vers 0 quand |n| tend vers I'infini. O

Pour f € L%(0,1), la formule de Parseval fol [f@O)dt=Y,cz |7(n)|? montre que

si f(n) = 0 pour tout n € Z, alors f = 0 (presque partout). C’est encore vrai pour
les fonctions de L'(0,1), comme on va le voir.

Théoréme I1.4.13 (Injectivité de la transformation de Fourier). La trans-
formation de Fourier &#: f € L(0,1) = (f(n)), 5 € co(Z) est injective : si
f € LY0,1) et f(n) = 0 pour tout n € Z, alors f = 0.

Pour montrer cela, nous aurons besoin du Théoréme de Fejér. Rappelons que le
noyau de Dirichlet D,, d’ordre n est défini par Dy(t) = Y p__, €2 et le noyau de
Fejér F,, d’ordre n par :

n

Do(t) + D1(t) + - - - + Dy(t) 1
n+1 n+1ZD

Fu(t) =
k=0

Comme ]f);(O) =1,0n a fol F,(t)dt = f‘;(O) =1 pour tout n > 1.
1 (sin(n +1)

2
t
D’autre part, on a Fy,(t) = l ) pour tout ¢ ¢ Z; en particulier

n+1 sin(mt)
F,(t) > 0 pour tout ¢t € R (c’est clair pour t € Z car Dy (0) = 2k +1). La positivité de
F,, est sa propriété essentielle. Vérifions I’égalité précédente. On sait que pour ¢ ¢ Z,

on a Dy(t) = Snl@ktrd . gonc .

sin(mrt)

! ! 2": 2 sin(wt) sin[(2k + 1)7t] .

F.t)= — ——
®) n+ 12 sin®(wt) pard

Or 2 sin[(2k + 1)7t] sin(nt) = cos(2knt) — cos[(2(k + 1)nt]; donc :

22 sin(7t) sin[(2k 4 1)7t] = 1 — cos[2(n + 1)7t] = 2 sin®(n + 1)t
k=0

d’otl le résultat.
Si f: R — C est de période 1 et f € L!(0,1), la n®™¢ somme de Fejér de f est
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1
(Fuf)(@) = / f(z— 1) Fu(t) dt | .

C’est un polynoéme trigonométrique. En effet, en posant v = z — ¢, on a, par périodi-

cité :
(Fuf)a) = / ' f) Fale —w)du= LY ( [ s e a)

+1

- (3 o).

j=-k

i=—k

Théoréme I1.4.14 (Théoréme de Fejér (1905)). Pour toute fonction f: R — C
continue de période 1, on a :

Fuf — [ uniformément sur R.
n—oo

Preuve. Soit € > 0.
Comme f est continue et périodique, elle est uniformément continue sur R :

F>0) |e-2|<s = |f(z)-f@)<e/2

Comme on peut diminuer § sans changer I’implication ci-dessus, on peut supposer
d < 1/2. Notons que :

(Faf)(@) — f(z) = /0 (F@ - 1) — f(z)] Fa(t) dt
1/2
- / (f(@— 1) — f(z)] Fa(t) dt
1/2

e Comme F,(t) >0,on a:
) )
\ [ e =0 - 5@ Eato) dt] < [ 1fe-0- r@I P a
5 . e [1/2
Q/_JEFn(t)dtgi/—l/ Falt)di = ¢

e D’autre part :

1/2

1/2
\ / [f(w—t)—f(znmt)dt[<2||fnoo o

1/2
(Wi [t 2l o
n+1 §

sin’(nt)  n+1 4
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pour n 2= n..
De méme, en augmentant au besoin ne, on a, pour n > n. :

1o

_5
} [ -0 - s By ae| <
-1/2

o Il en résulte que :
|(Faf)(z) - f(z)| <& pourn >ne,

ce qu'’il fallait démontrer. O

Indiquons rapidement une autre preuve, plus “fonctionnelle”. On vérifie facilement
que pour un polynéme trigonométrique p, on a fol p(z —t)Dy(t) dt = p(z) pour k >0
assez grand (plus grand que le degré de p) ; il en résulte que F,p 2P uniformément
(sur [0,1] ou sur R). On a, d’autre part, ||Frhlloo < ||h]loo pour toute h: R — C
continue de période 1. Soit alors f: R — C continue de période 1. Les polynomes
trigonométriques étant denses dans ’espaces des fonctions continues de période 1
(Théoréme 11.4.8), pour tout € > 0, il existe un polynoéme trigonométrique p tel que
If = pllo < €. Alors :

IFnf = Flloo < IFn(f = Plloo + 1 Fnp = Plloo + lIp — flloo S €+ 6+ = 3e,

pour n assez grand, et donc || Frnf — flloo —— 0. O
n—o00

Corollaire I1.4.15. Soit f: R — C continue de période 1. Si f(n) = 0 pour tout
n € Z, alors f = 0.

Preuve. On a F,f = 0 si f(j) = 0 pour tout j € Z. Comme (F,f)n>1 converge
uniformément vers f, on obtient f = 0. O

Il suffit maintenant d’utiliser la densité des fonctions continues de période 1 dans
LY(0,1).

Lemme~ I1.4.16. L’ensemble %1 (R) des fonctions continues sur R de période 1, iden-
tific a € = {f € €([0,1]); f(0) = f(1)}, est dense dans L}(0,1).

Preuve. On peut faire la méme que celle du Lemme I1.4.11. Mais on va en donner
une légément différente. Considérons les fonctions de L!(0,1) comme étant définies
sur ]0, 1[. Soit f € L'(0,1) et € > 0. Il existe (voir Cours d’Intégration) g € (0, 1[)
telle que ||f — g|l: <e.

Comme supp (g) est compact et contenu dans )0, 1], la distance d de supp (g) au
complémentaire (fermé) de ]0,1[ est > 0, et supp(g) C [d,1 — d]. La fonction g est
donc nulle sur ]0, d] et sur [1—d, 1], et on peut la prolonger d’abord sur [0, 1] en posant
9(0) = g(1) = 0, puis en une fonction continue g: R — C continue de période 1. Pour
ce prolongement g, on a encore ||f —g|l1 <e. O
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Corollaire I1.4.17. Pour toute f € L'(0,1), on a ||Fnf — fl1 —0.
n—>00
Preuve. 1l est clair que I’application F,: f € L1(0,1) — F,f € L'(0,1) (Fnf est un

polynéme trigonométrique) est linéaire. Elle est continue, de norme < 1, car, par le
Théoréme de Fubini-Tonelli, en utilisant la positivité du noyau de Fejér F, :

1= [ | [ -0 Ryl ao < [ [/ @~ ) Fult) it o
-/ 1 [ / - t>|dw] Fat)de= 7l | Futyde = Il

en prolongeant f en une fonction de période 1 sur R, puis en posant u = z — ¢ et en
utilisant la périodicité de f.

Soit alors € > 0 et g: R — C continue de période 1 telle que ||g— f|l1 < &/3. Parle
Théoréme de Fejér, il existe un entier N > 1 tel que ||Frng — g|lco < €/3 pour n > N.
Comme || Frg — gll1 € |Frg — 9llco, On Obtient :

IFnf = flls < IFalf = 9)lls + 1Fng — gl + llg — 1
e € €
SIf =gl +1Fag =gl +llg = fla <3 +35+5=¢,
pour n > N, de sorte que || F,f — f|li — 0. O
n—00

Preuve du Théoréme I1.4.13. C’est exactement la méme que pour le Corol-
laire 11.4.15. O
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11.5. Exercices

Exercice 1.

Soit H un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire et de la norme associée.
En développant ” lyllz — ||:c||y||2, pour z,y € H, montrer I'inégalité de Cauchy-
Schwarz.

Exercice 2.
Soit E un espace vectoriel normé réel (pour simplifier). On suppose que la norme
vérifie 'identité du parallélogramme :
lla+8||* + lla — 1> = 2 (lall® + IbI*), Va,beE.
Le but de ’exercice est de montrer que cette norme est hilbertienne, c’est-a-dire qu’il
existe un produit scalaire sur E auquel elle est associée.
On pose B(z,y) = ; (lz +ylI* - lz - y[|*), pour z,y € E.
1) Soit z1,z2,y € E.
a) Montrer que ||z; + 22 + 2y||? = 2 (||lz1 + ¥l|? + ||lz2 + ¥lI?) — ||lz1 — z2]|?, et
donner une formule analogue pour ||z + z2 — 2y]|2.
b) En déduire que B(z1 + 2,2y) = 2[B(z1,y) + B(z2,y)].
2) Déduire de 1) que B(u + «/,v) = B(u,v) + B(v/,v) pour tous u,u’,v € E.
3) Démontrer le résultat souhaité (utiliser le 1) de I’Exercice 25 du Chapitre I).

Exercice 3.

Soit H un espace preéhilbertien réel et T': H — H une isométrie : ||T(z) —T(y)|| =
|lz — y|| pour tous z,y € H, telle que T'(0) = 0.

1) Montrer que T' conserve le produit scalaire : (T'(z) | T(y)) = (z | y) pour tous
z,y € H.

2) En déduire que T est linéaire (développer ||T'(z + y) — T'(z) — T(y)||?).
Remarque. On comparera avec I’Exercice 25 du Chapitre I.

Exercice 4.
Montrer que si (un)n>1 est une suite de vecteurs orthogonaux dans un espace de
. P . . o0 2
Hilbert, alors la série ), -, un converge si et seulement si 3", [lun|* < +oo.

Exercice 5 (Identité du parallélogramme généralisée).
Soit H un espace de Hilbert. Montrer, a 1’aide de 'identité du parallélogramme,
que pour tous z1,...,T, € Hyon a:

i 1
Sl =5 >
k=1

er==%1

n 2

ExTk
k=1
En déduire que ¢P n’est pas isomorphe & ¢2 pour p # 2 (utiliser les vecteurs de
la base canonique : voir I’Ezercice 18 du Chapitre I, et séparer les cas 1 < p < 2 et
2<p<o0).
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Exercice 6.
Soit H un espace de Hilbert complexe. Montrer que pour tous z,y € H,on a :

1 o 10,112 o0
@I =5 [ le+eie a.

Exercice 7.
1) Soit H un espace de Hilbert et a un élément non nul de H. Montrer que pour

tout € Hyon a:
do fart) = (@ L]
2) On considére I’espace de Hilbert L2([0, 1]).
a) Montrer que toute f € L%([0,1]) est intégrable sur [0, 1].
On considére I’ensemble F' des f € L2([0,1]) telles que fol f(t)dt =0.
b) Montrer que F est un sous-éspace vectoriel fermé de L2([0,1]).

¢) Déterminer F'+.
d) Calculer d(f, F) pour f(t) = e'.

Exercice 8 (Noyau de I’adjoint d’un opérateur).
Soit H un espace de Hilbert et A€ #(H). Montrer que I’on a ker (T*) = [im (T')]*.

Exercice 9.
Soit H un espace préhilbertien. Montrer que pour tout T' € Z(H), on a |T|| =

sup{|(Tz | ¥)|; llzl|, llyll < 1}.

Exercice 10 (Projecteurs).

Soit H un espace de Hilbert et P: H — H un projecteur, c’est-a-dire une appli-
cation linéaire telle que P2 = P.

1) Montrer que im P = ker (Idg — P) et que H est la somme directe algébrique
de ker P et im P.

On suppose dans la suite P continu et non nul.
2) a) Montrer que ||P|| > 1.
b) Montrer que 'opérateur adjoint P* est aussi un projecteur.
3) On suppose dans cette question que P est auto-adjoint.
a) Montrer que ||P|| = 1.
b) Montrer que P est la projection orthogonale sur im P.
4) On suppose dans cette question que ||P| = 1.
a) Développer ||z — P*z||?, et en déduire que ker (Idg — P) C ker (Idy — P*),
puis que ker (Idg — P) = ker (Idyg — P*).
b) Montrer que P est auto-adjoint.
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Exercice 11.

Soit H un espace de Hilbert. Montrer que si T € Z(H), alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(%) T est inversible;

(¢') T* est inversible;

(i2) il existe une constante ¢ > 0 telle que ||Tz|| > c||z|| et ||T*z| > c|lz| pour
tout x € H ( pour montrer que (it) implique (i), on montrera que imT est d la fois
fermée et dense dans H).

Exercice 12 (Isométries).

1) Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (. | .), et T un endomor-
phisme continu de H. On note T™* ’adjoint de T'. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) T*T =1dg;
(i) (Tz | Ty) = (= | y) pour tous z,y € H;
(%2) T est une isométrie.

2) Soit S: £y — £y 'opérateur (que l'on appelle shift, ou décalage & droite) défini

par S(z1,x2,...) = (0,21, %2, .. .).
a) Montrer que S est une isométrie.
b) Calculer B = S§* (on I’appelle le backward shift, ou décalage & gauche).

3) Si T est une isométrie de 1’espace de Hilbert H, a-t-on TT* = Idg ?

4) Montrer que T est une isométrie surjective si et seulement si T est unitaire,
c’est-a-dire que T*T = TT* = Idy.

Exercice 13.

Si w = (wp)n>1 est une suite de nombres réels strictement positifs, on note
£5(w) Pespace vectoriel de toutes les suites (z,),>1 de nombres complexes telles que
>0 L Wa|zn|? < +o0.

1) Montrer que (Z | Y)w = Y peq WnZnY, définit un produit scalaire sur ¢3(w). On
munit ¢3(w) de la norme associée & ce produit scalaire.

2) Montrer que iy: & = (ZTp)n>1 € L2(w) H (/WnZp)n>1 € L2 est un isomor-
phisme isométrique. En déduire que £3(w) est un espace de Hilbert.

3) a) Soit E un espace vectoriel normé et A une partie bornée de E. Montrer que
A est précompacte si et seulement si pour tout £ > 0 il existe un sous-espace vectoriel
F; de E de dimension finie tel que d(z, F,) < € pour tout z € A.

b) Montrer que si w = (Wn)n>1 € ¥ = (Vn)n>1 sont deux suites de nombres
réels strictement positifs telles que wy /v, = 0, alors la boule unité fermée de £5(v)

est une partie compacte de £3(w).

Exercice 14 (Théoréme de Lax-Milgram et approximation de Galerkin).

Soit H un espace de Hilbert réel. On considére une forme bilinéaire B sur H, que
’on suppose continue et coercive, c’est-a-dire qu’il existe des constantes C' < +o0o et
a > 0 telles que |B(z,y)| < C||z| ||y|| pour tous z,y € H, et B(z,z) > a||z||? pour
tout z € H.
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1) a) Montrer qu'il existe un opérateur continu T sur H tel que B(z,y) = (Tz | y)
pour tous z,y € H.

b) Montrer que pour tout z € H, ||Tz|| > a||z||. En déduire que T est un isomor-
phisme de H sur lui-méme (utiliser I’Ezercice 11).

2) (Théoréme de Laz-Milgram). Soit L une forme linéaire continue sur H.

a) Déduire des questions précédentes qu’il existe un unique u € H tel que
B(u,y) = L(y) pour tout y € H.

b) On suppose dans cette question que B est symétrique et on définit J(z) =
B(z,z) — 2 L(z). Démontrer que le point u est caractérisé par la condition J(u) =
minge g J(z).

3) On reprend les notations de 2) a). Soit (F,),>1 une suite croissante de sous-
espaces vectoriels fermés de H dont la réunion est dense dans H.

a) Démontrer que pour tout entier n > 1, il existe un unique u, € F, tel que
B(un,y) = L(y) pour tout y € F,.

b) Démontrer que ||u—u,|| < (C/a)d(u, F,,) pour tout entier n > 1. En déduire
que (un)n>1 CONverge vers u.

Exercice 15.
On pose, pour f € L?([0,1]) (on supposera les fonctions
z€0,1]:

Y

a valeurs réelles) et

(Tf)(@) = / “feydt.

1) Justifier Pexistence de (T'f)(z) et montrer que T définit une application linéaire
continue T': L2([0,1]) — L2([0, 1]).
2) Calculer ’adjoint T* de T' (on remarquera que I 4)(t) = Xjz q)(x)).

Exercice 16.
Soit f: D — C une fonction holomorphe et f(2) = Y oo, cn2™ son développement
en série entiére. Montrer que

dt
Z|cn|2 sup/ [Fre)l? o=
<1Jo

Exercice 17 (Espace de Bergman).
On note D le disque unité ouvert de C, et 5#(D) ’ensemble des fonctions holo-

morphes sur D. o
1) Montrer que si f € #(D) et si D = D(2o,7) est un disque fermé contenu dans
D, alors f(z0) = 713 J5 f(w) dA(w), ot A = % ) est la mesure d’aire normalisée de

D (i.e. la restriction & D de la mesure de Lebesgue sur R? = C, divisée par 7). En
déduire que pour tout point z € D et pour toute fonction f € J#(D), on a:

|f(2)| < =2 ||) 5 1fllz2) »

. , 2
ot l'on a posé || f]lL2m) = (fD|f|2dA)1/
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2) On définit ’espace de Bergman B%(D) par B%(D) = L?(D)Ns# (D), c’est-a-dire
que f € B?(D) si et seulement si f € (D) et [} |f|*dA < 4+00). On le munit de la
norme induite par L?(D).

a) En utilisant le 1), montrer que si (f,)n>1 €st une suite de Cauchy dans B%(D),
alors (fr)n>1 est uniformément de Cauchy sur tout compact de D.

b) Montrer que B%(D) est un espace de Hilbert, et que la convergence dans
B?(D) entraine la convergence uniforme sur les compacts de D. Donner 1’expression
du produit scalaire de B?(D).

3) a) Montrer quesi f € BX(D) et f(2) = Y02 cn2™, alors || fl|32p) = oo 'Tf’jr': .

b) On pose e,(z) = v/n+ 12" Montrer que la suite (e,)n>0 est une base
orthonormée de B?(ID). Donner une autre expression du produit scalaire de B?(D)

4) Montrer que si a € D, alors il existe une unique fonction K, € B%(D) telle que
f(a) = (f | K,) pour toute f € B%(D) (on dit que K, est un noyau reproduisant
pour B%(D)).

5) En utilisant le 3), déterminer explicitement la fonction K, pour tout a € D.

6) En conclure que si f est une fonction holomorphe au voisinage de D, alors, pour

tout point a € D, on a f(a) = [ (Tf_% dA(z).

Exercice 18.
1) En utilisant la fonction définie sur | -, 7] par f(t) = t2, calculer S =y > | L -
2) Soit a € C\Zet f: R — C la fonction de période 1 définie par f(t) = exp(2miat)
pour —1/2 <t < 1/2.

a) Calculer les coefficients de Fourier de f puis montrer que wcotan (wa) =

1 oo 2a
a + Zn:l aZ—n? '
1

b) En faisant un développement limité en a = 0 & l'ordre 3 de cotan (7a) — -,
en déduire la valeur des sommes Y oo et 3., L

Exercice 19 (Théoréme de Bernstein).

Soit f: R — C une fonction de période 1. On suppose qu’elle est holdérienne
d’ordre @ > 0 i.e. qu’il existe Cy > 0 tel que |f(z) — f(y)] < Calz — y|® pour tous
z,y € R. R N

1) On note f,(t) = f(t—z) pour z,t € R. Calculer f;(n) en fonction de f(n) pour
tout n € Z. R

2) Montrer qu’il existe C > 0 tel que C27% > 37, | 1 o4 | f(n)[? pour tout
Jj € N (considérer ||f — fz||2 avec x choisi convenablement et utiliser la propriété
holdérienne de f).

3) Montrer que la suite des coefficients de Fourier de f est dans ¢,(Z) pour p >
2/(2a.+ 1) (appliquer 'inégalité de Holder).

Exercice 20.

Soit a > 0, et soit g € L2(0,a), & valeurs réelles.

On suppose que foa g(t)e™ dt = 0 pour tout n € N. Montrer que g = 0 (on pourra
faire un changement de variable, puis utiliser le Théoréme de Stone-Weierstrass;
conclure ensuite).
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Exercice 21.

Soit K un espace métrique compact ; on munit le produit K? = K x K de la
topologie produit. Si u et v sont des fonctions continues sur K, a valeurs réelles, on
définit leur produit tensoriel par (u ® v)(z,y) = u(z)v(y), pour z,y € K. Montrer
que le sous-espace vectoriel €(K)®% (K) de €(K?) engendré par toutes les fonctions
u ® v, pour u,v € €(K), est dense dans F(K?).

Exercice 22.

Soit (K, d) un espace métrique compact.

1) Montrer que K est séparable.

2) a) Pour a € K, on note d, la fonction continue définie par d,(z) = d(z,a).
Montrer que si D est une partie dense de K, la famille {d, ; a € D} sépare les points
de K. Que peut-on dire de la sous-algébre A de ¥ (K) engendrée par 1 et les fonctions
dg, pour a € D?

b) En déduire que ¥ (K) est séparable.

3) Montrer que ’ensemble des fonctions lipschitziennes sur K est dense dans I’es-
pace ¥ (K) des fonctions continues sur K, muni de la norme uniforme (voir ’Exercice 4
du Chapitre I).

Exercice 23 (Opérateurs de Hilbert-Schmidt).

Soit H un espace de Hilbert séparable, que I’on supposera réel, par convenance. On
dit qu’un opérateur T': H — H est de Hilbert-Schmidt s’il existe une base orthonormée
(en)n>1 de H telle que Y oo || Ten||? < +o0.

1) Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H. Montrer que si (€,)n>1 st une
autre base orthonormée de H, alors Y oo, [T*enl|? = Y pe, ||Tek||?, et en déduire

que :
[o o] [ e]
> o ITenl* =) 1Tk
n=1 k=1

2) Soit (S, T, 1) un espace mesuré tel que L2(u) soit séparable, et soit (en)n>1 une
base orthonormée de L2 ().
a) Si K € L?(u ® p), montrer que ’on peut définir un opérateur Tk : L?(u) —

L*(u) par :
Tk (f)(y) = /S K(2,y) f(z) du(z),

et que Tk est de Hilbert-Schmidt (on pourra remarquer que si ’on pose Ky(z) =
K(z,y), alors, pour toute f € L*(u), on a (Tx f)(y) = (f | Ky) pour pu-presque tout
Y).

b) Montrer que si on pose (e, ® em)(z,y) = en() em(y), alors (en ® em)n,m>1
est une base orthonormée de L?(u ® ).

¢) Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L?(u). Montrer que la série
double :

(o]}

K(:L’, y) = Z (Te'n I em)en(z) em(y)

n,m=1

converge dans L?(u ® p), que K € L2(u ® p), et que T = Tk.
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On revient au cas général d’un espace de Hilbert séparable (réel) arbitraire et on
fixe une base orthonormée (e,)n>1.
On pose Gz(H) = {T € L(H); Yoo, IT(en)||? < +00}.
3) a) Montrer que G2(H) est un sous-espace vectoriel de Z(H).
b) Montrer que pour tous A, B € G2(H), la série 3, -, (Aen | Ben) est conver-
gente, et que I’on définit un produit scalaire sur G2(H) en posant :

(A I B)Gz(H) = Z(Aen | Ben) .
n=1

On notera || . ||s,(x) la norme associée (on la note aussi souvent ||. ||ge)-
4) a) Soit (un)n>1 une suite d’éléments de H telle que Y oo, ||lun||?> < +0c0. Montrer
que pour tout z € H la série anl(x | en) un converge normalement dans H et que

I'on a :
) 00 1/2
(@ | en) tn]| < Il (Z ||un||2) .
n=1 n=1

b) En déduire que ||T|| < ||T||e,x) pour tout T € Gy(H).
5) Montrer que (S2(H), || |le,(a)) est un espace de Hilbert.

Exercice 24 (Rayon numérique d’un opérateur).
Soit H un espace de Hilbert.
Pour tout opérateur T sur H, on note :

o(T) = sup{|(Tz | 2)|; ||| =1}

On dit que v(T') est le rayon numérique de T.
On rappelle que T est dit auto-adjoint si T* =T
1) a) Montrer que v est une semi-norme sur l’espace .Z(H) des opérateurs sur H

et que |(Tz | z)| < v(T) ||z||? pour tout z € H.
b) Montrer que si T est auto-adjoint et si v(T") = 0, alors T' = 0.
Dans la suite (& part la question 6)), on suppose que H est un espace de Hilbert
complexe, non réduit a {0}.
2) Soit U un opérateur auto-adjoint sur H. Soit z,y € H.
a) Pour t € R, développer (U(z +ty) | z + ty) — (U(z —ty) | z — ty), en en
déduire que :
4[t|[Re Uz | y)| < v(U) (llz + tyll* + |z — ty]|?).
b) En déduire que |Re (Uz | y)| < v(U) ||zl l|yl|-
3) Montrer que, pour tout opérateur S: H — H, on a [Re[(Sz | y) + (z | Sy)]| <

2v(S) ll=ll llyll-
4) En déduire que, pour tout opérateur T sur H, on a :

o(T) < ||IT < 20(T)

(pour tout x € H, choisir un nombre compleze A de module 1 tel que \*(T?%z | z) € R,
puis prendre S = AT et y = Sz).
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5) Montrer que T est auto-adjoint si et seulement si (Tz | ) € R pour tout z € H
(remarquer que T* =T si et seulement si v(T — T*) = 0).

6) Donner un exemple d’opérateur 7': R? — R?, non nul, tel que v(T) = 0 (prendre
une rotation convenable).

Exercice 25 (Théoréme ergodique de von Neumann).
Dans cet exercice, H est un espace de Hilbert et T: H — H une application
linéaire continue telle que ||T|| < 1. Pour tout entier n > 1, on pose :

1
Sn=—(I+T+--+T"7).

1) Montrer que pour tout z € H, on a ||T*(z) — z||? < 2[||z|? - (z | T(z))].

2) En utilisant la question précédente, montrer que ’on a ker (I—T') = ker (I-T%).
En déduire une décomposition de H a l’aide de ker (I — T') et de im (I — T).

3) Calculer S, (z) pour z € ker (I — T'), puis déterminer lim,_, o, S, (z) pour z €
Im (I - T).

4) Montrer que pour tout z € H, la suite (,S'n(:z;))n>1 converge vers P(z), oti P
est la projection orthogonale sur ker (I — T').

Exercice 26.

Soit H un espace de Hilbert. On dit qu'un opérateur T': H — H est positif s'il
est auto-adjoint et si (T'z | ) > 0 pour tout = € H.

1) Montrer que si T est un opérateur positif, on a |[(Tz | ¥)|? < (Tz | z) (Ty | v)
pour tous z,y € H. En déduire que ||Tz||? < ||T|| (Tz | z) pour tout = € H.

Soit (Sn)n>1 une suite d’opérateurs auto-adjoints; on suppose cette suite crois-
sante (c’est-a-dire que S,,4+1 — Sy, est un opérateur positif pour tout n > 1) et bornée.
On pose M = sup,, ||Sx|-

2) Montrer que ||Sp+p(z) — Sn(2)]|? < 2M[(Sn+pz | ) — (Spz | )] pour tout
z € H et tous n,p € N*.

3) En déduire que la suite (Sp)n>1 converge simplement vers une application
linéaire continue S: H — H.

Exercice 27 (Racine carrée d’un opérateur positif).
Soit H un espace de Hilbert compleze.
1) Montrer que si , 8 € C sont tels que a+ 5 € R et i(a — ) € R, alors 8 = @.
2) Soit S € Z(H) tel que (Sz | z) € R pour tout z € H.
a) Montrer que (Sz | y) + (Sy | ) € R pour tous z,y € H.
b) En déduire que S = S* (on pourra changer y en iy).
On dit que S € £(H) est positif (S > 0) si (Sz | z) > 0 pour tout z € H. Si
S,Te Z(H),onditque S>TsiS-T>0.
3) Soit T' un opérateur positif et soit R; et Ry deux opérateurs positifs commutant
et tels que R? = R2 =T.
a) Montrer que im (R; — R2) C ker (R; + Ry).
b) Montrer que ker (R; + R2) = (ker Ry) N (ker Ry).
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c) En déduire que R; = Ry (écrire H = im (R; + R2) ® ker (R; + Ry)).
4) Montrer que si T > 0, alors 7% > 0 pour tout k € N (o T* =To---oT, k
fois).
5) Montrer que si 0 < S < Idy, alors ||S|| < 1 (utiliser l’inégalité de Cauchy-
Schwarz pour la forme sesquilinéaire positive (z,y) — (Sz | ¥)).
6) Soit S, € L(H) tels que 0 < Sy, < Spy1 < Idp,n > 1.
a) Justifier 'existence de N(z) = [limp_y00(Snz | 2)]*/2.
b) En considérant N(z +y)? et N(z +4y)?, montrer que o, (y) = Jim (Snz | ¥)
existe pour tous z,y € H.
c) Montrer que, pour tout z € H, il existe Sz € H tel que (Sz | y) =
limy, 00 (Sr | ¥) pour tout y € H.
d) Montrer que I’application S: z € H — Sz € H est linéaire et continue.
7) Soit T € Z(H) telle que ||T|| =1et T > 0. On pose V = Idy — T
a) Montrer que V >0 et |V| < L.

On définit So = 0 et Sp41 = (1/2) (V + S2) pour n > 0.
b) Montrer que 0 < S, < Idy.
c) Montrer que S,, = P,(V) ou P, est un polynéme & coefficients positifs.
d) Montrer que Sp41 — S = (1/2) (S2 — S2_,), et en déduire que Sp41 — Sp =
Qr(V), o @y est un polynéme & coefficients positifs.
e) En déduire que Sp41 = Sp.
f) Montrer qu’il existe un unique opérateur positif R € .Z(H) tel que R? =T
(utiliser les questions précédentes). On notera R = VT
8) Décomposition polaire. Montrer que si A € Z(H) est inversible, alors A peut
g’écrire de maniére unique sous la forme A = UR, ou R € Z(H) est positif et
U € Z(H) est unitaire, c’est-a-dire que UU* = U*U = Idy (prendre R = V A*A).

Exercice 28 (Décomposition de Halmos-Wold des isométries).

Soit H un espace de Hilbert (réel pour simplifier) et U: H — H une isométrie,
c’est-a-dire une application linéaire telle que ||U(z)| = ||z|| pour tout z € H.

1) Montrer que si K est un sous-espace fermé de H, alors U(K) est fermé.

2) On pose U¥ = Uo---oU (k fois), et M = (5, U*(H). Montrer que M est
fermé et que U(M) = M.

3) Montrer que Ujpr: M — M est unitaire (voir I’Ezercice 12).

4) Soit N ’orthogonal de U(H) (dans H). Montrer que les espaces U*(N) sont
deux-a-deux orthogonaux et orthogonaux & M.

On pose Z = @, ,U™(N).

5) Montrer que H se décompose en la somme directe orthogonale H = M & Z.

6) Montrer que Z s’identifie & £2(N) = {(un)n>1; tun € N et Y oo, [lun]l® < +o0}
et décrire 'action de Uz quand on l'identifie & un opérateur sur £3(N).

7) Montrer que si E est un sous-espace fermé de Z invariant par U et non réduit
a {0}, alors Ug: E — E n’est pas unitaire (on dit alors que Uz est complétement
non-unitaire).

8) Expliciter M et Z lorsque U est le shift S: £y — €2 (voir I’Ezercice 12).
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Exercice 29 (Inégalité isopérimétrique).

Soit v: [0,1] — C une application continue et de classe C! par morceaux telle que
7(0) = 7(1), et qui soit injective sur ]0,1] (on dit que <y est une courbe de Jordan).
On rappelle que la longueur de v est donnée par L = fol |v'(s)| ds.

On supposera que L = 1, et on rappelle que l’on peut paramétrer y de sorte que
|Y'(s)| = 1 pour tout s € [0,1], ce que I’on supposera fait pour la suite.

On admettra que C\7([0, 1]) posséde une unique composante connexe bornée, dont
la surface est donnée par la formule de Green-Riemann (la courbe étant parcourue

dans le sens positif) : § = 7 Im fol v'(8)7(s) ds.

1) Vérifier que si y(s) = a + e 0<s< 1, alors L=1et S =1/(4r).

2) Calculer les coefficients de Fourier 4'(n), n € Z, de v en fonction de ceux
cn =7(n) de v.

3) Exprimer S en fonction des c, (remarquer que S = 3 Im (v | 7)2(0,1))-

4) Montrer que Y., .z 4m2n%|c,|? = 1 (remarquer que |v'(s)|* = |v/(s)]).

5) En déduire que S < 1/(4m).

6) Montrer que S = 1/(4w) si et seulement si v est un cercle de rayon 1/(27)
parcouru une fois.

Scholie. Utiliser cette méthode pour montrer ’inégalité de Wirtinger : pour toute
fonction f: [0,1] — C de classe C! par morceaux, on a fo1 |f(z)|? dz — | fol f(z) da:|2 <
] fol |f'(z)|? dz, et étudier le cas d’égalité.

Exercice 30.

Soit H un espace de Hilbert et (e,)n>1 une base orthonormée de H.

Soit (fn)n>1 une suite dans H telle que, pour une certaine constante C, avec
0<C<1,on ait :

—fa)|| <C? Z |an/? (%)

pour toute suite finie de nombres complexes a;,...,ay.

1) Montrer que pour tout = € H, la série )5 -, (z | ex) (en — fa) converge dans
H.

2) On note K (z) la somme de la série ci-dessus. Montrer que ’on définit ainsi une
application linéaire continue K: z € H — K(z) € H, de norme < C.

3) On pose T' = I — K, ou I est ’application identique de H. Montrer que T'(e,) =
fr pour tout n > 1 et que T a un inverse continu, que ’on notera U.

4) On pose g, = U*(e,), pour tout n > 1. Montrer que (fi | 1) =1sik =1let
(felg) =0sik#L

5) Montrer que, pour tout z € Hyon az =Y po (¢ | gk)fx = Yopoq (@ | fi)gu-

En déduire que les deux familles (f,)n>1 €t (gn)n>1 sont totales dans H.
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Exercice 31 (Espace de Hardy).

On considére 1’espace de Hilbert L2 = L2(0,1), que ’on peut voir aussi comme
P’espace des classes de fonctions mesurables f: R — C de période 1 et telles que
fol [£(t)|? dt < +00. On note e, (t) = ™" pour n € Z.

Soit H2 = {f € L?; f(n) =0, Vn € Z\ N}, f(n) étant le coefficient de Fourier
de f en n. On Pappelle ’espace de Hardy.

1) a) Montrer que H? est un sous-espace vectoriel fermé de L2.

b) Caractériser I'orthogonal de H?Z.
c) Montrer que {e,; n € N} est total dans H2.

2) Montrer que si f € H? et f est & valeurs réelles, alors f est constante.

3) a) Montrer que si f € H?, il existe une fonction analytique F': D — C telle que
F(z) =3, Fln) 2" et SUPg<rct f027r |[F(re®)|2 & = ||f|13 (voir I’Ezercice 16).

o0

b) Réciproquement, si F': D — C telle que F(z) =" jcp2" et :

27 . dt
sup / |F(re®)|? = < +o0,
0<r<1Jo 27

montrer qu’il existe f € H? telle que f(n) = ¢, pour tout n € N.
4) Soit A un borélien de [0,1] et soit V4 = {f € H?; f =0 p.p. sur A}.
a) Montrer que V4 est un sous-espace vectoriel fermé de H?.
b) Soit n € N. Montrer que si f est dans H?, alors le produit f e, aussi.
c) Soit P4 la projection orthogonale sur V4 et u = Py(ep).
(2) Montrer que pour tout n € N, ue, est orthogonale & eg — u.
(i1) En déduire que fol |u(t)|?e?™i"t dt = 0 pour tout n € N*.
(742) En déduire que |u| est constante (presque partout).
On suppose maintenant que A est de mesure strictement positive.

d) Montrer que u = 0. Que peut-on en conclure pour ey par rapport & V4 ?
e) Soit f =32 cnen € Va.

(i) Montrer, en utilisant 4) c), que co = 0, puis que e_; f € H?.

(7¢) En déduire que e_; f est orthogonal & ey, puis que f est orthogonal 3 e;.
f) En conclure que V4 = {0}.

Exercice 32 (Opérateurs 4 noyau et test de Schur).
Soit (2,2, 1) un espace mesuré o-fini, et soit K: 2 x 2 — C une fonction mesu-

rable.
1) On suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que :

2
/ ( / |K(w,y>||f<y>|du<y>) du(z) < C2 |12

pour toute f € L%(x). Montrer que pour toute f € L?(u), la fonction y — K(z,y) f(v)
est intégrable sur Q pour presque tout x € 2, que la fonction T f définie presque
partout par la formule :
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Tk f(z) = / K(z,y) f(y) du(y)

appartient & L?(u), et que l’applicatiog linéaire Tk : L%(u) — L%(u) ainsi définie est
continue || Tk| < C.

On dira que K est un noyau borné sur L?(u).

2) Montrer que si K est un noyau borné sur L?(u), alors T = T+, oa K*(z,y) =
K(y,z).

3) Montrer que si K € L2(Q x Q, 4 ® p), alors K est un noyau borné sur L?(y).

4) Test de Schur. Dans cette question, on suppose qu’il existe une fonction mesu-
rable strictement positive w sur Q et une constante C > 0 telles que les propriétés
(H,) et (Hz) suivantes soient vérifiées :

(H1) [o|K(z,y)|w(y)du(y) < Cw(z) pour presque tout z € ;

(H2) [olK(z,y)|w(z)du(z) < Cw(y) pour presque tout y € N .

a) Soit f € L?(u). Montrer que pour tout € 2, on a :

1/2

2
[ i@l < uw ([ k@D au)
Q Q w(y)
b) Montrer que K est un noyau borné sur L?(u), avec ||Tk| < C

Exercice 33 (Matrice de Hilbert).
Montrer qu’on définit un opérateur borné H: 3 — £5 en posant :
(Ho) =Y —
Z)i = —Z;,
=" +7

et que l'on a || H| < 7 (utiliser le test de Schur de I’Ezercice 32, pour la mesure de
comptage sur Q = N*, avec w(i) = 1//1).

Exercice 34 (Opérateur de moyenne).

1) Montrer que la formule Af(z) = 1 fo f (t) dt, z > 0, définit un opérateur borné
A: L2(R%) — L?(R%), et que ||A]| < 2 (utzlzser le test de Schur de I’Ezercice 32 avec
w(t) =t~ pour o > 0 convenablement choisi).

2) Montrer qu'en fait ||A|| = 2 (utiliser f(t) = Lo 1j(t)t~7, 0 < B < 1/2).

3) Déterminer ’adjoint de 'opérateur A.

4) Montrer que 'on a A*A = A+ A* = AA*. En déduire que Popérateur U = I - A
est unitaire (c’est-a-dire que U est inversible et que U~! = U*).

Exercice 35 (Théoréme de prolongement de Tietze).

Soit (Y,d) un espace métrique. On. note %,(Y") I’espace vectoriel des fonctions
réelles continues et bornées sur Y, muni de la norme uniforme : || f|ly = sup,ey |f(¥)|-

1) Montrer que %,(Y’) est un espace de Banach.

Soit X une partie compacte non vide de Y, et soit ¥(X) ’espace des fonctions
réelles continues sur X muni de la norme uniforme ||g||x = sup,¢cx |9(z)|. Pour f €
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%(Y), on note Rx(f) = fix la restriction de f & X. Cela définit une application
linéaire continue Rx : 6,(Y) — ¥(X) de norme 1.

2) Soit h € %,(Y) non identiquement nulle sur X.
a) On pose U(t) = m—am pour t € R. Montrer que la fonction définie par

Sh = |Rx (h)llx U (jmztayyz) est continue et bornée sur Y.
b) Montrer que S, et h coincident sur X.
¢) En utilisant la compacité de X, montrer que ||Si|ly = ||Rx (k)| x-

3) a) Pour z € X fix¢, montrer que f;(y) = min (d(z,y),1), y € Y, définit une
fonction continue bornée sur Y.

b) En déduire que im Rx est dense dans € (X) (on remarquera que im Rx est une
sous-algeédbre de €(X)).

4) On veut maintenant montrer le Théoréme de prolongement de Tietze : toute
fonction continue réelle g sur X peut étre prolongée en une fonction f continue sur
Y et telle que || f|ly = ||lgllx. Soit donc g € ¥(X), non identiquement nulle.

a) Montrer qu'’il existe une suite de fonctions h, € %(Y), n > 0, vérifiant
IRx (hn) ~ gllx —=>0 et [|Rx (hnt1) — Rx (ha)llx < 27 V]lgllx pour tout n > 1.

b) Montrer que la série Y oo Shny1—h, converge dans %;(Y).
c¢) En déduire qu'il existe h € €(Y) telle que Rx(h) = g.
d) Montrer que 'on peut modifier h en une fonction f € % (Y) telle que

Rx(f) =g et |flly = llglx (tronquer h).



Chapitre III

CONVOLUTION ET INTEGRALES DE
FOURIER

On rédigera ce chapitre pour des fonctions définies sur R, mais tout se transcrit
sur R en remplacant le produit zy par le produit scalaire (z | y) = 191 + - - + Za¥a
de R ’

IT1.1. Convolution

I11.1.1. Introduction

La convolution permet de régulariser les fonctions : la convolée de deux fonctions
hérite des “bonnes propriétés” de chacune de deux fonctions dont on est parti; elle
peut méme en avoir de meilleures.

Si f,g: R — C sont deux fonctions définies sur R, on dit que la convolée (ou le
produit de convolution) de f et g en z € R existe si la fonction

R — RouC
t — flz—1t)g(t)

est intégrable sur R (pour la mesure de Lebesgue). On pose alors :

(f+9)(@) = /R £z~ t) g(t) dt

On notera, et c’est le point essentiel, que dans l'intégrale, = et ¢ sont liés par la
relation | (z —t) +t ==z |.

En faisant le changement de variable u = x — ¢, on a, grace & ’invariance de la
mesure de Lebesgue par translation :

(f *9)(z) = /R £(u) g( — ) du;

donc (f * g)(z) existe si et seulement si (g * f)(z) existe, et on a 'égalité :
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[(F % 9)(@) = (9 )(=) |-

Pour obtenir une nouvelle fonction f * g, on va chercher des conditions pour que
(f * g)(z) existe pour tout z € R, ou au moins pour presque tout = € R.

Il n’y a pas vraiment de condition générale qui permette d’assurer ’existence de
f *g. Cela est di au fait que, si ’on a :

L?2(0,1) € LP*(0,1) € L(0,1)

pour 1 < p; < p2, par contre aucun des espaces LP(R) n’en contient un autre.

Nous allons regarder trois situations.

I11.1.2. Existence dans le cas “[?P — L9

Théoréme III.1.1. Soit et % + % =1/.

Si f € LP(R) et g € LY(R), alors (f * g)(z) eziste pour tout € R et de

plus| f x g € G(R)|.

%o(R) est I’espace des fonctions continues sur R qui tendent vers 0 & I'infini.

Cela s’applique en particulier lorsque p = ¢ = 2.

La premiére assertion résulte de I'inégalité de Holder :

1/p 1/q
[ise=naa<( [1@-ora) ( [lara) " =1l < o
cela entraine que la fonction f * g est définie sur R, est bornée, et :

1 % glleo = 590 1(£ * 9)@)| < 11 Il

Pour la seconde assertion, on aura besoin de résultats auxiliaires. Le premier gé-
néralise ce que I’on a déja vu pour L?(R) (Théoréme 11.2.8).

Théoréme II1.1.2. Pour 1 < p < oo, l’espace J (R) est dense dans LP(R).

Preuve. On sait que I’espace &'t,(R) des fonctions étagées qui sont dans LP(R) est
dense dans LP(R). Il suffit donc de montrer que si A(A) < +oo, alors 14 peut étre
approchée par des fonctions de J¢ (R).

Par régularité de la mesure de Lebesgue, pour tout € > 0, il existe un compact K
et un ouvert 2 tels que :

KCACQ
AR\ K) <eP.
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Soit N assez grand pour que K C] — N, N[; alors les fermés K et F = (QN] — N, N[)¢
sont disjoints et la fonction ¢, définie par :

) = dist (¢, F)
= Qist (¢, F) + dist (¢, K)

est continue, & support compact (contenu dans [—N, N]) et vérifie :

{ 0<p(t) <1;

e(t)y=1 site K;
pt)=0 sit¢Q

(on vient de montrer un cas particulier du Théoréme d’Urysohn). On a :

T4 —¢ll5 < AMQ\K) <€P. O

Remarque. Soit %, (R) = {f € £ (R); supp f C [-n,n]} muni de la norme || f||oo =
super | f(t)|. L’application :

Hn(R) — €([-n,n])
' — fil=nn

est une isométrie (non surjective). Puisque € ([—n, n|) est séparable, %, (R) ’est donc
aussi. Par conséquent :

Corollaire I11.1.3. L’espace LP(R) est séparable pour 1 < p < 0o.

Preuve. Pour tout N > 1, choisissons une partie dénombrable Ay dense dans
Jn(R). Montrons qu’alors I’ensemble dénombrable A = |Jy; An est dense dans
LP(R).

Soit f € LP(R). Pour tout € > 0, il existe g € ¢ (R) telle que ||f — g||, < /2. Soit
N > 1 tel que suppg C [N, N]. Alors g € #n(R); il existe donc ¢ € Ay telle que :

Im—wa=gpﬂﬂ—¢@N<§§§FF'

Il en résulte que :

lo= vl = ([ 1960 - (0P ) " (/ " 100 - o)P i) " e,

et [f —ollp <e. m]
Le résultat suivant est essentiel et sera souvent utilisé par la suite.

Théoréme III.1.4. Soit1 < p < oo et f € LP(R). On pasel fo(t) = f(t —2) |
Alors Uapplication

. R — LP(R)
T — f

est uniformément continue.
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Preuve. Soit € > 0. On cherche § > 0 tel que :
lz-yl<é = |fe-fillp<e

a) Montrons d’abord ce résultat lorsque f = g € £ (R).

Soit A > 0 tel que suppg C [—A4, A].

Comme toute fonction continue & support compact est uniformément continue
(conséquence du Théoréme de Heine), on a :

(36>0) (Vz,yeR) |z—yl<s = Ig(x)—g(y)l<m'

Choisissons un tel § > 0 de sorte que § < A
Alors, pour |z —y| < d,on a:

/wt— ot —y)P dt = /wu>gw+x Y)IP du

A48
= [ lotw) - glu+ o - y)Pdu

c’est-a-dire ||g; — gyllp < €/3.
b) Soit maintenant f € LP(R) et g € ¢ (R) telle que || f — g|l, < £/3.
Il ne reste plus qu’a remarquer que, comme la mesure de Lebesgue est invariante
par translation, on a :
feLlP(R) = f,eLP(R)

et [|fzllp = Ifllp-

Alors, si § est le module d’uniforme continuité de g introduit au a), on a, pour
lz -yl <o

| fe — Fullp < Il fz — g::”p“'||g:c_gy"p+“9y"fy”p

=[I(f = 9allp + gz — gullp + llg = Hyllp

2 €
=2(f = gllp + l9= — gyllp < 3 tg=¢ O

Preuve du Théoréme III.1.1. La continuité vient du Théoréme I111.1.4. En effet,
par I'inégalité de Holder, la forme linéaire

®,: LP(R) — RouC
h — ®g(h) = [gh(t)g(t)dt

est, pour g € L4(R) et 1 + 1 = 1, continue :
[2(M)I < llgllglIBllp, VR € LP(R).

Alors, si I’on pose :

f) = (=)
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(de sorte que f_.(t) = f(z —t)),ona:
(f % 9) (@) = @4(f-z) = (B 0 75) (1),

d’oit la continuité de f * g.
On a ensuite déja vu que :

I * glleo < llgllq I flp-

Il reste & voir que :
xg)(z) —
(Fro)e) =2
Soit pour cela € > 0, et choisissons ¢ € £ (R) telle que :
{ If = ellp <e
If = ellpllglly < e/2,

puis 9 € J (R) telle que :
lg —llq (1Fllp +€) < /2.

If %9 —@* ¥l

Alors :
If*g—@*gllec +lo*g— @ * Yoo
If = ellp llgllq + llellp llg — ¥llq

<

<
) €

<E+(Uflp+ellg-vlo< g +5=c

Soit maintenant A > 0 tel que ¢(t) = 0 et 9¥(t) = 0 pour [¢| > A. Pour |z| > 24, on
ay(t)=0si|t| > Aet o(xr—t) =0si |t| < A; donc (¢ *)(z) = 0. Par conséquent,
pour [z| > 24, on a |(f * g)(z)| < |(¢ *P)(@)| + [If xg — ¢ *Plloo <& O

II11.1.3. Existence dans le cas “L! — L*”

Commencgons par définir ’espace L™°.
Soit (X, J, m) un espace mesuré.
On dit que I’application mesurable f: X — R ou C est essentiellement bornée s’il
existe un nombre M < 400 tel que :
|f(t)] < M pour presque tout ¢t € X .
On appelle borne supérieure essentielle de f le nombre

dé .
1£lloo =fsgg;ss|f<t)|=mf{M s 1fl<Mm—pp}|.

Remarque. Si m = \g est la mesure de Lebesgue sur R? et X C R? une partie
mesurable telle que 2 C X C , ott  un ouvert non vide de R dont la frontiére est
de mesure nulle, alors, pour toute fonction continue et bornée f: X - R ou C, on a
supess ocx |£(t)] = supyex |£(8)]- En effet, on a supess e |(2)] = supess ecq |£(t)
car \g(X \ ) = 0, et sup,cx |f(t)| = supseq |f(¢)|, par continuité. Or on a évidem-
ment sup ess,cq |f(t)| < supyeq |f(t)], et, d’autre part, pour tout M < supcq |f(t),
I’ensemble {t € ; |f(t)] > M} est un ouvert non vide; il est donc de mesure non
nulle, de sorte que M < supess,cq |f(t)| et donc sup;cq |f(t)| < supess,cq |f(t)].
Ainsi la notation || f||co n’offrira en général pas d’ambiguité.
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Proposition II1.1.5. On a :
[1F1<fle  m—pp.|-
En d’autre termes, la borne inférieure de la définition est atteinte.

Preuve. Par définition, 'ensemble N, = {t € X; |f(t)| = [|fllc + 1/n} est m-
négligeable; donc U,,5; Nn = {t € X5 [f(t)] > || fllco} aussi. O

On note (X, T,m) = £*(m) l'espace de toutes les fonctions mesurables
f: X — K qui sont essentiellement bornées; || .|| est une semi-norme sur .£>°(m).
L’espace-quotient par le sous-espace des fonctions m-négligeables (qui sont celles pour
lesquelles || . [|oo = 0) est noté par L (X, Z,m) = L*®(m); || .|l définit une norme
(voir ’Exercice 15 du Chapitre I) sur L>(m), appelée la norme supérieure essentielle,
qui en fait un espace de Banach. Montrons ce dernier point. Soit (f,)n>1 une suite
de Cauchy dans L*™(m). Pour tout £ > 0, il existe n(e) > 1 tel que ||fn — frlloo < €
pour n,k > n(e). Soit Npx(e) = {t € X; |fa(t) — fru(t)| > €}; on a m[Npk(e)] =0
pour n,k > n(e). Alors, si N = U;s1 Unksn(/s) Nek(1/5), on a m(N) = 0 et
[fn(t) = fr(t)] < 1/7 pour tout t € X \ N lorsque n,k > n(1/5). Ainsi (fn)n>1 est
uniformément de Cauchy sur X \ N. Elle converge donc uniformément sur X \ N. Si
’on note f la limite prolongée par 0 sur N, f est mesurable et bornée sur X \ N,
donc essentiellemnet bornée sur X, et 'on a || fr — fllo = supess,;cx |fn(t) — f(t)] <

supgex\n | f(t) = f(B)] —= 0. a

JRCIC dm<t>} < lgllo I

(c’est ’analogue de ’inégalité de Holder pour p =1 et ¢ = 00) ; ’application

Si f € L'(m) et g € L®(m), on a:

®,: L'(m) — K
f — [y fgdm
est donc une forme linéaire continue sur L!(m).
Théoréme I11.1.6. Si f € L'(R) et g € L*®(R), alors (f * g)(z) existe pour tout
z€eR et fxg € B(R).

%»(R) est ’espace des fonctions continues bornées sur R.

Preuve. On fait comme dans la preuve du Théoréme III1.1.1 (le Théoréme III.1.4 est
vrai pour p = 1).

On notera aussi que pour tout z € R, on a|(f * g)(z)| < || fll1 |9l ]
Remarque. On ne peut pas dire que f * g tend vers 0 4 I’infini, car la preuve donnée
dans le cas LP — L7 utilisait la densité de ¢ (R) dans LP(R) et LI(R) ; or £ (R) n’est
pas dense dans L°(R) : son adhérence est %p(R).

Ce n’est d’ailleurs en général pas vrai, comme le montre ’exemple suivant : prenons

g = 1, la fonction constante égale & 1, qui est dans L°(R) ; pour toute f € L!(R), on
a:

(f * I)(z) = /R 1z — &) f(t) dt = /R £(t) dt;

f * T est donc constante (et non nulle si 'intégrale de f n’est pas nulle).
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II1.1.4. Existence dans le cas “L! — L1”

Théoréme II1.1.7. Si f et g sont dans L'(R), alors (f * g)(z) eziste pour
presque tout = € R, et la fonction f x g est dans L}(R). De plus

LI * glla < 1£111 Nlgllx ]-

Preuve. Cela résulte du Théoréme de Fubini : on considére la fonction définie par :

F(t,z) = f(z - 1) g(t).

F' est mesurable sur R? et, grace & I’invariance de la mesure de Lebesgue par trans-

lation, on a :
J[ e = | [ / If(a:—t)ldw] l9®)] dt

- /R 11l lo®)] dt = £l gl < +oo;

donc F est intégrable sur R?, et il en résulte que, pour presque tout z € R :

/]R|f(w —t)g(t)|dt = /R |F'(t,z)| dt < 400,
et par conséquent
(r+9)@) = [ fla=Datydt
existe pour ces z € R, et donc presque partout. De plus, la fonction
z— (f*g)(z),

définie presque partout, est intégrable sur R, et :

[ sa@lde< [[ 1Fe.ldeds <7l s,

soit || f * glly < [ £1l2 lgllz- o

Proposition II1.1.8. L!(R) est une algébre de Banach commutative pour la convo-
lution.

Preuve. On a déja vu la commutativité. Seule 1’associativité n’est pas évidente. Pour
la voir, soit f,g,h € L'(R) et prenons z € R tel que [(|f] x |g]) * |h[](z) < +o0; cela
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a lieu pour presque tout z € R, et alors [(f * g) * h](z) existe. On a :
(F*9) xH) = [ (F )@=t hit)
R

_ /R [/Rf(a: —t—u)g(u) du] h(t) dt
=/R [/Rf(a:—v)g(v—t)dv] ht) dt
=/Rf(a;—v) [/Rg(v—t)h(t)dt] dv,
en utilisant le Théoréme de Fubini, ce qui est possible car :
[ e =v) oo = @ o = {111+ o) * 1) @) < +oo.

Donc :
(F*)+hl@) = [ f@=v) g+ WE)dv =1 * (g B](@),
ce que ’on voulait montrer. O

Remarque. On verra que cette algébre n’a pas d’élément unité.

Il existe néanmoins une notion suppléant ce manque, celle d’unité approchée.

Théoréme II1.1.9. Soit p une densité de probabilité sur R telle que p < 1,
c’est-a-dire que : p€ L*(R), 0<p<1et [pp(t)dt=1.
Posons, poura >0 :

t

)=:p(2)| teR

Alors :
a) Pour toute g € ©,(R), on a li_%(g *pg)(z) = g(z) |, Vz € R.

b) Pour et pour toute f € L"(R), on a f *xp, € L"(R) et :

lim (f *pa) = £,

la limite étant prise pour la norme de L™ (R).

De plus, si g € €(R) est uniformément continue, alors la convergence de
g * Do vers g est uniforme.
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Remarque 1. Si les fonctions sont définies sur R¢, on a le méme résultat, & condition
de remplacer la définition de p, par :

Pa(t) = a—ldp (2) , teR4

Remarque 2. Si f € L'(R), alors f * p, € €,(R); en effet, on a 0 < p, < 1/a; donc
pa € L*(R), et on peut utiliser le Théoréme I11.1.6.

Lorsque f € L"(R), avec 1 < r < 00, on a f *x p, € %o(R). En effet, comme
0<p<l,onal<p°<p(avec t+1=1).

Définition IT1.1.10. On appellera unité approchée pour la convolution toute
famille de fonctions p, € L'(R), indezée par a > 0, telles que [ pa(t) dt =1,
et vérifiant les conditions a) et b) du Théoréme III.1.9.

Parfois on ne considérera que les valeurs a = 1/n; 'unité approchée sera alors
noté (pn)n>1 (au lieu de py/y).
Preuve. Remarquons d’abord que :

[ mtyae= [yar=1;
donc p, € L'(R).

a) Par conséquent g * p, € %(R), puisque g € €(R) C L=(R).
En particulier, g * p,(z) existe pour tout z € R. Comme [ po(t)dt =1, on a :

(9% 20)(@) — 9(z) = /R l9(e — 1) — 9(2)] pa(t) dt
1 t
= [lote =0 -s@) 30 (3) a
- /R lo(z — au) — o(z)] p(u) du

—0,

a—0
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par le Théoréme de convergence dominée, puisque :

l9(z — au) — g(z)| p(u) < 2||g]loo P(u) -

Lorsque g est en plus uniformément continue, cette uniforme continuité s’ex-
prime par sup,cg |g9(z — au) — g(z)| —_)—5>O pour tout u € R. Si I'on note S,(u) =
a

Supgcg |9(z — au) — g(z)|, on a, d’aprés le calcul précédent :
sup |(g * pa)(z) — 9(z)| < / sup |g(z — au) — g(x)| p(u) du = / Sa(u) p(u) du —=0,
z€R R z€R R a0

par le Théoréme de convergence dominée, puisque S, (u) p(u) —3 0 pour tout u € R
a

et que 0 < Sa () p(u) < 21|glleo p(w)-

b) D’aprés la Remarque 2 précédente, (f * p,)(z) existe pour tout z € R. Comme
dans le a), écrivons :

U*mﬂ@—f@%=£ﬁ@—0—ﬂ@hdﬂﬁ-
En utilisant I'inégalité de Holder pour la mesure de probabilité p,.\, on obtient :
IU*mX@—f@N<AV@~ﬂ—f@W&wM@

1/r

<[ [1e-0- @ aware]

=[AV@—ﬂ—ﬂme®ﬁrh;

d’otl, en utilisant le Théoréme de Fubini-Tonelli :

L1 4p0@) - @) do < /[/Uw—t wrmbmnm

5AM—NmMMt
= /R 9(=t) pa(t) dt = (9 % pa)(0) — 9(0) =

grace & la partie a), puisque la fonction :
g: t— ||f-e = £l

est continue (car 7¢: t € R — f; € L"(R) Pest, par le Théoréme II1.1.4) et bornée
(par 27| £I17)-

On notera que, au passage, on a obtenu || f * p, — f|| < (g * pa)(0) < +00; donc
(f *pa — f) € L™(R) et par conséquent f * p, € L"(R). O
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II1.1.5. Propriétés de régularité de la convolution

On n’étudiera pas toutes les possibilités et 1’on se contentera de donner deux
résultats.

II1.1.5.1. Densité des fonctions indéfiniment dérivables & support compact

On note 2*(R) (0 < k < 00) I’espace des fonctions k fois continfiment dérivables
sur R & support compact : 2°(R) = X (R) et 2*(R) = # (R) N €*(R). L’espace
2 (R) des fonctions indéfiniment dérivables sur R & support compact est simplement
noté 2(R).

Théoréme II1.1.11. Si f € L"(R) (1 <7 < o0) et p € D*(R), alors f x ¢
est k fois contindment dérivable.
De plus (f % )™ = f x o™ pour 0 < h < k.

Preuve. C’est une conséquence des théorémes de continuité et de dérivabilité sous le
signe intégral. On ne peut pas dominer par |f| (si 7 > 1), mais si zg € R et suppp C
[—A, 4], alors f fil-A+zo—1 A+zo+1] € L'(R). Donc, puisque pour |z — zo| < 1, on
a (fxo)(x) = (F*)z) = kS 7(t) o(z — t) dt; on peut donc utiliser ces théorémes
sur |zo — 1,z + 1, et ’on obtient que f * ¢ est continiment dérivable en zo. O

Application. Soit

o) = exp(—ﬁ;) si Jul<1
0 si|ul>1

Il est facile de voir que o est indéfiniment dérivable sur R.

Soit :
Az/ou du
R

p(t) = o(At) = { €xp ( - ﬁm) si |t <1/A

C’est un nombre > 0. Posons :

0 s [t >1/A.
Ona0<p< 1, fpp(t)dt =1etsupp (p) C [-1/A,1/A]. On pose, comme d’habitude,
pa(T) = (%) Alors, pour f € L"(R) (1 < r < 00), la fonction f * p, € L"(R), est

1ndeﬁn1ment dérivable, et converge vers f dans L™(R) lorsque a — 0. On en déduit :

Théoréme II1.1.12. Pour 1 < r < 0o, l’espace D(R) des fonctions indéfini-
ment dérivables sur R & support compact est dense dans L™(R).

Preuve. Soit f € L"(R) et soit € > 0. Il existe ¢ € J¢'(
Comme ¢ € L"(R), ¢ * p, est indéfiniment dérivable. Elle est de plus & support
compact, en vertu du lemme suivant.
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Lemme I11.1.13. Siu,v: R — C sont des fonctions convolables, on a linclusion :

supp (u * v) C (suppu) + (suppv).
Notons que la somme de deux compacts K et K’ est compacte (image du produit
K x K’ par lapplication continue (z,y) — z+y). Si a > 0 est tel que || — @ *p,|lr <
e/2,ona|f—@*p.lr <e. a
Preuve du Lemme III1.1.13. Soit z ¢ (suppu) + (suppv). Comme v(t) = 0 pour
t ¢ suppv, on a :

(u*v)(z) = / (@ —t)v(t) dt = / w(w — 1) o(t) dt
R supp v

Mais si ¢t € suppw, on a forcément x —t ¢ supp u (car sinon x = (z —t) +¢ serait dans
(suppu) + (suppw)) ; donc u(z — t) = 0. On a ainsi (u * v)(z) = 0. O

I11.1.5.2. Partition de ’unité C*®

Les partitions de 'unité permettent de “découper” les fonctions en morceaux, qui
seront “réguliers” si la partition ’est, comme dans 1’énoncé ci-dessous. Nous nous
placerons sur un compact pour simplifier. Il existe des énoncés plus généraux.

Théoréme II1.1.14. Soit K un compact de R et (Q)1<k<n un recovvrement ouvert
fini de K. Il existe des fonctions positives @1, ..., @, € 2(R) telles que supp or C Qi
pourtoutk=1,...,n, > p_ ok <1, et:

n
Zcpk(x) =1 pour tout z € K.
k=1

On dit que (¢1,...,pn) est une partition de 1'unité de K subordonnée au
recouvrement (Q4,...,Q,).

Lemme II1.1.15. Soit Q un ouvert de R et K un compact contenu dans Q. Il existe
v € 9(R) telle que 0 < p(z) < 1 pour tout z € Q, et ¢ (z) =1 dans un voisinage de
K.

Preuve. Soit ¢ > 0 tel que K. = K + [—¢, €] soit contenu dans Q. Soit p € 2(R) telle
que 0 < p < 1et [pp(z)dz =1 (comme dans la preuve du Théoréme II1.1.12), et
Pa(z) = L1 p(£). Pour a > 0 assez petit, on a suppp, C [—&/4,€/4]. Alors la fonction
¢ =1k, , * po est indéfiniment dérivable sur R, puisque p, l’est, elle est positive car
Ig,,, et po le sont, et I'on a 0 < ¢ (z) < |1k, ,llollPalls = 1. De plus, suppp C
(supp Ik, ,) + (supppa) C K2 +[—€/4,6/4] C K¢ C Q. Finalement, pour z € K, /4,
on a z + [—¢e/4,e/4] C K, /2 ; donc o(z) = fm_Ke/2 Pa(t)dt > [_o/gc/qPa(t)dt = 1;

par conséquent p(z) = 1. O

Preuve du Théoréme III.1.14. Pour chaque k£ = 1,...,n, soit Kx un compact
contenu dans € tel que K C (J; <<y, K- En vertu du lemme, il existe des fonctions
Y € D(R) telles que 0 < 9 < let valant 1 sur un voisinage de K. On pose ¢ = 1,
w2 =12(l=91),...,0n =9n(l=91) - (1 =tn-1). Onapr > 0et 1 — (o1 +2) =
(1 —1)(1 — 92); en itérant, cela donne Yy pr =1 — (1 —¢1)--- (1 — 9p); par
conséquent Yy, ¢k < let > p_; pi(z) =1 pour tout z € K. 0O
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II1.2. Transformation de Fourier

I11.2.1. Transformation de Fourier sur L'(R)

Définition III.2.1.
1) On appelle transformée de Fourier, ou intégrale de Fourier, de
f € LY(R?) la fonction Zf = f: R — C définie par :

) = / f(z) e~ dg | vy e RY,
[Rd

2) La transformation de Fourier sur L!(R?) est ’application linéaire

F: L'RY) — &
f— Zf=F

On rappelle que (z | y) est le produit scalaire de = et y. Pour des raisons de
simplification d’écriture, on supposera que d = 1. Alors :

Fl) =/Rf(:v)e‘2mydw, Vy eR|;

mais tous les résultats pour d > 2 se prouvent de la méme fagon.

Notons qu’en particulier f(O) = / f(z)dz|.
R .

Théoréme I11.2.2. On a :

fel}(R) = Zfc%R).

Preuve. La continuité résulte du Théoréme de convergence dominée, car :

|f(z) ™2™ = |f ()]

est intégrable et indépendante de y. -
Il s’agit maintenant de voir que | |lim f(y) = 0 (noter que c’est ’analogue du
y|—+o00

Lemme de Riemann-Lebesgue pour les séries de Fourier).
Pour cela, remarquons que e~™ = —1; cela permet d’écrire :

f(y) — /R f(iL') e~ 2MITY o= Jo — /R f(:l]) e—21ri(x+—2-‘5)y da

= —/Rf(t- %) e~ 2ty gy .
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d’ou : )
7 — _ _ —2mity
2f) = [ [r0-1(t-5;)] e ar,
et : R
< —
2|fWI < If = fryzylls mo»
par le Théoréme III1.1.4. O

Théoréme II1.2.3. Pour toutes f,g € L*(R), on a :

|Z(fx9) = (£)(F9)]

Autrement dit, & est un homomorphisme d’algébres. De fagon plus explicite, cela,
s’écrit :

(Fro9)w) = fw)aw)|, VweR

C’est ’'un des grands intéréts de la transformation de Fourier. En effet, la convo-
lution régularise les fonctions mais n’est pas facile & calculer; un passage “du coté
Fourier” simplifie souvent.

Preuve. Cela résulte du Théoréme de Fubini :

o= [ ( JRCELC dt) o2y g
=/R(/Rf(a:—t) e 2=ty g (1) g~ 2mity dt) dz.

Comme :
/R/,,'f(“’ —t)e 2=V g(t) e 2| dt dg = ||| £ * |g] |l < +o0,

on peut appliquer le Théoréme de Fubini, et on obtient, :

m(y) = A </Rf(x — t) e—21r'i(a:—t)?/ d.’.l)) g(t) e 2mity 4

= /R (/Rf(u) e~ 2miuy du) g(t) e 2™t gt

- /R Flw) () e=2mw dt = F(y) 3(w) 0

Corollaire II1.2.4. L’algébre L*(R) n’a pas d’unité pour la convolution.

Preuve. S’il y en avait une, disons € € L'(R), on aurait € * f = f, donc €f= fpour
toute f € L}(R).
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Prenons par exemple f = Ijp;;. On a:

—2miy € Yy

— 1 . 1 si y= 0
-2

][[0.1] (y) =/0 e "Wy = { e ®"W_1 _ —miysin(my) si y#0.
Comme ll/l()\l](y) # 0 pour y ¢ Z*, on devrait avoir £(y) = 1 pour y ¢ Z* (et donc
en fait £(y) = 1 pour tout y € R, par continuité) ; mais cela contredit le fait que £(y)
tend vers 0 quand |y| tend vers l'infini. |
Remarque. Il existe en fait bien une unité pour la convolution, mais elle n’est pas
dans L'(R) : on peut étendre la définition de la convolution & l’espace de toutes les
mesures complexes sur R; dans cette algébre .#(R), qui contient L*(R), il y a une
unité qui est la mesure de Dirac dg en 0.

Corollaire I11.2.5. L’application linéaire & : L*(R) — %(R) est continue et de
norme 1.

Preuve. De facon claire, & est linéaire et l I% flloo < ||l | ; donc & est continue
et de norme || & < 1.

Pour voir que ||&]| = 1, nous allons donner deux méthodes (dont I'intérét est bien
plus grand que savoir que || Z|| = 1).
1é7¢_méthode. On va utiliser une unité approchée p définie comme dans le Théo-
réme II1.1.9. Nous avons vu que :

LY(R
Frpa =R g,
a—0
donc, puisque & est continue :
T~ I N
Pa=F(f*p) —3Ff=F.
a—0
Alors :
Iflloo = lim || f Palloo < liminf || flloo [1Palloo < [l flloco SUP [|Balloo-
a—0 a—0 a>0
Soit f € L*(R) telle que & f ne soit pas identiquement nulle (par exemple f = I} 1)),
de sorte que ||f||°° > 0; en simplifiant 'inégalité ci-dessus, on obtient :

1 < sup [|#pallco-
a>0

Comme p, > 0, on a pa(0) = [|pall1; donc [|Palloo > Pa(0) = [Ipalls = |plls =1, et 'on
obtient :
|Z]l = sup [|F¢lloo > sup || Fpalloo > 1.
llella<1 a>0

2¢™me méthode. On va montrer que si :

folz) = e |,
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alors .

Si l’on ne tenait pas compte du fait que & n’envoie pas L!(R) dans lui-méme, on
pourrait dire que fy est un point fixe pour &, ou aussi que fy est un vecteur propre
pour &, associé & la valeur propre 1. Cet inconvénient sera aboli pour 'espace L%(R),
puisque 1'on verra que ’on peut prolonger & & L?(R) et qu’alors & envoie L?(R)
dans lui-méme.

On sait que :

/R fol)dz = 1

(il suffit de passer en coordonnées polaires dans [ [ fo(z) dz] - S gz e~ +V") dgdy).
Ensuite :

ﬁ)(y) = / e~me” gm2minY o / e~ (@) -my? g o—my? / e~ m@t+iw)? 4o
R R R
Considérons la fonction entiére (i.e. holomorphe dans C) :

F(2) = e , z€C.

Par le Théoréme de Cauchy, son intégrale sur le bord du rectangle ci-dessous (pour
y > 0) est nulle.

-n — 0 — +n

Sur les cotés verticaux, on a :
s \2 2 2 2 2
IF(z)l — Ie—1r(:|:n+w) | =e ™ ™ g™ ™ :

'intégrale de F' sur ces cotés est donc majorée par |y| e~™’ e"yz, de sorte qu’elle tend
vers 0 quand n tend vers l'infini. Il en résulte que :

/]me_"(”‘”y)2 dr = /R+_ F(2)dz = /RF(:v) dz = /Rfo(:c) dr=1.
iy

Donc :

foly) =™ = fo(y)|, (IIL.1)

comme cela a été annoncé. O
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111.2.2. Le théoréme d’inversion

Théoréme II1.2.6 (Théoréme d’inversion). Si f € L*(R) et si sa transformée
de Fourier est intégrable : F f = f € L*(R), alors f est (p.p.) égale a la fonction
continue g définie par :

o(z) = /R Flw) e2miov ay,

Pour u € L'(R), on appelle co-transformée de Fourier de u la fonction définie
par :

(Fu)(y) = /R u(z) et dy |

c’est-a-dire que (Fu)(y) = (Fu)(—y) = (F4)(y).

Le Théoréme d’inversion s’exprime donc par :

fete Ffe Ll'\(R) = f=ZF(Ff)|

Voyons tout de suite une conséquence trés importante.

Théoréme 111.2.7. La transformation de Fourier & : L}(R) — %5(R) est
injective.

Preuve. & étant linéaire, il suffit de voir que ker & = {0}. Soit f € L'(R) telle que
Zf =0. Comme 0 € L'(R) (!), le Théoréme d’inversion assure que f = Z (& f) =
Z(0) =0. m]

La preuve du Théoréme d’inversion utilisera le lemme suivant.

Lemme II1.2.8. Soit P € L*(R) telle que p = F P soit une densité de probabilité
sur R. Alors, pour toute f € L*(R), on a :

(f *pa)(@) = /R F(9) =Y Pay) dy, Vo €R.

Rappelons que: .
t
£) == (—)
pa(t) = —p (-
Remarque. Si P est elle-méme une densité de probabilité, on aura :
[Plloo = IZ Plloo < [IPll1 = 1;

donc 0 < p < 1 et p vérifie les conditions du Théoréme III.1.9 sur P’existence des
unités approchées pour la convolution dans L!(R).
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Exemples.
1) Prenons | P(z) = e~™=" |. Alors on a vu que |p(y) = e~™’ |; on dit que p est la
densité de Gauss.
2) Si | P(z) = e~271#l |, on voit facilement que |p(y) = W(l—iyé-)- ; on dit que p est
la densité de Cauchy.

3) Si| P(z) = m , alors | p(y) = e~271¥l |, Cela se voit, soit en intégrant sur

le chemin formé du segment [—R, R] union le demi-cercle de centre 0 et de rayon R
(dans le demi-plan supérieur si y > 0, et dans le demi-plan inférieur si y < 0) et en
utilisant le Théoréme des résidus, soit en utilisant ’exemple précédent et le Théoréme
d’inversion (bien sfir, on ne pourra pas dans ce cas utiliser cette fonction pour prouver
le théoréme!). On dit que p est la densité de Poisson.

siy>0

siy<0

-iR

Preuve du Théoréme d’inversion a partir du lemme. On utilisera la fonction
de exemple 2) :

Ply) = e,
Ona:
{ P(ay) —3 1
0< P(ay) <1,
donc :

~ ~

|f(y) =¥ P(ay)| < £ (y)].
Le Lemme II1.2.8 et le Théoréme de convergence dominée donnent donc :

lim(f *pa)(z) = g9(2), VzeR.

{ Fly)e*™=vP(ay) — fy)e™=¥, Vz R,

Mais, par ailleurs, comme on a :
If *pa = flls —20,

on peut trouver une suite de nombres a, T) 0 telle que (f * pq,,, )n converge presque
n—o0

partout vers f.
I en résulte que f = g presque partout. a
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Preuve du Lemme III.2.8. Remarquons d’abord que (f * p,)(z) existe pour tout
z € R (car p € (R) entraine p, € 6p(R) C L*(R)). Ensuite, on a, par définition :

p(y) = /R P(z) e2™ieY d

d’our : )
—2,(Y%) = 2mity
Pa(y) =P (a) /RP(at)e dt.

Le Théoréme de Fubini donne alors :

(F+p)(e) = [ Fo =) ( | Playerm dt) dy
= /R ( /R f(z —y) ety dy) P(at) dt

= ( /R f(u) e?milz—wt du) P(at) dt
- /R F(t) 27t P(at) dt . O

Proposition II1.2.9. ZL(R) est dense dans %p(R).

On verra plus tard (Corollaire IV.3.5) que & : L'(R) — %, (R) n’est pas surjective.

Preuve. On va utiliser le Théoréme de Stone-Weierstrass. Comme R n’est pas com-
pact, on utilisera son compactifié d’Alexandrov K =R = RU {w}.

%o(R) s’identifie & {h € €(R); h(w) = 0}.

Soit : ‘

A=C.Iz® ZL'(R).

Alors : _

(¢) A est une sous-algébre de €' (R) car #L!(R) est une sous-algébre de %(R);

(i) A sépare les points de R. En effet :

* Z Ll( ) (donc a fortiori A) sépare les points de R : si y1,y2 € R sont tels

que f(y1) = F(y2) pour toutes les f € L(R), on a :

~ ~

= ) - Flw) = /R (e72mimn _ g=3miows) £(z) da,

et, en appliquant ceci pour f(z) = (e?"*®¥1 — e2™i2¥2) y(z), avec u € L*(R) telle que
u(z) > 0 pour presque tout z € R, on obtient :

/ |e—27rizy1 _ e—27ri:cy2|2 u(x) dx = 0,
R

d’ou :
—2mizy; —2mizys

e =€
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pour presque tout z € R. Par continuité, c’est en fait vrai pour tout x € R. En
dérivant, on obtient :

_27r,&~y1e—2ma:y1 — _27Tiy2e-21n:z:y2 ,

d’ott y; = yo (faire z = 0).

o FL! (R) (donc a fortiori A) sépare chaque yo € R de w car on peut trouver
f € L'(R) telle f F(yo) # 0 (on a méme vu que P’on pouvait trouver f € LI(R) telle
que f (y) # 0 pour tout y € R); d’ou le résultat car le prolongement de f 4 R est nul

en w. -
(44i) A est stable par conjugaison, car L (R) l’est; en effet, on a f = f*, avec

fr(@) = f(-=).
Comme A contient les constantes, par définition, le Théoréme de Stone-Weierstrass
dit que A est dense dans €(R). En particulier, pour toute h € %p(R) C F(R) et tout

e >0, il existe f. € L(R) et A € C tels que :
”h - ﬁ: - )\ellcg(ﬁ) <e€

Mais alors [Ae| = [h(w) — fo(w) — Ae| < ¢, et donc [|h — fullgym) = b — ﬁ:”cg(ﬁ) <
[Ae|l +€ < 2

II1.2.3. Transformation de Fourier sur L%(R)

Comme L?(R) ¢ L'(R), la définition de la transformée de Fourier des fonctions
de L%(R) ne peut pas se faire simplement en reprenant celle des fonctions de L*(R).
On utilisera pour cela un passage a la limite, en utilisant la densité de L'(R) N L%(R)
dans L%(R) (on notera que ¢ (R) C L'(R) N L?(R)).

L’inconvénient d’une telle définition indirecte (et le fait que, dans un certain sens,
considérer les fonctions de carré intégrable et non pas directement les fonctions in-
tégrables est moins naturel) est compensé par le fait que, d’une part L?(R) est un
espace de Hilbert, et, surtout, d’autre part, que ’on obtient ainsi une transformation
de Fourier (appelée aussi transformation de Fourier-Plancherel) qui envoie L?(R)
dans lui-méme (alors que L!(R) est envoyé dans %,(R)), et qui, de plus, réalise un
isomorphisme isométrique de L?(R) sur lui-méme; il conserve donc aussi le produit
scalaire.

Théoréme II1.2.10 (Théoréme de Plancherel, 1910). La transformation de
Fourier &, définie sur L'(R) N L2(R) , se prolonge, de fagcon unique, en un
isomorphisme d’espaces de Hilbert de L?(R) sur lui-méme.

Rappelons qu’un isomorphisme d’espaces de Hilbert est une application linéaire
bijective T': H; — H» qui conserve le produit scalaire : (T'z | Ty) = (z | y) pour tous
z,y € Hy. Cest donc une isométrie. Inversement, toute isométrie (linéaire) entre
espaces de Hilbert conserve le produit scalaire, grace a identité de polarisation :

@19) =3[z + 9l = Iz = 9IP) +i(la + il = llo ~ i)



III.2. TRANSFORMATION DE FOURIER 95

pour les espaces complexes, et :

@1y)=5(lz+l* = llz ~yl?)

N~

pour les espaces réels.

Notation. On notera aussi ce prolongement par % :
Z: L*(R) = L*(R).

Preuve. L'unicité vient de la densité de L!(R) N L2(R) dans L?(R).
Pour prouver D’existence, il suffit de montrer que :

Ifll2 = Ifllz, Vf € L'(R) N LA(R),

car alors, grace  la densité, & se prolongera en une isométrie de L?(R) dans lui-méme
(non surjective a priori).
Nous allons en fait utiliser un espace un peu plus petit que L*(R) N L2(R), sur
lequel nous pourrons travailler plus facilement, mais qui reste dense dans L?(R).
Soit, :

AR) = {f € L'(R); fe L'(R)}|.

C’est exactement ’ensemble des fonctions de L' (R) pour lesquelles le Théoréme d’in-
version s’applique :

~

feAR) = flz) = f (—z) pour presque tout z € R.

Proposition II1.2.11. On a :

a) feAR) = fEf}\(R);

b) fe AR) = fetfelL?R);

¢c) AR) € L'(R) N L*(R) ;

d) fe AR) = |fllz=IlFll2;

e) A(R) est dense dans L'(R) N L%(R), pour la norme || ||z
Preuve. a) résulte du Théoréme d’inversion.

b) On a, d’une part : f € %(R), donc f € L*®°(R); d’autre part, le Théoréme
d’inversion donne :

Fetw® = fech® = fecI™(R)

I reste & remarquer que L*(R) N L*°(R) C L2(R) car si h € L'(R) N L*°(R), on écrit
|hI? < ||hllcolh], ce qui donne [|A13 < [|AlloollAll1-

c) résulte du b).

d) résulte immeédiatement du lemme suivant, que I’on montrera aprés.

Lemme I11.2.12. Si f,g € L}(R), alors :

[ @@ dz = [ Fo)ow .
R R
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e) Il reste & voir que A(R) est dense dans L!(R) N L?(R), pour la norme | . |2
(c’est-a-dire dans L?(R)).

Soit P(y) = e~2"1¥l la densité de Poisson et p = # P = ZP.

Alors p vérifie les conditions du Théoréme II1.1.9 sur les unités approchées ; donc :

lim [f 5 = flz =0, Vf € IA(R).

Mais f * p, € A(R) car si f € L}(R) N L%(R), on a :
e f,po € LY(R) = fx*p, € L'(R);

. [ Fet® cLe®) — a1
{ pa(y) =P(ay) = pa€ L'(R) = [*Pa=fpa €L (R)
et donc f % p, € A(R). -

Preuve du lemme. Il suffit d’utiliser le Théoréme de Fubini :
[r@3@ae= [ 1@ ( [ owemeray) i
R R R

= [( [ 1@ dz) o(4)dy

- / Fw) o) dy. 0
R

Fin de la preuve du Théoréme de Plancherel. L’isométrie &#: A(R) — A(R), &
valeurs dans A(R) C L2(R), qui est complet, se prolonge, par densité, en une isométrie
Z: L*(R) — L?(R).

Comme % [A(R)] = A(R), par le Théoréme d’inversion, on a & [L?(R)] 2 A(R),
et donc Z[L?(R)] = L?(R) car A(R) est dense dans L?(R) et parce que % [L*(R)]
est fermé (puisque & est une isométrie). a

Remarque. Notons que ce prolongement coincide sur L!(R) N L?(R) avec la trans-
formation de Fourier définie sur L!(R). En effet, pour toute f € L!(R) N L%(R), on
a limg—0 ||f * pa — f|l2 = 0, par le Théoréme II1.1.9, et f *p, € A(R), comme on 'a
vu; donc A(R) est dense dans L!(R) N L?(R), pour la norme de L!(R).

Remarque. La co-transformation de Fourier .Z se prolonge aussi en un isomorphisme
de L?(R) sur lui-méme, puisque (Zu)(y) = (Fu)(—y), c’est-a-dire que F = o o Z,
otl o est l'isomorphisme isométrique de L2(R) défini par (o f)(y) = f(—y). De plus,
Z = F~1, puisque c’est vrai sur A(R).

Notons que le Lemme II1.2.12 dit que l'on a, en particulier (f | #3) = (£ f | 9)
(en changeant g en §) pour toutes f,g € L*(R) N L?(R). Cela s’écrit aussi (f | Zg) =
(Zf | g). Comme L'(R) N L%(R) est dense dans L%(R), cela reste vrai pour toutes
frg € L?(R). Mais (Ff | g) = (f | F*g), ou F* est opérateur adjoint de Z.
Donc &* = Z, soit aussi F* = % L. Cela signifie que la transformation de Fourier-
Plancherel & est un opérateur unitaire sur L>(R) (un opérateur U sur un espace de
Hilbert H est dit unitaire si U*U = UU* = Idy, c’est-a-dire si U est inversible et
U~ =U").
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Comment ezprimer la transformée de Fourier d’une fonction de L?(R) ?

Comme & a été défini sur L%(R) par densité, le calcul de & f pour f € L?(R)
doit faire intervenir un passage & la limite. On peut, par exemple, utiliser le résultat
suivant.

Proposition I11.2.13. Pour f € L?(R), posons :

A
paly) = /_ @ e dg

Ona:
A loa =7l =0.

Preuve. Notons fq = fXj_44; on a fa € L*(R) N L?(R) et a4 = F(fa). Le
Théoréme de Plancherel donne :

1 f = ealz = I1F(f = fa)lla = IIf — fallz;
or || f — fall2 P 0 par le Théoréme de convergence dominée. O
—+00

De méme, on a :

Proposition I11.2.14. Pour f € L%(R), si l’on pose :

A .
a(z) = / (ENW ey,

on a .
Aim,_ 16~ Sl =o.

Preuve. On a ¢4 = Z (£ f).Ij-a,4)] ; d'o0, puisque f = FFf :
If = valle = |Z[ZFf - (F ) A—aalllz = 1Ff — (FF)I-aall mo- O

Une conséquence intéressante est :

Corollaire I11.2.15. Si f € L*(R) et Zf € L'(R), alors :
f@) = [ (FHwemray

pour presque tout x € R.

Preuve. Puisque & f € L*(R), le Théoréme de convergence dominée donne, pour
tout t € R :

Jim_wa@) = [ (FH@emray

D’autre part, comme ||$4 — f||2 ﬁo, il existe une suite (4y), tendant vers +oco
—+00

et telle que Y4, () —2 f(z) pour presque tout z € R. D’ou le résultat. O
n—o0
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IT1.3. Exercices

I11.3.1. Convolution

Exercice 1.

1) Calculer T q) * Tjg,q).

2) On pose I, = [n,n+ % [sin > 1 et I, = [n+ 5, n] sin < —1. Montrer que la
fonction f valant |n| sur I,, est intégrable sur R, mais que le produit de convolution
(f * f)(z) n’existe pas pour tout z € R.

Exercice 2.
Soit f: R — C une fonction intégrable. On pose F'(t) = f(f f(s)ds, et, pour € > 0,

on définit A.f: R — C par (A f)(t) = F(t'l”i—F(t) )

1) Montrer que 'on a A, f = pe * f, avec pe = % I_cq)-
2) En déduire que A, f converge vers f, pour la norme de L (R), lorsque ¢ tend
vers 0.

Exercice 3 (Unité approchée).
Soit kn, n > 1, des fonctions intégrables sur R vérifiant les propriétés suivantes :
(3) fgkn(t)dt =1 pour tout n > 1;
(i6) M = SUP,>1 |[knll1 < +00;
(%44) limp 00 f|t|>6 |k (t)| dt = 0 pour tout & > 0.
Montrer que (kn)n>1 est une unité approchée pour la convolution (commencer

par montrer que limy, 00 [ [kn(t) ©(t)| dt = 0 pour toute fonction bornée p: R — C
continue en 0 et telle que p(0) = 0).

Exercice 4.

On rappelle que, pour f: R — C et a € R, on note (f,)(z) = f(z—a), z € R. Soit
f € L*(R).

1) On suppose que f admet un représentant uniformément continu. Montrer que
'application 7¢: a € R — f, € L>°(R) est continue.

2) a) Montrer, en utilisant le Théoréme de Fubini, que pour presque tout z de R,
ona |f(z—t)— f(z)| < ||ft — flloo POUr presque tout ¢t € R.

Soit (pn)n>1 une approximation de 'unité positive.

b) Montrer que ||f — f * Pplloo < Jg Ift = flloo P (t) dt.
3) On suppose maintenant que 7¢ est continue en 0.

a) Montrer que ;’; = f % p,, est uniformément continue, pour tout n > 1.
b) En déduire que f admet un représentant uniformément continu.
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Exercice 5.

Soit f: R — C une fonction mesurable et bornée. On suppose qu'’il existe une
partie dense A C R telle que, pour tout a € A, on ait f(¢ + a) = f(t) pour presque
tout ¢ de R (c’est-d-dire pour tout t € R\ N, avec \(N,) = 0).

1) Soit g € L!(R).

a) Montrer que (g * f)(z + a) = (g * f)(z) pour tout a € A et tout z € R.
b) En déduire que g * f est constante.

2) En déduire que f est presque partout constante (utiliser une unité approchée
(Pn)n>1 dans L*(R) a supports contenus dans un compact). Montrer ensuite que 1’on
peut supprimer la condition que f soit bornée.

Exercice 6.
Soit f € L!(R) telle que, pour tous réels a < b on ait :

b
,gn%/ f@+h) - f(@)|dz =0

Soit (¢n)n>1 une unité approchée, telle que p, soit continue et & support dans [—%,%] .

1) Montrer que f, = f * @, est dérivable sur R et préciser sa dérivée.
2) En déduire que f est constante (presque partout).

Exercice 7.

Pour toute fonction f: R — C, on note, pour tout a € R, 7, f la translatée de f
para: 7. f(z) = f(zr—a), z € R. On dit qu’un opérateur T': L?(R) — %,(R) commute
avec les translations si on a T(7,f) = 7,(Tf) pour toute f € L?(R) et tout a € R.

1) Soit ¢ € L%(R). Montrer que 'opérateur T,,: L?(R) — %,(R) défini par T, f =
@ * f commute avec les translations.

2) Soit T: L?(R) — %,(R) un opérateur commutant avec les translations.

a) Montrer qu'il existe une fonction ¢ € L2(R) telle que

(Tf)(0)=/Rf(y)<P(—y)dy

pour toute f € L2(R).
b) Montrer que T' = T,,.

Exercice 8.

On note L'(T) l’espace des (classes de) fonctions f: T = R/Z — C qui sont
intégrables pour la mesure m, image de la mesure de Lebesgue sur R par la surjection
canonique s: R — R/Z. On peut aussi voir L!(T) comme I’espace des (classes de)
fonctions mesurables 1-périodiques f: R — C qui sont intégrables sur [0,1] et donc
I'identifier & L(0, 1).
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1) Montrer que pour toutes f,g € L!(T), le produit de convolution (f * g)(z) =
fol f(z —t) g(t) dt existe pour presque tout z € R, que f*g € L(T) et || f *x g[1 <
1l o

2) Montrer que pour toutes f,g € L*(T), on a (f * g)(n) = f(n)g(n) pour tout
n € 2.

3) Montrer que si F,, est le noyau de Fejér d’ordre n, on a ||F, * f — flp -2 0
pour toute f € LP(T) avec 1 < p < 0o.

4) Montrer que si f € L!(T) et g € L=(T), alors f * g est continue sur T.

5) Soit f: R — C mesurable de période 1 telle que [;|f| In(1+ |f]) dm < +oo0.

a) Montrer que f € L}(T).

b) Soit g: R — C mesurable de période 1. On suppose qu’il existe A > 1 tel que
exp(|g|/A) € L*(T). Montrer que le produit de convolution f * g est défini partout et
que :

|f*g|<AlnA/r|f|dm+A/r|f| In(1+|f|)dm+/T(elgl/A_l)dm

(utiliser, aprés Uavoir montrée, ’inégalité ab < alna — a + e® — 1 pour a,b > 0).
¢) On pose G(z) = In Ism(;m)l Montrer que f * G existe partout et qu’il existe,
pour tout » > 1, une fonction continue h, telle que f *x G = h, + fn * G, ou f, =

Fys13n)-
d) En déduire que f * G est continue.

Exercice 9 (Inégalité de Young).
Soit p,q,r € [1,00[ tels que % + % =1+ 1. Le but de l’exercice est de montrer

que si f € LP(R) et g € LI(R), alors f * g est définie presque partout et appartient &

L"(R), avec ||f * gll» < [l £l llgllq-
1) Traiter le cas r = 1. _
2) On suppose que ¢ = 1; on a donc r = p > 1. Montrer que pour tout z € R, on

([ise-o |g<t>|dt)p <lolle™ | 1fGe - Pl e,

et en déduire le résultat souhaité.
3) On suppose p,q > 1 (et donc r > 1 et r # p, q).
a) Montrer que pour tout z € R, on a :

| [ oilst dt}r
<[ [ - o] | [ 1= o=t

b) Montrer que s = p :—:—; est > 1, et calculer son exposant conjugué.
c¢) Démontrer le résultat souhaité.
4) D’ou vient la condition %+% =1+ 17 (remplacer f(z) par f(z/)) et g(z) par
g(z/N)).

r—1
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Exercice 10 (Théoréme de Titchmarsh).
On considére dans cet exercice I’espace L!(R4) comme sous-espace de L' (R), en
prolongeant ces fonctions par 0 sur R* .
1) Soit f € L*'(R4).
a) On pose h(z) = e® exp(—e”) pour = € R. Montrer que [, h(x)dz =1 et que
h est bornée sur R.
b) Justifier pourquoi (f * h)(z) existe pour tout 2 € R, puis montrer que :

@) =S D W) e~ EHDu g ) gkt
(7 =3 5 (/R+f()e d) |

+oo
c) On suppose ici que / f(u)e ™ du = 0 pour tout | € N*. Que peut-on

0
dire de f * h? On pose hqo(z) = 1 h(Z), pour a > 0. Montrer que f * hy/n, = 0. En
déduire que f = 0.

2) Pour f € L'(Ry), on définit sa transformée de Laplace £ f par (ZLf)(z) =
fo+°° f(t)e~*tdt, Rez > 0.
a) Montrer que .Z f est holomorphe dans le demi-plan I1; = {2z € C; Rez > 0}.
b) Si f,g € L*(R,), montrer que fxg € L*(Ry) et que Z(f*g) = (Zf)(Z9).
3) Soit f,g € L'(Ry) telles que f *x g = 0. Montrer que f = 0 ou g = 0 (Théoréme
de Titchmarsh, 1926).
Remarque. Comparer avec I’Exercice 17.

I11.3.2. Transformation de Fourier

Exercice 11.
1) Soit f: R — C une fonction continfiment dérivable telle que f et f’ € L'(R).
Montrer que f(z) ||_+)0 et en déduire que (F(f'))(y) = 2miy(ZF f)(y) pour tout
T|—>+00

y €R.
2) Soit f € L'(R); on pose g(z) = zf(z) pour tout = € R, et 'on suppose que
g € L(R). Montrer que & f est dérivable et que (F f)' = —2miFg.

Exercice 12.

1) Montrer que si g: R — C est continue et g(1) = 1, alors il existe a > 0 tel que
g ne s’annule pas sur [1 —a,1+ a]. En déduire que g et Ij_; ;) ne sont pas égales
presque partout.

2) Montrer, sans la calculer, que la transformée de Fourier de la fonction Ij_; y
n’est pas dans L!(R).

Exercice 13.
1) Calculer, pour a > 0, la transformée de Fourier de la fonction indicatrice I|_4 q).
+oo 3
t\2 .
2) En déduire la valeur de I'intégrale / (i?—) dt (on expliquera pourquoi la
— 00
fonction I[_, q) * Ij_4,q) st continue).
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Exercice 14.
Soit A > 0.
1) Calculer la transformée de Fourier de Tj_y »; € L*(R) N L3(R).
2) En déduire la transformée de Fourier-Plancherel de la fonction de f € L%(R)

définie par f(z) = % '

Exercice 15.
T
On pose, pour z € R*, f(z) = Sinl et fo(z) =

1) Montrer que f et f, sont dans L? (]R) et que ||f — fall2 — 0

e—lel ST S 0.

2) Montrer que f, € L}(R), calculer [( fa)(y)] et en déduire fa(y).
3) En déduire Zf.

Exercice 16. R

On pose P(z) = e 2"l2l z € R, et on considére p = P. Soit f € L'(R) une
fonction continue et bornée sur R.

1) Montrer que :

lim f(z) P(az)dz = £(0).
a—> R

2) En déduire que si ’on suppose de plus f positive, alors fest intégrable sur R.

Variante
1) Soit gn(u) = e~1*/™ calculer g, (v) pour tout v € R.
2) Soit f € LY(R) N L®(R).
a) Montrer que | f; f(4) gn(¥) dy| < [Iflloo-
b) En déduire que, si, de plus, f > 0, alors f € L!(R) (on pourra utiliser le
Lemme de Fatou).

Exercice 17.

1) Montrer que ¢ = Tj_y o) * I_1,0) €t % = Iy g * L[5 sont les transformées de
Fourier de deux fonctions intégrables sur R.

2) En déduire qu'il existe des fonctions intégrables f et g, non nulles, telles que
fxg=0.
Remarque. Comparer avec I’Exercice 10.

Exercice 18.

Si f:R— CetacR, on pose (Taf)(:c) f(z—a) pour tout £ € R.

1) Vérifier que pour f € L*(R) on a 7, f(y) = e 2miay f(y) pour presque tout
yeR.

2) Montrer que cette formule reste valable si f € L%(R), c’est-a-dire que 1’on a
F(1of)(y) = e~ ™Y (F f)(y) pour presque tout y € R.
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Exercice 19. .

1) Montrer que la série de fonctions z +— Y0 e~ /2 ﬁ_z’;*y) converge dans
L?(R) (pour la norme | . ||2), vers une fonction que I’on précisera.

2) Montrer que pour toute f € L?(R), la fonction g définie par g(z) = f—(a:je“”?/ 2
est dans L!(R).

3) Soit f € L?(R) orthogonale & toutes les fonctions z"e~*"/2, n e N. Montrer
que, si g est définie comme & la question précédente, on a § = 0. Qu’en déduit-on
pour f?

Remarque. Comparer avec ’Exercice 20 du Chapitre II.

Exercice 20.

Soit (gn)n>1 une suite bornée d’éléments de L!(R). On suppose qu'il existe g €
L'(R) telle que g, (y) T}_ij(y) pour tout y € R.

n—00
Montrer que [ h(z) gn() dz — Jg h(z) g(z) dz pour toute h € (R) (com-
n

mencer par montrer que c’est vrai pour toute h dans un sous-espace dense convenable
de %o(R)).
Remarque. Cela signifie que la suite de mesures (gn.\)n>1 converge préfaiblement
vers la mesure g.A dans 'espace . (R) des mesures sur R (voir le Chapitre V et le
Chapitre VIII). Comparer avec ’Exercice 2 du Chapitre VIII.

Exercice 21.
1) Montrer que 1’application (u,v) € L?(R) x L?(R) — uv € L!(R) est continue.
2) Soit f et g € L%(R).
a) Montrer que (& f) * (#g) est une fonction continue sur R qui tend vers 0 &
Pinfini.
b) Montrer que la transformée de Fourier F du produit F = fg € L (R) est
égale & (F f) x (Fg) (utiliser le 1) et le fait que A(R) = {h € L'(R); h € L*(R)} est
dense dans L?(R)).

Exercice 22.

Soit f € L(R) et g € L%(R). On rappelle (voir I’Exercice 9) que 1’on peut définir
le produit de convolution de f et g, que f* g € L?(R) et || f * gllz2 < | fll/lgll-

1) Soit u € L*(R). Montrer que I’application M,,: v € L?(R) — uv € L?(R) est
linéaire continue.

2) On désigne par & la transformation de Fourier sur L!(R), ainsi que la trans-
formation de Fourier-Plancherel sur L2(R). Montrer que Z(f * g) = (Zf) (Zg) (on
utilisera, pour a > 0, la fonction g, = g I_, 4 € L*(R) N L*(R)).

Soit ® € L*(R). On pose I'(¢) = 3",z |
constantes 0 < a < b < oo telles que a < l"(§ < b pour presque tout £ € R.

z
1) Montrer que la formule j} © = u ;) permet de définir un isomorphisme
J: L?(R) — L%(R).
2) On pose ®,(t) = ®(t — n), pour n € Z. Montrer que la famille (J®,),ez est
orthonormée dans L2(R) (utiliser la périodicité de T').

Exercice 23 (Ondelette).
®(¢ +n)|2. On suppose qu’il existe deux
)
£

—~
:l
~
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Exercice 24 (Formule sommatoire de Poisson).
1) Soit f € L'(R) telle que Y, .5 |F(n)] < +oo.

a) Montrer que ’on peut définir presque partout une fonction F: R — C de
période 1 en posant F(t) = ) .., f(t +m), et que cette fonction est intégrable sur
0,1].

o b) Calculer les coefficients de Fourier de F' et en déduire que l'on a F(t) =
Yoz F(n) e2™nt pour presque tout ¢ € R.
2) Soit f € L'(R) telle que f € L*(R).

a) Montrer que ), ., |7(s +n)| < +oo pour presque tout s € R.

b) En utilisant le 1) avec fs(t) = f(t)e~%"*st, montrer que pour presque tout
(s,t) € R?, on a la formule de Poisson :

Z f(t + m) e—2mims _ 2mist Z f(s + n) e2mint
meZ nez
c¢) Montrer que si f € L'(R) est continue, telle que la série Y, .5 f(- +m)
converge uniformément sur [0, 1], et telle que ) ., |f(n)| < 400, alors la formule de

Poisson s’écrit ), .z f(m) = ,cz Fn).

3) (Fonction théta de Jacobi) Pour s > 0, on pose 0(s) = ::f_ o e~™n* Montrer
que la fonction 6 vérifie 'équation fonctionnelle 6(s) = % 6(1).

4) En considérant fi(u) = e~t1*/, montrer que 3°°° er—it;g?- =1 :zf} — 1 pour
tout ¢ > 0.

5) On admettra ici que les résultats sur la transformation de Fourier et la formule
sommatoire de Poisson restent valables lorsque les fonctions sont définies sur R¢ au
lieu de l’étre sur R (les preuves sont exactement les mémes). On considére un bo-
rélien convexe K C R¢, symétrique par rapport & 0 et ne contenant aucun point &
coordonnées demi-entiéres distinct de l’origine : si n € Z¢ et 5 € K, alors n=0. En
supposant d’abord K borné et en appliquant alors la formule de Poisson & la fonction
f =1k * Ig, montrer que A\g(K) < 1.

Exercice 25 (Sous-espaces de L*(R) et L?(R) invariants par translation).

Pour f: R —» C et a € R, on définit 7, f: R — C par (7of)(z) = f(z — a) pour
tout z € R. On dit qu’un sous-espace fermé E de LP(R) est invariant par translation
si 7, f € F pour toute f € E et tout o € R.

I. 1) Soit E un sous-espace fermé de L!(R). Montrer que si E est un idéal de L'(R),
c’est-a-dire que ¢ * f € E pour toute f € E et toute ¢ € L!(R), alors E est invariant
par translation (montrer que (7o) * f = ¢ * (7o f) pour tout o € R).

2) Soit u € L'(R), et soit (a,b) un intervalle borné de R. Pour tout entier N > 1,
on pose Uy = % ,]:’;01 Tani U OU ONE =a+k b_T“ . Montrer que la suite (Un)n>1
converge en norme L! vers la fonction Lap) * u.

3) Soit E un sous-espace fermé de L*(R) invariant par translation.

a) Montrer que si f € E, alors ¢ * f € E pour toute fonction ¢: R — C en
escalier.
b) Montrer que E est un idéal de L*(R).
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II. Le but de cette partie est de montrer que si E est un sous-espace vectoriel fermé
de L?(R) invariant par translation, alors il existe un borélien B C R tel que :
E={feL*R); £f=0 p.p.sur B}.

On note, pour a € R : ey(z) = e?™® g € R. On pose F = FE = {Zf; f € E},
et on note P la projection orthogonale de L?(R) sur F.

1) Vérifier que si f € L'(R), on a #(7of) = (Z f) e_a, et montrer que cela reste
vrai pour f € L%(R).

Quelle propriété en déduit-on pour F'?

2) Montrer que pour tout a € R, on a (u — Pu) L (Pv) e, pour tous u,v € L?(R).

3) Que signifie cette orthogonalité pour la transformée de Fourier de la fonction
(qui est intégrable) w = (u — Pu) Pv? En déduire que w = 0.

4) Montrer, en utilisant 3), que ’on a u (Pv) = (Pu) @ pour tous u,v € L(R).

(Pvo)(y)

5) On note vo(y) = eI, y € R, et on pose ¢(y) = [W] .
0

En utilisant 4), montrer que ¢(y) = 0 ou 1 pour presque tout y € R (utiliser le
fait que P? = P).

6) Conclure.
Remarque. Ces résultats sont dus & N. Wiener (1921).

Exercice 26 (Continuité des caractéres de ’algébre L' (R)).

Pour f € L!(R), on note f** le produit de convolution f * --- * f itéré, ot f
apparait n fois.

Soit f € L!(R) telle que || f|l; < 1.

1) Montrer que g = — Y >, f*™ définit un élément de L!(R) et qu'il vérifie fxg =
f+g.

2) Montrer que si fxh = f+h avec h € L*(R), alors h = g (utiliser les transformées
de Fourier).

Soit x: L!(R) — C une forme linéaire multiplicative : x(u * v) = x(u) x(v).

3) a) En utilisant le 1), montrer que x(f) # 1.

b) Montrer que si [A| > 1, alors x(f) # A

4) En déduire que x est continue et de norme < 1.
Remarque. La détermination des caractéres de L'(R) sera faite 4 I’Exercice 3 du
Chapitre V.

Exercice 27.
1) Soit B une partie mesurable de R telle que A\(B) > 0. On pose ¢ = Ip et

¢(t) = p(-t).
a) On suppose d’abord que A(B) < +oo. Justifier le fait que ¢ * ¢ est continue
sur R. En déduire que

V={t—u; t,Lue B}={z€R; BN (B+z)#0}

est un voisinage de 0 (considérer l’ensemble U = {z € R; (¢ * ¢)(z) > 0}).
b) Montrer que V' est aussi un voisinage de 0 lorsque A(B) = +o0.
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2) Montrer que si G est un sous-groupe mesurable de (R, +) de mesure A(G) > 0,
alors G =R.

Soit (@n)n>1 une suite de nombres réels telle qu'il existe une partie mesurable A
de R avec A(A) > 0 pour laquelle le e?mian® existe pour tout x € A.
n—>00

3) Montrer que
G ={z € R; lim e®™® existe}
n—r00

est un sous-groupe mesurable de (R, +) (on écrira G a l'aide des ensembles Cp, 1 =
{z € R; |e?miar® _ g2miaz| < 1/m}). En déduire que G = R.

4) On pose, pour z € R, g(z) = lim,_, €2™*"® et on suppose qu'il existe une
sous-suite telle que |an, | = too.

a) Pour f € L*(R), justifier que lim / f(z) e e dg = 0.
k—o00 R

b) En déduire que /R f(z) g(z)dx =0.

¢) Montrer que ce n’est pas possible.
5) En déduire que la suite (a,)r,>1 converge (on montrera qu’elle n’e qu’une seule
valeur d’adhérence).

Exercice 28 (Théoréme de Paley-Wiener).

On notera par &% : L?(R) — L?(R) la transformation de Fourier-Plancherel.

Pour a > 0, on identifie L?([—a, a]) au sous-espace (fermé) de L?(R) des fonctions
s’annulant hors de [—a, a.

1) Pour f € L?([—a,a]), on pose, pour z € C :
F(z) = Fy(z) = /]Rf(a:) e 2miz® gy,

a) Montrer que F'(z) existe pour tout z € C et qu’il existe une constante C > 0
(dépendant de f et de a) telle que, pour tout z € C, on ait |F(z)| < Ce?™elimzl,
b) Montrer que F' est holomorphe dans C.
c) Montrer que Fig € L*(R).
2) Soit G: C — C une fonction entiére telle que Gjg € L%(R), et soit g =
Z~(Gr). On suppose qu’il existe a > 0 et une constante C > 0 tels que :

e2ma |Im z|

SC—5>
IG(Z)I \C 1+|z|2

VzeC.
a) Montrer que Gg € L'(R).
b) Montrer que pour tout b > 0, g(z) = [; G(¢ + ib) €2™=(t+®) gt pour tout
z€R.
¢) Montrer que g(z) = 0 pour = > a, puis qu'’il en est de méme pour z < —a.
d) En déduire que g € L?([—a, a]).
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3) Soit H: C — C une fonction entiére telle que Hg € L*(R), et soit f =
& ~(Hr). On suppose qu'il existe a > 0 et une constante C' > 0 tels que :

|H(2)| < Ce?melmzl | vz eC.

a) Soit € > 0 et ¢ € 2(R) dont le support supp ¢ est contenu dans [—¢, €].
21re [Im z|

(i) Montrer que, avec les notations du 1), |F,(2)| < C, Si7E pour tout
z € C (pour |z| 2 1, intégrer deux fois par parties et utiliser le 1) b)).
(i¢) En déduire que G = H F,, vérifie les conditions du 2), avec a + ¢ au lieu
de a (utiliser ’Ezercice 22).
(4ii) En déduire que f * ¢ € L%([—a —€,a +¢€]).
b) En utilisant une unité approchée pour la convolution (¢¢)e>o telle que ¢, €
9(R) et supp e C [—¢, €], montrer que f € L?([—a,a]) (Théoréme de Paley- Wiener).

Exercice 29 (Fonctions d’Hermite).

On note w(t) = e~t" et 'on considére la mesure w sur R de densité w par rapport
3 la mesure de Lebesgue, i.e. du(t) = w(t) dt. On notera par L?(w) I’espace L%(R, p).

1) a) Montrer que L?(w) contient tous les polyn6mes.

b) Montrer que si f € L?(w), la formule F(z) = [, e 2% f(t) w(t) dt définit
une fonction holomorphe sur C, et exprimer F(*)(0) pour tout n € N.
c) Déduire de b) que les polyndmes sont denses dans L?(w).

2) a) Montrer que, pour tout n € N, w™(t) = (=1)"H,(t) w(t), ot H, est un
polyndme réel de degré n et de coefficient dominant 2". Les H, sont appelés les
polynémes d’Hermite.

b) Montrer que la suite (H,)n>o est orthogonale dans L%(w), et calculer la
norme ||Hy||£2(w)-

c) Montrer que la suite ((y/72"n!)~Y/ 2H")n>o est une base orthonormée de
L?(w).

3) En développant w(t — z) = e~ (t-2)? en série entiére, montrer que pour tous

teRetz€C,onaG(tz):=Y oo Ho(t) & = e 2 On dit que G est la fonction

génératrice des polynémes H,,.

4) On définit les fonctions d’Hermite hn, par hn(t) = (2"/mn!)~Y2H,(t)e /2,
Montrer que (hy)n30 est une base hilbertienne de L?(R).

5) On pose ®(z,z) = / e~ 2 q(¢, z) et dt pour z,z € R.
R

a) Montrer que ®(z, 2) Z«‘)n(m —7» 0t bn (t) = Hp(t) e /2.
n=0
b) Montrer que ®(z, z) = v2r g~ 2n'a’ G(2nz, —1iz).
6) En déduire qu’il existe une base hilbertienne de L?(R) formée de vecteurs
propres pour la transformation de Fourier-Plancherel #. Préciser les valeurs propres
de &. Pourquoi pouvait-on les prévoir ?
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Exercice 30 (Probléme de la chaleur périodique).

Etant donnée une fonction f: R — C, continue périodique, disons de période 27,
le probléme de la chaleur associé & f, noté (P)s, consiste & trouver une fonction
u: [0,+00[xR — C qui soit :

(4) continue sur [0, +oo[xR, de classe C? sur ]0, +0o[xR;

(i) pour tout ¢ > 0, la fonction z + u(t,z) est 2w-périodique, et u(0,z) = f(z)

pour tout € R;
(447) u vérifie sur |0, +0o[xR I’égquation de la chaleur ou = @ .
’ ot 0z

L'’interprétation physique de la fonction u est la suivante. Etant donnée une barre
métallique (idéalisée : son diamétre est supposé nul), de longueur disons 27, dont la
température & ’instant 0 est donnée en chaque point de la barre d’abscisse xz par
f(z), et dont on maintient les extrémités & une température fixe, alors u(t,z) est la

température de la barre au point d’abscisse x & l'instant ¢.

Le but de ’exercice est de montrer que pour toute fonction continue 27-périodique
f: R = C, le probléme (P); admet une unique solution.

1) Pour o > 0 et A € R, calculer intégrale [p e~ eiAT gy

+o00
2) Soit a > 0 et soit @, : R — R définie par p4(z) = Z e (z=2mn)?
n=-—o0o
a) Justifier la définition, puis montrer que ¢, est de classe C* et 2mw-périodique.

b) Calculer les coefficients de Fourier de 4.
+o0o
3) Pour t > 0, on définit G¢: R — C par Gy(z) = Z e Mtgine,
n=—00
_ (:x:—2‘n'n.)2

+o00
a) En utilisant le 2), montrer qu’on a également Gy(z) = 4 / % Z e @

n=-—00
b) Montrer que la famille (Gt)¢>0 est une unité approchée pour la convolution
dans L(T) (voir I’Exercice 8).
4) On définit u: Ry x R — C par u(0,z) = f(z) et :

+o00
u(t,z) = Z F(n)e™"tei™ pourt > 0.
n=-—00

a) Justifier la définition, et montrer que pour £ > 0, on a :

1 27

27
uts)=3- [ G-y =5- [ G-,

b) Montrer que u est solution du probléme de la chaleur associé & f.
5) Soit v: [0, 4+00[xR — R une fonction vérifiant les conditions (z) et (7).
2m
a) Montrer que si on pose E(t) = / [v(t,2)]*dz pour t > 0, alors E est
0

décroissante sur [0, +oo].
b) En déduire que si v(0,z) = 0 pour tout z € [0, 27], alors v = 0.
c) Conclure.
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Remarque. C’est pour résoudre le probléme de la chaleur que Fourier introduisit &
partir de 1807 ce que ’on appelle maintenant les séries de Fourier, avec les formules
pour calculer ce que ’on appelle maintenant les coefficients de Fourier d’une fonction
(bien que ses travaux manquassent cruellement de la moindre rigueur - toutefois,
selon Riemann : “C’est Fourier qui, le premier, a compris d’une maniére ezacte et
compléte la nature des séries trigonométriques”). Le lecteur pourra lire 'intéressant
texte de J.-P. Kahane consacré & Fourier sur le site http://wuw.academie-sciences.
fr/activite/archive/dossiers/Fourier/Fourier_pdf/Fourier_Kahane.pdf






Chapitre IV

LE THEOREME DE BAIRE ET SES
CONSEQUENCES

Ce chapitre, bien que court, contient plusieurs résultats fondamentaux, basés sur
le Théoréme de Baire. Ce théoréme permet, sous certaines conditions, d’avoir des

majorations uniformes lorsque ’on a des majorations individuelles. Cela donne aussi
des résultats de continuité automatique.

IV.1. Le Théoréme de Baire

Théoréme IV.1.1 (Théoréme de Baire [1899]).

Dans un espace métrique complet, la réunion d’une famille dénombrable de
fermés d’intérieur vide est encore d’intérieur vide.

Autrement dit :

Soit X un espace métrique complet et ®,, n > 1, des fermés de X (en quantité
dénombrable).
o
Alors si A = ,5; ®» a un point intérieur : A # 0, il existe un N > 1 tel que
o
&N #£0.

Remarques. 1) Il est indispensable que I’ensemble des indices soit dénombrable.
2) On utilise souvent ce théoréme lorsque X = {J,,5, ®n.
3) Un énoncé équivalent, en passant au complémentaire 2, = X \ &, est :

Théoréme IV.1.2 (Théoréme de Baire, 2°™¢ version). Si X est un espace

métrique complet, l’intersection d’une famille dénombrable d’ouverts denses
est encore dense dans X.
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Preuve. On démontrera la deuxiéme version.
Soit (2,)n>1 une suite d’ouverts denses, et soit :

G=1{)%%.

nz1

Soit © un ouvert non vide arbitraire de X. On va montrer que QNG # 0; cela
prouvera que G est dense dans X.

On notera par respectivement B(x,7) et B,(x,r) les boules fermée et ouverte de
centre z et de rayon r de ’espace métrique X.

Soit zg € Q et 7g > 0 tels que :

Bf(xo,’r'o) Cc .
Comme ; est dense, I'ouvert Q3 N B,(zo,70) n’est pas vide; il existe donc z; €
Q3 N By(zg,70) €t 71 > 0 tels que :
Bg(z1,71) € Q1 N By(xo,7m0) € 21 NQ,
et 'on peut prendre r; < ro/2.
En continuant ainsi, on obtient des z,, € §2,, et des r, > 0, pour tout n > 1, tels

que :
Bf(fl:n+1,1”n+1) Q Qn+1 n Bo(a:n,rn) (_i Qn+1 n Qn N---N Ql n Q,

et :
0 < Tny1 S 7Tn/2.

Alors la suite (z,)n>1 est de Cauchy. Comme X est complet, elle posséde une
limite .

Comme :
Zntp € Bo(ZTn,Tn), Vn,p>1,
on obtient :
l € Bf(zn,rn), Vn>1,;
comme B¢(zn,r,) CQp N N NQ, on obtient | € GN Q. a

IV.2. Le Théoréme de Banach-Steinhaus

Théoréme IV.2.1 (Théoréme de Banach-Steinhaus [1927]). Soit E et F' deuz
espaces de Banach, et soit T;: E — F des applications linéaires continues
(i € I, ensemble d’indices guelconque) telles que :

Cy =sup ||Tiz||r < 400, VzeE.
i€l

Alors :
C = sup "Ti”.S,P(E,F) < 4+00.
i€l
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En d’autres termes, s’il existe, pour chaque z € E un nombre positif C, < +o0

tel que :

alors il existe un nombre positif C < +oo tel que :
[Tizllr < Cllzlle, Yze€E, Viel.

En anglais, il est appelé du nom de “wniform boundedness principle”, qui a le
mérite d’en indiquer le contenu.

Notons qu’en fait on n’utilise pas la complétude de F'; mais 1’énoncé est plus
simple comme ca.

Preuve.! Soit :
d,={z€cE;Viel: |Tiz| <n}
=z € E; |Tiall < n};
i€l

c’est un fermé (car les T; sont continues), et "hypothése signifie que :

Je.=E

n>1
Puisque F est un espace métrique complet, le Théoréme de Baire dit qu’il existe un

N >1tel que ®y #0.
Soit zg € FE et rq > 0 tels que :

B(.’l:o,’ro) C dy.

Ona:
IITZ(:BQ +T‘oy)||p <N,Viel,Vye Bg = BE(O, 1);
donc : )
ITllr < — (N +sup | Tizollr), vy € Bp. O
To i€l

Corollaire IV.2.2. Soit E et F' des espaces de Banach etT,: E— F,n>1,
une suite d’applications linéaires continues telle que :

lim T,z = Tz existe pour tout z € E.
n—r00

Alors :
1) sup | Tnll 2(&,F) < +00;
n>1

2) T: E — F est linéaire et continue.
De plus : |T| 2z, < Uminf || Tn|| 2 (5,r)-

1. Banach et Steinhaus indiquent dans leur article de 1927 que cette preuve, utilisant le Théoréme
de Baire, n’est pas leur preuve originelle, qui utilisait un argument de séries, et qu’elle leur a été
indiquée par S. Saks.
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Preuve. La convergence de la suite entraine que :

Cy =sup ||Thz| < 400
n2l

pour tout z € E; d’ou le 1) par le Théoréme de Banach-Steinhaus. On voit ensuite
facilement que T est linéaire. Maintenant, si C' = sup,,5 |1, || #(&,r), on a :

[ Tnzll < Cllzl|, Vz € E;

donc T est continue et | T|| ¢z, r) < C.
Ensuite, comme ||T,z|| < ||Tn|| [|z||, on obtient :

Il = lim [Tz < (liming |T]) ol

d’ou la derniére inégalité. O
Exemple d’application (voir 'Exercice 15) : il existe des fonctions f: [0,1] — C
qui sont intégrables, mais dont la série de Fourier ne converge pas pour la norme || . ||;
(c’est d’ailleurs & partir de ce résultat, montré par Banach, encore étudiant, suite a
une question de Steinhaus, et pour en donner une preuve plus simple, que Banach
et Steinhaus ont montré leur théoréme). De méme, il existe des fonctions continues
f: R — C de période 1 dont la série de Fourier ne converge pas uniformément sur
[0,1]. Ce dernier résultat avait été montré par Du Bois-Reymond en 1876, par une
construction explicite.

IV.3. Le Théoréme de P’application ouverte

Théoréme IV.3.1 (Théoréme de application ouverte). Soit E et F' deux es-
paces de Banach et T': E — F une application linéaire continue surjective.
Alors, il existe ¢ > 0 tel que :

T[Bg(0,1)] 2 Br(0,¢). (%)

En conséquence T est une application ouverte.

Ce théoréme est dit & Schauder (1930).

Remarques. a) Il est nécessaire que les deuz espaces F et F soient complets.
b) L’application T est ouverte : soit U un ouvert de E (non vide) et soit yo € T'(U) ;
il existe zg € U tel que yo = T'zg ; soit r > 0 tel que Bg(zo,7) C U ; alors :

Yo + T[Bg(0,r)] = T[Bg(zo,)] C T(U);
d’ou, par (x) :
Br(yo,7¢) = yo + 7 Br(0,¢) C yo + 7 T[Bg(0,1)] = T[Bg(zo,7)] € T(U).
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c) Le théoréme s’utilise de la fagon suivante :

\WeF JweE: y=Tz et |of <1/l

Donnons tout de suite deux conséquences trés importantes.

Théoréme IV.3.2 (Théoréme des isomorphismes de Banach).

Soit E et F' deuz espaces de Banach et T: E — F une application linéaire
continue bijective. Alors T~ est automatiquement continue; T est donc un
isomorphisme.

Preuve. La propriété () s’écrit :
T_l [BF((), C)] - BE'(01 1) )

soit :
lyl e = IT7'yl<1.

Par conséquent, par homogénéité :
lvl<t = IT7%I<1/c;

donc :
1Tyl < (1/0) lwll, VyeF. O

Il aurait aussi suffit de dire que 7! est continue parce que T est ouverte.

Corollaire IV.3.3. Soit E un espace vectoriel muni de deuz normes telles
que E soit complet pour chacune d’elles. Supposons de plus que ces deux
normes sont comparables. Alors elles sont équivalentes.

Preuve. Dire qu’elles sont comparables signifie que 'une d’elles est plus fine que
Pautre : |||z||| < C||z|| pour tout z € E. Mais cela signifie que I’application identité
Id: (E,||.II) = (E,]Il.lll), qui est linéaire et bijective, est continue; c’est donc un
isomorphisme, ce qui signifie que les deux normes sont équivalentes. O

Théoréme IV.3.4 (Théoréme du graphe fermé [Banach (1929)]).
Soit E et F deuz espaces de Banach et T: E — F une application li-
néaire. Si le graphe de T' :

Gr ={(z,Tz) e ExX F; z € E}

est fermé dans E x F, alors T est continue.
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Remarque. Le fait que G soit fermé se traduit par :

Pour toute suite (z,,), dans E convergeant vers z, et telle que la suite (T'zs)n
converge, vers y € f,onay =Tz.

La continuité étant :

Tp——T £ T, —Tx,
n—00 n—00

on voit que ce théoréme rend la vérification de la continuité plus facile, puisque I’on

fait une hypothése supplémentaire sur (z,)n, & savoir que I’on suppose en plus que
(Txp)n converge aussi.

Preuve Munissons E d’une seconde norme ||. || définie par :
lzllr = llzlle + [ TzllF, VzeE.

Elle est plus fine que ||. || g et la condition disant que le graphe G est fermé entraine
que (B, ||.||l7) est un espace complet (car Gr est fermé dans I’espace complet E x F,
donc est lui-méme complet). Ces deux normes sont donc équivalentes, et il existe donc
C > 0 tel que, pour tout z € E :

lzllz < Cllzlz,
soit :
ITzl|lr < (1+C)|zllp, Vze€E. O

Preuve du Théoréme de ’application ouverte. Notons B = Bg(0,1) la boule
unité fermée de E.
Comme T est surjective, on a :

F =T(E) =T( U nB) =UnTB) c |UnTB)CF,
n21 n21 n>1
de sorte que F = {5, nT(B). Comme F est complet, le Théoréme de Baire dit

que l'un des nT(B), et donc T'(B) aussi, est d’intérieur non vide. Comme T'(B) est
un convexe symétrique (par rapport & 0), il existe a > 0 tel que :

T(B) 2 Br(0,a)|.

En effet, si T(B) 2 Br(yo,), on a aussi T(B) 2 Bp(—yo,a), et alors, pour
lyllF < @, onay=3[(y —v0)+ (v+w) € T(B).
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Nous allons montrer qu’alors :

|7(B) 2 Br(0,8), VB<al.

En remplagant T par (1/a)T, il suffit de montrer que :

T(B) 2 Bp = Br(0,1) => T(B)2 Bp(0,)), VA<1|.

e Soit £, >0 telsque Y oo e, =1 — A,
Soit y € Br(0,\).
Comme :
Br(0,)) = ABr(0,1) C AT(B) = T[Bg(0,\)],

il existe z; € E tel que :

el <A et fly— Tl < e

alors :
y—Tz, € Bp(0,61) =1 Bp(0,1) C g T(B T[BE (0, 51)]

donc il existe z; € F tel que :
lz2ll <e1 et |ly— Tz —Tzof < ez
e En continuant, on obtient des éléments z,, € F, n > 1, tels que, pour n > 2, on

ait :
znll < €n-1, llzall <A
”y_TZlil—T(BQ_"'—TiL'n” <é€n

Alors :

=) o
Z "xn“ <A+ an—l =1.
n=1 n=2

Comme E est complet, la série ), z, converge dans E.
Siz=3 .2 2n, ona |z| <1, et, puisque T est continue :

o0
Tx = Z Tz, =y
n=1
Donc y € T(B), ce que ’on voulait montrer. O

Donnons deux applications.

Corollaire IV.3.5. La transformation de Fourier
Z: L}(R) = %(R)

n’est pas surjective.
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Preuve. a) Si % était surjective, elle serait bijective, grace & son injectivité. Le
Théoréme des isomorphismes de Banach donnerait un ¢ > 0 tel que :

1 Flloo = cllflln Vf € L*(R).

b) Considérons alors gn = Tj_1 1) * I[_p ], qui est dans L'(R). Si f, = gn, on a
(voir ’Exercice 13 du Chapitre III) :

sin(27z) sin(27nz)
w22

K

fn(x) =

de sorte que fp, € L(R) et || fnlls — +00, car, en utilisant l'inégalité sinu > 2 u
n—ro0

pour 0 S u<m/2,0na:

1/4 n/4
falls > / 2(2 2) Ism(27ma:) dp = i/ |smt| dt—— +oo.
0 0

w2 t n—00

Le Théoréme d’inversion nous dit, puisque g, est paire, que g, = ;’;, de sorte que
| frlloo = llgnlloo = 2. Mais ce n’est pas possible, d’aprés le a). |

Corollaire IV.3.6. Si E est un espace de Banach et si E; et Ey sont deux sous-
espaces vectoriels fermés de F tels que :

E10E2={0} et E=E1+E2

(supplémentaires algébriques), alors E; et Ey sont supplémentaires topologiques, c’est-
a-dire que les projections associées sont continues.

Preuve. Munissons le produit E; x E5 de la norme :
(1, z2) [l = l|z1ll & + |22l £

Comme E; et E, sont fermés, donc complets, E; X Ey est complet, et donc est un
espace de Banach pour cette norme. Or ’application linéaire

T: EixFEy, — FE
(ml,:l:g) — 1+ 22

est bijective (car E; et E; sont en somme directe algébrique) et continue, par l'in-
égalité triangulaire et la définition de la norme sur E; X F,. Par le Théoréme des
isomorphismes de Banach, il existe ¢ > 0 tel que :

lz1 + z2ll > e (]l + llz2ll)

donc ||z1 + z2|| > clz1]| et ||z1 + z2|| > clz2|l, ce qui est bien la continuité des
projections. O
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IV.4. Exercices

Exercice 1.

On dit qu’un espace topologique X est un espace de Baire si I'intersection de toute
suite d’ouverts denses dans X est encore dense dans X.

Montrer que tout ouvert (non vide) 2 d’un espace de Baire X est encore un
espace de Baire (si (2n)n>1 est une suite d’ouverts denses dans Q, considérer le
complémentaire Q' de 'adhérence de QQ, i.e. son extérieur, et Q, = Q'UQ, ; remarquer
que c’est une suite d’ouverts denses de X).

Exercice 2.

Soit ([0, 1]) I’espace vectoriel des fonctions continfiment dérivables sur [0, 1],
muni de la norme uniforme || f|loo = sup,¢o,) |f(2)!-

Soit D: €*([0,1]) = £([0, 1]) I'application linéaire définie par D(f) = f'.

1) Montrer que D n’est pas continue.

2) Montrer que le graphe de D est fermé.

3) Pourquoi cela ne contredit-il pas le Théoréme du graphe fermé?

Exercice 3 (Théoréme de Hellinger-Toeplitz).
Soit H un espace de Hilbert et T': H — H une application linéaire telle que
(Tz | y) = (z | Ty) pour tous z,y € H. Montrer que T est continue.

Exercice 4.

Montrer qu’un espace de Banach de dimension infinie n’admet pas de base al-
gébrique dénombrable (raisonner par l’absurde : si (en)n>1 est une base algébrique,
utiliser le Théoréme de Baire avec F, = vect{e1, - ,en}).

Exercice 5.

Soit a = (an)n>1 une suite de nombres complexes. On suppose que a vérifie
la propriété suivante : pour toute suite x = (zp)n>1 € co, la série 2@1 AnTn st
convergente.

1) Pour tout N > 1, on définit une forme linéaire ®n: cg — C par dy(x) =
21]:;1 anZn. Montrer que @y est continue et calculer || ®y]|.

2) Montrer que a € ¢;.

Exercice 6.

Soit K un espace topologique compact, X un espace de Banach et L: X — € (K)
une application linéaire. On suppose que pour tout ¢ € K, 'application z € X +—
(Lz)(t) € K est continue. Montrer que L est continue.
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Exercice 7.
Soit H un espace de Hilbert, et soit T: H — H une application linéaire. On
suppose que (Tz | ) = 0 pour tout z € H.
1) Soit (2n)n>1 une suite de points de H convergeant vers 0. On suppose que la
suite (T'zp)n>1 converge vers un point | € H.
a) Montrer que ’on a (I | h) + (Th | h) > 0 pour tout h € H.
b) En déduire que | = 0 (remplacer h par €h, avec € > 0).
2) Montrer que P’application linéaire T est continue.

Exercice 8.

Soit (S, 7T, m) un espace mesuré et soit ¢: S — C une fonction mesurable. On
suppose que ¢ f € L?(m) pour toute f € L?(m).

Montrer que I’application linéaire M,,: L2(m) — L%(m) définie par My,(f) = ¢ f
est continue.

Exercice 9.
Soit (S, 7, m) un espace mesuré o-fini. On suppose que 'on a L%(m) C L*(m).
1) Montrer qu'’il existe une constante C' < +oo telle que || f||z: < C||f||L2 pour
toute f € L%(m).
2) En déduire que la mesure m est finie.

Exercice 10.
Soit X un sous-espace fermé de L2(0,1) dont chaque élément est aussi dans
L*>(0,1).
1) Montrer qu'’il existe C < +o00 tel que || f]loo < C || f||2 pour toute f € X.
2) On fixe n € N* et une famille orthonormée (fi,..., f,) dans X.
Pour z = (z1,...,&,) € C", on note Fy, = 37, z; f;.
a) On choisit une partie dénombrable dense D de C™. Montrer qu’il existe N C
[0, 1] de mesure nulle telle que |F;(t)| < C||z||2 pour tout z € D et tout t € [0,1]\ N.
b) En déduire que |F;(¢)| < C||z||2 pour tout z € C™ et tout ¢t € [0,1] \ N.
3) En choisissant z convenablement, montrer que Y7, |f;(t)|* < C? pour tout
te 0,1\ N.
4) Qu’en déduit-on quant & la dimension de X ? (Grothendieck, 1954).

Exercice 11.

Soit ([0, 1]) I’espace des fonctions réelles continues sur [0,1], muni de la norme
uniforme, et soit X un sous-espace vectoriel fermé de €([0, 1]) dont tous les éléments
sont continment dérivables.

On définit T: X — €([0,1]) par T'(f) = f'.

1) Montrer que le graphe de T est fermé.

2) En déduire qu’il existe un entier N > 1 tel que ||f'||oc < N pour toute f € X
telle que || flloo < 1.

3) On pose z, = n/N pour 0 < n < N, et on définit S: X — RN*! par S(f) =
(f(=0), f(m1),. .., f(zN)).

a) On suppose que ||f|lcoc = 1 et S(f) = 0. Montrer, en utilisant le Théoréme
des accroissements finis, que ’on aboutit & une contradiction.
b) En déduire que X est de dimension finie et dim X < N + 1.
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Exercice 12.

Soit T': E — F une application linéaire continue surjective entre les espaces de
Banach E et F'. On rappelle qu’il existe une application linéaire continue, T*F* — E*,
appelée adjoint de T, telle que (T*9)(z) = ¥(T'z) pour tous ¢ € F* et tout z € F
(voir Proposition VII.2.6).

Montrer que T*: F* — E* réalise un isomorphisme entre F* et T*(F™).

Exercice 13.

Soit H un espace de Hilbert.

1) Montrer que P’espace £, de toutes les suites bornées de scalaires n’est pas iso-
morphe & un sous-espace (fermé) de H (utiliser les éléments e, = (0,...,0,1,0,...) €
Loo, 01 le 1 est au k®™¢ rang, et l’identité du parallélogramme généralisée de I’Exer-
cice 5 du Chapitre II).

2) Montrer qu’il n’existe aucune application linéaire continue surjective T': H — £;
(raisonner de la méme fagon).

Exercice 14 (Applications bilinéaires).

Soit X,Y, Z trois espaces de Banach et B: X X Y — Z une application bilinéaire.

1) Montrer que B est continue si et seulement si il existe un nombre M > 0 tel
que ||B(z,y)|| < M ||z|| ||y|| quels que soient z € X et y € Y.

2) On suppose que B est séparément continue, c’est-a-dire que pour chaque z € X,
Papplication linéaire B;: y € Y — By(y) = B(z,y) € Z est continue et que pour
chaque y € Y, lapplication BY: z € X + BY(z) = B(z,y) € Z est continue. Montrer
que B est continue (Voir I’Exercice 7 du Chapitre VI pour une preuve légérement
différente).

3) Montrer que la limite simple B d’une suite d’applications bilinéaires conti-
nues (B,)n>1 est continue (dire que B limite simple de (By,),>1 signifie que ’on a
B (z,y) mB(x,y) pour tousz € X,y €Y).

Exercice 15 (Non convergence des séries de Fourier).
Soit €. le sous-espace de €([0, 1]) des fonctions telles que f(0) = f(1). Pour toute

f € %. et tout entier n > 0, on note S, f = Zlen f(k) ex la n®™e somme partielle
de Fourier de f, ou ex(t) = exp(2nikt).

1) Montrer (voir I’'Exercice 8 du Chapitre III pour la définition du produit de
convolution) que (Snf)(z) = (Dn * f)(x) 00 Dp = }_ i<, €k €st le noyau de Dirichlet
d’ordre n. '

On fixe z € [0, 1] et on considére la famille de formes linéaires 02 : €. — C, définies
par o3(f) = (8nf) ().

2) Montrer que ||oZ|| = || Dx|l1 pour tout n > 1 (approcher le signe de D,, par des
fonctions continues).

3) En déduire que ||oZ|| — 5 +oo.

n—00

4) En déduire qu’il existe une fonction de . dont la série de Fourier diverge au

point z.
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5) a) Soit E un espace de Banach et F' un espace normé. Montrer la version suivante
du Théoréme de Banach-Steinhaus : pour toute famille d’opérateurs T; € Z(E, F),
i € I, on a ’alternative suivante :
(¢) soit il existe M < +oo tel que ||T;|| < M pour tout i € I;
(42) soit il existe une partie dense G de E (qui est une intersection dénombrable
d’ouverts denses) dont tout élément u vérifie sup;c; ||Ti(w)|| = +oo.

b) En déduire qu’il existe un ensemble dense G, de ¥., intersection dénom-
brable d’ouverts denses, pour lequel toute fonction f € G, admet une série de Fourier
divergente en z.

c¢) En déduire qu'il existe un ensemble dense de fonctions de %. dont la série de
Fourier diverge sur un ensemble dense de [0, 1].

6) En utilisant un raisonnement analogue, montrer qu’il existe un ensemble dense
de fonctions de L(0,1) dont la série de Fourier ne converge pas pour la norme de
L'(0,1).

Exercice 16 (Théoréme de Corominas (version faible)).
Soit f: C — C une fonction entiére telle que :

VzeC, In=n(z) €N, ™) =o0.

On pose F, = {z € C; f(™(z) =0}.

1) Montrer que F,, est fermé et en déduire qu’il existe p € N tel que F}, soit
d’intérieur non vide.

2) En conclure que f est un polynéme.

Exercice 17 (Théoréme de la limite simple de Baire).

Soit X et Y deux espaces métriques, X étant complet. On notera d la métrique
de Y. On suppose qu’une suite (f,)n de fonctions continues de X dans Y converge
simplement vers f. On veut montrer que I’ensemble C(f) des points de continuité de
f est dense dans X.

On note :

wf(m) = ',1~I>lt(‘) sup{d(f(u), f(’U)) RS Bouv(m’r)}

Poscillation de f en z, et on pose O, = {z € X ; wy(x) < €}.
1) a) Montrer que z € C(f) si et seulement si ws(z) = 0 et que O, est un ouvert
de X, pour tout £ > 0.
b) En déduire que C(f) = ,en- O1/p-
2) On fixe e > 0, R > 0 et un zg € X. On note By la boule ouverte de centre xq
de rayon R.
a) Montrer que F, = {z € Br; d(fn(z), fm(z)) < &,Vm > n} est fermé dans
Bpg, pour tout n > 1.
b) Montrer que Bg = U@l F,, et en déduire qu’il existe ng > 1 tel que Fy,, soit
d’intérieur non vide.
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¢) En déduire qu'il existe z; € Bg et r > 0 tel que la boule fermée B(z1,7) soit
contenue dans By, et tel que d(f(z), fn,(2)) < € pour tout z € B(z1,7).

d) En utilisant la continuité de f,, en z;, montrer qu'’il existe s > 0 tel que
d(f(z), f(z1)) < 3¢ pour tout z € B(z1,s), puis que wy(z1) < Te. En déduire que
O7:. N Bg # 0.

3) Montrer que Os est dense dans X pour tout ¢ > 0.

4) Conclure.

5) Soit I un intervalle de R. Montrer que pour toute fonction dérivable f: I — R,
la, dérivée f’ est continue en un ensemble dense de points de I.

Exercice 18 (Fonctions continues nulle part dérivables).
Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe “vraiment beaucoup” de fonctions
f:[0,1] = R qui sont continues sur [0, 1], mais ne sont dérivables en aucun point.
Pour tout réel A > 0, on pose :

Un=A{f €%(0,1]); (Vz€[0,1]) Gy (0,1)) |f(y)— f(z)| > Aly —=l}.

1) Montrer que pour tout A > 0, ’ensemble U, est un ouvert de ([0, 1]).

2) Soit > 0. Montrer que pour tout € > 0, on peut trouver une fonction ¢ € U,
telle que ||¢]loo < €.

3) Soit f:[0,1] — R une fonction lipschitzienne. On note K sa constante de
Lipschitz. Montrer que pour tout 4 > K,ona f+ ¢ €U,_k si ¢ € U,.

4) En déduire que pour tout A > 0, Pouvert Uy est dense dans %([0, 1]).

5) Montrer que ’ensemble des fonctions f: [0,1] — R continues et nulle part
dérivables est dense dans %([0, 1]).

Exercice 19 (Opérateurs hypercycliques).
A. Dans cette partie, X est un espace de Banach séparable et T: X — X est une
application linéaire continue. Pour tout € X, on définit ’orbite de = par T par :

O(z,T) = {T"z; n € N},

ouT" =To---oT, n fois, avec la convention T° = Idx. On dit qu’un vecteur z € X
est hypercycliqgue pour T si O(z,T) est dense dans X. On note HC(T) I’ensemble
des vecteurs hypercycliques pour T, et on dit que I’opérateur T est hypercyclique s’il
posséde au moins un vecteur hypercyclique (i.e. si HC(T) # 0).
1) Montrer que si |T|| < 1, alors T n’est pas hypercyclique.
2) Montrer que si X est de dimension infinie et z € HC(T), alors les vecteurs
z, Tz, T?z, ... sont linéairement indépendants.
3) On suppose dans cette question que X est de dimension finie d. Soit z € HC(T).
a) Montrer que {z,Tz,...,T% 'z} est une base de X.
b) Soit & > 0. Montrer qu’il existe une suite d’entiers (ng)x>1 telle que, pour
tout z € X, on ait T™ 2 oo (commencer par z = z).

c) En déduire qu'’il existe a € R4 tel que {a™; n € N} soit dense dans R,
(utiliser la continuité du déterminant).
d) En déduire qu'’il n’existe aucun opérateur hypercyclique sur X.
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4) a) Montrer qu'’il existe une famille dénombrable de boules ouvertes (B;)ier
(non vides) vérifiant la propriété suivante : pour tout ouvert non vide V' C X, on
peut trouver ¢ € I tel que B; C V.

b) Pour tout ¢ € I, on pose G; = {z € X; In € N, T"z € B;}. Montrer que
les G; sont des ouverts de X, et que ’on a HC(T) = ;¢ G-

5) On suppose qu’il existe une partie dense Z C X et une application S: X — X
(non supposée continue, ni linéaire) telle que :

(P1) T[S(z)] = z pour tout z € X ;

(Pp) limy oo T™z = 0 et limy, o0 S™(2) = 0 pour tout z € Z.

a) Soit u,v € Z. On pose z, = u + S™(v) pour tout n € N. Quelles sont les
limites des suites (Zn)n>0 €t (T"Zn)n>0?

b) En déduire que ’on a la propriété suivante : pour tout couple (U, V) d’ouverts
non vides de X, on peut trouver un point z € U et un entier n € N tels que T"z € V
(autrement dit, T*(U) NV # ).

c) En utilisant les questions 4) et 5) b), montrer que T est hypercyclique (critére
de Kitai, 1982).
B. Dans cette partie, on prend X = ¢o(N) ou X = £,(N), 1 < p < 00. Soit B: X — X
Papplication linéaire définie par B(x) = (22,3, ...),six = (z1,22,...) € X (backward
shift).

1) Montrer que B est continue et calculer || B||.

2) Montrer qu’il existe une application linéaire B: X = X telle que BB =1 dx
et | B(x)|| = ||x|| pour tout x € X.

3) Montrer que pour |A| > 1, 'opérateur T' = AB est hypercyclique (Rolewicz,
1969) (utiliser le critére de Kitai du A. 8) en prenant pour Z l’ensemble coo des
suites nulles & partir d’un certain rang).

Exercice 20 (Base de Schauder).

Soit (X,||.]|) un espace de Banach réel ou complexe, et soit (ep)n>1 une suite
d’éléments de X. On suppose que pour tout z € X, il existe une unique suite de
scalaires (an)n>1 telle que z =) oo | a, e,. On dit alors que (e,)n>1 est une base de
Schauder de X.

On définit des projections P,: X — X en posant P,(z) = Y r_, ak ek, pour
2=, ax ek, et on pose [[z]| = sup,y | Pa(2)]l

1) Montrer que ||| . ||| est une norme sur X plus fine que la norme originelle || . ||.

2) Soit (z(M),>1 une suite de Cauchy dans (X, ||| . [[|). On écrit (™ = 3°5° | a;ex.

a) Montrer que pour tout k£ > 1, la suite de scalaires (ag))pl est convergente.

b) Si ax = lim, 0 a,(c ), montrer que la série Zk>1 ax ey, converge dans X pour
la norme d’origine || .||
c) En déduire que la suite (z(™),>; converge dans (X, ]| . |||).
3) Montrer que toutes les projections P, sont continues et que, de plus :

sup || P|| < +o00.
n21
4) a) Soit Dy le noyau de Dirichlet d’ordre n. Montrer que || Dy, > % logn.

b) Montrer qu'il existe des fonctions f € L(0,1) dont la série de Fourier ne
converge pas vers f, pour la norme de L!(0,1).



Chapitre V

THEOREME DE RADON-NIKODYM ET
APPLICATIONS

V.1. Mesures réelles et mesures complexes

V.1.1. Variation d’une mesure

Définition V.1.1. Soit (S, T) un espace mesurable. On appelle mesure compleze
(resp. réelle) toute application u: J — C (resp. R) telle que :

p(U4n) =37 w4n)

n>1 n>1

pour toute suite d’éléments A, € T deuz-i-deuz disjoints.

Remarques. 1) Pour une mesure positive m, on peut avoir ), -, m(4,) = +00; ici,
on exige que la série soit convergente. De plus, comme la somme ne change pas
lorsque ’on change ’ordre des termes (car la réunion ne change pas), cette série est
en fait absolument convergente, d’aprés un théoréme de Riemann (on peut obtenir
une somme arbitraire en modifiant ’ordre des termes de toute série semi-convergente
de nombres complexes, voire la rendre divergente).

2) La définition entraine que | u(0) =0].

3) Si u est une mesure complexe, Rey et Im u sont des mesures réelles. Toute
mesure réelle est en particulier une mesure complexe.
4) Si m est une mesure positive, c’est une mesure réelle (positive) si et seulement

Toute mesure réelle & valeurs positives (dans R, ) est une mesure positive (qui
sera donc finie, c’est-a-dire bornée).

5) Si m est une mesure positive sur (S, ) et si f € L(m) (resp. f € Lg(m)),
alors en posant, pour tout A € J :

m(4) = (f.m)(4) = /A fdm
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on obtient, grace au Théoréme de convergence dominée, une mesure réelle (resp.
complexe), dont on dit qu’elle a la densité f par rapport & m.

On cherche a résoudre le probléme suivant :

Probléme : Etant donnée une mesure complexe u sur (S,.7), existe-t-il une plus
petite mesure positive m sur (S, Z) majorant p, c’est-a-dire telle que :

WA <m(4)] VAeT?

Si une telle mesure m existe, on doit avoir, pour toute partie mesurable A s’écrivant
comme réunion de parties A, € Z deux-a-deux disjointes :

m(A) = Y m(4) > 3 |u(An)]

n>1 n>1
On doit donc avoir :

m(A) > sup { Z (4] A= U A, et A1, Ag,... € T deux-a-deux disjoints}.

n21 n>1

On dira que (An)n31 est une partition mesurable (dénombrable) de Asi A = J,5; 4An
et les A, € Z sont deux-a-deux disjoints.

Définition V.1.2. Si u est une mesure complexe sur (S, T), on appelle variation
de p Uapplication _
ul: 7 — Ry

définie, pour A € I par :

|ul(A) = sup{ Z [2(Ar)|; (An)n>1 partition mesurable de A} .

n2l

Notons que si 4 est une mesure positive, alors |u|(A4) = p(A). On a:

Théoréme V.1.3. |u| est une mesure positive sur (S, ), et c’est la plus petite
qui magore [.

Preuve. Il est d’abord clair que pour toute partition mesurable (A,)n>1 de A,on a :

(A = | 3 sAn)| < X Al

n>1 n2l

donc :

[1u(4)] < |ul(4)].
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Si I’on montre que |u| est une mesure positive, elle majorera donc u, et la discussion
précédente montre que ce sera la plus petite.

Il est clair que |u|(0) = 0; il s’agit donc de montrer la o-additivité.

Soit B, € J, n > 1, des parties mesurables deux-a-deux disjointes, et soit B =
Uns1 Bn- On veut montrer que |u|(B) = 3,5, |ul(Bn)-

1) Montrons d’abord que 3, |ul(Bn) < |u|(B).

Pour tout n > 1 tel que |u|(Bn) > 0, et pour 0 < t, < |u|(Bn), il existe une
partition mesurable (A, k)k>1 de B, telle que :

Z |.U(An,k)| > tn.

k>1

Si |u|(Br) = 0, on pose t, =0 et A, 1 = By, Apk = 0 pour k > 2 (aussi bien, on
peut supprimer les B,, pour lesquels |u|(B,) = 0 : cela ne fera que diminuer |u|(B),
comme on pourra le vérifier).

Comme

B= |J Ank

n,k>1

et comme les A, ; sont deux-a-deux disjoints, (An k)n,k>1 €st une partition mesurable
de B; donc :

> [1(An )] < |1I(B).

n,k>1

> tn < |ul(B).

n>1

Alors :

Comme c’est vrai pour tous les ¢, < |u|(By), on obtient :

Y |ul(Br) < |E(B).

n>1

2) Réciproquement, soit (Ag)x>1 une partition mesurable arbitraire de B; alors
(Ax N Bp)k,n>1 est une autre partition mesurable de B. On a, puisque p est une
mesure :

> Iu(A0) = Y| 3 uAk N B)| car | (4kn Ba) = 4

k21 k21 n21 nx1

<) (AN BR) =) (Z |u(Ax 0 Bn)l)

k21n21 n2l k21

<) |ul(Bn) car | J(AkNBy) = Bn;

n>1 k>1

d’ou :
lul(B) < ul(Bn). O

n21
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Théoréme V.1.4. Pour toute mesure compleze p sur (S, ), la mesure positive

|| est bornée :
|ul(8) < +oo|.

On notera que ’on a donc :
()] < |ul(A) < [ul(S) VAeT.

||(S) s’appelle la variation totale de u.

Preuve. Puisque
|1(A)| < |Re u(A)| + [Im p(A)],

on a :
|| < |Rep| 4+ [Tm pf 5

on peut donc supposer y réelle.
Supposons que |u|(S) = +oo.
a) Nous allons montrer :
Pour tout A € T tel que |p|(A) = +o0, il existe B€ T tel que BC A et :

|ul(B) =+o0 et [u(A\B)|>1.
En effet, soit (A,),>1 une partition mesurable de A telle que :

D Iu(An) > 2+ |u(4)].

n2=1

Posons :
Ay= |J 40 et A= | An
n(An)>0 1(An)<O0

On a

A+,A_€9, A+ﬂA_=(0, A=A+UA_,
et :

{ B(A4) + p(A-) = p(A)
1(Ay) = p(A-) = 3 ons1 [(An)] = 2+ |p(A)|.

Cela implique :

u(Ay) 21 et p(A-) < -1
D’autre part, comme :

|ul(A+) + [ul(A-) = |ul(A) = +oo,

on a:
|ul(A4) = +o0 ou |p|(A-) = +oo.
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11 suffit donc de prendre :

=l A+ st |pl(A4) = +oo;
A_ sinon.

b) On construit alors par récurrence :
SO2B12B; D
tels que, pour tout n > 1 :
l(Ba) = +00 et |u(Bn \ Bata)] > 1.

Mais alors la série }_, -, p(Bn \ Bny1) diverge, ce qui contredit la o-additivité de
L. a

Proposition V.1.5. L’ensemble .#(S,T) des mesures d valeurs dans K est un
espace vectoriel sur K, et la variation totale

llell = 1l (S)

définit une norme sur cet espace.

Preuve. Que ce soit un sous-espace vectoriel de ’espace de toutes les applications de
Z dans K est clair.

Il est aussi clair que ||au|| = |a| |||l pour toute mesure u et tout @ € K. De plus,
si ||| =0, alors |u|(S) = 0; donc la mesure positive |u| est nulle, et u = 0, puisque
|u(A)| < |u|(A) pour tout A € 7.

Reste & voir I'inégalité triangulaire. Si p; et uo sont des mesures, on a, pour toute
partie mesurable A € J, |u1(A4) + p2(4)| < |p1(A)] + [p2(A)] < |pa|(A) + |p2](4);
donc :

[+ pal <l + Ipsal |

En particulier, |1 + pall = [p1 + p2|(S) < |p1l(S) + |u2](S) = |l + [lu2ll- o

Nous verrons plus loin que (S, ) est un espace de Banach.

Définition V.1.6. Si u est une mesure réelle sur (S, ), on pose :

1
pr=sul+p) et pm =Skl - w).

N =

On dit que pu* est la variation positive de u et que u~ est sa variation négative.

Ce sont des mesures positives bornées, et ’on a :

ul=p"+p~ et p=pt—p".
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V.1.2. Absolue continuité

Soit m une mesure positive sur (S, 7) et f: S — Ry ou C une application mesu-
rable positive ou m-intégrable. La mesure de densité f par rapport & m :

mf(A)=/fdm, Aeo
A
vérifie :

m(A)=0 = my(A)=0.

Définition V.1.7. Soit m une mesure positive sur (S, J) et u une autre mesure sur
(S, Z), positive ou complexe. On dit que p est absolument continue par rapport a m,

et l'on écrit st :

m(A)=0 = pu(d)=0.

Ainsi, la mesure my de densité f par rapport & m est absolument continue par

rapport & m.
On verra le fait remarquable que toute mesure absolument continue par rapport
a m est de cette forme : c’est le Théoréme de Radon-Nikodym.

On a p < |u| pour toute mesure complexe y, puisque |u(A4)| < |u|(A).

On peut voir ’absolue continuité de la fagon suivante, qui justifie le nom.

Proposition V.1.8. Si u est une mesure complexe, alors p < m si et seulement si :
(Ve>0) (>0 mA)<s = |u(4)|<e.

Remarque. Si y est une mesure positive non bornée, ce n’est plus vrai : il suffit par
exemple de prendre m = X la mesure de Lebesgue sur ]0,1[ et u(A4) = [, %-

Preuve. (<) est évident : si m(A) = 0, alors m(A) < ¢ donc |u(A)| < €; comme
c’est vrai pour tout € > 0, on obtient pu(A) = 0.
(=) Supposons la propriété fausse ; alors :

(Feo>0) (Vr>1) (34, €T) m(An) <1/2" et |u(An)| 2 €o.
Posons A = limsup,,_,o, An = V,51 Uk Ak, et utilisons le résultat suivant.

Proposition V.1.9 (Lemme de Borel-Cantelli).

n—>00

Z m(A,) < +00 = m(limsup A,) = 0.
n=1

Alors, comme |u| est bornée :

) = i 1 (U 40 )] > tmint 1 40)

k>n

> lim inf |u(4,)| > €0,
n—oo0

bien que m(A) = 0. Cela montre que |u| €m, et donc que u &m, en vertu de la
proposition suivante. O
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Proposition V.1.10. Si u < m, alors |u| < m.

Preuve. Supposons que m(A) = 0. Pour toute partition dénombrable (A,),>1 de A,
on a m(A,) = 0, parce que A, C A; donc u(A,) = 0, puisque u < m. Il en résulte
que > >, |u(An)| = 0. Par conséquent |u|(A) = 0, en passant & la borne supérieure.
On a donc bien |u| < m. O

V.1.3. Mesures singuliéres

Définition V.1.11. On dit qu’une mesure u est portée par A € T si :
u(B) = u(AN B), VBe J.

Cela équivaut & :
BNA=0 = u(B)=0.

Définition V.1.12. On dit que les mesures u, et pg sont étrangéres, ou disjointes,

ou singuliéres 'une par rapport & Uautre, et l’on écrit , s’il existe des parties
mesurables disjointes Ay, Az € T telles que py soit portée par A; et us portée par

As.

On vérifie alors facilement les propriétés suivantes.

Proposition V.1.13. Soit m une mesure positive sur (S, ) et u, p1, 12 d’autres
mesures, positives, réelles, ou complezes, sur (S, 7). On a :
1) si p est portée par A, alors || aussi;
2)a)p Lpz = || Lpel;
bp Lpetpr Lp = (p1+p2)Llp;
Naypkm = |u<m;
b <metppm = (1 +p2) Km;
DNa)m<L<metuylm = pu3 Lu;
bugmetulm = u=0.

Preuve. 1) Si u est portée par A, alors, pour toute partition dénombrable (An)n>1
de A°, on a p(A,) = 0; donc Y oo ; |u(Ar)| = 0 et, en prenant la borne supérieure
sur toutes ces partitions, |u|(A°) = 0.
2) a) et b) résultent immeédiatement du 1).
3) a) Cela a déja été vu (Proposition V.1.10).
b) est évident.
4) a) Si po L m, il existe deux parties mesurables disjointes A et Ay telles que
m soit portée par A et up par Az. On a m(A;) = 0. Comme p; < m, on obtient
p1(Az2) = 0. Donc p; est portée par A§, de sorte que py L .
b) Il résulte du a) que p L p; donc = 0. a
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V.2. Le Théoréme de R