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Exercice 1
Soit X une v.a absolument continue de densité de probabilité fx définie sur R par:

a

fx(z) = A+

1) Déterminer la constante a.

2) Calculer E(X) et V(X), (si ils existent).

3) Déterminer la densité de probabilité de Y = In(1 + | X|).
)

4) Reconnaitre le nom de la loi de probabilité de Y.

Exercice 2
1) Soit U ~ U[0,1] la loi uniforme sur [0, 1]. Déterminez la loi de X = —In(U).
2) Déterminer la loi de X =a+ (b —a)U si U ~ U[0, 1].
3) Montrer que si U ~ U[0,1] et p € (0,1) alors Y = 1y7<,) ~ B(p).

4) En déduire la loi de Z = }_ 14y,<y ou Uy, ..., Uy sont n v.a ii.d de loi U[0, 1].
i=1

Exercice 3
Soit X une v.a.r de fonction de répartition F'x et de densité fx.

1) Montrer que si U ~ U[0, 1] alors X = F ' (U) possede la densité fy.
2) Calculer la fonction de répartition de la loi £(A).
3) En déduire que si U ~ U[0,1] alors X = —}1In(1 — U) ~ E(N).



Exercice 4
Soit X une v.a de loi exponentielle de paramétre 1. On pose : Y = [X] la partie entiere
de X.

1) Calculer la fonction de répartition de X.

)
2) En déduire la loi de Y et que Y + 1 suit une loi géométrique et déterminer son parametre.
3) On note Z = X — Y. Quelle est sa fonction de répartition?

4) En déduire la densité de Z.

Exercice 5 : (Méthode de la fonction muette).
Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre % .
1. Déterminer la loi de Y = | X|.
2. Déterminer la loi de U; = X2.
3. Déterminer la loi de Uy = In(X).
4. (*) Déterminer la loi de la variable Z = | X — 1].

Exercice 6
Fixons p €] — 1,400[. Soit X une variable aléatoire de densité f, : R — R, définie,

pour tout z € R, par

P
Lizi= ; 1-y(x), avee K, > 0.

1. Déterminer K,,.
2. Montrer que la variable aléatoire Y = X? est intégrable puis calculer son espérance.
3. (*) Déterminer la loi de Z = e/X aprés avoir justifié que Z est une variable aléatoire définie

presque stirement.

Exercice 7
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite N (0, 1).
1. Donner la densité de la variable aléatoire Y = X2

2. Calculer 'espérance de Y.




Exercice 8
Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre A > 0. Nous rappelons
que la fonction de répartition Fx : R — [0,1] de X est donnée dans le polycopié.
1. a. Vérifier que Y = In(X) est bien définie presque stirement.
b. Calculer la fonction de répartition Fy de Y puis déterminer la loi de Y.
2. a. Vérifier que U = [%J est bien définie presque srement, ot | k| désigne la partie entiére
heR.

b. Déterminer la loi de U.

Exercice 9
Soit X une variable aléatoire de loi absolument continue de densité fy : R — [0, +0o0]

définie par
e"ll'l

5

Vz €R, fx(z)=

1. Calculer Fx la fonction de répartition de X.
2. Déterminer la fonction de répartition puis la loi de Z = | X]|.
3. Soit @ > 0 et V = max (X, a).

Calculer Fy la fonction de répartition de V.

4. (*) Méme question avec a < 0.
5. (*) Déterminer la loi de
W — %ﬂ si | X | est pair
0 sinon.

ol |x| désigne la partie entiére de z.

Exercice 10

Soit X une v.a absolument continue de densité de probabilité fx. On appelle entropie de
X la quantité suivante, (si elle existe): h(X) = — [ fx(z) In(fx(z))dz.
1) Calculer ’entropie de X si:
i) X ~ Ula, b,
i) X ~ E(N),
iii) X ~ N(u,0?).




2) On souhaite prouver que, parmi les v.a de variance donnée, les lois normales sont celles
qui admettent une entropie maximale. On fixe donc X une v.a, de moyenne p, de densité
fx et de variance 02, admettant une entropie h(X). On note fy la densité de la v.a
N ~ N(u,0?). On supposera dans la suite que la fonction = +— fx(z)In (%) est

intégrable sur R.

i) Vérifier que: h(X) = [ fx(z)In (g—gg) dz — [ fx(z) In(fn(z))dz.
ii) Montrer que [ fx(z)In (%)dw < 0. (Utiliser: V& > 0, In(z) <z — 1).

iii) Calculer: [ fx(z)In(fn(z))dz, et déduire que h(X) < h(N).

Exercice 11
1) Calculer la fonction caractéristique de X suivant la loi P(X).
2) En déduire E(X) et V(X).
2) Déterminer la loide Z = X + Y si X et Y sont i.i.d de loi P().

Exercice 12
Soit U ~ N(0,1) et oy sa fonction caractéristique.
1) Montrer que ¢y vérifie 'EDO: <p/U(t) = —toy(t) et en déduire oy (¢).
2) Soit X ~ N(m,0?). Ecrire X en fonction de U.
3) En déduire px ().

Exercice 13
Soit ¢ €]0, 400[. Considérons Z une variable aléatoire réelle de loi exponentielle symé-
trique de paramétre c, c'est-a-dire de loi absolument continue de densité f, définie par:
Vr eR, fe(z) = %e‘!"‘/c.
Soit V une variable aléatoire réelle de loi absolument continue de densité g. définie par :

C
Yu (S R, gc(’U,) — m

Notons ¢, la fonction caractéristique de la variable aléatoire Z et gy celle de V.
1. Montrer que pour tout u € R : 1

ea) = T g
2. Montrer que pour tout z € R, vy (z) = 2cf(z).

3. Calculer la fonction caractéristique de aV' pour a € R. En déduire la loi de aV pour a € R’
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