Chapitre II: Formes bilinéaires symétriques
et formes quadratiques

Soient K = IR ou C et E un K-espace vectoriel.

Definition 1.1.
1) On appelle forme bilinéaire (fb) sur E toute applica-
tion ¢ : EXE — K telle que, pour tout x,x’,y,y’ € E et
pour tout o, € K, on a

a) p(ax+px’, y) = ap(x,y) + po(x’,y).

b) p(x,ay +By’) = ap(x, y) + po(x, y').
2) Une application ¢ : EX E — K est appelée une forme
bilinéaire symétrique (fbs) si ¢ est une fb qui est de plus
symétrique, c’est a dire, @(x,v) = ¢(y,x), Vx,y € E.
3) Soit @ est une fbs sur E. On appelle forme quadratique

associée a ¢ 'application g : E — K definie par
q(x) = p(x,x),¥Yx € E.

4) Onnote L(E,E,K) I’ensemble des fb, S(E, K) I’ensemble
des fbs et Q(E) I'ensemble des fq.

Exemples 1.2.
1) Soient ¢ : R?> x R> — R definie par

P((x1,%2), (Y1, ¥2)) = X1y1 + X212 et 4(x, ) = x* + .
Alors @ est une fbs et g est la fq associée a .
2) Soit ¢ : M(R) X M>(R) — R I'application definie par
¢@(A,B) =tr(AB) la trace de AB et g : M>(R) — R definie
par q(A) =tr(A?). Alors ¢ est une fbs et g est la fq associée
aQ.

Proposition 1.3.
L(E,E,K), S(E,K) et Q(E) sont des K-espaces vectoriels.
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Remarque.

Soit ¢ une fb sur E.

1) Soit y € E fixé. Soit ¢, = ¢(—,y) : E — K T’application
telle que p(x) = p(x,y). Alors ¢, est une forme linéaire
sur E, i.e., o, € E".

2) Soit x € E fixé. Soit ¢px = @(x,—) : E — K l'application
telle que ¢x(v) = p(x,y). Alors @y est une forme linéaire
sur E, i.e., ¢y € E*.

Definition 1.4.

Soit g : E — K une application. On dit que g est une
forme quadratique si il existe une fbs ¢ : EXE — K telle
que g(x) = @(x,x),Vx € E. ¢ s’appelle une forme polaire de

q.

Voici quelques propriétés des formes quadratiques.

Proposition 1.5.

Soit g : E — K une forme quadratique. Alors:
1) g(Ax) = A%q(x), Vx € E,¥YA € K.

2) g(—=x) =4q(x),Vx € E.

3) q(0g) = Ox.

Démonstration.
1) Soit ¢ une forme polaire de 4. Soient A € K et x € E.
Ona

g(Ax) = p(Ax, Ax) = A2@(x, x) = A%q(x).

2) q(=x) = (=1)*4(x) = q(x).
3) 4(0r) = q(0x0F) = 0%4(0F) = 0xq(OF) = Ok.

Proposition 1.6.
Soit g : E— Kune forme quadratique. Alors!’application




@ : EXE — K definie par

Py = 30+ 1) =90~ 4(9)

est l'unique forme polaire de g appelée la forme polaire
de g.

Démonstration.
Soit ¢ une fp arbitraire de 4. D’ou

Px+y,x+y)=qx)+49(y) +2¢(x,y) = q(x +y).

. 1
Ce qui donne ¢(x,y) = 5(@(x +y) —q(x) —q(1) = ¢(x,y),
¥x,y € E. Par suite i) = ¢.

Proposition 1.7.

Soit g : E — K une application. Alors g est une forme
quadratique sur E si et seulement si

1) g(Ax) = A%q(x),Yx € E,VA € K.

2) L'application ¢ : EX E — K definie par

1
Pl y) = 5@ +y)—q()—q())
est une forme bilinéaire sur E.

Démonstration.
Supposons que (1) et (2) sont vérifiés. D’'ou Vx € E,

1 1
p(x,x) = 5(q(2x) = 2q(x)) = 7 (49(x) = 29(x)) = 9(x).
Alors g est une fq.
Proposition 1.8.

L'application ¢ : S(E, K) — Q(E) definie par ¢(¢) = g pour
toute fbs ¢, avec g est la forme quadratique associée a ¢,
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est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K.

Démonstration.

Il est facile de voir que ¢ est linéaire. Soit g € Q(E). D’otil
existe une unique f € S(E,K) qui soit la forme polaire de
g, c’est a dire que, (f) =g. Alors ¢ est un isomorphisme.

Application

Montrer que g : M>(R) — R definie par q(A) = det(A) est

une forme quadratique.

D’abord, g(@A) = det(aA) = a®det(A) = a?q(A),Ya € R et

VA € M>(IR). Soient A = ( 4 & ) et B = ( by by ) deux
a3 Ay b3 by

éléments de M»(IR). Alors,

a1+b1 a2+b2
03+b3 a4+b4

det(A+B) =

aiaq + a1b4 + b1L14 + b1b4 —apa3 — a2b3 — b2a3 — b2b3

Par suite,
@(A,B)= %(det(A + B)—det(A)—det(B)) = %(a1b4 +byag—(apbz +asby))

definie une fb sur M(R) X M>(R). Par conséquent, g est
une fq sur M (IR).

Remarque.

L’application det : M;(IR) — Rn’est pas une forme quadra-
tique lorsque n # 2.

Definition 1.9.
Soient E un espace vectoriel de dimension n > 1 et B =
{e1,--- e} une base de E. Soit ¢ : EXE — K une fbs.




Soeint x = xjeq +---+xuey €t y = y1e1 + - + yue,. Alors

p(x,y) = inyj(P(ei,ej)-
Lj

1) La matrice de ¢ dans la base B est definie par

pler,e1) @ler,e2) -+ @le1,en)
M@, B) = (pleyey, = | PV Plxed) oo gleaen)

(P(enrel) gD(eTl/eZ) (P(en/en)

2) La matrice d'une forme quadratique g dans B est la
matrice de sa forme polaire ¢ dans B, c’est a dire que
M(q,B) = M(¢, B).

Remarque.

La matrice d'une forme bilinéaire symetrique est une ma-
trice symetrique.

Proposition 1.10.

Soit ¢ : EXE — K une fbs avec E un espace vectoriel de
dimension n > 1. Soient B une base de E et A = M(¢p,B).

X1 Y1
X
Soient X = : 2 etY = :yz . Alors
Xn Yn
n

o(x,y) = 'XAY = (x1x2--x1)A :yz

Yn
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Démonstration.

Al a11y1 +apyz+---+aiYn

) 2 a1y +axnyz+---+axYn
SoitA = (aij)i,]'. OnaA ]/ =1 . 4 4 nY

Yn An1 Y1 +ap2Yy2 + -+ aunlYn

D’ou

t

XAY = (a11x1y1 +appx1y2 + -+ - +a1,X1Yn) + (@21%2y1+
AX2Y2 ++ -+ XoYn) + -+ + (A1 XnY1 + A2 Xn Y2+ -+ ApnXnYn)

= p(x, ).

Remarque.

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1 et soit B une

base de E.

1) Soit @ une fbs sur E. Si p(x,y) =}, a;ixiy;,Vx,y € E, alors
i

M(¢p, B) = (aj)); .

n
2) SoitqunefqsurE. Siq(x) = ¥ ax+ Y. ajjx;x;j, alors
i=1

1<i<j<n
1 1
a1 56112 e Ealn
161 a 161
.1 .1 :
Eanl Eanz o Onn

Exemple
Soit g : R> — R la forme quadratique telle que

(x,1,2) = x> + 21> + 22% + 2xy — 4xz — 61z
94Xy y y Y

1) Donner la matrice M(q, B) de g dans la base canonique
de R



2) Déterminer la forme polaire ¢ de g.

Proposition 1.11.

Soient E un espace vectoriel sur K et B = {e,---,e,} une
base de E. Soit §,(K) l'espace vectoriel des matrices
symétriques sur K de degré n. Alors l'application

Y : S(E,K) — Sy(K)

telle que Y(¢p) = M(¢p,B), est un isomorphisme d’espaces
vectoriels sur K avec 1(A) = ¢ telle que p(X,Y) = 'XAY
pour toute matrice symetrique A et tout X, Y € K".

Démonstration.

Il est facile de voir que 1) est linéaire. Soit A € §;,(K). Alors
¢ : EXE — K definie par ¢(x,y) = ' XAY est une fbs sur E,
Y(p) = A et p € S(E,K) est"'unique fbs telle que M(¢p,B) =

A. D’ol1 ¢ est bijective. Par suite S(E, K) i Su(K).

Corollaire 1.13.
Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1. Alors

dimg(S(E, K)) = ”(”2+ .

Démonstration.

On a dimg(S;,(K)) =

+1
i ). Par suite, puisque S(E, K) =

2
S;(K), on obtient, dimg(S(E, K)) = n(n2+ 1).

Corollaire 1.14.
Soient A, B € S;;(K) telles que pour tout X, Y € K",

EXAY = 'XBY

Alors A = B.
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Démonstration.
Supposons que 'XAY = 'XBY, VX, Y € K". Donc

P ANXY) = ¢ (B)(X,Y), VX, Y € K.

Par suite 1"1(A) = ¢~1(B). Comme 1 est bijective, on ob-
tient A = B.

Corollaire 1.15.

Soient A, B € S;,(K) telles que pour tout X € K",
'XAX = 'XBX

Alors A = B.

Démonstration.

Soient 4 =1~ (A) et g =11 (B). D'ottpa(X,X) = pp(X, X),VX.
Par suite, g4(X) = gp(X), VX. Ce qui implique que g4 = g3.
On obtient alors A = M(q,8B) = M(qp,8B) = B.

Application.
Soit g : M>(R) — R definie par g(A) = det(A). Soit B =

10 01 00 00
{Ellz(o 0)/E12:(0 0)/E2]:(1 0)/E22:(0 1)}

la base canonique de M>(IR). Donner la matrice etla forme
polaire de g.

z t
de M>(IR). Alors g(A) = det(A) = xt — yz. Par suite

Soit A = ( Yy ) = xEq1 + yE12 + zE1 +tEp un élément

0 0
0 -1

1
0

MaB) =310 -1 0 o
0 0

N —

0
0
0
1



/ /
SoientA:(;C f),A'z(_’ZC, ;f )EMZ(]R). Alors
00 0 1\«
. 1loo -10]|y
(P(AIA)_(xth)E 0 =1 0 0 7/
10 0 oJl#
tl
1 -7/
=5yl T,
xl

1 4 / / /
:E(Xt —yz' —zy +tx).

Changement de bases




