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Exercice 1.

1. Rappeler la formule de Taylor avec reste intégral.

2. Montrer que pour tout ϕ ∈ C∞(IR) vérifiant ϕ(0) = 0 il existe ψ ∈ C∞(IR) telle que
ϕ(x) = xψ(x) pour tout x ∈ IR.

Exercice 2. On considère la fonction ρ définie par :

ρ(t) =

 e
−1

t si t > 0,
0 si t ≤ 0.

1. Montrer que ρ ∈ C∞(IR).

2. Montrer qu’il existe ρ1 ∈ C∞c (IR) telle que suppρ1 = [−1, 1].

3. Montrer qu’il existe une fonction croissante θ ∈ C∞(IR) telle que :

θ(t) =

{
1 si t ≥ 0,
0 si t ≤ 0.

4. Soient a, b, c, d ∈ IR vérifiant a < c < d < b. Montrer qu’il existe ψ ∈ C∞c (IR) telle que

(a) ψ(t) = 1 pour tout t ∈]c, d[,
(b) supp(ψ) ⊂]a, b[,
(c) 0 ≤ ψ(t) ≤ 1 pour tout t ∈ IR.

Exercice 3. Soient f, g ∈ L1(IR). Le produit de convolution de f et g est défini pour presque
tout x ∈ IR par :

(f ∗ g)(x) =
∫
IR

f(x− y)g(y)dy.

1. Montrer que la fonction ainsi définie est dans L1(IR).

2. Supposons que g ∈ C∞c (IR). Montrer que f ∗ g ∈ C∞(IR) et que si f est continue alors

supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g).

3. On suppose que f ∈ L1(IR) et que g ∈ Lp(IR), où 1 ≤ p ≤ +∞. Montrer que f∗g ∈ LP (IR)
et que l’on a :

‖f ∗ g‖Lp ≤ ‖f‖L1‖g‖Lp .

Exercice 4. Soit f ∈ L1
loc(IR). Montrer que si pour tout ϕ ∈ C∞c (IR),∫

IR

f(t)ϕ(t)dt = 0,

alors f = 0.




