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Chapitre 1

Formule de Taylor

Théorème 1.1 (Théorème des accroissements �nis généralisés) Soient f et g deux

fonctions réelles continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[. Alors, il existe un réel c ∈]a, b[

tel que

(g(b)− g(a))f ′(c) = (f(b)− f(a))g′(c)

Démonstration. Il su�t d'appliquer le théorème de Rolle sur [a, b] à la fonction

x 7−→ g(x)(f(b)− f(a))− f(x)(g(b)− g(a))

Considérons l'application φ dé�nie sur [a, b] par

φ(x) = g(x)(f(b)− f(a))− f(x)(g(b)− g(a)).

Par hypothèse f et g sont continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ ; l'application φ est

donc continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. De plus on a

φ(a) = φ(b) = g(a)f(b)− f(a)g(b).

D'où, d'après le théorème de Rolle, il existe c ∈]a, b[ tel que

φ′(c) = 0

c'est-à-dire

g′(c)(f(b)− f(a)) = f ′(a)(g(b)− g(a)).

D'où le résultat

□
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Dé�nition 1.2

• Soit x0 ∈ R := R ∪ {+∞,−∞}. On dit qu'une fonction f est dé�nie au voisinage

de x0 s'il existe un voisinage V de x0 tel que f soit dé�nie sur V \ {x0}.

• Soit x0 ∈ R. On dit qu'une fonction f est dérivable au voisinage de x0 s'il existe un

voisinage V de x0 tel que f soit dérivable sur V \ {x0}.

Exemples 1.3

• La fonction x 7→ 1
x
est dé�nie au voisinage de 0 mais pas sur un voisinage de 0.

• La fonction x 7→ |x| est dérivable au voisinage de 0 mais pas sur un voisinage de 0.

Proposition 1.4 (Règle de L'Hospital ) Soient x0 ∈ R et f , g deux fonctions réelles

continues et dérivables au voisinage de x0. On suppose que g′ ne s'annule pas au voisinage

de x0. Si

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0 ou lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = ±∞

alors (
lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= ℓ ∈ R

)
=⇒

(
lim
x→x0

f(x)

g(x))
= ℓ

)
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Démonstration.

• Supposons que x0 ∈ R. Par hypothèse, les deux fonctions f et g sont continues et

dérivables au voisinage de x0. Donc, il existe un voisinage V de x0 tel que f et g

sont continues et dérivables sur V \ {x0}.

• Commençons par le cas lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0. Quitte à remplacer f et g

par leurs prolongements par continuité, on peut supposer que f(x0) = g(x0) =

0. Donc, il existe un intervalle ouvert ]a, b[⊂ V contenant x0 tel que les deux

fonctions f , g sont continues sur ]a, b[ et dérivables en tout point de cet inter-

valle sauf éventuellement en x0. Supposons que lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

= ℓ ∈ R. Pour tout

x ∈]a, b[\{x0}, le théorème des accroissements �nis généralisés appliqué à f

et g sur l'intervalle d'extrémités x0 et x assure l'existence d'un réel cx,x0 dans

l'intervalle d'extrémités x0 et x tel que

(f(x)− f(x0))g
′(cx,x0) = (g(x)− g(x0))f

′(cx,x0)

Puisque g′ ne s'annule pas sur ]a, b[, g(x)− g(x0) ̸= 0 pour tout x ∈]a, b[\{x0}.

Par conséquent, on obtient

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=
f ′(cx,x0)

g′(cx,x0)

Comme lim
x→x0

cx,x0 = x0 et lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

= ℓ, on obtient lim
x→x0

f ′(cx,x0 )

g′(cx,x0 )
= ℓ. On en

déduit que

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
= ℓ.

ce qui établit la règle de l'Hospital dans ce cas.

• Supposons maintenant que lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = ±∞.

• Si ℓ ∈ R alors pour tout ε > 0, il existe un un intervalle ouvert ]a, b[

contenant x0 tel que pour tout x ∈ (V ∩]a, b[) \ {x0}, on a∣∣∣∣f ′(x)

g′(x)
− ℓ

∣∣∣∣ < ε,

car lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

= ℓ. Soit x1 �xe dans (V ∩]a, b[) \ {x0}. Le théorème des

accroissements �nis généralisés appliqué à f et g sur l'intervalle d'extrémi-

tés x1 et x (x ∈ (V ∩]a, b[) \ {x0} ) assure l'existence d'un réel cx,x1 dans
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l'intervalle d'extrémités x1 et x tel que

f(x)− f(x1)

g(x)− g(x1)
=
f ′(cx,x1)

g′(cx,x1)
.

Par suite ∣∣∣∣f(x)− f(x1)

g(x)− g(x1)
− ℓ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f ′(cx,x1)

g′(cx,x1)
− ℓ

∣∣∣∣ < ε

ce qui montre que

lim
x→x0

f(x)− f(x1)

g(x)− g(x1)
= ℓ

D'où

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= ℓ,

puisque lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f(x)−f(x1)
g(x)−g(x1)

.

• Si ℓ = +∞ alors pour tout A > 0, il existe un un intervalle ouvert ]a, b[

contenant x0 tel que pour tout x ∈ (V ∩]a, b[) \ {x0}, on a

f ′(x)

g′(x)
> A.

Le théorème des accroissements �nis généralisés appliqué à f et g sur l'intervalle

d'extrémités x1 et x (x ∈ (V ∩]a, b[) \ {x0} ) assure l'existence d'un réel cx,x1

dans l'intervalle d'extrémités x1 et x tel que

f(x)− f(x1)

g(x)− g(x1)
=
f ′(cx,x1)

g′(cx,x1)
.

Par suite
f(x)− f(x1)

g(x)− g(x1)
=
f ′(cx,x1)

g′(cx,x1)
> A

D'où

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f(x)− f(x1)

g(x)− g(x1)
= +∞

• Si x0 = ±∞. Comme

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

t→0

f(1
t
)

g(1
t
)
,

le raisonnement au-dessus montre que

lim
t→0

f(1
t
)

g(1
t
)

= lim
t→0

(f(1
t
))′

(g(1
t
))′

= lim
t→0

−1
t2
f ′(1

t
)

−1
t2
g′(1

t
)

= lim
t→0

f ′(1
t
)

g′(1
t
)
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D'où

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)

□

Exemples 1.5 Utilisons la règle de l'Hospital pour calculer les limites

lim
x→0

ex − x− 1

x2
et lim

x→0

ln(1 + sin2(x))

sin(x)

• Posons f : x 7→ ex − x− 1 et g : x 7→ x2. On a f(0) = g(0) = 0. Les fonctions f et

g sont continues et dérivables sur R et

f ′(x) = ex − 1 et g′(x) = 2x

Comme

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

ex − 1

2x

=
1

2

La règle de l'Hospital permet de conclure que lim
x→0

ex−x−1
x2 = 1

2
.

• Posons φ : x 7→ ln(1 + sin2(x)) et ψ : x 7→ sin(x). On a φ(0) = ψ(0) = 0. Les

fonctions ψ et φ sont dérivables sur R et

φ′(x) =
2 sin(x) cos(x)

1 + sin2(x)
et ψ′(x) = cos(x)

Comme

lim
x→0

φ′(x)

ψ′(x)
= lim

x→0

2 sin(x) cos(x)

1+sin2(x)

cos(x)

= lim
x→0

2 sin(x) cos(x)

(1 + sin2(x)). cos(x)
= 0

La règle de l'Hôpital permet de conclure que lim
x→0

ln(1+sin2(x))
sin(x)

= 0.

Remarque 1.6 L'implication réciproque dans la règle de L'Hospital est fausse. Par exemple

considérons les fonctions f et g dé�nies sur R par

f(x) =


x2 sin( 1

x
) si x ̸= 0

0 si x = 0

et g(x) = sin(x)
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On a

lim
x→0

f(x)

g(x)
= 0 mais lim

x→0

f ′(x)

g′(x)
̸∈ R

puisque pour tout x ∈ R∗

f ′(x)

g′(x)
=

1

cos(x)

(
2x sin(

1

x
)− cos(

1

x
)

)
.

et lim
x→0

cos( 1
x
) ̸∈ R. □

1.1 Formule de Taylor

On va généraliser le théorème des accroissements �nis et établir le théorème de Taylor-

Lagrange.

Soit f une fonction réelle dé�nie sur un intervalle ouvert I et dérivable sur I. Si la

dérivée de f est à son tour dérivable, on note f ′′ ou f (2) la dérivée de f ′ qui est appelée

dérivée seconde de f . On peut ainsi de proche en proche dé�nir pour n ∈ N∗, la dérivée

n-ième (ou d'ordre n) de f que l'on note f (n). On dit alors que f est n-fois dérivable sur

I. Par convention f (0) = f et f (1) = f ′.

Dé�nition 1.7 On dit que f est de classe Cn sur I si f est n-fois dérivable et la dérivée

n-ième f (n) est continue sur I.

Si f est de classe Cn sur I pour tout n, on dit que f est de classe C∞ sur I.

Théorème 1.8 (Formule de Taylor-Lagrange d'ordre n) Soit f : [a, b] −→ R une

fonction de classe Cn sur [a, b]. On suppose que f admet une dérivée d'ordre (n + 1) sur

]a, b[. Alors il existe c ∈]a, b[ tel que

f(b) = f(a) +
n∑

k=1

(b− a)k

k!
f (k)(a) +

(b− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(c).

Le terme
(b−a)n+1

(n+1)!
f (n+1)(c) est appelé le reste de Lagrange d'ordre n.

Démonstration. Considérons la fonction φ dé�nie sur [a, b] par

φ(x) = f(x) +
n∑

k=1

(b− x)k

k!
f (k)(x)
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La fonction φ est continue sur [a, b], puisque f est de classe Cn sur [a, b]. Comme f admet

une dérivée d'ordre (n + 1) sur ]a, b[, la fonction φ est dérivable sur ]a, b[. De plus pour

tout x ∈]a, b[, on a

φ′(x) = f ′(x) +
n∑

k=1

(
−k(b− x)k−1

k!
f (k)(x) +

(b− x)k

k!
f (k+1)(x)

)
= f ′(x) +

n∑
k=1

(
−(b− x)k−1

(k − 1)!
f (k)(x) +

(b− x)k

k!
f (k+1)(x)

)
=

(b− x)n

n!
f (n+1)(x)

Posons ψ(x) = −(b−x)n+1

(n+1)!
. La fonction ψ est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. D'où

d'après le théorème des accroissements �nis généralisés, il existe c ∈]a, b[ tel que

φ(b)− φ(a)

ψ(b)− ψ(a)
=
φ′(c)

ψ′(c)

Or φ′(x) = (b−x)n

n!
f (n+1)(x) = fn+1(x)ψ′(x), on obtient

φ(b)− φ(a)

ψ(b)− ψ(a)
=

φ′(c)

ψ′(c)

= f (n+1)(c)

Ainsi,

φ(b)− φ(a) =

(
ψ(b)− ψ(a)

)
f (n+1)(c)

=
(b− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)

ce qui montre que

f(b) = f(a) +
n∑

k=1

(b− a)k

k!
f (k)(a) +

(b− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)

□

Théorème 1.9 (Inégalité de Taylor-Lagrange ) Soit f une fonction de classe Cn

sur un intervalle I telle que f (n+1) existe sur I. Supposons que f (n+1) est bornée sur I,

c'est-à-dire qu'il existe M ∈ R tel que

∀x ∈ I, |f (n+1)(x)| ≤M.
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Alors pour tout a ∈ I, on a

∀x ∈ I

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑

k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a)

∣∣∣∣∣ ≤M
|x− a|n+1

(n+ 1)!

La quantité M |x−a|n+1

(n+1)!
est appelée la borne d'erreur absolue.

Démonstration. Exercice □

Exemple 1.10 Considérons la fonction f dé�nie sur ]− 1,+∞[ par :

f(x) = ln(1 + x)

On a pour tout x > −1

f ′(x) =
1

1 + x
et f ′′(x) =

−1

(1 + x)2

Donc pour tout x ≥ 9

|f ′′(x)| ≤ 10−2

et par suite

∀x ≥ 9 |f(x)− f(9)− f ′(9)(x− 9)| ≤ 1

2
10−2(x− 9)2

c-à-d

| ln(1 + x)− ln(10)− 0, 1(x− 9)| ≤ 1

2
10−2(x− 9)2

Prenons par exemple x = 10, on obtient

| ln(11)− ln(10)− 0, 1| ≤ 1

2
10−2

c'est-à-dire

| ln(1, 1)− 0, 1| ≤ 1

2
10−2

Donc 0, 1 est une valeur approchée de ln(1, 1) à 0, 005 près. □

Voici un autre énoncé du théorème de Taylor-Lagrange sur un intervalle I non nécessai-

rement fermé borné :
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Théorème 1.11 (Formule de Taylor-Mac-Laurin) Soit f une fonction de classe Cn

sur un intervalle I contenant 0. On suppose qu'il existe h ∈ R∗ tel que h ∈ I et que f

admet une dérivée d'ordre (n+1) sur l'intervalle ouvert d'extrémités 0 et h. Alors il existe

θ ∈]0, 1[ tel que :

f(h) = f(0) +
n∑

k=1

hk

k!
f (k)(0) +

hn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(hθ).

Démonstration. Sans perte de généralité en peut supposer h > 0. La fonction f est de

classe Cn sur I, en particulier sur l'intervalle ouvert ]0, h[. Comme f admet une dérivée

d'ordre (n+ 1) sur l'intervalle ouvert ]0, h[, le théorème de Taylor-Lagrange montre qu'il

existe c ∈]0, h[ tel que

f(h) = f(x0) +
n∑

k=1

hk

k!
f (k)(0) +

hn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(c).

Ainsi la bijection

]0, 1[ −→ ]0, h[
x 7−→ hx

assure l'existence d'un élément θ ∈]0, 1[ tel que c = hθ. D'où le résultat □

Exemples 1.12 Soit k ∈ N. Alors

1. La dérivée d'ordre k de la fonction f : x 7→ ex est f (k)(x) = ex.

2. La dérivée d'ordre k de la fonction x 7→ sin(x) est sin(k)(x) = sin(x + k π
2
). En

particulier

sin(2n+2)(x) = (−1)n+1 sin(x) et sin(2n+3)(x) = (−1)n+1 cos(x).

3. La dérivée d'ordre k de la fonction x 7→ cos(x) est cos(k)(x) = cos(x + k π
2
). En

particulier

cos(2n+1)(x) = (−1)n+1 sin(x) et cos(2n+2)(x) = (−1)n+1 cos(x).

D'où d'après la formule de Taylor-Maclaurin, on obtient

• ∀x ∈ R,∃θ ∈]0, 1[ tel que ex = 1 + x+ x2

2!
· · ·+ xn

n!
+ xn+1

(n+1)!
eθx

• ∀x ∈ R,∃θ ∈]0, 1[ tel que sin(x) = x−x3

3!
+· · ·+(−1)n x2n+1

(2n+1)!
+(−1)n+1 x2n+2

(2n+2)!
sin(θx).

• ∀x ∈ R,∃θ ∈]0, 1[ tel que sin(x) = x−x3

3!
+· · ·+(−1)n x2n+1

(2n+1)!
+(−1)n+1 x2n+3

(2n+3)!
cos(θx)
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• ∀x ∈ R,∃θ ∈]0, 1[ tel que cos(x) = 1−x2

2
+· · ·+(−1)n x2n

(2n)!
+(−1)n+1 x2n+1

(2n+1)!
sin(θx).

• ∀x ∈ R,∃θ ∈]0, 1[ tel que cos(x) = 1−x2

2
+· · ·+(−1)n x2n

(2n)!
+(−1)n+1 x2n+2

(2n+2)!
cos(θx).

Application 1 On peut encadrer des fonctions par des polynômes. Montrons par exemple

que

∀x ∈]0, π[, x− x3

6
≤ sin(x) ≤ x− x3

6
+

x5

120

En e�et, d'après la formule de Taylor-Maclaurin d'ordre 3 et 5, on obtient respectivement

∀x ∈]0, π[,∃θ ∈]0, 1[ sin(x) = x− x3

3!
+
x4

4!
sin(θx)

∀x ∈]0, π[,∃θ ∈]0, 1[ sin(x) = x− x3

3!
− x5

5!
− x6

6!
sin(θx)

Or x ∈]0, π[ et θ ∈]0, 1[, θx ∈]0, π[. Donc sin(θx) ≥ 0 On en déduit que

∀x ∈]0, π[, x− x3

6
≤ sin(x) ≤ x− x3

6
+

x5

120
(1.1)

Exercice 1.13 Montrer que

∀x > 0, x− x2

2
≤ ln(1 + x) ≤ x− x2

2
+
x3

3
.

Dé�nition 1.14 Soient x0 ∈ R, f et g deux fonctions dé�nies au voisinage de x0. On

dit que f est négligeable devant g au voisinage de x0 s'il existe un voisinage V de x0 et

une fonction ε dé�nie sur V \ {x0} tels que

∀x ∈ V \ {x0} f(x) = ε(x)g(x) et lim
x→x0

ε(x) = 0.

On note f = ◦x0(g) ou f(x) = ◦x0(g(x)) ou f = ◦(g) au voisinage de x0.

Proposition 1.15 Soient x0 ∈ R, f et g deux fonctions dé�nies au voisinage de x0. Si

g ne s'annule pas au voisinage de x0 alors

f = ◦x0(g) ⇐⇒ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

Démonstration. Supposons que f = ◦x0(g). Alors il existe un voisinage V de x0 et une

fonction ε dé�nie sur V \ {x0} tels que

∀x ∈ V \ {x0} f(x) = ε(x)g(x) et lim
x→x0

ε(x) = 0.
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Comme la fonction g ne s'annule pas au voisinage de x0, il existe un voisinage V1 de x0

tel que

∀x ∈ V1 \ {x0} g(x) ̸= 0.

Ainsi

∀x ∈ (V1 ∩ V ) \ {x0} f(x) = ε(x)g(x), lim
x→x0

ε(x) = 0 et g(x) ̸= 0

Par suite

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0
ε(x) = 0.

Réciproquement, supposons que lim
x→0

f(x)
g(x)

= 0. Comme la fonction g ne s'annule pas au

voisinage de x0, il existe un voisinage V1 de x0 tel que

∀x ∈ V1 \ {x0} g(x) ̸= 0.

Donc la fonction x 7→ f(x)
g(x)

est dé�nie sur V1 \ {x0}. D'où

∀x ∈ V1 \ {x0} f(x) =

(
f(x)

g(x)

)
× g(x) avec lim

x→0

f(x)

g(x)
= 0

ce qui montre que f = ◦x0(g). □

Exemples 1.16

• x2 = ◦0(x) • ln(|x|) = ◦0( 1
|x|)

• x = ◦+∞(x2) • x = ◦+∞(ex)

Théorème 1.17 (Formule de Taylor-Young ) Soient n ∈ N et f une fonction de

classe Cn sur un intervalle ouvert I de R contenant 0. Supposons que f (n+1)(0) existe.

Alors, lorsque h tend vers 0 on a

f(h) = f(0) + · · ·+ hn

n!
f (n)(0) +

hn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(0) + ◦(hn+1).

Démonstration. On procède par récurrence sur n ∈ N. Pour n = 0, comme f ′(0) ∈ R,

on obtient

lim
h→0

f(h)− f(0)− hf ′(0)

h
= 0

ce qui montre que

f(h) = f(0) + hf ′(0) + ◦(h).
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Supposons le résultat vrai au rang n− 1 et montrons le au rang n. L'hypothèse de récur-

rence appliqué à la fonction f ′, donne

g(h) = f ′(h)− f ′(0)− hf ′′(0)− · · · − hn

n!
f (n+1)(0) = ◦(hn)

La fonction g est la dérivée de la fonction

G(h) = f(h)− f(0)− hf ′(0)− · · · − hn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(0)

La formule à l'ordre n sera démontrée si l'on établit que G(h) = ◦(hn+1), autrement dit, si

l'on établit que lim
h→0

G(h)
hn+1 = 0. La fonction G et r : h 7→ hn+1 étant continues et dérivables

sur un voisinage de 0 et G(0) = r(0) = 0, la règle de l'Hospital indique que

lim
h→0

G(h)

r(h)
= lim

h→0

G(h)−G(0)

r(h)− r(0)

= lim
h→0

G′(h)

r′(h)

= lim
h→0

g(h)

(n+ 1)hn
= 0 (car g(h) = ◦(hn))

On en conclut queG(h) = ◦(hn+1). La formule à l'ordre n est démontrée et le raisonnement

par récurrence achevé. □

Théorème 1.18 (Formule de Taylor avec reste intégral.) Soit f une fonction de

classe Cn+1 sur un intervalle I contenant 0. Alors pour tout x ∈ I, on a

f(x) =
n∑

k=0

(x)k

k!
f (k)(0) +

∫ x

0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt.

Démonstration. Considérons la fonction φ dé�nie sur I par

φ(t) = f(t) +
n∑

k=1

(x− t)k

k!
f (k)(t)

La fonction φ est dérivable sur I, puisque f est de classe Cn+1 sur I. De plus pour tour

tout t ∈ I, on a

φ′(t) = f ′(t) +
n∑

k=1

(
−k(x− t)k−1

k!
f (k)(t) +

(x− t)k

k!
f (k+1)(t)

)
= f ′(t) +

n∑
k=1

(
−(x− t)k−1

(k − 1)!
f (k)(t) +

(x− t)k

k!
f (k+1)(t)

)
=

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)
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Comme
∫ x

0
φ′(t)dt = φ(x)− φ(0), on obtient

φ(x) = φ(0) +

∫ x

0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt.

ce qui donne

f(x) =
n∑

k=0

(x)k

k!
f (k)(x0) +

∫ x

0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt.

□
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