Chapitre 2

Les développements limités

Définition 2.1 (Développement limité d’une fonction en 0) Soit n € N et soit f
une fonction définie au voisinage de 0. On dit que f admet un développement limité d’ordre
n au voisinage de 0 ( on note de fagon abrégée DL, (0)) s’il existe un polynome P € R[X]

de degré au plus égale a n tel que
f(x) = P(x) + op(z").

La fonction polynomiale P est appelée partie réguliere du développement limité d’ordre n

en 0 de f.

Exemple 2.2

o Les polynomes réels admettent des développements limités a tous les ordres. Par
exemple, le polynome f(x) = 1+ 2z — 322 + 2% admet pour développement limité en
0:

o f(x) =14 21— 32%+ og(2?) développement limité a l'ordre 2 en 0.
o f(z) =1+ 21— 322+ 2 + oo(z®) développement limité a ’ordre 5 en 0.
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Comme hII(l) = =0, le DL,(0) de la fonction x ﬁ estl+x+a2+--+a";
T—

1

. =l+az+a>+- - +a"+o(z")
— X

Définition 2.3 (Développement limité d’une fonction en xy) Soit n € N et soit f

une fonction définie au voisinage de xy. On dit que f admet un développement limité
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d’ordre n au voisinage de xq s’il existe un polynome P € R[X] de degré au plus égale a n
tel que
f(@) = P(x) + oy ((z — 20)").

Remarque 2.4 Dans la pratique, on utilise surtout les développements limités en 0. En

fait si f admet un développement limité d’ordre n en xy de la forme

f(x) = P(2) + 04 ((x = 20)")

alors par le changement de variable h = x — x¢ on se raméne a un développement limité

en 0

f(x() + h) = P(ﬂ?o + h) + Oo(hn).

Proposition 2.5 (Unicité du développement limité) Si une fonction f admet un

développement limité d’ordre n en 0, celui-ci est unique.

Démonstration. Par I'absurde. Supposons que f admette en 0 deux développements

limités d’ordre n distincts. Alors il existe deux polynémes Pj, P, € R[X] de degré au plus

n tels que
f(x) = Pi(x) +0(a") et f(z) = Py(x) + oo(z").
Donc
Pi(z) — Py(x) = op(a").
Ecrivant

Pi(z) — Py(2) = apa”™ + ap_1z™ ' + -+ ag

Comme la fonction x — x™ ne s’annule pas et Pj(x) — Py(x) = og(z™), on obtient

lim —Pl(x) — ()

z—0 ™"

~0 (2.1)

ou encore
ap F a1 g
lim =0
x—0 x"n
ce qui est impossible puisque Pj(x) — Po(2) = anz™ + ap_ 12" '+ -+ ag # 0. O

Proposition 2.6 Soit f une fonction admettant un développement limité d’ordre n en 0

de partie réquliére P.
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e Si f est paire alors la fonction polynomiale P est paire.

o Si f est impaire alors la fonction polynomiale P est impaire.

Démonstration. Si f admet un développement limité d’ordre n en 0 de partie réguliére
P alors il existe un voisinage V' de 0 et une fonction ¢ définie sur V' \ {0} tels que pour
tout z € V' \ {0}

f(z) = P(z)+2"<(z) et lime(z)=0.

r—0

Comme V est un voisinage de 0, il existe n > 0 tel que | — n,n[C V. Pour tout = €
] —=n,n[\{0} on a

f(=x) = P(=x) + (=1)"2"e(—x) = P(—x) + 2"e1(2)
ou la fonction e; est définie sur | —n, n[\{0} par ¢,(z) = (—1)"e(—x) et vérifie lir% ei(z) =
z—
0. Ainsi

e Si f est paire alors pour tout z €] —n,n[ on a f(—z) = f(z). Par unicité du
développement limité d’ordre n en 0 (Proposition 2.5), on en déduit que P(zr) =

P(—z) pour tout = €] — n,n[, et par conséquent P(z) = P(—x) pour tout = € R.

e Si f est impaire alors pour tout z €] —n,n[ on a f(—x) = —f(x). Par unicité du
développement limité d’ordre n en 0 (Proposition 2.5), on en déduit que P(—z) =

—P(x) pour tout = €] —n,n|, et par conséquent P(—z) = —P(z) pour tout x € R.

O
Proposition 2.7 Si f admet un développement limité d’ordre n > 1 au voisinage de 0
f(x) =ao+ a1z + -+ az" + op(z")

alors f est continue ou prolongeable par continuité en 0. Plus précisément, il existe un

voisinage V de 0 tel que la fonction

{f(a:) sizeV\{0}

ag stx =0

est continue en 0. De plus f est dérivable en 0 de nombre dérivé a,.
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Démonstration. La fonction f admet un développement limité d’ordre n au voisinage
de 0, donc il existe un voisinage V' de 0 et une fonction e définie sur V' \ {0} tels que

Ve e V\{0} f(z)=ao+arz+-- +a,a” + 2"(x)

et

lime(z) = 0.

z—0

Comme lim e(x) = 0,
x—0

lim f(z) = lim ag+ a1z + -+ + apz” + e(z)z" = ag
z—0t z—0t

et

lim f(z) = lim ap+ @z + -+ apa™ + ()2 = ag
z—0~ z—0~

ce qui montre que la fonction
< f(z) sizeV\{0}
ag six=0.
est continue en 0.
Pour tout « € V' \ {0}, on a f(x) = ap + @z + - -+ + a,a" + e(x)z™. Comme n > 1 et

lim e(x) = 0, on obtient

z—0
r)—a
lim M = lim aq + o+ anxn_l + 8(1,)1,71—1 =
z—0F X x—0+
et
xr)—a
lim M = lim a; +---+ anxn—l + 5(3:):6”_1 — ay.
z—0~ X z—0~
Par suite la fonction f est dérivable en 0 de nombre dérivé a;. 0

Remarque 2.8 Attention! Méme lorsque n > 2, lexistence d’un développement limité
d’ordre n n’assure pas l’ezistence de f"(0). Par exemple, considérons la fonction f définie

par

fx) =

l4+z+a®+adsin(5) siz#0
1 six =0

Pour tout x # 0, on a

. 1 1
fl(x) =1+ 22 + 327 sin(p) - 2008(;)
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Donc f n’est pas deuz fois dérivable en O car f' n’est pas continue & gauche de 0 (cela est
di au terme 2COS(L%2) qui n'a pas de limite quand xz tend vers 0). Pourtant la fonction f
vérifie

f(x) =1+ + 2%+ op(z?).

O

Exemple 2.9 Le théoréeme de Taylor-Young permet d’obtenir le développement limité

d’ordre n en 0 de plusieurs fonctions usuelles :

e Considérons la fonction f : x + €*. Pour tout k € N, on a f®(0) = 1. On en

déduit que
2 3 n
x x x
e“=14x+—+—+ -+ — +og(z").
Fa gt +oo(a”)

e Considérons la fonction f : x — cos(x). Pour tout k € N, on a
(k) — T
cos(x)™ = cos(z + k 5 ).

En particulier,

E .
cos(0)®) — (—1)2 sz‘k est pqzr |
0 st k est impair
On en déduit que
z?2  xt P
=1 - — 4+ —4+ ... —1)? 2p+1
cos(r) =1 st + (1) o)l + op(zP™)

e Considérons la fonction f : x> sin(z). Pour tout k € N, on a
in(2)® = i T
sin(x)"” = sin(z + k 5 ).

En particulier,

Sin(())(k) _ 0 sz"k‘ est pair
(1) sik=2p+1
On en déduit que
5173 CL’S x2p+1
i — . 1y~ 2p+2
sin(x) =z a0 + = + -4+ (-1 o 1) + op (P F2).

o Soit o € R. Considérons la fonction [ : z — (1 + x)*. Pour tout k € N, on a
f® =a(a—1)-(a—k+1). On en déduit que

afa—=1)---(a—n+1)
n!

2
(1—|—x)a=1—|—ax+oz(a—1)%+---+ x" 4 op(z").
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Exercice 2.10

1. Donner le développement limité de la fonction x — 1+ z — 2* au voisinage de 0

d’ordre 2 et d’ordre 5.
2. Donner le développement limité de la fonction x — H% au voisinage de 0 d’ordre 3.

3. Donner le développement limité de la fonction x — % au voisinage de 1 d’ordre 3.

La notion de développement limité posséde pour généralisation naturelle les notions de

développements limités a gauche ou a droite. Par exemple, la fonction f : x — n’est

1+|a:|

pas dérivable en 0 donc n’admet pas en 0 de développement limité d’ordre supérieur a 1.

f<x>={¢ ez

Remarquons que

siz <0

et que les fonctions fi(z) = 115 et fo(z) = 1 admettent pour développement limité

d’ordre n en 0 respectivement

_Z k ok +o(z") et 1ix:Zxk’+o(:E”)

Ces considérations motivent la définition suivante.

Définition 2.11
— On dit que la fonction f admet un développement limité d’ordre n a gauche de 0
s’il existe un polynome P de R[X]| de degré au plus égal a n, un réel n strictement
négatif et une application e définie sur |n,0[ tels que pour tout x €|n, 0]

f(z) = P(x)+ 2"<(x) avec  lim e(x) = 0.

z—0~
On note f(x) = P(x) + og-(z").
— On dit que la fonction f admet un développement limité d’ordre n a droite de 0 s’il

existe un polynéme P de R|X| de degré au plus égal & n, un réel n strictement positif
et une application ¢ définie sur ]0,n]| tels que pour tout x €0, n|
f(z) = P(z) 4+ 2"<(v) avec lim e(x) = 0.
z—0t

On note f(x) = P(x) + og+(z")

25/44 Y. MAZIGH



r stx>0
Exemple 2.12 Comme |z| = o , on obtient
—x s1x <0

sin(z 2 7t

\:c(l -1 gt o0 @)
sin(x) x?

o -t T m e @)

Définition 2.13 (Développement limité au voisinage de 'infini ) On dit qu’une fonc-
tion f admet un développement limité généralisé d’ordre n au voisinage de +oo (resp. —o0)
si la fonction t — f(%) admet un développement limité d’ordre n & droite (resp. a gauche)

en 0. Ce développement limité généralisé est donné par

x)+ . avec :c—1>r-l{loo€<$) 0 (mSp’inPooE(x) 0)

On note f(z) = P(L) + oioo(25) resp., f(x) = P(2) + o_o(55)

xn

Exemple 2.14 Calculons le développement limité généralisé d’ordre 3 au voisinage de

+oo de la fonction f(z) = 7+ Pour cela, considérons la fonction g définie par

g(t) = f(1/1).

On a
1
1 1
t: L4 = —
9(t) 1+l 1+t

et le développement limité d’ordre 3 en 0 de g est g(t) = 1 —t +t*> — 3+ o(t?). On en

déduit que f admet pour développement limité généralisé a l'ordre 3 au voisinage de +oo

1 1 1

1
f(x)zl—;-l-ﬁ—ﬁ—i-oﬂo(ﬁ).

2.1 Opérations sur les développements limités

Lorsque la fonction f a une expression un peu plus compliquée, le théoréme de Taylor-
Young conduit rapidement a des calculs longs et compliqués.
Comme on a vu, on peut toujours se ramener d'un développement limité en un point quel-
conque zy € R 4 un développement limité en 0. C’est pour quoi, on expliquera uniquement

les opérations sur les développements limités en 0.
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Proposition 2.15 Soit n € N. Soient [ et g deux fonctions admettant des développe-

ments limités de méme ordre n en 0, de parties réguliéres respectives P et ().

1. Pour tout (v, B) € R?, la fonction af + Bg admet un développement limité d’ordre

n en 0 de partie réguliere aP 4+ 5Q).

2. La fonction f x g admet un développement limité d’ordre n en 0 dont la partie régu-

liere est obtenue en conservant les mondémes de degré au plus égal a n du polynéme

P xQ.

3. Si g(0) #£ 0 alors la fonction % admet un développement limité d’ordre n en 0 dont

la partie régquliére est le quotient de la division selon les puissances croissantes a

lordre n de P par Q.

Démonstration. Les deux premiéres assertions sont des conséquences directs de la défi-
nition 2.1 et de la proposition 2.5.

Montrons 'assertion 3. Par hypothése, f admet un développement limité d’ordre n en 0
de partie réguliére P, donc il existe un voisinage V; de 0 et une fonction €; définie sur

Vi \ {0} tels que pour tout z € V; \ {0}

f(x) = P(z) + 2" (x) et lime(x)=0.

z—0

Puisque g admet un développement limité en 0, d’aprés la proposition 2.7, on peut sup-

poser que g est continue en 0. De plus, comme lir% g(x) = g(0) # 0, il existe un voisinage
T

V5 de 0 sur lequel g ne s’annule pas. D’autre part, il existe un voisinage V3 de 0 et une

fonction e définie sur V5 \ {0} tels que pour tout z € V5 \ {0}
g(x) = Q(x) + ax"ey(x) et limey(x) =0.

z—0

On a Q(0) = g(0) # 0, on peut donc effectuer la division selon les puissances croissantes

aTordre n de P par Q; il existe (U, R) € R[X]? tel que

P=QxU+X"""'x R avec deg(U) < n.
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Ainsi pour tout z € V1N Vo N V3, on a

f(z) P(z) +a"ei(x)  Qx)U(x) + 2" R(x) + 2"e1(x)

g9(z) Q(x) + z"eg(x) Q(z) + ames(x)
Q(x)U(x) + 2"U(x)es(x) N —2"U(z)ea(x) + 2" R(x) + 2™ (x)
Q(w) + z"ey(x) Q(x) + z"ey(x)

Ulx)ea(x) + 2 R(x) + &1()
Q) + amea(2)

; — L _ : iy —Y@ea@)tzR(x)ter(z) _
Comme lim e1(x) = lim ga(x) = 0 et Q(0) # 0, on obtient lim G e ) = 0.

= U(z) 4 2"—

On en déduit que

Vee VinVanV, % =U(z) +a"e3(x) avec deg(U)<n et 11II(1)€5( x)=0
gz z—
N _ =U(z)ea(x)+zR(x)+e1(z ,
ou g;(x) = O . Ce qui montre que la fonctlon admet un développement
limité d’ordre n en 0 de partie réguliére U. 0

Exemple 2.16

o D’apres l'exemple 2.9, les fonctions sinus et cosinus admettent pour développements
limités en 0 a 'ordre 3,
3 72

Sin(a:)—x—§+ of@®) et COS()—1—§+00( %)

Donc les développements limités a l'ordre 3 en 0 pour les fonctions x — sin(x) +

cos(z) et x +— sin(x). cos(x) s’obtiennent de la maniére suivante :

sin(r) + cos(x) = (af - ?) + (1 27) + op(z?)

2 3
= 1+$—5—g+00(5€3);
@3 x?
sin(z) x cos(x) = (:L‘ — §> (1 - 5) + op(2?)
@ b 3
= Ty g el
2 3
= - % +o0g(2®)  (car & = op(z?))

o Déterminons le développement limité d’ordre 3 en 0 de la fonction f: z +— ”2.
On a
2 .3
e’ = 1+$+§+E+00($3)
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Puisque € # 0, on peut effectuer la division par puissance croissante de x + 2 par

2 3
I+z+ %5+ %

2+ 1+ ZC-F%Q—F%S
T 242 4?4 2 2 — o+ Lo
—:c—a:2—%3
TR
it iat 4 Lt 4 Laf
_1_12$5_3_16$6

Le développement limité d’ordre 3 en 0 de la fonction f est donc

T+ 2
eil’

1
—2—z+ 6x3+oo(x3)
0

Proposition 2.17 Soit f une fonction définie au voisinage de 0, admettant un dévelop-

pement limité d’ordre n en O :
fl@)=ay+ a1z + -+ apz"™ + og(2") = apg + Po(x) 4 op(z™)

et soit g une fonction définie au voisinage de ag, admettant un développement limité

d’ordre n en ag :

g(x) = by + by (x — ag) + by(z — ag)? + - - + by (x — ag)™ + 0g, (2 — ag)™)

ou encoure

g(ag + h) = by + bih 4+ boh?® + - - + b, h" + op(h™)

alors g o f admet un développement limité d’ordre n en 0, dont la partie réguliere est

obtenue en tronquant le polynome

bo + Po(x)bl + -+ [Po(:l?)]nbn
a ordre n.
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Démonstration. Comme 31011)1(1) f(x) = ag, la fonction go f est bien définie au voisinage de
0. Pour z voisin de 0, on pose h(z) = f(z) — ap. Comme :lcli;% h(z) =0, on a
(go f)(z) = glag + h(x)) = by + bih(x) + boh(x)* + - - - + byh(x)™ + og(h(z)™).
Ainsi,
(go f)(x) = by + bih(x) + boh(x)* + - - + byh(z)" + op(z™)
puisque h(z) = a17+asx®+ - - -+ a, " + 0p(x™). Enfin, comme h admet un développement
limité d’ordre n en 0 donné par h(x) = Fy(z) 4 op(x™), on en déduit que la fonction go f

admet un développement limité d’ordre n en 0 dont la partie réguliére est obtenue en

tronquant a Pordre n le polynome by + Po(x)by + - - - + [Po(z)]"bn. O

Remarquons que cette démonstration donne un moyen de calculer le développement

limité de la fonction composée de deux fonctions.

Exemple 2.18 Les fonctions sinus et exponentielle admettent en 0 pour développements
limités :

3 2 .3 4
sin(x):x—%+oo(x4) et e$:1+x+%+%+§—4+o(x4)

Comme lin% sin(z) = 0, on obtient donc le développement limité d’ordre 4 en 0 suivant
T—

pour la fonction h : x — 5@,

x3 1 2\? 1 2\ 1 23\ * 4
) = (o= 5 )45 F) +5(a-5) +a(e-F) +o
x3 1 zt 1/ 5 1, ., A
= 1+(x—€>+§(x—§)+g<x)+ﬁ(:1:)—|—o(x)
2 4
= 1+x+%—%+0(x4).

Lemme 2.19 Soit n € N et soit g une fonction dérivable au voisinage de 0.
Si g'(x) = o(z"™) alors g(z) — g(0) = o(z"™)

Démonstration. Soit € > 0 fixé. Par hypothése, }CILI%] @ = 0. Donc,

il existe n > 0 tel que si |z| <7, on a |¢'(z)| < e|z™|.

Si z > 0, appliquons I'inégalité des accroissements finis dans I'intervalle [0, x],

pour 0 < x < 1 on obtient |g(z) — g(0)| < ez™*L.

De la méme maniére, si —n < z < 0, on obtient |g(z) —g(0)| < g|z|*™. Donc pour |z| < n,

on a bien |g(x) — g(0)] < g|z|"*!. Ce qui montre que g(x) — g(0) = o(z"1). 0
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Proposition 2.20 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert contenant 0. Si
f' admet un développement limité d’ordre n en 0 de partie régulicre P alors f admet un
développement limité d’ordre (n+1) en 0 dont la partie réguliére est la primitive de P qui

vaut f(0) en 0. Autrement dit,
f@) = 10)+ [ Pt +o(a),
0

Démonstration. Posons g(z) = f(z) — f(0) — [, P(t)dt. Par hypothése, on a

Comme ¢(0) = 0, le lemme 2.19 montre que g(x) = o(z"*1). D’ou

mw:ﬂm+AWWMku“W
]

Remarque 2.21 [L’existence d’un DL,(0) de f n’implique pas forcément ezistence d’un
DL,_1(0) de f'. En effet la fonction f(x) = 2?sin() admet un DL,(0) qui s’écrit f(z) =
o(x). Mais
/() = 22sin() — cos(+)
x) = 2xsin(—) — cos(—
x x

n’admet pas de DLy(0).

2.2 Utilisations des développements limités

Utilisation pour la recherche d’équivalents

Définition 2.22 Soient xy € R, f et g deuz fonctions définies au voisinage de xy. On
dit que f est équivalente a g au voisinage de xy s’il existe un voisinage V de xq et une

fonction A définie sur V \ {xo} telle que,

Ve e V\{zo} f(z)=Ax)g(x) et xlggo Alz) =1.

On note [ ~ g ou [ ~ g au voisinage de x.
xo

La proposition suivante est une conséquence directe de la définition 2.22.
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Proposition 2.23 Soient 29 € R, f et g deus fonctions définies au voisinage de xq. Si

g ne s’annule pas au voisinage de xo alors

f~g<= lim @ =1
zo T—x0 g(:[')

Proposition 2.24 Soit f une fonction admettant un DL, (xo) de partie réguliére
ay(x —x0)" + - + an(r — z9)"  ‘aveca, # 0.

Alors

f(x) ~ a,(x — xp)”

Démonstration. Par hypothése, on a

fl@)=a,(x —x0)" + -+ an(x —20)" + (x — x9)"c(x —x9) avec lim e(z —xp) =0

T—rX0
Donc
. f(l’) . Ay41 Qp, - —
lim ————— = lim 1+ xT—xg)+ -+ —(x—2)"+ —(x—20)" e(x —
T—T0 ay(f — $0)V T—z0 a, ( 0) aV( 0) aV( ) ( 0)
= 1
ce qui montre que f(z) ~ a,(x — x)". O

xo

Comportement local d’une fonction au voisinage d’un point critique

Proposition 2.25 Soit f une fonction définie au voisinage de xq. Supposons que [ ad-

mette un DL, (xo) de la forme
f(z) = f(xo) + a(x — x20)? + o((x — 20)?) aveca # 0 et p > 2.

Alors
1. sip est pair et o > 0, alors xy est un minimum local ;
2. st p est pair et a < 0, alors x¢ est un mazximum local ;

3. st p est impair, xo n'est ni un Minimum, Ni UN MATIMUM.

Démonstration. Si p est pair et o > 0, alors le fait que lim o((z — x¢)?) = 0, assure
T—T0
'existence d’un n > 0 tel que si |z — x| <71, on a | o ((x — z¢)?)| < §(x — 20)P. Donc,

pour |z — x| < 7, on obtient

0 < %(1‘ — o) < %(x — 20)P + o((z — x0)P)
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D’ou

flx) = [f(zo) + alz — x0)" + o((x — 20)")
F o) + 5 (& = )" + o((x = 20)")

> f(zo)

v

Le deuxiéme cas se raméne au premier en considérant — f. Dans le troisiéme cas, supposons

par exemple que o > 0. On a alors, en suivant une démarche analogue

F@) 2 flw) + 5 (@ = 20)" +of(x = 20)?) > (o)

pour 0 < x—2xq < 1, ce qui interdit d’avoir un maximum local ; et lorsque —n < x—x¢ < 0

«
J(@) < J(@o) + 5 (@ = @0)" + o(z — 20)") < f(xo)
ce qui interdit d’avoir un minimum local. (]

Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Proposition 2.26 Soit f une fonction admettant un développement limité en xq de la
forme

f(x) = ap + ar(z — zo) + ap(x — x0)? + o((x — z0)P)

ot p est le plus petit entier > 2 tel que a, soit non nul. Alors l’équation de la tangente a
la courbe de f en xy est y = ag + a1(xz — xo) et la position de la courbe par rapport a la

tangente est donnée par le signe de a,(x — xo)P.

Position d’une courbe par rapport a son asymptote

Proposition 2.27 On suppose que la fonction x +— ff) admet un développement limité
en oo :
x a a
G N S
T xP P

ou p est le plus petit entier > 2 tel que a, soit non nul. Alors la droite y = aor + a1 est
une asymptote a la courbe de f en oo et la position de la courbe par rapport a ’asymptote

est donnée par le signe de f(x) — y,c-a-d le signe de 5.
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Exemple 2.28 Soit f(z) = Vx + 22er. Montrons que f admet une asymptote en +oo.

En effet, posons h = % Alors

flx) L,/ 1
T MG =

i(h-l—l)eh n Vh+ 1"

= h = —
h? ]

N h h? h? 5
= Vh+1le :(1+§—§)(1+h+5)+o(h)
B 3 T, 9
= 1+ 5h+gh+o(l)

D’ou

ﬂ@:§+x+é+ﬂé)

Donc la courbe admet en +oo lasymptote d’équation y = % +x. Comme é est positif au

voisinage de +00, la courbe est en dessus de son asymptote.
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Chapitre 3

Courbes paramétrées

Définition 3.1 Une courbe paramétrée est un couple (D, f) ou D est une partie de R el
f: D — R? une application définie sur D ¢ valeurs dans R2.

L’ensemble {f(t) ,t € D} est appelé support de (D, f).

Remarque 3.2 Ecrivons f(t) = M(t) = (x(t),y(t)). Alors dans un plan P muni d’un
- =
repére orthonormé (O, i, 7), la courbe paramétrée (D, f) décrit I’ensemble des points

M(z,y) du plan P tels que (x,y) dépendent de paramétre t :

— — —

OM = x(t)i +y(t);

Physiquement, cela s’interpréte comme la trajectoire d’un point mobile M (t) en fonction

du temps t.

Exemples 3.3

o Le couple D =R et f: R — R? donnée par f(t) = (t,at +b) définie une courbe

paramétrée dont le support est la droite d’équation y = ax + .
x = cos(t)
o Le systéme t €[0,2n]  définit la courbe paramétrée dont le support
y = sin(t)
est la cercle trigonométrique.
r=(1—t)xs+txp
o Le systeme t€[0,1] définit la courbe paramétrée dont le support est

y=(1—=1)ya+1ys
le segment [A, B].

Remarque 3.4
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o Des courbes paramétrées différentes peuvent avoir un méme support. C’est par exemple

le cas des courbes :

0,27 — R? ot 0,47 — R?
t > (cos(t),sin(t)) t  +—— (cos(t),sin(t))

dont le support est un cercle, parcouru une seule fois pour la premiére paramétrisa-
tion et deuz fois pour Uautre.

e La paramétrisation n’est pas unique. En effet, si ¢ : I — D wune bijection, alors

(I, fo) et (D, f) ont le méme support et définissent la méme courbe.

3.1 Etude générale d’une courbe paramétrée

3.1.1 Reéduction de domaine d’étude

Soit (D, f) une courbe paramétrée. Le domaine de définition de la courbe (D, f) est
le domaine de définition D de f qui est I'intersection des ensembles de définition de z(¢)
et y(t).

La premiére étape d’étude de f consiste a réduire le domaine d’étude en s’appuyant sur
une périodicité ou/et des symétries. Plusieurs cas sont possibles. La liste suivante n’est

pas exhaustive.

e Cas ou les fonctions z et y sont périodiques de période T', c-a-d pour tout ¢t € Dy
t—=T €Dy, t+TeDy z(t+T)=u(t) et yt+T)=yt).

Donc on peut alors restreindre I'étude a l'intersection de Dy avec un intervalle de

longueur T, et on obtient ainsi toute la courbe.

e Cas ou Dy est symétrique par rapport a 0 et ou les fonctions = et y sont paires.
Alors pour tout t € Dy, M(—t) = M(t). Donc on peut alors restreindre I’étude a

Dy NR4, et on obtient toute la courbe qui est par courue deux fois.

e Cas ot Dy est symétrique par rapport a 0 et ol les fonctions = et y sont impaires.
Alors pour tout t € Dy, M(—t) est le symétrique central du point M (¢) par rapport
a 0. Donc on peut alors restreindre I'étude & Dy MR, et on obtient toute la courbe

en complétant 'arc par une symétrie par rapport a O.
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e Cas ou Dy est symétrique par rapport a 0 et ot la fonction x est paire et la fonction
y est impaire. Alors pour tout t € Dy le point M(—t) est le symétrique du point
M(t) par rapport a Oz. D’oul on peut alors restreindre I'étude a Dy N R, et on

obtient toute la courbe en complétant ’arc par une symétrie par rapport a Ox.

e Cas ou Dy est symétrique par rapport a 0 et ou la fonction  est impaire et la
fonction y est paire. Alors pour tout ¢ € Dy le point M(—t) est le symétrique du
point M (t) par rapport & Oy. Donc on peut alors restreindre I'étude & Dy NR., et
on obtient toute la courbe en complétant I’arc par une symétrie par rapport a Oy.

e Cas ol Dy est symétrique par rapport a 0 et ott x(—t) = y(t) et y(—t) = x(t). Alors
pour tout ¢ € Dy le point M(—t) est le symétrique du point M (t) par rapport a la
droite d’é¢quation y = x. Donc on peut alors restreindre I'étude a Dy N R4, et on
obtient toute la courbe en complétant I’arc par une symétrie par rapport a y = x.

e Cas ou Dy est symétrique par rapport a 0 et ou x(—t) = —y(t) et y(—t) = —x(t).
Alors pour tout t € Dy le point M (—t) est le symétrique du point M (t) par rapport
a la droite d’équation y = —z. Donc on peut alors restreindre I’étude & Dy N R4,
et on obtient toute la courbe en complétant I’arc par une symétrie par rapport a
y = —x.

e Cas ou Dy est symétrique par rapport a § pour un certain a € R, c-a-d

thDf, Oz—tEDf

—1) =zt

et oll wla—t) =z(t) . Alors pour tout t € Dy, le point M (« — t) coincide avec
yla —t) = y(t)

le point M (). Donc on peut alors restreindre I'étude & Dy N[5, 00|, et on obtient

toute la courbe qui est par courue deux fois.

Exemple 3.5 Considérons la courbe paramétrée t — (sin(2t),sin(3t)), t € R.

e La fonction x est périodique de période T, = 27” = m et la fonction y est également

périodique, de période T, = 27” Le rapport entre ces deux périodes est

T, % 2
T. © 3

C’est un nombre rationnel, il existe donc une période commune T entre x et y qui

est donnée par
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On peut donc se réduire a l’étude de la courbe sur un domaine de longueur 2m. Ainsi
on obtient la courbe compléte quand t décrit [—m, 7].

e Pour tout t € [—m, 7], z(—t) = —x(t) et y(—t) = —y(t). On étudie et on construit
la courbe pour t € [0, 7] puis on obtient la courbe compléte par symétrie centrale de

centre O.

e Pour tout t € [0, 7],
x(m —t) = sin(2r — 2t) = —sin(2t) = —x(t)
y(m —t) = sin(37 — 3t) = —sin(3t) = —y(¢)
On étudie et on construit la courbe pourt € [0, 3], on effectue la réflexion d’aze Oy,

puis on obtient la courbe compléte par symétrie centrale de centre O.

3.1.2 Points simples, points multiples

Définition 3.6 Soit (D, f) une courbe paramétrée et soit A un point du plan. La multi-
plicité du point A par rapport a la courbe (D, f) est le nombre Card(f~1(A)).
St la multiplicité du A est égale a 2, A est dit double.

Remarque 3.7 Pour trouver les points doubles d’une courbe f, on cherche les couples
(u,v) € D} tels que
u<v et M(v)=Mu).

Exemple 3.8 Déterminer les points doubles de la courbe (C) définie paramétriquement

par

teR*
y=t+1t
Cherchons u < v tels que M(u) = M(v). Les nombres u et v vérifient
U— 5 =V— % (u—v)(1+2%%5)=0
u+u? = v+ v? (u—v)(l+v4+u)=0
ce qui s’écrit
u+t+v=-1
uv = *£1
Donc u et v sont solution de r* +r+1=0. D’ou

_—1-45 1+v5

U= <= —
: _ _ _ (2425
Le point double est donc A = f(u) = f(v) = ( YR 1). O
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3.2 Etude locale d’une courbe paramétrée

Définition 3.9 Soitt — M(t) = (z(t),y(t)), t € D, une courbe paramétrée et soit ty € D.

e On dit que la courbe est continue en ty si et seulement si les fonctions x et y le sont.

e On dit que la courbe est dérivable en ty si et seulement si les fonctions x et y
le sont. On note f'(ty) = (2'(to),y'(to)). Les dérivées d’ordre k sont définies par
f® (te) = (x®(tg), y® (to)) quand elles existent. On dit que la courbe est de classe

C* ssix ety sont de classe CF.

En se basant sur les développements de Taylor-Young de x et y, on obtient

Proposition 3.10 Soit f une fonction de classe C" sur un intervalle ouvert I contenant

to. Alors il existe une application € : I — R? telle que thr? e(t) =0 et que
—to

£(0) = flt0) + (¢~ t0) o) + -+ LI 1000 4 (1 — et

pour tout t € I.

Définition 3.11 On dira que la courbe admet une tangente en M (to) si la droite (M (to) M (t))

a une limite quant t — ty. D’une maniére équivalente si

— —

p MM, M(t)M(Y)
— - —

|| M (to) M (1)) || M (o) M(2)]]

car, selon Uorientation, deur vecteurs unitaires dirigent la droite (M (to)M (t)) sont pos-

sibles.

Points réguliers et singuliers

Définition 3.12 Soit M (to) un point de la courbe paramétrée (D, f). Le point M (ty) est

dit régulier si
f'(to) = (2'(to),y'(to)) # (0,0).

Un point non régulier est dit singulier ou stationnaire.

Proposition 3.13 Soit M(to) un point dune courbe paramétrée (D, f) de classe C*.
Alors
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1. Si M (to) est un point régulier, alors la courbe admet une tangente en M (ty) dirigée
par f'(tg) = M'(to).
2. Si M(to) est un point singulier, alors la courbe admet une tangente en M (ty) dirigée

par f®)(ty) = MP)(ty), ot p est le plus petit entier tel que f® (ty) # 0.

Démonstration. Soit ¢ = min{i € {1,--- ,k} |fD (o) # 0}. Par la formule de Taylor-

Young on obtient

t—19)?
M) = M) + LA ) + = e, e =0
D’ou
RY, (@ !
_ q q
lim M(t(iM(t) _ oy (Et0) (M( )(to)+Q-€(t))
M (t) M ()] ity |t = tol9|[ M@ (to) + gle(t)]]
B M(q)(to)
|[[M @ (to)]|
et
Ry, (@ |
M(to)M o )a( M |
lim (t(i ) _ g, Bt ()(to)+q'€(t))
=t || M (o) M (2)]| ity [t = tol9|[M D (to) + gle(t)]]
M(‘J)(t )
= (D' :
[ M@ ()]
ce qui montre le résultat O

Remarque 3.14 Dans tous les cas, le premier vecteur drivée non nul fP)(ty) est un
vecteur directeur de la tangente en M (o).

Pour avoir I’équation cartésienne de la tangente, on remarque que M appartient a la
tangente veut dire que les vecteurs M(t_(;)M et f®)(ty) sont liés. Ce qui donne

x—x(ty) @ (o)
y—y(to) 4P (to)

ot (z,y) sont les coordonnées de point M.

= 0=y (to)(x — a(to)) — ¥ (to)(y — y(ts)) = 0

Allure de la courbe au voisinage d’un point M (ty)

On se propose de préciser 'allure de la courbe au voisinage de t5. On supposera que
f est k-fois dérivable et qu’il existe deux vecteurs dérivées successifs indépendants au

voisinage de ty5. On pose
p=min{l <i<k|fOt)#0} et ¢g=min{p<i<k]|f9(t)soit indépendant de f*(t)}
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La formule de Taylor-Young d’ordre ¢, autour de ¢ :

Aﬂw:Aﬂmy+§:@f“yﬂ%my+ﬁi@fﬂ®mﬂ+@—uwdn,mnqwzo

| | t—t
i—p [z q: —to

Comme pour tout p+1 <14 < ¢g—1, 3\ € R tel que fO(ty) = \ifP(to),

1 t— tO (t — to)q_p_l
M) = M) = (= + A0 ooy U
Notons X(t) et Y (t) les coordonnées de M(t) dans le repére (M(ty), fP(to), f9(to)).
Alors

— p _ q
X@gﬁzﬁ-a ww;ﬁﬁi

En particulier, X () et (t — to)” ont le méme signe prés de to, et Y (t) et (¢t — )7 ont le
méme signe prés de t,. Suivant la parité des entiers p et ¢, la courbe ne peut donc avoir

au voisinage du point M (ty) que I'une des quatre allures suivantes

Exemple 3.15 FEtudier la courbe suivante au voisinage de tg =0 :
r=¢e¢ —1—t
y =1’

{x:§ﬂ+%ﬁ+owﬂ

On a

y="t
Alors
F(0)=(0,0), f(0) =(0,0) f@(1,0) et ¥ =(1,6)
On voit que f@(0) et f®(0) sont libres, donc

p=2 e q=3

Donc M(0) est un point de rebroussement de 1° espéce
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Branches infinies

Définition 3.16 On dit que (I, f) ou (C) admet une branche infinie en ty si lim x(t) =

t—to

+oo ou lim y(t) = £oo

t—to

On distingue alors les cas suivants.

1.

Si lim z(t) = ¢ et lim y(¢) = o0, alors (C) admet une asymptote d’équation = = ¢

t—to t—to

au voisinage de .

Si thl? x(t) = +oo et Zflintn y(t) = ¢, alors (C) admet une asymptote d’équation y = ¢
—to —to

au voisinage de .

Si tlgg x(t) = oo et tlgg y(t) = +oo et

(a) Si lim v — 4o alors (C) admet une branche parabolique de direction Oy,

t—to ()

au voisinage de ty.

(b) Si tlir? % = 0 alors (C) admet une branche parabolique de direction Oz, au
—to

voisinage de .

(c) Sitli_g})%:aeﬂ%*et

i. Si limy(t) — ax(t) = b, alors (C) admet une asymptote d’équation y =

t—to

ax + b, au voisinage de .
ii. Si flint1 y(t) — ax(t) = Foo, alors (C) admet une branche parabolique de
—10
direction y = ax, au voisinage de tg.

iii. Si thr? y(t) — az(t) n’existe pas, alors on ne peut pas conclure.
—10

(d) Si thr? % n’existe pas, alors on ne peut pas conclure.
—to

Edude d’une courbe paramétrée :

Le plan d’étude d’une courbe paramétrée est le suivant

1.

2.

Détermination du domaine de définition et réduire le domaine d’étude si possible ;
Dresser un tableau de variations de = et de y;

Etude des asymptotes ;

Etude des points singuliers, calcul de quelques tangentes ;

Détermination des points doubles;
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6. Représentation graphique.

Exemple 3.17 On considére la courbe paramétrée f définie par

Les fonctions x et y sont définies et dérivables sur R\ {1,—1}. Comme la fonction x est
paire et la fonction y est impaire, on peut se contenter de faire l’étude sur D, = R\ {1}
et compléter ensuite par symétrie par rapport a l’are des abscisses.

Pour tout t € D,., on a
2t
/
)= ———
et
Zﬂwzm%y%%+%4=ﬁ@—ﬁ)
(1—12)2 (1—12)2

On obtient, d’aprés calcul des limites le tableau de variations suivant :

t 0 1 V3 +00
x C) + + +
+00 % 0
x(t /
( ) / / 1
1 —00 2
+00 —3v3
2
y(t) / / \
0 —00 —00

On a

2'(t) =0 B
{W):o im0

Done M(0) est le seul point stationnaire de la courbe.

Au voisinage de 0, on a

z(t) =1+ 12 +o(t?)
y(t) =17 +o(t?)
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Comme les vecteurs f? = (2,0) et f®(0) = (0,6) sont libres, p = 2 et ¢ = 3 et donc
M (0) est un point de rebroussement de 1°" espéce.

Remarquons que la courbe présente trois branches infinies :

e Fnl:0Ona ,
tim 20 i TF g — 1
t—1 x(t) t—1 T t—1
et
: .t 1 o ti—1 3
) e =T e T e T oe T s

3

5 est asymptote a la courbe au voisinage de 1.

donc la droite d’équation y = v —

Ensuite :

3 £3 1 3 —224t+1 —(t—=-1(t+1)
yt@) —@t)—)=——F% 73 t5= = 2
27 1—12 1-—¢t 2 2(1+1) t+1

est positif pour t < 1 et négatif pour t > 1. On en déduit que la courbe est au dessus

de son asymptote lorsque t tend vers 1= et au dessous lorsque tend vers 17.

e I'n +oo : On a

lim z(t) =0 et lim y(t) = -0

t——+o0 t—+o0

donc Uaze des ordonnées est asymptote de la courbe en +o00.

On obtient le tracé suivant
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