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Série de TD n◦3

Exercice 1. Soit fn : R+→ R définie par fn(x) = x+
1

n
et soit gn : R→ R définie

par gn(x) =

√
x2 +

1

n
.

1. Montrer que la suite de fonctions (fn)n≥1 converge uniformément sur R+ mais
pas (f 2

n)n≥1.

2. Montrer que chaque fonction gn est de classe C1 et que la suite (gn)n≥1 converge
uniformément sur R vers une fonction g qui n’est pas de classe C1.

Exercice 2. Soit (Fn)n≥1 la suite de fonctions définies sur R par

Fn(x) =
x

1 + n2x2
.

1. Vérifier que Fn converge simplement et uniformément sur [−1, 1] vers 0.

2. Étudier la convergence simple de F ′n sur [−1, 1].

3. A-t-on la convergence uniforme de F ′n sur [−1, 1]?

4. Soit (Gn)n≥1 la suite définie par

Gn(x) =
ln(1 + n2x2)

2n2
.

Montrer que (Gn)n≥1 converge uniformément sur [−1, 1] vers 0 (remarquer que
G′n = Fn).

Exercice 3. Pour tout n ∈ N∗, les fonctions fn : [0, 1]→ R définies par

fn(x) =
e−x

1 + n2x2
et on pose un =

∫ 1

1
2

fn(x)dx.

1. Vérifier que la suite (fn)n≥1 converge simplement vers une fonction f sur [0, 1].

2. Montrer que f n’est pas continue sur [0, 1].

3. La suite de fonctions (fn)n≥1 converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

4. Soit a ∈]0, 1 [ . Montrer que ∀n ∈ N∗,∀x ∈ [a, 1] on a

|fn(x)− f(x)| = fn(x) 6
e−a

1 + n2a2
.

5. Montrer que la suite (fn)n≥1 converge uniformément sur [a, 1], pour tout a ∈
]0, 1 [ .

6. En déduire la limite de la suite (un)n∈N∗ .
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Exercice 4. On considère la série de fonctions
∑
n≥1

un(x) de terme général

un(x) =
e−nx

1 + n2
.

1. Étudier la convergence simple et uniforme de cette série. Soit S(x) sa somme.

2. Montrer que S est continue sur [0,+∞[.

3. Montrer que S est dérivable sur tout intervalle [a,+∞[, avec a > 0.

Exercice 5. Pour x > 0; on pose f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n

x+ n
.

a) Montrer que f est bien définie
(∑
n≥0

(−1)n

x+ n
est convergente pour x > 0

)
.

b) Montrer que f est de classe C1 ( f continue, dérivable et que f ′ est continue) sur
]0,+∞[.

Exercice 6 (facultatif). On considère la suite de fonction fn : R+ → R définie par

fn(x) = (−1)n
e−nx

n+ 1
, n ∈ N, x ≥ 0.

1. Montrer que la série de fonction
∑
n≥0

fn converge simplement sur R+.

2. Montrer que
∑
n≥0

fn converge normalement sur [β,+∞[ pour tout β > 0. Que

se passe-t-il sur [0,+∞[ ou ]0,+∞[ ?

3. Montrer que
∑
n≥0

fn converge uniformement sur R+.
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