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Corrigé d’examen d’Analyse 11

Exercice 1 (8,5 points=2+1+4+2+2+1,5). Les questions 3, 4 et 5 sont indépendantes.

1—t2 2 2
1. Montrer que / dt = -1+ £ + T_ 2 arctan (%)

L2 142 2 2
T osin’z
2. En effectuant un changement de variables déduire la valeur de A = / —_
o l+cos?z

dx
1+ e)

+oo
3. Calculer I'intégrale généralisée suivante : /
o (I+e®

2z

4. Résoudre 'équation différentielle suivante : y” — 4y’ + 4y = —e

5. Montrer que la série de terme général u,, = n > 0 est divergente.

n?+2
Solution. 1.
[P+ t2
el el w21+
2 2
:—1+§+g—23rctan (%_)
2. A= /Z{ ﬂ dzx.
o 1l+cos’z
sin® . .
Onaw(z) = 1T o s dx est invariante par w(—z) = w(z), on pose donc t = cos z,
cos
de sorte que dt = —sinx dx et sin® x dr = (sin*z) sinz dv = —(1 — 12) da.

Le calcul donne alors

L - 2 2
A= dt = —1+£+E—2arctan<§>.

\f1—|— 2 2

3. On a
1 er

(1+em)(I+e®) (1+en)?

Cette expression est de la forme u'/(1 + u)? et admet comme primitive —1/(1 + u).
Donc

/+°° dx S R B 1 1
= |- =—— lim =—.
o (@+er)(1+4e®) L+ev|, 2 aotool4e? 2




4. (x) L’équation homogene associée : y” — 4y’ + 4y = 0. L’équation car-
actéristique associée est : 72 — 4r +4 = 0 dont le discriminant est A = 0 et 2 est sa
solution double. Ce qui implique que la solution générale de I’équation homogene
est :

yn() = Az + p)e*,

avec (A, pu) € R%
(xx) Recherche d’une solution particuliere : on cherche une solution sous la forme
yp(z) = e* x 2% x a avec a € R, car 2 est la solution double de I'équation car-

actéristique . En remplacant dans I’équation (c), on trouve que 2ae* = —e?*. Donc
1

o= ——.

(x % x) Conclusion : la solution générale est

1
y(x) = ()\LL' + ,u)er - §m262xa (>‘7/I’) S R2'

n

5.0na lim w, = lim

[t e = 400 # 0, donc la série Zun diverge.

n>0

Exercice 2 (7,5 points=3+1,5+142). Soit (F,,),>1 la suite de fonctions définies sur

R par

X
bal@) = e

1. Vérifier que (F},),>1 converge simplement et uniformément sur [—1, 1] vers la
fonction nulle 0.

2. Etudier la convergence simple de (F),>; sur [—1,1].
3. Prouver que (F)),>1 ne converge pas uniformément sur [—1, 1].
4. Soit (G)n>1 la suite définie par

In(1 2.2
Go(z) = DI )
2n?
Montrer que (Gy,),>1 converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction nulle

0.

Solution. 1) e F, est définie sur [—1, 1] vérifiant F,(0) = 0, de plus on a F,, est
impaire et pour = €]0, 1]
. i 1
lim F,(r) = lim — =0,
n——400 n——+oo M
ce qui implique que F, =% 0 sur [~1,1].
e Soit n € N*| la fonction F), est dérivable sur [—1,1] et

1 — n?z?

50 = Ty




1
On déduit que F, atteint son maximum sur [0,1] au point — et puisque F;, est
n

impaire,
1 1
sup |F,(z) —0|= sup |F,(z)|=F,(—)=— — 0.
xe[—1,1}| (@) | ze[O,I]‘ (@) (n) 2n n—+o0

Ainsi, F,, converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction F' identiquement nulle
sur [—1,1].
2) Soit n € N, on a pour tout = € [—1, 1]

1 — n2z?
F/ —_
n(m) (1 +TL2132)2
Pour x =0, on a F/(0) = 1.
. / 7 _
Pour x # 0, on a nl_l)filoo F)(z) = nl_l)rfoo n2z2 0.

en conclusion  F! % H sur ot H est la fonction définie sur [—1,1] par

1 si =0

H(“’):{o siz#0

3) la convergence de F! vers H sur [—1, 1] ne peut pas étre uniforme puisque toutes
les fonctions F! sont continues sur [—1, 1] alors que la fonction limite H est discon-
tinue en 0. !

4) On vérifie que pour tout n, G, = F,, sur [—1,1]. Puisque F, est continue sur
[—1,1], G, est de classe C! sur [—1, 1] et d’apres le résultat de la question 1) la suite
F,, converge uniformément vers 0 sur [—1, 1] d’ou I'en déduit que

G500 sur [—1,1].

D’autre part, on a G,(0) = 0 pour tout n, ce qui implique que la suite (G,(0)),, est
convergente.
D’apres le théoreme de dérivation, on déduit que la suite GG,, converge uniformément

sur [—1,1] vers 0 +/ F(t)dt. En conlusion
0

Gn =50 sur [—-1,1].

Exercice 3 (4 points=1+1+141). Soit (f,) une suite de fonctions réelles définies
sur un intervalle I de R, et convergeant simplement sur I vers une fonction f. Que
peut-on dire de f si chaque fonction f,, est :

a) croissante (ou décroissante) sur I7
b) paire (ou impaire) sur I7?
) dérivable sur 7

C

d) convexe (ou concave) sur I7

1La limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue.




Solution. a) Si chaque fonction f,, est croissante sur I, alors
V(z,y) € IPo <y = fule) < fuly).
Par passage a la limite lorsque n tend vers I'infini, on obtient
V(z,y) € I*x <y = f(x) < f(y),
ce qui prouve que f est croissante sur /. Le cas ou chaque f, est décroissante est

similaire.
b) Si chaque fonction f,, est paire sur I, alors

Veel, fi(—x)= f.(x).

En faisant tendre n tend vers l'infini, on obtient f(—z) = f(z) pour tout = € I,
donc f est paire sur I. Le cas d’imparité est similaire.

¢) On ne peut rien conclure

d) Si chaque fonction f,, est convexe sur I, alors

V(z,y) € 2Vt € (0,1, fulte + (1= t)y) < tfalw) + (1 1) faly)-
Par passage a la limite, on déduit que
V(z,y) € 2Vt e (0,1, flto+(1—t)y) <tf(x) +(1—1)f(y),

ce qui exprime bien que f est convexe sur I. Le cas concave est similaire.




