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Préface

L’objectif de ce document pédagogique est de permettre aux étudiants ins-
crits au deuxiéme semestre de la licence d’études fondamentales : Sciences
mathématiques, Informatique et Applications (SMIA) d’aquérir certaines no-
tions de base en Analyse. Le polycopié est répartie en trois chapitres, nous
y présentons différents exercices de degré de difficulté variable, avec des so-
lutions détaillées. Le lecteur y trouvera aussi des exercices supplémentaires
sans corrigeé.

Je tiens a remercier les collegues qui ont bien voulu juger le manuscrit
et m’aider a I'améliorer. Il est possible que cette premiére version comporte
quelques imperfections, je serais reconnaissant a tous ceux qui me ferait part

de leurs remarques et suggestions.




SMIA

Pr. Med Zitane A% 2019-2020



Table des matiéres

(1 Intégrale de Riemann| 1
(1.1 Intégrale des Fonctions en Escalier| . . . . . .. ... ... .. 1
[1.1.1 Espace vectoriel des fonctions en escaler|. . . . . . . . 1
(1.1.2  Construction de lI'intégrale d'une tonction en escalier] . 3

(1.2 Fonctions Intégrables au Sens de Riemann|. . . . . . . .. .. D
(1.2.1 Construction de l'intégrale d'une fonction bornéel . . . 5
(1.2.2 Exemples de fonctions intégrables au sens de Riemann | 8
(1.2.3 Interprétation géométriquel . . . . . . . . . . ... .. 12

(1.3 Propriétés de ['Intégrale de Riemann| . . . . . . ... ... .. 13
(L.3.1 Relation de Chasles . . . . . ... . ... ... .... 13
L.3.2 linéarité . . . . . . . . ... 15
[1.3.3 Intégrale de Riemann et inégalités) . . . . . . . . . .. 17
(1.3.4 Formule de la moyennel . . . . . . . .. ... 21
(L.3.50  Sommes de Riemann| . . .. ... . ... ... .... 23
1.3.6 Notations et extension de fabf(x) def. . .. ... ... 25

(1.4 Intégrale Indéfinie et Primitive] . . . . . . . . . . ... .. .. 26
1.0  Méthode d’Intégration, Recherche Primitivel . . . . . . . . .. 30
[L.5.1 Primitives des fonctions usuellesl . . . . . ... . ... 30
(1.0.2 Intégration par parties] . . ... ... ... ...... 31
(1.5.3 Intégration par changement de variables| . . . . . .. 32
(1.5.4 Intégrale des tonctions rationnelles| . . . . . . . . . .. 33
(1.5.5 Applications| . . . . . . ... ... 36

L6 Exercices . . . . . . . . .. 42
2 Intégrales Généralisées| 45
2.1 Deéfinitions| . . . . . . . ... 45
[2.2  Propriétés des Intégrales Généralisées) . . . . . . . .. .. .. 48
[2.3  Calcul Pratique des Intégrales Généralisées) . . . . . . . . .. 49
2.3.1 Utilisation des Primitives . . . . . . .. .. ... ... 49



TABLE DES MATIERES SMIA

2.3.2 Intégration par Parties] . . . . . ... ... ... ... 50
[2.3.3 Intégration par Changement de Variables| . . . . . . . 50
[2.4 Intégrales Généralisées des Fonctions a Signe Constant| . . . . 51
2.4.1 Critére de la Convergence Majorée| . . . . . . . . . .. ol
2.4.2 Critére de Cauchy| . . . . . . . . ... .. ... .... 02
2.4.3 Critére de Comparaison| . . . . . . . . . . . . .. ... 52
2.4.4 Critéere d’'Equivalence] . . . . . . . ... ... .. ... 54
[2.4.5 Integrales de Rétérence] . . . . . . . . . . ... 54
[2.0 Intégrales Absolument Convergentes| . . . . . . ... ... .. 06
2.6 Exercices . . . . . ... 60
13 Equations Différentielles Linéaires| 63
13.1 Equations Différentielles du Premier Ordre| . . . . . . . . .. 63
B.1.1  Défimtionl . . . . . . ..o 63
13.1.2  Equation & Variables Séparées| . . . . . . . ... ... 63
13.1.3 Equation Linéaire . . . . . . ... ... ... ..... 64
13.1.4 Equations Différentielles Particuliéres| . . . . . . . .. 66

13.2  Equations Différentielles Linéaire du Second Ordre a Coeffi-
| clents Constants | . . . . . .. . .. ... ... 69
321  Défnmition| . . . . . . .. 69
13.2.2  Résolution de 'Equation Homogéne| . . . . . . . . .. 69
13.2.3 Résolution de I'Equation avec Second Membre] . . . . 71
B.3  Exercicesd . . . . ... 76

Pr. Med Zitane VI 2019-2020



Chapitre 1

Intégrale de Riemann

Dans tout ce chapitre, on se placera sur un intervalle compact (¢’est-a-dire
fermé et borné) [a,b] de R, non vide ni réduit & un point (—oco < a < b <
+00).

1.1 Intégrale des Fonctions en Escalier

1.1.1 Espace vectoriel des fonctions en escalier

Définition 1. — On appelle subdivision de Uintervalle [a, ], toute suite
finie et strictement croissante o = {zg, x1, ..., x,} de point de [a, b] telle
que

ro=a<x<..<uz,=0"0.

— Le nombre § = max {z; — x;_1} s’appelle le pas de la subdivision.
<i<n

— Une subdivision est dite uniforme si la distance z; — x;_; est constante
pour tout 1 <17 < n.

@ b
. . N

Ezxemple 1. 1. Soit I = [0, 1]

— 0 ={0, 3,1} est une subdivision de I et son pas § = .

— o1 = {0, %, %, %, 1} est une autre subdivision de I et son pas d; = %
— o, = {0, %, %, %, ...... , 1} est une subdivision uniforme de pas §,, = %

2. Dans le cas général I = [a, b], on peut construire la subdivision uniforme
suivante : o = (zy)o<p<n avec Ty = a+ £ (b—a) Vk € {0,2,...,n} de
pas 0, = b_T“
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Définition 2. Soient ¢ et ¢’ deux subdivisions de [a,b]. On dit que o’ est

plus fine que o si tous les points de o appartiennent a ¢’ et on note o C .
Remarque 2. 1. ¢’ s’obtient & partir de ¢ en lui ajoutant autres points de
intervalle [a, b] et en ordonnant la nouvelle famille de points obtenue.

2. A partir de deux subdivisions ¢ et ¢’, on peut définir une nouvelle
subdivision o U ¢’ qui est la réunion de o et ¢’ en prenant tous les
points apparaissant dans o ou dans ¢’ puis en les rangeant dans un
ordre strictement croissant.

Ezemple 3. Dans le cas I = [0, 1], on a ¢/ = {0, %, %, %, 1} est une subdivision
plus fine que o = {0, %, 1}.

Définition 3. Une fonction f : [a,b] — R est dite en escalier, sil existe une

subdivision o = {xg, 1, ..., x, } de [a, b] et des réels \i, Ao, ..., A, tels que
Vi € {1,2,...,n}, VZEE]Z‘i_l,Qﬁ'i[, f(.%') = \.

On dit alors que o est une subdivision adaptée a f.

Remarque 4. 1. Il n’y a pas de conditions portant sur les valeurs que prend
la fonction f aux différents points (z;)o<i<n.

2. Si o est une subdivision associée a f alors toute subdivision ¢’ plus fine

que o est également adaptée a f.

Ezemple 5. La fonction f définie par f(x) = E(x) (partie entiére de x), est
une fonction en escalier sur tout intervalle compact de R.

Notation : On note £([a, b] ; R) 'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b]
a valeurs dans R.
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Propriété 1. — Si f € &E([a,b];R) et g € E([a,b];R) alors f + g €
E(la, b ; R).
— Si fe&([a,b];R) et a € Ralors a.f € £([a,b]; R).

(1
— Si f € E([a, b];R) alors |f| € E([a, b] ; R)

1.1.2 Construction de ’'intégrale d’une fonction en escalier

Théoréme 6. Soient f € £([a,b];R) et (a;)o<i<n une subdivision de |a, b]
adaptée a f. on note \; la valeur de f sur l'intervalle |a;_q,a;[ (1 < i <

n). Alors le nombre réel Z Ai (a; — a;—1) ne dépend pas de la subdivision
i=1
adaptée a f considérée. On I'appelle I'intégrale de f sur [a, ] et on le note :

/f da:_Z)\ — a1}

Démonstration : Notons ¢ la subdivision (a;)o<ij<, €t posons

Z)\ — Q- 1

Soit ¢’ la subdivision de [a,b] obtenue en ajoutant un seul élément ¢ a o,
distinct des éléments de o. Il existe un entier j € {1,...,n} tel que ¢ €
laj_1,a;[. La fonction f est constante et égale a \; sur Ja;_1,a;[ donc sur
laj_1,c[ et sur Jc, a;[. La subdivision o’ est donc adaptée & f et on a

Ajaj —aj1) = Aj(c—ai1) + A5 (a5 — ).

On en déduit que I(f, o) = I(f, o).
Il en résulte par récurrence sur le nombre fini d’éléments de [a, b] & adjoindre
a o, que I(f,o)=1(f 0')si o estplus fine que o.
Enfin, si o et ¢’ sont deux subdivisions quelconques adaptées a la fonction
f, les deux nombres réels I(f, o) et I(f,0') sont I'un et autre égaux a
I(f,oud).
Remarque 7. — fab f (z) dz ne dépend pas de la valeur de f aux points de
la subdivision.
— fab f (x) dx ne dépend pas de la subdivision adaptée a f.

— Modifier la valeur de f en un nombre fini de points ne modifie pas la

valeur de fab f(z)dx
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— Si f et g sont deux fonctions en escalier égales sur [a, b] (sauf peut étre
en un nombre fini de points,) alors [, f (z) = [, g ()
— L’intégrale d’une fonction en escalier positive est positive.

Ezemple 8. 1. Si f(z) =0 Vz € [a,b] (sauf en un nombre fini de points),
b
alorsf f (x)dx = 0.

2. 51 f(z) = Vz € [a,b] (sauf en un nombre fini de points), alors
Jo f (@) da = b —a.
3. Si f:[323] — R définie par f(z) = E (), alors f; f(x)dx =

Lemme 1. Muni des lois usuelles, I'ensemble &([a,b];R) est un R—sous-
espace vectoriel de l'espace des fonctions de [a,b] dans R, et l'application

[ fabf (x) dz de E([a,b];R) dans R est linéaire.

Démonstration : Soient «, [ deux scalaires et f,g deux éléments de
E([a,b];R). Soient o et ¢’ deux subdivisions de [a,b] adaptées respective-
ment & f et & g. Alors, la subdivision o U ¢’ est adaptée a la fois a f et a g,
et af 4+ g est constante sur chaque intervalle ouvert de o Uo’, donc af + g
est en escalier sur [a, b].

En calculant l'intégrale de a.f + B¢ au moyen de o U ¢/, on obtient aussitot

/abaf(x)Jrﬁg(x) dx:oz/abf(x) dx+5/abg(x) dr

On munit &([a, b] ; R) de la norme uniforme ||.|| définie par

I flloc == sup [f(z)]

z€[a,b]
oll le sup est nécessairement fini car f ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

Proposition 1. 1. La forme linéaire £([a,b];R) — R; f — f;f(x) dx

est continue.

2. Sif,gEE([a,b];]R),alorsfgg:>fbf da:<fbg

3.51 f € &([a,b];R), alors |f| € &([a,b];R) et ‘f f(x dx‘
J; 1£(@)] da.

Démonstration : 1) Pour f € £([a,b];R) on a

y/fuvwwsw—aMﬂu
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ce qui montre que la forme linéaire considérée est continue en 0, donc continue
en tout point de £([a, b] ;R).

2) Par Linéarité, il suffit de montrer que fab(g(x) — f(z)) dz > 0, ce qui
découle immédiatement du dernier point de la remarque (7).

3) Soit o = (a;)o<i<n une subdivision de [a, b] adaptée a f telle que f soit
constante et égale a \; sur chaque intervalle Ja;_1,a;] (1 <i<n). Alors o
est également adapté a |f| et on a

Z /\i(ai - aifl)
i=1

n
< Z |Aila; — ai—1],
i=1

d’ou le resultat annoncé.

Proposition 2. Soient f : [a,b] — R une fonction en escalier et ¢ un élé-
ment de |a,b|. Alors la restriction de f a [a,c| (resp. [c,b]) est une fonction
en escalier sur |a,c| (resp. [c,b]) et on a

/abf(x) dx:/acf(:c) d:c—l—/cbf(a:) dx.

Démonstration : Il suffit de considérer une subdivision adaptée & f conte-

nant c.

1.2 Fonctions Intégrables au Sens de Riemann

Nous allons étendre la notion d’intégrale & une classe beaucoup plus gé-
nérale que celle des fonctions en escalier ; et cette extension sera guidée par
le souci de conserver, pour ces nouvelles fonctions, les propriétés acquises au
paragraphe précédent pour 'intégrale des fonctions en escalier.

1.2.1 Construction de l'intégrale d’une fonction bornée

Définition 4. Une fonction f : [a,b] — R est dite intégrable au sens de
Riemann sur [a,b] si, Ve > 0; 3, ¢ € E([a,b];R) telles que ¢ < f < 9 et
J, @ —¢)dv <e.
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— y=Jix)

b x
Appraximarion d'une foneticn conrine par des
fancticms en esealier

Remarque 9. De cette définition il résulte que toute fonction intégrable au
sens de Riemann sur [a, b] est nécessairemnt bornée sur ce segment puisque
les fonctions en escalier sont elles-mémes bornées.
FEzercice 10. Montrer qu’une fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de
Riemann sur [a, b] ssi, Ve > 0;3p, u € E([a, b] ; R) telles que | f(x) —p(x)]| <
w(z) et ff w(z) dr <e.

Rappel : Une fonction f : [a,b] — R est dite bornée, §il existe deux reéls
m et M tels que m < f (z) < M Vx € [a,b].

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée quelconque, posons :

£ (f) = {zp e E(la,b5R) [ > f}
E—U%={¢6ﬂhﬂﬂ@/¢§f}
U(f) = {/abwa:)d:c Jve 5+(f)}

L(f) = {/abao(x)dx / ¢€5—(f)}

I (f)=supL(f) et Z7(f)=inflU(f)
Quels que soient u € L(f) et v € U(f), on a évidemment u < v. D’autre
part, les ensembles £, (f) et £_(f) sont tous deux non vides si et seulement
si la fonction f est bornée. Dans ce cas, 'ensemble £ (f) est majoré par tout
élément de U (f) et posséde donc une borne supérieure finie, que nous notons
Z~ (f); de méme l'ensemble U (f) est minoré par tout élément de L (f) et

posséde donc une borne inférieure finie, que nous notons Z* (f). Pour tout
uwe L(f)etvel(f),on aalors

w<I (f)<T'(f)<v

Pr. Med Zitane 6 2019-2020
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Soit € > 0 arbitrairement donné. Si f est intégrable, il existe des éléments

u::/gb(x)d:ceﬁ(f) et v:z/w(x)dsceu(f)

vérifiant v — u < £; on a donc U'égalité Z= (f) =Z* (f).
Réciproquement, sion a Z~ (f) = Z7 (f), les propriétés des bornes supérieure

et inférieure entrainent l'existence d’un élément u € L (f) et d'un élément
v € U (f) vérifiant

u>I_(f)—% et U<I+(f)+§,

d’ott v—u < €, ce qui prouve que f est intégrable. On a donc établi le résultat

suivant.

Théoréme 11. Une fonction bornée f : [a,b] — R est Riemann- intégrable
ssi I~ (f) =T (£) .

Notation : L’intégrale de Riemann de f sur [a, b] est le nombre réel Z~ (f) =
Z*(f), on le note fabf (x) d.

¥
— y=flx)

Remarque 12. Toute fonction en escalier sur [a,b] est Riemann intégrable.
En effet, si f est en escalier, les ensembles £, (f) et £_(f) ont en commun
I’élément f. On a alors

b
T ()= ()= [ fads
Proposition 3. Si f est une fonction positive et intégrable sur l'intervalle

[a, b], son intégrale est positive (éventuellement nulle).

Démonstration : Puisque f est positive sur [a, b], la fonction nulle appar-
tient & l'ensemble E_(f), donc 0 € L(f), et on a

T(f) == sup L(f) = 0

d’ou le résultat annoncé.
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FEzercice 13. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée.

1. Montrer que f est Riemann-intégrable sur [a, b] si et seulement si pour
tout n € N* il existe ¥, ¢, € E([a, b] ;R) telles que

b
On < f <t et /(wn—abn)dm%-

b b b
2. Montrer que/ f(x)dx = lim Y (r)dr = lim / On () dz.

n—-+o00 a n—-+o0

1.2.2 Exemples de fonctions intégrables au sens de Riemann

Fonction monotone :

Proposition 4. Toute fonction f monotone sur un intervalle compact [a, b]
est intégrable.

Démonstration : Supposons f croissante et considérons une subdivision
de [a,b] de la forme (a,a + h,a + 2h,...,a + nh), U'entier n € N* étant
quelconque, et le nombre réel A défini par a + nh = b, c’est-a-dire h = @
Nous définissons deux fonctions ¢, en escalier sur [a,b] en posant, pour

tout x appartenant a [a + kh,a + (k+ 1)h[(k=10,1,...,n—1):

¢(x) = fla+kh),(z) = fla+ (k+1)h) et o(b) =1(b) = f(b).
On a alors ¢(x) < f(x) < ¢(x) pour tout =z € [a,b], et

b n—1 b n—1
/ o(x) (z) de = hZf(a-l—k:h); / Y(z) (z) doe = hZf(a—i—(k—i—l)h,
@ k=0 @ k=0
d’ou
b (- a)
[ le) = o) @) do = hifa+nh) = fla)] = T (0) - f(@)

et pour chaque € > 0 donné, on peut choisir n assez grand de maniére a avoir

O Dife) - )] <=

n

d’ou le résultat désiré.
Fonction continue :

Rappel : Une fonction f : I — R est dite uniformément continue sur I,
siVe>0,In>0; Ve, o' €l |z —2|<n=|f(zx)— f(2)] <e.
Théoréme de Heine : f est continue sur un compact [a, b] si, et seulement,

si, f est uniformément continue sur [a, b] .
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Proposition 5. Toute fonction f continue sur un intervalle compact [a, 0]
est intégrable.

Démonstration : Soit f continue sur le compact [a, b] , d’aprés le théoréeme
de Heine la fonction f est uniformément continue sur cet intervalle. Quel
que soit le nombre € > 0 il existe donc un nombre 1 > 0 tel que, pour tous
x,y € [a,b] vérifiant |x —y| <n, on ait |f(x) — f (y)] <e.

Considérons alors une subdivision (ag = a,aq,...,a, = b) de [a,b], de pas
inférieur 7. On obtient deux fonctions ¢ et 1) en escalier sur [a, b] en posant

¢(ai) = (ai) = flai) et o(x) = fla;) —& P(x) = fla) +e.

pour tout x €la;—1,a;[ (i =1,...,n —1). Or la subdivision (a;)o<;<, a 6té
choisie de maniére que l'on ait |f (z) — f (a;)] < € pour tout x élément de
[a;—1,a;]. On a donc, pour tout z € |[a, b]

¢(r) < fz) < 9(z)
et ) )
/ [Y(z) — ¢(x)] (z) do = / 2¢ dx = 2¢(b—a).

Le nombre € étant arbitraire, on conclut que la fonction f est intégrable sur
a, b].
Fonction réglée :

Définition 5. Une fonction f : [a,b] — R est dite réglée si, quel que soit
e > 0, il existe une fonction en escalier ¢ sur [a, b] vérifiant :

Vo € [a,b], |f(£L’) o ¢($)| <e

En donnant & € une suite de valeurs tendant vers zéro, on voit immédiatement

que cette définition équivaut a la suivante.

Définition 6. Une fonction f : [a,b] — R est dite réglée s’il existe une suite
de fonctions en escalier de [a,b] dans R, convergeant uniformément vers f
sur [a, b].

Remarque 14. 1) On dispose d’une caractérisation trés utile des fonctions
réglées : pour qu'une fonction f : [a,b] — R soit réglée, il faut et il suffit que
f admette une limite & droite en tout point de [a, b[ et une limite & gauche
en tout point de |a, b].

2) Une fonction réglée admet un ensemble au plus dénombrable de points de

discontinuité.
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Théoréme 15. Toute fonction réglée sur un intervalle compact [a,b] est

intégrable.

Démonstration : f est limite uniforme sur [a, b] d’une suite (,) de fonc-
tions en escalier. Soient £ > 0 et ng € N tels que pour tout x € [a, b] et tout

n > ng on ait
€
|f(z) = en(z)] < m-

Notons u la fonction égale & g7 sur [a,b], et posons ¢ = ¢n, + u et

20—
¢ = pn, — u. Les fonctions ¢ et ¢ sont en escalier sur [a, b] et vérifient

b<f<t e /[¢<x>_¢<x>]<x> dr = ¢

On en conclut que f est intégrable sur [a, b].
Fonction continue par morceaux :

Définition 7. Une fonction f : [a,b] — R est dite continue par morceaux
sur [a, b] §'il existe une subdivision (ag = a, ay, ..., a, = b) de [a, b] , telle que,
pour tout ¢ € {0,1...,n— 1}, f est continue sur ]a;, a;+1] et admet une limite
finie & droite au point a;, et une limite finie & gauche au point a; .

s ! ;

. t
xD J‘-I Xl: -1 xn X

Fonction continue par moreeauy sur un
Segment.

Exercice 16. Montrer que toute fonction continue par morceaux est réglée.

Corollaire 1. Toute fonction continue par morceaux sur un intervalle com-

pact [a, b] est intégrable.

Fonction localement intégrable :

Pr. Med Zitane 10 2019-2020
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Définition 8. Une fonction f : I — R est dite localement intégrable sur 1
si f est intégrable sur tout segment inclus dans 1.

Exemple 17. Toute fonction continue sur I est localement intégrable ; toute
fonction monotone sur I est localement intégrable.

Le résultat qui suit est d’une grande utilité en pratique.

Proposition 6. Soit f : [a,b] — R une fonction localement intégrable sur
la, b] et bornée sur [a, b]. Alors f est intégrable sur [a, b].

Démonstration : Soit M > 0 tel que |f(z)] < M pour tout = € [a,b].

Soit € > 0 un réel suffisamment petit pour que € < @ On sait que f est

intégrable sur [a + ¢,b — €], donc il existe deux fonctions en escalier ¢ et
sur [a + ¢,b — ¢ telles que

b—e
Ve €la+e,b—c¢|, |f(z)—p@)|<pulx) et / p(x) de <e.

+€

Considérons alors les fonctions définies sur [a, b] par

_Jo siz € [a,a+¢€]Ulb—¢,b],
viz) {gp(x) six €lat+eb—el,

et
{M six € la,a+¢e]Ulb—e,b],

p(z) sixelateb—el

Les fonctions 1 et i sont en escalier et vérifient |f — | < n sur [a,b]. De

b a+te b—e b
/ n(x) d:z::/ de+/ p(x) dr + M dx

+e b—e
< Me+e+ Me=(2M + 1)e.

plus,

Ceci prouve que f est intégrable sur [a, b].

Corollaire 2. Si f : [a,b] — R est une fonction bornée sur [a, b] et continue
sur lintervalle ouvert ]a, b[, alors f est intégrable sur [a, b].

Remarque 18. Si f est une fonction bornée sur [a, b] et continue sauf en un
nombre fini de points de [a, b] alors f est intégrable sur [a,b]. En particulier,
si f est continue sur [a, b] alors f est intégrable sur |a,b].

11
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Exemple : Fonction intégrable non réglée : La fonction f définie sur
[—1,1] par

B cos(1) siz #0,
flo)= {0 stz = 0.

n’est pas réglée puisque les limites a droite et & gauche de zéro n’existent pas
mais elle est intégrable car elle est bornée et admet I'origine pour seul point
de discontinuité.

Exemple : Fonction non intégrable : La fonction f définie sur [a, b] par

fle) = 1 sixe@.

{0 six ¢ Q,

Désignons par (¢, ) un couple quelconque de fonctions en escalier sur [a, b],
vérifiant ¢(z) < f(x) < ¥ (x) pour tout x € [a, b]; et soit o une subdivision
de [a,b] adaptée a la fois & ¢ et & 1. Chaque intervalle de o contient a son
intérieur des valeurs rationnelles et des valeurs irrationnelles. A l'intérieur de
tout intervalle de o on a donc ¢(z) < 0 et ¥(x) > 1, d'ou

/ [(x) — $(x)] dz > b —a.

La fonction f n’est donc pas intégrable.

1.2.3 Interprétation géométrique

Soit f une fonction intégrable sur un intervalle [a;b] et C sa courbe repré-
sentative dans un repére (O; ;,j)
La mesure de l'aire en unité d’aire de la partie hachurée du plan délimitée

par I’axe des abscisses, les droites d’équations x = a et x = b et la courbe C

b
est l'intégrale de a a b de la fonction |f|. On note / |f(t)] dt cette aire.
a
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Ezxercice 19. Calculer laire de la surface délimitée par la parabole z — 22,
pour z € [—1,1].
1.3 Propriétés de 'Intégrale de Riemann

1.3.1 Relation de Chasles

Proposition 7. Soit f une fonction intégrable sur [a,b] et ¢ est un point
dans ]a, b[, alors f est intégrable sur [a, c] et sur [b, c], et on a

/f dx—/f dx+/f

Démonstration : Notons :

i) = { [(owar (ol i® o< s o}
et

o) =i { [ o slo B, vz oo}

Posons également : f1 = fi,.q et fo = fiico-
Soient ¢, 9 € E([a,b] ,R) telles que ¢ < f <1 sur [a, b]; et soient

P11 Pllac) V1 1= Plad, P2 7= Plles)s Y2 7= Pjlep)

D’apres la proposition ([2)), on a

/ab¢(a:) dx = /ac¢1(x) dx+/cb¢2(x) A
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De plus, .
/M@MST%MAHIWMMD

En passant au sup sur ¢, on obtient
Z7(f,[a,0) <Z7(f1.la,c]) + T (f2, [c, B]).

De méme, on obtient

I+<f7 [CL, b]) < I+(f17 [CL7 C]) +I+(f27 [C7 b])
Mais f étant intégrable sur [a,b], on a
b
[ #la) de = (.l b) = T (1.0 1),

donc,
b

I%(fr.la.c]) + 7 (fau [c,0]) < | f(x) da
S I_(fb [CL?CD +I—(f27 [Ca b])?

et comme

I_(fl,[a,c])§I+(f1,[a,c]) et I_(f27[cvb] §I+(f27[cab])7

alors

I_(fh[avc]):I+(f17[aac]) et I_(f%[cab]:I+(f27[c7b])'

Donc fi est intégrable sur [a, c] et fo est intégrable sur [c, b]. De plus

/f d:z:—/fl da:+/f2

Ceci achéve la démonstration de la proposition.

2
Ezercice Corrigé 20. Calculer / it — 1] dt.
-2

Solution : En utilisant la relation de Chasles, on a

2 1 2
/\t—l\dt:/ |t—1|dt+/ it — 1] dt
-2 -2 1
1 2
:/ (1—t)dt+/(t—1)dt
-2 1
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1.3.2 Linéarité

Proposition 8. Soient f, g deux fonctions intégrables sur un méme compact
[a, b] et «v, 6 deux réels. Alors, la fonction af + Sg est intégrabe sur [a, b] et

on a

/ab(ozf(:c) + Bg(x)) dz = oz/abf(x) daz+5/abg(g;) do

Démonstration : Soit ¢ > 0. Puisque f et g sont intégrables sur [a, b], il
existe ¢1, @9, 11, 1o dans E([a, b] , R) telles que

¢1§f§¢1 ) ¢2S9§¢2,
et

[ -awiise o [lne- o) d<e

Or ¢1 + ¢ et 11 + 1y sont des fonctions en escalier sur [a, b] et vérifient :
o1+ 02 < f+ g < Y + 19 ainsi que

b
/ (W + ) () — (61 + 6) (@)] der < 2,

donc f + g est intégrable sur [a, b].
D’apres le lemme (1)), on a

[0+ s ae = [(1) e+ [ )
d’on ,
[ )+ o)) do <779 + T ()
Or ¢1 + 9 < f + g, et en passant au sup sur ¢ := ¢; + @9, il vient
I (f+9) <ZT°(f)+Z (9)
De méme, on obtient
T(f+9) 2T (f) +T7(g)-

Comme f et g sont intégrables sur [a,b], on a

fmzfmzfﬂ@wetr@zf@zfmww
et de plus

Tvos [ s [

15
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b b
THf +g) > / f(x) d + / g(x) d.

Comme f + g est intégrable sur [a, b], on a

et

b
T (f+9) =T (f +g) = / f(x) + g()] d.

et en reportant dans ce qui précéde on déduit que

/ab[f(x) +g(z)] do = /abf(x) dr + /abg(x) A

Montrons maintenat que, pour tout A\ € R*, la fonction Af est intégrable

b
sur [a, b et/ A (x )dx:)\/ f(x) dz.
Soit & > 0. 1 existe ¢, dans E([a, b] ,R) telles que

p<f<v o /w | de < e.
Puisque Ap < A\ f < A\ et
b b
[ i) =36l de =2 [ (@) - 6(o)] de < 2

Alors \f est intégrable sur [a, b]. D’autre part, on a

b b
/ A§(x) dz = A / o(z) dz < AT (f).

en passant au sup sur A\¢, il vient : Z=(Af) < AZ7(f). En procédant de
méme avec 1, on obtient : ZT(Af) > A\ZT(f). Donc,

b b
)\ER+,/ Af(x) d:z:z)\/ f(z) dx

Supposons & présent que A € R, et posons 4 = —A. On alors u > 0, et
d’aprés ce qui précede, pf est intégrable sur [a, 0] et

b b
)\ER+,/ pf(x) dx:,u/ f(z) dx

Or si g est intégrable, alors —g l'est aussi. En effet, si ¢ et 1 sont des fonctions
en escalier sur [a, b] vérifiant

b<g<i et /[w<x>—¢<xwxs€,
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alors —¢ < —g < —¢ et

/ (~6)(x) — (—4)(2)] da < Ae.

d’ou 'intégrabilité de —g. D’autre part,

b b b
0= / 9(2) + (—g(a))] dx = / g(z) de + / (—g(x) du,

b —g(z) doe = — bg(x) dx.
/ /

En appliquant cela & g = uf, on obtient le résultat désiré.

d’ou

1.3.3 Intégrale de Riemann et inégalités

Proposition 9. (Croissance)
Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b], telles que f(z) < g(x)
pour tout = € [a, b]. Alors on a

/abf(a:)dx < /abg(as)dx. (1.3.1)

Démonstration : Il suffit d’appliquer la proposition (3] a la fonction inté-
grale positive g — f.

Remarque 21. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, ], et si leurs
valeurs ne différent qu’en un nombre fini de points de [a, b], alors leurs inté-
grales sont égales; en effet, leur différence est une fonction en escalier nulle
sauf en un nombre fini de points, son intégrale est donc nulle.

Cette remarque montre que l'inégalité ((1.3.1)) peut se réduire a une égalité
sans que l'on ait f = g. Le théoréme fondamental suivant montre cependant
que ce n’est pas possible si f et g sont continues.

Théoréme 22. L’intégrale d'une fonction f positive et continue sur [a, b] ne
peut étre nulle que si cette fonction est partout nulle.

Démonstration : Si f n’est pas la fonction nulle, il existe un point xg
de [a, b] tel que f(xg) > 0. Par continuité de f, il existe des réels h > 0 et
a > 0 tels que [xg — h, xy + h] soit inclus dans [a,b] et f(z) > « pour tout

17
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xr € [xg — h,zo + h]. Considérons alors la fonction en escalier ¢ sur [a, b]
donnée par

a six € [rg—h,xo+ hl,
p(r) = '
0 sinon.
On a évidemment f > ¢ sur [a,b], d’ou
b b
/ f(x) dﬂ?Z/ () de > 2ha > 0.

D’ou le théoréme.

Corollaire 3. Soit f une fonction continue et positive sur [a, b].

b
1. Si / f(t) dt =0, alors f(t) = 0 pour tout ¢ € [a, b].
’ b
2. Si f n’est pas la fonction nulle sur [a, b, alors / f(t) dt > 0.

Proposition 10. Soit f une fonction intégrable sur [a, b]. Alors la fonction
x +— | f(z)] est intégrable sur [a, b] et on a

‘/abf(:z:) dz

Démonstration : on a [f| = fT+ f~ ou f* et f~ sont des fonctions

positives définies sur [a, b| par
o @ sif@zo o s 20,
) {0 irm<o " T IT w ssw<o

Il suffit donc de montrer que f~ et f* sont intégrables sur [a, b]. Soit & > 0.

< [Vl a.

La fonction f étant intégrable sur [a, b], on peut trouver ¢, 1 dans £([a, b] , R)
telles que

b
6<r<v et [ ) - o) dr <=
En prenant ¢~ ¢, ¢", " qui sont des éléments de £([a, ], R), on a
¢" < fT ST et ¢t < fT <Y,

alnsi que

[ @-s@aze o[- d<e
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On a alors
b b
[l = ol do = [ @) - v () - 16 (@) — 6 (@) da
b b
— [ W@ -e@Ndet [167@) - v @) de
et la démonstration se termine comme pour le cas des fonctions en escalier.

Corollaire 4. Soit f une fonction intégrable sur [a, b] telle que pour tout
z € [a,b], |f(x)] < M on M € R*. On a alors

/abf(ac) dx

Proposition 11. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b], leur

< M(b—a).

produit fg est intégrable sur [a, b].

Démonstration : Supposons d’abord f et g positives sur [a, b]. Soit € > 0
donné, il existe ¢1, @2, U, 19 dans E([a, b] , R) telles que

b
O<o<f<ti<M e /[wl(x)—(bl(x)]dxg
alnsi que
b
0<a<g<ih<M e /[wxx)—@(m)}dmge

ot M est un majorant commun & f et g. On a alors

0 < o192 < fg < 1t

avec ¢1¢9 et 111y sont en escalier sur [a, b] et vérifient :

/ab[wl(x)%(x) — d1(2)¢a(2)] do = /ab [Wl(x) — ¢1(x)]tha() + [Y2(2) — ¢2($)]¢1($)] ‘
= / ' [[wl(x) - @(w)]] +M [[wg(x) — @(@]] dz

<t [ [ - i) do+ [ fise) - o]
< 2Me.

On a donc établi la proposition dans le cas o f et g sont positives. Si f et g
sont quelconques alors, en écrivant f = f™ — f~ et g = g* — ¢, on obtient

fo=ft9"—fag —fg+fyg.
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Comme f et g sont intégrables sur [a,b], f*,f7,¢7, g~ le sont aussi, et
d’apres le cas étudié précédemment, les fonctions fTg™, f~g™, fTg et f7g~
sont intégrables. Comme toute somme de fonctions intégrables est intégrable,
on conclut que fg est intégrable sur [a, b].

Proposition 12. (Inégalité de Schwarz)
Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b]. Alors

[ st 2 ¢/ (m¢/

Démonstration : Pour tout réel A, de (Af + g)? = N\2f2 4+ 2\fg + ¢ on
déduit

/ab(>\f(:lt)+g(:lc))2 de = \? /ab(f( d:r:+2)\/ f(z dSL’Jr/ab(g( )2 da.

Soit P : A\ — / (Af + g). C’est une fonction polynéme qui ne prend que

des valeurs posigives.
le polynome réel P est de degré 2. Puisqu’il ne prend que des valeurs positives,
son discriminent (réduit) est négatif ou nul :

- ([ st d:c)2 ([ a) ([ ar) <o

d’ou I'inégalité désirée.
Corollaire 5. (Inégalité de Minkowski)
Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b]. Alors

\// ) - ol da:<\// :13 dw+\//ab(g(:c)2

Preuve : En utilisant I’ megahte de Schwarz, on obtient

/ab(f(a:)+g(a:)>2dx—/b( a:) dx+2/f d:t:—l—/b<g(x)>2da: |
s/ab( f(x) dx+2\// f(2) da:\// dx+/ab<g(x)> d:
< (/[ (@) e[ (o) )’

ce qui n’est autre que l'inégalité de Minkowski.
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W = Vr
1

déduire la nature de la suite <Z — )
\/E> n>1

FEzercice 23. 1. Justifier que (Vk > 1), En

k=1
2. Montrer par intégration successives que : Vi > 0,t — % <sint <t, et
, % sint — t
calculer lim :
x—07T t3

X

! cos(xt) arctan(t)

dt = 0.

3. Montrer que lim 5
z—+00 J xe +t

1.3.4 Formule de la moyenne

Théoréme 24. (Inégalité de la Moyenne)
Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b]. Si g est positive sur [a, b]
et si m < f < M pour tout x € [a, b], alors

/ ) du </ ) ol < M/ (13.2)

Démonstration : Onam < f < M et g > 0 donc mg < fg < Mg, par
linéarité et croissance de 'intégrale, on obtient ([1.3.2]).

Théoréme 25. (Premiére Formule de la Moyenne)
Soit f une fonction continue sur [a,b]. Si g est positive sur [a,b], alors il
existe ¢ € [a, b] tel que

/ f(x)g(x) doe = f(c)/ g(x) dx. (1.3.3)

Démonstration : Supposons que f est continue sur [a, b].
b

b
* Si / g(z) dr = 0, les inégalités (|1.3.2]) donnent / f(z) de = 0, et
l’égalit% (1.3.3)) est alors vraie pour tout ¢ € [a, b]. ’
b

x Si / g(x) dx # 0, alors

(/abf(x)g(x) dm) (/abg(:c) dx) - € [m, M,

et comme f est continue sur [a,b], le théoréme des valeurs intermédiaires
assure l'existence d’un point ¢ € [a, b] tel que ([1.3.3)) soit satisfaite.
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Remarque 26. La formule de la moyenne est vraie si g est de signe constant
sur [a, b, on utilise fg = (—f)(—g) pour se ramener au cas d'une fonction
positive.

En appliquant le théoréme précédent a la fonction g constante égale a 1 sur
la, b], on obtient aussitot :

Corollaire 6. Soit f une fonction intégrable sur [a,b] et sionam < f < M
pour tout = € [a, b], alors

bia/bf(t)dtgl\/[.

m <

Corollaire 7. Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors, il existe ¢ € [a, b

tel que

b
[ 0 dt =5

Définition 9. On appelle valeur moyenne de f sur [a,b] le nombre réel pi;
défini par

b
wy == | $@) de

1
Ezercice Corrigé 27. On admet que la fonction f : £ — ——— est

et +e %

décroissante sur [0, +oo[. Pour tout entier naturel n, on pose

I, = /n+1 f(z) dx

Prouver que pour entier naturel n, f(n 4+ 1) < I, < f(n), puis en déduire
que la suite (I,,) est convergente.

Solution : Soit n un entier naturel. Puisque f est décroissant sur [0, +oo,
elle est sur [n,n + 1]. Ainsi, pour tout réel t € [n,n + 1], on a

fin+1) < ft) < f(n).

D’aprés l'inégalité de la moyenne, on a alors

Fn D+ 1-n) < / Fa) de < f(m)(n+1—n).

soit

fasn < [ " ) do < fin)
22
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Constatons enfin que

lim f(n+1)= lim f(n)= lim f(x)=0,

n—-+00 n—-+0oo T—>+00
Par le théoréme d’encadrement, on déduit que la suite (I,,) est convergente,

et que sa limite vaut 0.

3a
cost
Ezxercice Corrigé 28. :Calculer la limite de / 5 dt lorsque a tend vers

0.

1
Solution : Pour a # 0, n est de signe constant sur [a,3a]. La premiére

formule de la moyenne nous montre lexistence de ¢ € [a,3a] tel que

3¢ cost 3a ¢
—— dt = cosc —
a t a t

3a 3a
dt cost

En notant que / - = In|3a] — In|a] = In3, il vient / — dt =

a a
(In3)cosc, avec cosc € [cos(3a), cosal et lir% cosa = hn% cos(3a) = 1, on

a— a—
3a

cost

obtient lim —— dt =In 3.
a—=0 J, t
< dt

Exercice 29. Montrer que lim — =1In2.

a=1 f, Int

1.3.5 Sommes de Riemann

Définition 10. Soit f une fonction bornée sur un intervalle [a,b] et soit
0 = (a;)o<i<n une subdivision de [a,b] et £ = {&,...,&,} tels que, pour tout
ie{l,...,n}, & € |ai_1,a;]. On appelle somme de Riemann de f relative a
(0,€), le nombre S(f,0,&) défini par

n

S(f7 g, f) = Z(al o al—l)f(fl)

1=1

y (C)

Oy L 3 X X - X h
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Remarque 30. Lorsque f est une fonction en escalier sur [a, b] et que o est
une subdivision de [a, b] adaptée & f on a exactement, avec & €]a;_1,a;| :

:/abf(:z:) dx

Théoréme 31. Soit f une fonction continue sur [a, b]. Soient 0 = (a;)o<i<n
une subdivision de [a,b] et (& )o<i<, une famille de points tels que & €
[a;_1, a;] pour tout i € {1, ...,n}. Alors

}33% ( — a4 1)f(&) = /f (1.3.4)

ol h désigne le pas de la subdivision ¢. En particulier,

/ f( (1.3.5)

Démonstration : Puisque f est continue sur le compact [a,b], elle y est

) b—a
lim
n——+o0o n

uniformément continue d’aprés le théoréme de Heine, donc, pour tout € > 0,
il existe un réel n > 0 tel que :
£

v(g;,y)e[a,b]Q, lr—yl<n = |f($>_f(y)|<b_a

On suppose que le pas h de la subdivision est tel que 0 < A < n. On a alors

a; — a;_1 < n pour tout i € {1,...,n}. D’ou

Vo € lainal, o -Gl Sai—ai<n = [f(2) = &) <=

On a alors

|/ fla) de =" ( —a;-1)f(&)

ce qui établit (|1.3.4]).

La limite (]1.3.5]) s’obtient en prenant dans (1.3.4) a; = a+k et £ = a;.
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Remarque 32. Le théoréme ci-dessus est encore vrai si on remplace f conti-
nue sur [a, b] par f continue par morceaux sur [a,b]. En pratique, il permet
notamment le calcul de la limite de certaines suites.

Ezxercice Corrigé 33. Montrer que la fonction définie sur R par f(x) = x

est intégrables sur tout intervalle fermé borné de R puis calculer 'intégrale

/01 f(z) dz.

Solution : En utilisant les sommes de Riemann, on sait que / f(x) dz
0

n—1

1 k
t la limit d ) de S, E Or Sy =—) — =
est la limite quand (n — +o0) de f r nzn

1
1 1 n(n—1)
By k=gt

k=0
Alors/ f(x) dr = lim S, —1

n—~+00 2

Ezercice Corrigé 34. Calculer la limite de la suite S5,
VI+V2+. . +n

Solution : On a S, = Z n\/_ Z \/7 Zf ,oi f est la

k=1
fonction définie et continue sur [1, 0] par

En prenant a = 0 et b = 1, on obtient lim 5, —/ f(x d:p—/ Vrdr =

n—-+00
2
3
Exercice 35. Calculer la limite des suites de terme géneral suivant :
n n
1 1 —k P+254 ... +n
u”:nzn2+k27 U":ﬁzken’ Wn = A 7
k=1 k=1
n—1 1 n—1 2n—1
kE o\ " 1 1
n — ]- - 9 n— o kQ - k, n —
! (H( +n)> I e - 22k+1
k=0 k=0 k=n

1.3.6 Notations et extension de fabf(x) dx

Dans tout ce qui préceéde nous avons défini l'intégrale de f sur [a, b] pour
tout couple (a, b) de nombres réels vérifiant a < b. En fait, on peut s’affranchir
de cette condition sur (a,b) en adoptant la définition suivante.
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Définition 11. Si a > b et si f est une fonction intégrable sur [b, a], on pose

/abf(x) dx:—/baf(:c) dx
[ #a) do =

Ces conventions permettent d’obtenir une version plus générale de la relation
de Chasles.

Théoréme 36. (Relation de Chasles)
Soient a, b, ¢ trois nombres réels quelconques. Si f est une fonction intégrable

Si a = b, on pose

sur l'intervalle compact [min(a, b, ¢), max(a, b, ¢)], alors

/f dx—/f d:c+/f

Démonstration : — Le cas ot a < ¢ < b a fait I'objet de la proposition ([7]).

— Supposons maintenent que a < b < ¢. On a alors

@ doe [ fw) dos [ fa) do
IRCESYRELSY
d’ou

/abf(x) dx:/acf(x) d:z:—/bcf(as) dx:/:f(a:) d:z;+/cbf(x) dx

— Le cas ot b < a < c se traite comme le précédent.
— Enfin, si deux des trois points a, b, c sont égaux, la relation a établir est
évidente.

1.4 Intégrale Indéfinie et Primitive

Dans toute cette section, a et b sont deux nombres réels vérifiant a < b. Si
f est une fonction intégrable sur I'intervalle compact [a, b], on sait que, pour
tout ¢ € [a, b] fixé, f est intégrable sur l'intervalle [a, t].

Définition 12. Soit f une fonction intégrable sur [a,b] et soit ty un point
de [a, b]. On appelle intégrale indéfinie de f, la fonction

F: J[a,b] =R, t— tf(x)dac

to
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Remarque 37. Deux intégrales indéfinies de f différent d’une constante ad-
ditive puisque, d’aprés la relation de Chasles,

/t:f(x) dx—/tltf(x) da::/t:lf(x) dr — cte.

Proposition 13. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable . Alors, la

fonction
F: Ja,b] = R, tl—>/f
est lipschitzienne, de rapport k = sup |f(x)|, donc uniformément continue
a<z<b
sur [a, b).

Démonstration : Par définition du nombre k, on a |f(z)| < k pour tout
x € [a,b]. Quels que soient u, v € [a, b], par application du corollaire (4f), on
a alors

< klu —v|,

F(u) — F(v)] < ‘ [ s ds

d’ou le résultat annoncé.

Notons par f(t") (resp. f(t7)) la limite & droite (resp. & gauche) de f au
point t.

Proposition 14. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable . Alors, la

fonction
F: Ja,b] =R, t»—>/f

admet f(t") pour dérivée a droite (resp. f(t~) pour dérivée a gauche) en
tout point ou cette limite existe.

Démonstration : Supposons que la limite f(t1) := lim f(u) existe.

u—t
Quel que soit le nombre € > 0 donné, il existe un nombre h > 0 tel que les
inégalités t < u < t+h entrainent | f(u)— f(t1)| < €. Pour tout u € [t,t+h],

on a alors

‘/ t7)) dr| < e(u—1), (1.4.1)

en effet I'inégalité |f(x) — f(t1)| < € est vérifiée pour tout = € [t, u], sauf
peut-étre au point x = t, mais on ne modifie pas la valeur de l'intégrale
v

/ f(z) dz en modifiant la valeur de f au seul point ¢ et en supposant que

u
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Von a f(t) = f(tT).
L'inégalité ((1.4.1) résulte donc du corollaire (4) et elle équivaut a

[F(u) = F(t) = (u =) f(t")] < e(u—1),

ou encore, pour u €|t,t + h) :

F(u) — F(t) i
— J(t < e.
L= g <
F(u)— F(t
Le nombre € > 0 étant arbitraire, cela montre bien que hm+ () ; (t) =
u—t u —

f(t"). En d’autres termes, on a : Fj(t) = f(¢*). On démontrerait de méme
que F' admet f(t7) pour dérivée & gauche au point ¢ lorsque cette limite

existe.

Corollaire 8. Si f est une fonction intégrable sur le compact [a, b], 'intégrale
indéfinie :

F: Ja,b =R, tw/f

admet f(t) pour dérivée en tout point de [a,b] ot f est continue.

Définition 13. Soit f : I — R une fonction intégrable sur un intervalle
quelconque I de R. On appelle primitive de f sur I, toute fonction F' définie
sur [ telle que F' est dérivable et F'(t) = f(t) pour tout t € I.

Théoréme 38. (Théoréme Fondamental de I’Analyse)
Soient f : [a,b] — R une fonction continue. Alors I'intégrale indéfinie :

F: la,b] >R, tb—>/tf(x)da:

est une primitive de f sur [a,b]; et si G est une primitive quelconque de f
sur [a, b], alors

/ f(2) de = [G(x)]® = G(b) — G(a). (1.4.2)

Démonstration : La premiére assertion est une conséquence immédiate
du corollaire (§). La formule résulte du fait que la différence G — F'
des deux primitives de f est constante sur [a,b]. On a donc G(b) — F(b) =
G(a)—F(a), d’ou 'on déduit I'égalité annoncée : G(b) —G(a) = F(b)— F(a).
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Théoréme 39. (Ezistence de Primitives)

Toute fonction continue sur un intervalle quelconque I de R, admet une
infinité de primitives.

Démonstration : Si l'intervalle I est compact, le résultat annoncé est

une conséquence du théoréme précédent. Sinon, on considére un point quel-
conque c¢ de I, et on observe que l'intégrale indéfinie donnée par F': t —

t
/ f(x) dz est une primitive de f sur [a, b].

Proposition 15. Soit f une fonction admettant une primitive F' sur un
intervalle I. Soit a appartenant & I et b un réel. Alors il existe une et une
seule primitive G telle que G(a) = b.

Preuve : On a vu qu’il existe une constante k telle que pour tout = € I,
G(x) = F(z)+ k. Dot G(a) = b si et seulement si F'(a)+k = b c’est a dire
k=0b— F(a).

Ezxemple 40. : Il existe une unique primitive F' de x +— x sur R telle que
F(1) = 2. En effet, les primitives de x — x sont de la forme x — % + k ou
k est un réel. F(1) = 2 impose donc 5 +k =2 d'ou k = 3.

Remarque 41. 1) Dans le théoréme ci-dessus, I'hypothése de continuité est
cruciale. Considérons en effet la fonction f définie sur [—1, 1] par

—1 sixze[-1,0]
flx)=4¢0 siz=0,

1 siz€)0,1].

On a alors
. —t siz€e[-1,0],
F(x) :=/f(x) de =40 siz=0,
' t six€l0,1].

Donc F(t) = |t| pour tout t € [—1,1]. Comme F n’est pas dérivable en 0,
elle ne peut étre une primitive de f sur [—1,1].
2) II existe des fonctions f non Riemann-intégrables (et donc a fortiori non

continues) admettant des primitives. Ainsi, la fonction f définie sur [0, 1] par

fla) = %cos(é) + g\/fsin(i) si z €]0, 1],

0 six = 0.
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admet pour primitive sur [0, 1] la fonction F' définie par
s . 1 .
rzsin(—) six €]0,1],
x

0 six =0.

F(z) =

Or la fonction f n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1] puisqu’elle n’est pas
bornée vu que

f(

Théoréme 42. Soit [ un intervalle de R, et soit f une fonction continue

1

5 ) = V2mn — +oo lorsque n — +o0.
™

de I dans R. Alors, il existe une et une seule primitive de f qui s’annule en
a € I, elle est donnée par

t
F: >R, t»—>/f(x)dx.

Démonstration : Découle du théoréme précédent. Il suffit en effet de

prendre un intervalle fermé borné inclus dans I et contenant a.

Théoréme 43. (Deuziéme formule de la moyenne)
Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b]. On suppose que f est
positive et décroissante. Il existe alors un point ¢ de [a, b] tel que l'on ait

[ @) @z = 5@ [ o) @

Démonstration : Exercice.

1.5 Meéthode d’Intégration, Recherche Primitive

On donne dans ce qui suit des méthodes de calcul des primitives d’une
fonction f.
1.5.1 Primitives des fonctions usuelles

On rappelle que, si f est continue sur un intervalle I, elle posséde une
primitive F' dans cet intervalle. L’intégrale de f sur un intervalle [a, b] inclus
dans I est donnée par la formule :

| 1) o = [P}l = F®) - Fla).

Formulaire de primitives usuelles :
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dr = In|u(x)| + cte.

u' ()" de = ") 1 cte.

uoz—l—l(x)

o' (z)u(z) do = ~ 1

+cte, a# —1.

u'(z) cos(u(x)) dor = sin(u(x)) + cte.

5. [ u'(x)sin(u(z)) dz = — cos(u(x)) + cte.
u'(x) _
6. T2 dx = arctan(u(x)) + cte.
& x = arcsin(u(x cte
7./md— (u(x)) + cte.
—u/(x)

8. m dx = arccos(u(z)) + cte.

Exercice 44. Calculer les intégrales ou primitives suivantes :

e 2 1 ¢ x
A:/ (nt) dt, B:/ et+1dt, C:/(2t+1)et2+t+2 dt D=
1 t o € +1 0
T 1
/ COS(t)dt,
t2
1

E:/Mth: —dt,G:/]tQ—t}dt,F:
o cos?(3x) o t+1 0

4
/ tant dt.
0

1.5.2 Intégration par parties

3

Théoréme 45. Soient u et v deux fonctions de classe C* sur [a,b]. Alors :

/ w2 (@) do = [ul@)o(@)]] — / ' (@)o(a) de.

Preuve : On a : (w)'(z) = u/(z)v(x) + u(z)v'(x) donc

Exemple 46. :Calculons/ In(t) dt.
1
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1
On pose u(t) = In(t) et V'(t) = 1, donc v/ (t) = p et v(t) =t.

Par conséquent, / In(t) dt = {tln(t)]
1 1

Exercice 47. En utilisant I'intégration par parties, calculer les intégrales sui-

X

—/ dt =xInx —x + 1.
1

vantes : . . W
A = / t"In(t) dt, B = / et dt, C = / el cos(2t) dt, D =
1 0 0

t(Int)?* dt.
1

1.5.3 Intégration par changement de variables

Théoréme 48. Soient f : [a,b] — R continue et ¢ : [a, ] — [a,b] une
fonction de classe C! avec ¢(a) = a et ¢(B) = b. Alors

b »(B) 8
/ f@) dx:/() f(@) dx:/ Fp@®)@'(2) dt.

La transformation x = ¢(t) s’appelle changement de variable.

Preuve : Si F' est une primitive de f alors

(Fow)(t) = F'(p()e'(t) = fle(t)¢(t).

Donc

B B ©(B) b
"(t) dt = Fop)(t)dt = [(F o B _ x)dr = x) dz.
/a Flo(t) (1) dt / (Fog)(t) dt = [(F o o)(1)]/ / @) / f(x)

Remarque 49. On doit effectuer les trois substitutions suivantes :
Loz =),
2. dx = ¢/(t)dt,
3. On change les bornes d’intégration.

Remarque 50. Si F' est une primitive de f alors

/f(so(t))so’(t) dt = F(p(t))+C, Ce R

24/m/2
Exemple 51. Soit a calculer / 2t cos(t?) dt. On choisit le changement
—\/7/2

de variable ¢(t) = 2, et donc ¢/(t) = 2t avec t variant de —+/m/2 & 2:/7/2.
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Par conséquent, ¢(t) varie de 7/2 a 27 (¢ est de classe C! et cos est bien

continue sur ¢ <{ V72, 2\/7r/2D [0, 27]) :

24/7/2 24/7/2 27
/ 2t cos(t?) dt = / ¢'(t) cos(p) dt = / cos x dx = [sin 33]72;;2 =0-1=—-1
—\/7/2 —\/7/2 /2

1 .
FEzxercice Corrigé 52. Calculer I = / V1 —1t2dt et /ﬂ dx
0

1 + cos?(x)
Solution : Pour la premiére intégrale, on pose t = sin(x) donc dt =
cos(x dx Ainsi

1 2
]—/ \/1 — sin®(z) cos(x dm—/ COS2(QZ)dSI}:/ +C+(x)da::
0

lgour la deuxieme intégrale, on effectue le changement de variable suivant :

—dt
t = cos(z) don dt = —sin(z) dr et donc on a : J = /1+t2 —

— arctan(t) + ¢ = — arctan(cos(x)) + c.

Ezxercice 53. En utilisant 'intégration par changement de variable, calculer

les primitives suivantes :

dx 1 t cos(x)
/x\/1+$2’ (z) /t(t+1) n(t+1) H(z) /Sin2x+4sinm+13

FEzercice 54. Calculer la primitive F'(x) = / ’

@+ D@ +2)

dx, poser y =

2.

Proposition 16. Soit a > 0 et soit f une fonction continue sur [—a, al.

1. Si f est paire, alors on a / f(t) dt = 2/ f(t) dt.
—a 0

2. Si f est impaire, alors on a / f(t) dt = 0.

1t ot
E:L’emple55./ idt—Oet/ \t\dt_Q/tdt_2
_1ln( +1 ) 0

1.5.4 Intégrale des fonctions rationnelles
P(x)
Q(x)

et () sont deux polyndmes réels, on effectue la décomposition en éléments

Pour intégrer une fonction rationnelle de la forme R(z) = ,ou P

simples dans R[z]|, puis on intégre chaque élément obtenu; c’est a dire la
partie entiére, les éléments de premiére espéce et de seconde espéce suivants :
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— Calcul de /d—x’ on a
(z —a)"
-1
t ' 1
/d—x: (n—l)(x—a)”_1+ce sin 71,
(z=a) In|z — a| + cte sin=1.
— Calcul de/( Qiberf ) dr, avec b>—4c<D0.
T T +c)”

On écrit 22 + bx + ¢ sous la forme canonique (x — p)?> +¢*> (g # 0) et on

fait le changement de variable x = p + ¢t. On obtient

azr + 8 , t ,/ 1
dr = — dt — dt
/0ﬂ+mwww . “/kﬂ+nn 0] wry

t
O I,= | ————dtet J,= [ ———— dt.
1 bOse / (24 1) ot/ / (24 1)»
Calcul de I, :

-1
+cte sin # 1,
L=t [ = { 7
(#+1) Lin(2 + 1) + cte sin=1.
Calcul de J, :
1

Pourn=1, J = dt = arctant + cte.

241

Maintenant on va calculer J,.; en fonction de J, par une intégration par

parties. Pour n > 2, on a :

1 1 ,
%:/@:ﬁwﬁzfﬁqﬂﬂﬂﬁ

B D A L
“leso | T ey @

W SIS PN S B
Nz n (2 + 1)n+l CE

; :
= m + 2n (Jn - Jn+1>

Donc,

m—1_ 1[ t
Jo = Jpt ||, n>2.
T oy '+:hz[u24-1y1 "

341
FEzxercice Corrigé 56. Calculer / e dx
x2—x—2

5
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Solution : On a deg(z® + 1) > deg(2? — x — 2). On effectue la division

2

euclidienne de 2% + 1 par 22 — x — 2, on obtient

P 4+l=(x+1D(2*—2—-2)+32+3

D’ou
41 3r+ 3
e —rf
2 —x—2
2

22—x—2

Comme le polynéme x* — x — 2 a deux racines —1 et 2, alors

Al Bek3 3
2—z—2 (33—1—1)(:1:—2)_33 r—2

Donc,

3 1 2
/L dx:x—+x+31n\x—2|+cte.
2 —x—2 2

x—17 Jr
(22 + 4o + 13)?
Solution : On a deg(x —7) < deg(z*+4x+13). Le polynome z*+4z +13
n’a pas de racines réelles car A < 0.

Ezercice Corrigé 57. Calculer /

On écrit 22 + 42 + 13 sous la forme (z — p)? + ¢*. Un simple calcul donne
22 4+ 4x + 13 = (z + 2)? + 32, on fait le changement de variable x = 3t — 2,

alors
x—17 x—17 1 t—3
/(az2+4x+13)2 v /((m+2)2+32)2 v 9/(t2+1)2
1 t 1 1
e |y ——
9/(t2+1)2 3/(t2+1)2

/ t dt —1_ + ¢t
s dt = — cte.
(2 +1)? > |22+ 1

1 1
Pour calculer / ——— dt, on calcule / dt en utilisant une inté-
(t* +1)° t?+1

gration par parties :

/1 dt—/ ! (t) dt = ! +2/ e dt
2+1 ) 2+1 RS (2 +1)2

t ] 2 +1 1
_ o[ L o ——
2r1) " /(t2+1)2 /(t2+1)2

t ] 1 1
= 2 dt —2 | ——— dt.
7t2+1_Jr /t2+1 /(t2+1)2
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Donc,

/ L=t s Lactant 4+ ot
— = = | — arctan cte.
(12 + 1) 202 4+1] "2

x :
On remplace t par , on obtient

/ v d —r 3 1arctan( 2) + cte
T = - = )
(2% + 42 + 13)? 222 +4x+13) 6

1.5.5 Applications

Soit R une fonction rationnelle. Les intégrales suivantes se raménent aux

intégrales des fonctions rationnelles.
1 - Intégrale de la forme / R(e") dx :

On pose t = e” alors x = Int et do = ;dt. On a dong,

/ R(e") d — / @ dt.

1 et — 63:1: e t=t?
Ezxemple 58. / dr = / I g = ..
0 1 + e* 1 t

2 - Intégrale de la forme / R(cosx)sinz dz :

On pose t = cosz, alors dt = —sinz dz, donc /R(cosx) siny dov =
- / R(t) dt.

Ou bien, de t = cosx on a x = arccost, do = \/1_—%2 dt et sinx = 1 — 2.
Parconséquent,

/R(cos z)sinz dr = —/R(t)\/\/g dt = —/R(t) dt.

Ezemple 59 /3 cos(z) sin(x) dr = — /2 t
" Jo cos?(z) + cos(x) + 2 ]

3 - Intégrale de la forme / R(sinz)cosz dx :

—— dt = ...-
2+t+2

On pose t = sinx, alors dt = cosz dz, donc /R(sinaz) cost dr =

/ R(t) dt.
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: . . : 1 _ — 2
Ou bien, de t = sinx on a x = arcsint, d:c—ﬂdtetcosx—\/l t°.

D’on,
V1—t2
/R(sin xr)cosT dr = /R(t)— dt = | R(t) dt.
V1 —t2
2 t
Ezemple 60. / SI? (f) cos(z) dx :/ dt = ...-
0 sm(a:)+3 0 t2‘|‘3
4 - Intégrale de la forme /R(tan x) dx :
On pose t = tanz, alors x = arctant, do = 14%2 dt,sinx = 1’5+t2 et cosx =
\/11?2. On a donc, "
R(t
Tt 1 |
Exemple 61. / % dx :/ e dt =
o tan®(z)+1 o (t2+1)2

5 - Intégrale de la forme /R(sin x,cos x) dx (R est une fonction a deux

variables) :

Pour calculer ce type de primitives, deux cas se présentent :

1) R(x,y) est un polyndome.

Dans ce cas, la fonction f est définie sur R et le calcul de ses primitives se
raméne & celui de la fonction o +— sin? x cos? z ot (p, q) € N2

— Si l'un des entiers p ou ¢ est impair (par exemple ¢ = 2n + 1), alors

/sinpxcosqx dr = /sinpa:(l —sin®x)" cosx dz.

Le changement de variable ¢ = sinx raméne a chercher les primitives d’un
polyndme puisqu’en effet :

/sinpx(l —sin®)" cos x dw = /tp(l — )" dt.

— Si p et g sont pairs, on linéarise a 1’aide de I’exponentielle complexe.

FEzxercice Corrigé 62. Calculer I = /sin4a: dx.

T —1ixT

Solution : On a sinz = %, d’ou
i
.4 L gie 2ix 2iz | —dizy _ L
sin x:E(e — 4™ +6—4de " + e ):g(COS4I—4COSQZC—|—3),

37



CHAPITRE 1. INTEGRALE DE RIEMANN SMIA

3
Donc, I = /sin4x dxr = ﬁsinéla: — Zsin2x + éx + cte.

2) R(x,y) n’est pas un polynome.
La méthode générale consiste a effectuer le changement de variable ¢ =
tan(5). On a alors

1—-t 2t 2dt

cosr =——, sinrx=-——, dr=-—,
1+ ¢2 1+ ¢2 1+ ¢?

, 2t 1—t*\ 2
/R(smx,cosaz) dx:/R<1+t2’1+t2>1+t2 dt

Cette méthode est souvent fastidieuse car elle améne & primitiver des

fractions rationnelles dont le dénominateur est de degré élevé. C’est pour-
quoi on commence en général par utiliser les régles de Bioche. Posons
R(sinz, cosz) dx. Alors,

=3
&
I

x) = w(x), on pose t = cos .
(x), on pose t = sin .
(x), on pose t = tan z.

s .
4 S1H3 i

FEzxercice Corrigé 63. Calculer [ :/ ——— dx.
o 1l+cos?x

sin®
1+cos?
on pose donc t = cosz, de sorte que dt = —sinz dx et sinx do =

(sin®z)sinx dz = —(1 —t?) dax.
Le calcul donne alors

1 2
1—1

I = dt
/ﬂ1+t2

2

1 2 1
141t 2
=— dt dt
/x/i1+t2 +/«§1+t2

2 2
=—1+ g + g + arctan(g).

Solution : On a w(z) = dx est invariante par w(—z) = w(x),

Remarque 64. 1. Si deux au moins de ces changements sont vraies, on pose
t = cos(2x).

T

2
calcul d’'une primitive d’'une fonction rationnelle en ¢. mais cela a deux

2. Dans tout les cas, le changement de variable ¢ = tan(%) rameéne au

iconvénients :
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e d’'une part, les calculs seront plus longs car on obtiendra des poly-
nomes de degré plus élevé.

e d’autre part, si un point de la forme 7+ 2k fait partie du domaine
d’étude, il sera nécessaire de faire une étude particuliére pour ce point.

Ezemple 65. : Calculons une primitive sur | — m, 7| de la fonction
. sin(x)
frae 1+ cos(x)
On a
sin(—x)
—x) = — dr = :

w(—2) 1 + cos(—x) v =w(a)

On utilise donc le changement de variable ¢ = cos(z), soit dt = — sin(z)dz.

On obtient alors

/ sin(z) iy — dt
1 + cos(x) 1+t
= —In|1+¢
—In |1+ cos(z)| = —In(1 + cos(x)).

Regardons ce qu’on obtient si on fait le changement de variable ¢ = tan (%)
Dans ce cas, dt = £(1 + t*)dz et

sin(z) 2 2dt
dz = 11 2
1 + cos(z) 1+ 1+t

1-+¢2

ot
_ / dt
14 ¢2

= In(1 +¢?)
= In (1 + tan®(3)).

dx
2 +sinx’

FEzxercice Corrigé 66. Calculer /

Solution : On pose t = tan(%), alors © = 2arctant, dv = 25dt et

1+
2t
14¢2°
/ dv / dt
2+siny ) 24+t+1
On écrit le polynéme t2 + ¢ + 1 sous la forme (z — p)% + ¢%.

Un simple calcul donne 2 4+ ¢ +1 = (¢ + %)2 + (*/75)2, par le changement de

On a donc

sinx =
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variable t = \/7% — %,

/ dt _/ dt _2/ du
Bt ) ¢yl 22 V3J) urtl

2

on obtient

—=——arctanu + cte

V3

2 . <2t+1>+ .
———arctan E— cte
V3 V3

Par conséquent,

/ dx 2 . 2tan(g) + 1 et
= — arctan cte.
2+sinxr /3 V3

6 - Intégrale de la forme /R(shx, chx) dx :

On peut employer une méthode analogue a celle du paragraphe précédent en
effectuant le changement de variable ¢t = th(3). On a alors

1+t 2t 2dt
e MTTe P

2t 1+t*\ 2
/R(shx,chx) dx:/R(l—tQ’l—ﬁ)l—t? dt.

On peut aussi se ramener facilement & une intégrale de fonction rationnelle

chx =

au moyen du changement de variable ¢ = e”.

dx

chx’

Solution : La fonction x — chx est définie et continue sur R et on a

FEzxercice Corrigé 67. Calculer I =

chx > 1 pour tout € R. On va alors rechercher ses primitives sur R. On
e’ +e”
a chx = +T, et en effectuant le changement de variable t = e* (donc

t > 0), on obtient

I / du / 2t _ o prctant + et
== _— = = arctan Cle.
chx 1+ ¢2

D’ou
dx .
—— = 2arctane” + cte.
chx

b
7 - Intégrale abélienne de premiére espéce / R (x, o/ 0L+ > dz, ad—

cr +d
bc # 0 :
dt"™ — b d—1b
On pose t = {/ g;idb, alors r = ot dr = n—— 2 _yn-1.

a— ct" (ct™ — a)?
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/ 1 d
Ezxercice Corrigé 68. Calculer 1 :/ Tt t
l—22x—1

on - _ Jan1 _ 1 _ 4t -
Solution : on pose t = /{7, alors © = 5= et do = S dt, ce qui

donne

I / At2dt
) =32+ 1)
En décomposant en éléments simples :

4u 3 1 4t 3 1

— = = .
(u—3)(u+1) u—3+u+1 (12 =3)(t2+ 1) t2—3+t2+1

dt et le reste est évident.

3
Donc I = dt
OHe /t2—3 +/t2+1
8 - Intégrale abélienne de deuxiéme espéce

/R(:c,\/a:c2+bx+c> dx :

On cherche le ou les intervalles de R sur le quel le polynome ax? + bz + c est

positif ou nul.

On écrit ce polynéme sous forme canonique :

b b —4
ax2+bx+c:a{(x+%)2—4—a2ac :

Suivant le signe de A = b — 4ac et de a, aprés avoir sorti suivant le cas v/a
ou y/—a du radical, le changement de variable t = x + % nous ramene alors
un calcul de I'un des trois types suivants :

o Rl<t, m) i
b) /R1 (t, m) dt
) /R1 (t, m) dt

A fin de faire disparaitre le radical, on fera un changement de variable utili-

sant les relations :

1 — sin®u = cos?w.

sh*u+1 = ch*u, tan’u+1= 5
cos? u

dans le cas a) on fera le changement de variable t = A.sh(u) out = A.tan(u).

dans le cas b) on fera le changement de variable ¢t = A.ch(u) ou t = :
cos(u)

dans le cas ¢) on fera le changement de variable ¢t = A. sin(u).
Dans les trois cas, on est ramené a une fraction rationnelle en sinus-cosinus,

ou en ch-sh, c’est a dire en exponentielle.
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0
Ezemple 69. Calculons / \V/ —t2 — 4t dt.
4

La fonction ¢ — /—t2 — 4t est définie et continue sur [—4,0] et on a —t* —
4t = —(t + 2)* + 4. donc

/_imdt:/jmdt.

Le chandement de variable ¢ + 2 = 2sin v donne

0 3
/ N —12 — 4t dt:/ 2v/1 — sin? u2 cos u du
—4

o[

s

:4/ cos® u du

1 + cos2
4/ ydu:%.

I
[SENCTH

[ME]

1.6 Exercices

Exercice 1. En utilisant les primitives usuelles, Calculer les intégrales ou

primitives suivantes :

/1 z(22° +4)* dw /(:c + )% dx /6 _de / i dx
0 ’ " )i zIn(3z)’ 1+22

In(t v dt
/—COS( n(t)) dt, / / |2 — 3t + 2| dt, / .
t 0o 1+ e2t ty/1 — In?(t)

n

1

. . x
Exercice 2. Pour tout entier naturel n, on pose : I,, = / — dx.
0 1 +x 4+ .’L'2

1. Montrer que la suite (1,,) est bien définie et calculer I.
2. Montrer que la suite (I,,) est convergente.

3. Montrer que : (Vn € N), 5 ( 7 < In < 77 En déduire lim 1,

n—-+00
1
2 ok

T dx.

Exercice 3. Pour tout entier n on pose : u, = /
0

1. Calculer ug et u;.
2. Montrer que : (Vn € N), u, — 19 = W En déduire us et us.

3. Montrer que la suite (u,) est décroissante et minorée par 0.

Pr. Med Zitane 42 2019-2020



Analyse Il SMIA

2 En déduire

4. En minorant 1 —z*, montrer que : (Vn € N), u

ném

lim wu,.
n——+00

Exercice 4.

1. En utilisant I'intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

e 1 s
Ao [O B=[ cos(t) dt.
ot 0

2. En utilisant l'intégration par changement de variable, déterminer les

primitives ou intégrales suivantes :
/ dx / sin(z) dx / e + 62t — et g
x.
r(In®(z) — 4) (cos?x +2cosx +5)%’ (ev — 3)2(615 —1)
V24 2x + 2 dx, / /
/ Va2 =2z \/—:C2—|—45t:—3

/ab\/(x—a)(a:—b)da: (a <), /W%, [;Edm,

/ cosx dx / x /2 dx
sin®z 4+ 2tan’z’ chx +Vceh2e  Jo (14321 — a2

/ L / dr / cos* rsin® z dx / du
0o Vitzr+V1+zx i+ ax—6 ’ sh3z’

Exercice 5. Calculer les limites des suites définies par le terme géneral
suivant :

n+k n 2\ "
n — 3 n — 1 -y .
u ;n2+kz v (H( +n2)>
Exercice 6.

4 2
o — 3x° 4 2 : :
1. Calculer la primitive / ‘ ad dr, puis, en déduire

/COSS(t> + cos®(t) ot

sin(t) + sin’(¢)

Tx—5
2. Calculer  ces  deux  primitives / ‘ dr et

) 3 4+ 22 — 62
/ r°+6x —1 d.
=321
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Exercice 7. Calculer les primitives suivantes :

[l oo [ [,
La :
o a-+bcos?(t) © o Jo sin®(t) +3cos?(t)’  Jo (tsin(t) + cos(t))?
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Chapitre 2

Intégrales GGénéralisées

On sait intégrer sur les segments [a, b] et on souhaite étendre la notion & tout

intervalle et ainsi donner un sens entre autre a

/ e tdt et —
0 0 Vi

2.1 Définitions

Définition 14. Soit f une fonction réelle définie sur Ja,b[. On dit que f est
localement intégrable sur Ja, b si f est intégrable sur tout intervalle fermé

borné |a, 5] Cla, b] .
Remarque 70. Si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors elle est
localement intégrable sur I.

Ezemple T1. La fonction z — + est localement intégrable sur ]0, 1].

Définition 15. Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle

a, b|. )

b
On dit que l'intégrale / f(t) dt est convergente si lin% f(t) dt existe et
a T—r

a
est finie.

Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt est divergente.

/ f(t) dt = hm / f(t) dt est appelée intégrale généralisée ou impropre

de la fonction f sur [a, b[.

Définition 16. Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle

la, b].
b a
On dit que 'intégrale / f(t) dt est convergente si hm f(t) dt existe et
.’L'—>Cl
est finie. ‘ .
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Définition 17. Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle

Ja, b[.
b @ b
On dit que l'intégrale / f(t) dt est convergente si / f(t) dt et / f(t) dt

sont convergentes pour tout ¢ €]a, b.
Onpose/f ) dt = /f dt—l—/f

+00
Ezxercice Corrigé 72. Etudier la nature de l'intégrale / et dt.
0

Solution : La fonction ¢ — e~ est continue sur [0, +00|, donc le probléme
se pose uniquement en +00. Soit x € [0, +00[, On a

/ e ldt= -l =1—e".
0

+00
Comme lim eldt= lim 1—e* =1, alors e dt est conver-
T—>+00 0 Tr—>+00 0

+o0
gente et on a / etdt=1.
0

1
) dt
Ezercice Corrigé 73. Etudier la nature de 'intégrale / —.

0 Vi

. : 1 :
Solution : La fonction ¢ +— 7 est continue sur |0, 1], donc le probleme se

pose uniquement en 0. Soit = €]0,1] On a
1
dt
— = [2ViE =2 - 2V/x.
| Z-pvii-2-2s

L dt L dt
Comme lim — = lim 2 — 2y/x = 2, alors — est convergente et
r—0% /., \/1_5 r—07t 0 \/E
1
dt
on a — = 2.

0 Vi

+00
Ezercice Corrigé 74. Etudier la nature des intégrales / cost dt et
0

400
/ sint dt.
0

Solution : Sur [0, +oo[, les fonctions t — cost et ¢t — sint sont conti-

nues, donc localement intégrables. De plus, pour tout x € [0, 4+o0[, on a

X X
/ cost dt = sinz et / sint dt = 1 — cos x. Comme les fonctions ¢t — cost
0 0
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et t +— sint n’admettent pas de limite (finie) quand = tend vers +oo, on

+o00 +00
déduit que les intégrales généralisées / cost dt et / sint dt sont di-
0 0

vergentes.

) too dt
Ezercice Corrigé 75. Etudier la nature de I'intégrale / T
Solution : La fonction ¢ +— = est continue sur | — oo, 4o0[, donc le
probléme se pose en +00 et en —oo. On a
e dt vodt
= lim = lim [arctant]j = iy
0 1+ t2 z—+o0 [ 1+ t2 T—+00 2
et . .
dt dt
= lim = lim [arctant]’ = iy
o 1+ t2 r—-o00 J, 1+ t2 T——00 2

o ot Ot
Donc, les deux intégrales 5 et sont convergentes. Par
o 1+t oo L+ 12

+oo t
suite, / —— est convergente et on a

s 1412
/m dt /0 dt N /m dt
M = T.
oo 1422 B B Y A e 2
Remarque 76. Dans le cas oi a = —oo et b = 400, l'existence de
+00

lim / f(t) dt ne prouve pas la convergence de

T—+00
il suffit de considérer une fonction impaire continue.

+00 T
On a / t dt diverge alors que / t dt = 0, pour tout = > 0.

o0 —ZT

f(t) dt. Par exemple,

Proposition 17. Soit f une fonction continue sur [a, b avec b fini.

b
Si f est prolongeable par continuité en b, alors / f(t) dt est convergente.
a

Remarque 77. En posant f(b) = lirrll) f(x) =l et désignant par F' la primitive
T

de f qui s’annule en a, la fonction F' est continue en b et on a

lim/xf(t) dt:limF(az)—F(a):F(b)—F(a):/ f(t) dt.

T—b T—b

Dans ce cas, on dit qu’il y’a une fausse intégrale généralisée.
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b
Remarque 78. On a aussi / f(t) dt est convergente dans les trois cas sui-

vantes :

e f est continue sur ]a, b (a fini) et prolongeable par continuité en a.

e f est continue sur |a, b| (a et b sont finis) et prolongeable par continuité en
a et b.

e [ est bornée et localement intégrable sur ]a, b] (a fini) par exemple U'inté-

1
1
grale / sin(;) dt est convergente.
0

1
Ezercice Corrigé 79. Etudier la nature de l'intégrale / tIn(t) dt.
0

Solution : La fonction ¢t ~— tIn(¢) est continue sur |0,1]. Comme

11%1+ tIn(t) = 0, alors f admet un prolongement par continuité en 0. Par
t—
1 1

suite, tIn(t) dt est convergente, c’est a dire lim tIn(t) dt existe et

+
z—0 x

0
est finie. Pour tout x > 0, on a

! t2 ! Lt 7 1 22
/x tin(t) dt = laln(t)] —/m §dt__§1n<x)_Z+Z'

Donc

1 1 2 1 2 1
/ tin(t)dt = lim [ tin(t)dt = lim —— In(z) — > + — = —
. 2 1

+
x—0 z

2.2 Propriétés des Intégrales Généralisées

Proposition 18. (Linéarité)
b b
Si les intégrales généralisées / f(t) dt et / g(t) dt sont convergentes, alors
a a

b
lintégrale généralisée / (af(t) 4+ Bg(t)) dt; on (a, B) € R; est convergente
a

et on a

b b b
| @t +pow) d=a [ sy at+5 [ g0 at
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Proposition 19. (Relation de Chasles)
b

I'intégrale généralisée / f(t) dt est convergente si et seulement si les inté-

grales / f(t) dt et / f(t) dt sont convergentes pour tout ¢ €]a, b[, et on

/f dt/f dt+/f

2.3 Calcul Pratique des Intégrales Généralisées

2.3.1 Utilisation des Primitives

Si une fonction f est continue sur U'intervalle ouvert Ja, b[ et si elle admet sur
b

Ja, blune primitive F', la convergence de [ f(t) dt équivaut a U'existence des

limites finie F'(a™) et F'(b7); et si ces limites existent, on a

/ 1) b) — F(a®).

En applicant ce resultat a chaque sous-intervalle [a;_1, a;] d’une subdivision
(a;)o<i<n de [a,b], on obtient la définition suivante.

Définition 18. Soit f une fonction continue sur |a, b|.

Si F' est une primitive de f, alors 'intégrale / f(t) dt est convergente si et

a
seulement si lim F(z) et lim F(x) existent :
r—at r—b~

On définit alors

/bf(t) dt = lim F(z) — lim F(x).

z—b~ rz—at

2lnx

Ezemple 80. On a F : x — (Inz)? est une primitive de f : z , donc

/1 21;” dt = F(1) — lim F(z) =0 — (+00) = —oo.

x—0t
Remarque 81. Lorsqu’on calcule une intégrale généralisée sur ]a, b| au moyen
d’une primitive, il faut s’assurer que la primitive considérée est continue sur

la, b]. Par exemple, I’écriture
dt
/ 7 =[n|t]l,; =0 n'a pas de sens!
1

car la fonction t — In |t| n’est pas définie en 0.
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Ezxercice 82. En utilisant les primitives, déterminer la nature des intégrales

suivantes :

/+oo T y /+oo earctanx y /e dr /2 dr
— ax, X, —— —_—.
0 (1 + x?)? oo 1422 1 zVInz 1 (x—=1)4

2.3.2 Intégration par Parties

Théoréme 83. Soient u et v deux fonctions de classe Ct sur ]a, b|.

On suppose que lim u(z)v(z) = L et lim u(x)v(x) = L~ existent. Alors,
x—at x—b—

b b
/ u(t)v'(t) dt est convergente si et seulement si / u'(t)v(t) dt est conver-
a a

gente et on a

/a  w(e) (@)de = L — L — / ' (@)o(x)d.

1
Ezercice Corrigé 84. Calculer / (Int)? dt.
0

2Int
Solution : On pose u(t) = (Int)? et v/'(t) = 1 donc u'(t) = -

Ainsi

et v(t) =t.

z—0t

1 1
— —2/ lntdt:—2/ () Int dt
0 0

1
1
= 2 lim tlnt+2/ t; dt = 2.
0

1 1
2
/ (Int)* dt = — lim t(Int)? —/ t;lnt dt
0 0

z—0t

Exercice 85. En utilisant I'intégration par parties, montrer que

—+00 1
/ Me M dt = —.
0 h\

2.3.3 Intégration par Changement de Variables
Théoréme 86. Soient f : ]a,b|— R continue et ¢ : |, f[—]a, b| une bijec-

b
tion de classe C1 avec lim ¢(z) = a et lir/gl o(x) =b. Alors / f(x) dx est
T—0 a

z—at
B

convergente si et seulement si / f (1)) ¢/ (t) dt est convergente et on a
«
5]
«

/abf (z) dv = / Fle®)¢/(t) dt.
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FEzxercice Corrigé 87. Calculer

[ =
——dt
VI —#2

Solution : On pose t = sin(x), alors dt = cos(z) dx. La fonction
sin : |3, 5[—] — 1, 1] est une bijection de classe C''. Donc,

1 s
1 cos(x 2

dr = 1dx = .

/_1\/1—752 /|Cos;c v /_,T reT

2

Ezxercice 88. En utilisant le changement de variable u = 1/1 4 e, déterminer
+00 dx

0 \/1—1—695.

la nature de I'intégrale

2.4 Intégrales Généralisées des Fonctions a Signe
Constant

Il est facile de voir que la convergence de I'intégrale — / f(t) dt se rameéne a

b
celle de l'intégrale [ f(t) dt. Par conséquent, dans la suite on ne considére

a
que le cas des fonctions positives.

2.4.1 Critére de la Convergence Majorée

Proposition 20. Soit f : [ b[— R une fonction localement intégrable et

positive sur [a, b[. Alors, / f(t) dt est convergente si et seulement s’il existe

b
M > 0 (M est indépendante de x) tel que / f(t) dt < M pour tout
T € [a,b]. ’

Démonstration : La fonction F :  [a,b[— R, T / f(t) dt est

croissante car F/ = f > 0. D’aprés le théoreme de la limite monotone, f
admet une limite quand x tends vers b si et seulement si F' est bornée au
voisinage de b.
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2.4.2 Critére de Cauchy

Proposition 21. Soit f : [a,b[— R une fonction localement intégrable sur

[a, b[. Vintégrale impropre en b, / f(t) dt converge si (et seulement si)
a

Ve >0, dcé€la,b], Vz,y€lcbl,

t) dt' <e.

Démonstration : Considérons la fonction

F: la,b[— R, xt—)/xf(t) dt

T

Par définition, / f(t) dt converge si et seulement si lirrll) F(z) existe et est
T—

finie. Il suffit alors d’appliquer & F' le critére de Cauchy pour les fonctions :
Soit f une fonction définie sur une partie A € R et soit [a,b[C A. Pour que
f admette une limite a gauche en b il faut et il suffit que Ve > 0, dc &€
[CL?b[? Vﬂ?,yE [Cab[a |f(37) _f(y)| < e

2.4.3 Critére de Comparaison

Proposition 22. Soit f, g : [a,b[— R deux fonctions localement intégrables
et positives sur [a,b] . S'il existe ¢ € [a,b] M > 0 (M est indépendante de
x) tels que f(z) < Mg(x) pour tout x € [c, b[. Alors,

b
. / g(t) dt converge = / f(t) dt converge.

/ f(t) dt diverge = / ) dt diverge.

Démonstration : 1) Pour tout z,y € R tels que c < x <y < b, on a

[rera] = [ roasan [foy o] ["o0 o

et on conclut a l'aide du critere de Cauchy.
2) Se déduit de 1) par contraposition.

214 cost
Exemple 89. Pour tout a > 1, l'intégrale généralisée / +t—0‘ dt est
0
divergente. En effet,

g]: 1+ cost > i

vt €]0, :
t t
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Comme l'intégrale généralisée / — dt est divergente, on conclut grace au

0
critére de comparaison.

+00
Ezxercice Corrigé 90. Etudier la nature de / et dt.
0

+00
Solution : Pour tout ¢ > 1, on a et < e~t. Comme / e~ ! dt est conver-
1

+00 )
g ite i - verge.
ente, alors d’aprés le critére de comparaison, e " dt converge
1

t2

D’autre part, comme la fonction ¢t — e " est continue sur [0, 1], alors

1 400
/ e~ dt est une intégrale simple convergente. On déduit que / et dt
0 0

est convergente car c’est la somme de deux intégrales convergentes.

Corollaire 9. (Critére de Négligeabilité)
Soit f, g : [a,b[— R deux fonctions localement intégrables sur [a, b] et g est
de signe constant, telles que :

f(t) = ?(g(t)) (en particulier f(t) = g(g(t)))

b b
Alors, si I'intégrale / g(t) dt est convergente, l'intégrale / f(t) dt est aussi
a a

convergente.

Démonstration : Puisque f(t) = ?(g(t)) et que g est de signe constant,

on peut trouver une constante M > 0 et un point ¢ € [a, b] tels que

vt € e, b, |f(B)] < Mlg(t)].

b
Le critére de comparaison permet de conclure car / g(t) dt est convergente.
a

Remarque 91. La condition "de signe constant" est indispensable. Par

400 .+ +00 .
sint sint
exemple : / —— dt converge et / | ; | dt diverge, bien qu’en +o00,
1

Vi |
| sin t| (Sint>
——=o0|l— .
t Vi
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2.4.4 Critére d’Equivalence

Proposition 23. Soit f, g : [a,b[— R deux fonctions localement intégrables

(=)

et de méme signe constant sur [a,b], telles que lim ——= = [ # 0, alors,
x—b g(ac)

b b
/ f(t) dt et / g(t) dt sont de méme nature.

Remarque 92. Si f est continue et positive sur [a, +o0o[ et 111:{1 f(x)=1>0,
T—>r+00

+00
alors f(t) dt est divergente.

a
3
Ezemple 93. Puisque sin(t) —t est équivalent en 0 & — < 0, alors, l'intégrale

+00 1 1
/ t <sin (;) — ¥> dt converge si et seulement si A < 2.
1

Remarque 94. La condition "de signe constant" est, 1 encore, indispensable.

sint |sint|  sint . S
Par exemple, + et - sont équivalentes en +o0o mais; d’aprés

t
la remarque (91)) ; leurs intégrales ne sont pas de méme nature.

2.4.5 Integrales de Référence

Proposition 24. (Intégrales de Riemann)
Soit o € R, alors

+00
° / — dt converge & o > 1.
1

|
° = dt converge & a < 1.
0

Exemple 95. On a

8
N
~—

400 1
L. /1 NG dz diverge car 1 < 1 (Vz

+00 1 00 1
2. —>——— dx converge car {‘/+71 ~ et / — dz est
1 avrdi+1 TV foo i 1 @t
convergente.

2
1
3. / ————— dx est convergente.
1V (z—1)7 °
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Proposition 25. (Intégrales de Bertrand)
Soit a, B € R, alors

+00 1
° /a W dt (o a > 1) converge < (a > 1 et 5 quelconque) ou

(a=1let f>1).

@ 1
° /0 W dt (on 0 < a < 1) converge < (a < 1 et f quelconque) ou

(a=1et 8 >1).

Démonstration : Montrons la premiére équivalence. Soit a > 1,

— Sia > 1, on écrit « = 1+ 2h avec h > 0. Pour tout § € R, on a
lors i =0,d Lo L L ( )
YR T Pt P el e i 1

, donc

400 1
/ PP RnY (o)’ dt converge d’apres le corollaire

— Si a = 1, deux cas se présentent.
e Si 5 > 1, alors, pour tout x > a, on a

x 1 1 1-p72 1 1-8 _ 1
/ dt = [&] = (In z) —  cte,

t(lnt)ﬁ 1— 5 1— 5 T—+00

1

400
donc, l'intégrale
’ 5 /a t(Int)P
e Si § < 1, alors, pour tout x > a, on a

dt converge.

/—dt ln(lnt)]zzln(lnx) — o0,

“ tln T—+00

ce qui prouve que / dt diverge.

. t(nt)?
— Sia<1,,on écrit @« =1—2h avec h > 0. Pour tout 8 € R, on a alors
h

lim = +00. Donc
t5+o0 Inf ¢

(A S
teln ¢ WPttt T

JA>a, V> A,

“+00 1
ce quil montre que —_—
q q /a o

Int)?
+o0 1

La Seconde équivalence se déduit de la premiére par le changement de variable
1

u=-.
t

dt diverge puisque c’est le cas pour
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+00
FEzxemple 96. L'intégrale (Inx)?* dx est divergente, car ¢’est une intégrale

1
de Bertrand avec a =0et = -2 < 1.

1
Ezxercice Corrigé 97. Etudier la nature de / t* et dt, on 0 < o < 1.
0

Solution : La fonction ¢ — t*“le™" n’est pas définie en 0.

Ctetlet .
On a lim = lime " = 1. Donc t*'e™" ~ t* ! au voisinage de 0.
t—0 1t0‘_1 t—0
Comme / b dt = pry est une intégrale de Riemann convergente car
0

1
1 —a < 1, alors d’apres le critéere de comparaison, l'intégrale / et gt
0
est convergente.

Erercice 98. Etudier la nature des intégrales suivantes :

+00 3 2 +00 . +00 1
A :/ sin(z”) dr, B :/ 2?e™ dx, C = / el dx,
0 —

x? o r+e?

oo lna: o0 5 Y dx
D = F = T d F = _—
/ X, / cos(fx)e x, /0 )P’

400
G:/ sin(z?) de, H = / sin” t, I—/ Smt\/_
—00 0

2.5 Intégrales Absolument Convergentes

Définition 19. Soit f : [a,b[— R une fonction localement intégrable sur

[a, b|.
b
On dit que / f(t) dt est absolument convergente si / | f(t)] dt est conver-

gente

Théoréme 99. Si l'intégrale généralisée / f(t) dt est absolument conver-
a

gente, alors elle est convergente et on a

J 10 ) < [ 1700
Démonstration : D’apre§ le critére de’@auchy, on a

Yy
Ve>0, deelab] Voycleb] /|f(t)\ it < e.
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y y
Or, d’aprés la proposition , ‘ / f(t) dt| < / |f(t)] dt, d’ou la conver-
y x x

gence de / f(t) dt. D’autre part, pour tout x € [a, b],

T

\ [ 5w dt\ < ["Is)

et comme les intégrales de f et de |f| sur [a, b] sont convergentes, on peut
passer & la limite quand x tend vers b, ce qui donne l'inégalité désirée.

Remarque 100. La réciproque du théoréme est fausse. Dans ce cas, une in-
tégrale généralisée convergente et non absolument convergente est dite semi-

convergente.

t5int
Exemple 101. L’intégrale / — dt est semi-convergente. (Indica-

)

1
|sint‘ - (sint)> 1 — cos(2t)

tion : > =
t 2t

Exercice Corrigé 102. Etudier la convergence absolue de lintégrale

+oo
sint
[
1 t

Solution : Pour tout t > 1, ona 0 < ‘

sint
| — t3

+00
Comme / s dt est une intégrale de Riemann convergente, alors, d’aprés
1

sint

+00
le critére de comparaison, l'intégrale / 3 dt est convergente. Ce qui

400

) sint

veut dire que / e dt est absolument convergente.
1
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Proposition 26. (Régles de Riemann ou bien Régle t“f(t))
(¢) Soient av € R et f une fonction localement intégrable sur [a, +oo[ telle

que lim xf(x) = k existe.
T——+00
+00

e Si a > 1, alors (x) dx est absolument convergente.

a
+00

o Sia<1etk#0,alors / f(x) dz est divergente.
(77) Soient o € R et f une fonction localement intégrable sur |a, b] telle que
lim (x —a)®f(z) = k existe.

rz—at

b
e Si v < 1, alors / f(z) dz est absolument convergente.
a

b
e Sia>1etk#0,alors / f(x) dz est divergente.

+00
Ezxercice Corrigé 103. Etudier la nature de I'intégrale / 1
) _

Solution : La fonction f : z — — est continue sur [2,+o00| et
x J—

2

x

lim 22f(x) = lim = 1. Donc d’aprés les régles de Riemann

t—+00 t—4o0o 2 — 1

+00
a = 2), 'intégrale dt est absolument convergente. Par suite
2

elle est convergente.

0
Ezxercice Corrigé 104. Etudier la nature de l'intégrale / 71 dt.
—1 -
Solution : La fonction f : z — — est continue sur | — 1,0] et
a’: J—
) 1 L z+1 r -1 .
tl>1£1%+(x + 1) f(x) = tl}lilh poa i tl}?ﬁ 1= Donc, d’apres les

400
régles de Riemann («a = 1), l'intégrale / dt est divergente.
2

t2—1

Pour montrer qu'une intégrale converge, quand elle n’est pas absolument

convergente, on dispose du théoréme suivant.
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Théoréme 105. (Regle d’Abel)

Soit f, g deux fonctions localement intégrables sur [a, b[, telles que

(¢) f est décroissante et de limite 0 en b (ce qui implique f > 0),

(27) il existe un réel M > 0 tel que, pour tout u,v € [a, b, ‘ / g(t) dt' <
M. ’

Alors I'intégrale

/b f(t) g(t)dt converge.

Démonstration : D’aprés la seconde formule de la moyenne (théoreme
(43))), pour tout (z,y) € R% tel que a < x < y < b, il existe £ € [a, ]
tel que

Y £
/ F()g(t) di = f(a) / g(t) dt.
)

et donc d’apreés (74

\ [ #oat0 dt' < Mf()

Soit € > 0, d’apres (i), il existe ¢ € [a, b] tel que, pour tout ¢ € [c, ] :
5
7

En combinant ces deux derniéres inégalités, on déduit

0< f(t) <

Y(z,y) € e, | [ 1090 dt| <

Le critére de Cauchy est satisfait, d’ou le résultat désiré.
Corollaire 10. Si f est une fonction positive et décroissante sur [a, +o0o[ et

+00
de limite 0 en +o00, alors / cos(At) f(t) dt converge pour tout A € R* et
a

400
/ sin(At) f(t) dt converge pour tout A € R.

Démonstration : Sur [a, +oo[, les fonctions f, ¢ — cos(At) et t — sin(At)
sont localement intégrables car la premiére est monotone et les deux derniéres
sont continues. Appliquons la régle d’Abel pour g = cos(At) et go = sin(At)
Quels que soit u et v dans [a, +o0o[, on a

|/ cos(\) dt| _ sm()w);sm(ku) S;,
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‘/ sin(At) dt

ce qui montre le résultat désiré.

et
cos(Av) — cos(Au)

A

2
<_7
A

. : £ . T sint
Ezercice Corrigé 106. Etudier la convergence de l'intégrale / o dt,
1

suivant les valeurs de a > 0.

Solution : (i) Pour o > 1, cette intégrale est absolument convergente.

(77) Si 0 < a < 1, la fonction f : ¢ +— tia est décroissante sur [1, +00] et
lim f(t) =0.

t——+00

La fonction g : ¢ + sint est continue sur [1,+o0[ et ‘/ sin ¢ dt' < 2
1
. o gint
pour tout x € [1, 4o00[ et d’aprés la régle d’Abel I'intégrale o dt est
1

convergente.

2.6 Exercices

Exercice 1. En utilisant les primitives usuelles, déterminer la nature des

intégrales suivantes :

5 400 1 2
A :/ tan(z) dz, B :/ n(@) dx.
0 0

X

Exercice 2. Etudier la nature des intégrales suivantes :

1

2 1 +0o0 400 2
A= T de, B= / e dy, C = / ‘
o Vil—2) 1 e 710

+00 12 400 _—vx2+1 3
D :/ sin (@) de, FE :/ ‘ dr, F :/ In(1+sin(x)) dz.
0 x 0 VT _

[SIE

400 e—t _ e—2t

Exercice 3. Soit [ = / — dt.
0

1. Montrer que I est convergente.

2. Pour € > 0, établir la relation :

‘oo —t —2t 2e  _—t
e — € e
/ . / ‘.
€ t € t

— cos(x)
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3. En déduire le calcule de I (utiliser la premiere formule de la moyenne).
x—1
In(z)

1
4. En déduire le calcul de / dx (Poser x =e™").
0

Exercice 4. Soit I, = / ————, ol n est un entier naturel.
o (E+1)"

1. Etudier pour quelles valeurs de n l'intégrale I,, converge.
2. Calculer I;.
3. Montrer quesin > 2, ona: [, = %In.

4. En déduire 'expression de I,,.

Exercice 5. Soit [ = -

0 \/%(tQ—{— 1).

1. Montrer que I est convergente.

+oo
2. Calculer J :/ 4d$ )
0 xTr* 4+ 1

3. En déduire I (poser z = v/1).

Exercice 6. Etudier la nature des intégrales généralisées suivantes :

+oo 1 0 qin(t +oo _sin(t) 5
/ it a,B>0, / sin() / < / In(sin t) dt,
o t(1+1)f 0 t 0 t 0

/ 1 cos(t) Cfs(t) dt, / et gy / T _sin®)
0 t 0 o cos(t) +t
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Chapitre 3

Equations Différentielles Linéaires

3.1 Equations Différentielles du Premier Ordre

3.1.1 Définition

Définition 20. Soit ¢ une fonction de trois variables & valeurs dans R.

On appelle équation différentielle du premier ordre, une relation de la forme
o(x,y,y’) = 0 faisant intervenir une variable x, une fonction y = y(x) et sa
dérivée ' ().

Une fonction f dérivable est dite solution de cette équation sur I C R si
o(z, f(x), f'(x)) = 0 pour tout = € I.

Exemple 107. L’équation 23y’ — 2 = 0 est équation différentielle du premier
ordre, elle admet f(z) = ;—21 comme solution sur / = R,

3.1.2 Equation & Variables Séparées

Définition 21. Une équation différentielle du premier ordre est dite & va-
riables séparées si elle peut s’écrire sous la forme :

@

9(y)

Meéthode de Résolution : On a

_f) o dy _ f@)
y_g(y)é dx g(y)

y)dy = f
= / dy—/f dx

Le probléme se rameéne a deux intégrations.
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Ezxercice Corrigé 108. Résoudre 'équation différentielle (1+2%)y +3zy =
0

Solution : On a

—3x
1+ 2%y +32y=0= ¢ =
(1 +2%)y + 3wy Y =152
dy 3
=
1442
dy —3x
=
/ / 1 + a2
= In(Jy|) = —iln(1+az ) + cte

1
(1+22)/(1+ x2)7
Donc, la solution générale de I'équation différentielle (1 + 22)y’ + 3xy = 0

= y= e

est e
y(x) = : avec K € R.

1+ %)/ +27)

Définition 22. (Cas Particulier : Equation Autonome)
L’équation autonome est un cas particulier d’équations a variables séparées,

elle est de la forme y' = g(y).

Exercice 109. Résoudre I'équation autonome 3/ = y? + .

3.1.3 Equation Linéaire

Définition 23. L’équation différentielles linéaire du premier ordre est de la
forme :

a(z)y +b(z)y = f(z);  (B).
Ou a(x), b(x) et f(x) sont des fonctions continues sur un méme intervalle
I C R, avec Vx € I :a(z) #0.
On appelle équation homogéne ou encore équation sans second membre as-
sociée a (£), I'équation :

a(z)y +b(x)y=0  (E.H).
Ezemple 110. (i) L’équation zy/ + (cosz)y = 22 est linéaire.
(i) L’équation yy' + xy = 22? — 1 n’est pas linéaire.
Proposition 27. L’ensemble des solutions de (F) est obtenu en ajoutant a
toutes les solutions de (E.H) une solution particuliére de (E).
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1 - Résolution de I’équation homogéne associée :

On a
a(z)y +blx)y = 0= yf:j_z:_%
b M),
v~ a@" )
dy b(x
= m —/mdx
= Inly| :—/Z((i))dxchte

b
On pose A(x) = /% dx. Alors, In |y| = —A(z)cte. Done, y = ete=4(®)
a(zx

ctee=A() Par conséquent, y, = Ce 4®): ' € R est la
solution générale de I’équation homogene (E.H).

et par suite y = *e

Remarque 111. L’équation linéaire sans second membre est & variables sépa-
rées.

2 - Recherche d’une Solution Particuliére de (F) :

Pour déterminer une solution particuliére de (F) on va utiliser la méthode
de variation de la constante.

Soit yp, la solution générale de I'équation homogene (E.H). Donc, y, =

Ce™ @) ot C € R et A(x) = /%dm
a(zx

La méthode de variation de la constante consiste & remplacer la constante
C' par une fonction C'(x) et chercher une solution particuliére de 1'équation
avec second membre (E) de la forme y = C(2)e~4®). On calcule 3/, puis on
remplace y et 3 par leurs expressions dans I'équation (F) et on utilise le fait

—A(z)

que e est solution de (E.H), on trouve

C(z) = f(z) A),

" a@)”

ce qui implique
/f Ydr+k, keR

Dong, la solution générale de ’équation avec second membre (F) est

y(x) = C(x)e 4 /f Y de 4+ ke keR,
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cest & dire y(2) = yn(2) +yp(z) avec yp(v) = ke™@): kR est la solution
générale de I’équation homogene (E.H) et y,(x / fl@ ) dz est
une solution particiliere de (F).

Ezercice Corrigé 112. Résoudre I'équation linéaire zy’ —y = ", (E).

Solution : On commence par résoudre I’équation homogene zy’ — y =

0, (E.H).Ona

d d
vy —y=0= _y —x

d da
= /3’ !

= 1n\y|:ln|y\—|—cte
= y=Cux, avec (CeR

On cherche maintenant une solution particuliére de (E); sous la forme y, =
C(x).z; par la méthode de variation de la constante :

yp, est solution de (E.H) = gjy;_yp: 2L1
x p—
2 _ _ T
= z°C'(x) +2C(z) — 2C(x) —
1
/ —_—
= C(x>_:€(:c—1)(x+1)
= Cl(x):———i- +

r 2x—-1) 2x+1)
~ O(z) = —Inla +%1n|:1:2 ]
= y,=0C(r)r=x(—Inz|+ %ln 2% — 1]).
Dong, la solution générale de ’équation (F) est
y(z) = yn(z) + yp(z) = Cox 4+ x(—In|z| + ln\x —11), C eR.

Remarque 113. Si y;et yo sont deux solutions partlculiéres de (F), alors y;—y»
est solution de (E.H), et la solution générale de (F) est

y =y1+c(y1 —y2),c € R arbitraire.

3.1.4 Equations Différentielles Particuliéres

Dans cette section, on va présenter quelques équations différentielles du pre-

mier ordre non linéaires se ramenant a des équations différentielles linéaires.
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1 - Equation de Bernoulli

Définition 24. Une équation différentielle est dite de Bernoulli si elle est de
la forme :

y +p(z)y =q(z)y",n € R (Ber)
Remarque 114. Si n = 1, I’équation différentielle de Bernoulli est une équa-

tion différentielle linéaire.

Pour résoudre cette équation, on suppose qu’elle admet une solution y qui
ne s’annule pas. On divise 'équation (Ber) par ", on obtient
Y 1

y_n +p(x)yn—1

—q(x) =0.

/
On pose u = y'™, et donc v’/ = (1 — n)% Cette substitution transforme

’équation (Ber) en une équation différentielle linéaire en la nouvelle variable

u.

Exercice Corrigé 115. Résoudre I'équation de Bernoulli suivante : ¢/ —|—%y =

x

\e/—g, (Ber).
Solution : C’est une équation de Bernoulli avec n = —%, divisons tous les
termes par y_% = Ly, on obtient ’équation suivante

2
VI + =iy =, (Ber)

Introduisant la nouvelle fonction u = y2 = Vyy. dot u' = %\/gy’, portons
ces expressions dans 1’équation (Ber’), nous obtenons 'équation différentielle
linéaire 5 5
/ T
—-u+-u=e", (&
3 x ()

qu’on peut résoudre facilement par la méthode de variation de la constante.

Exercice 116. Résoudre les équations de Bernoulli suivantes :

X
zy +y =y’ Inz, y—§y’=\/§, y —y =y’

2 - Equation de Riccati

Définition 25. Les équations de Riccati sont des équations différentielles de
la forme :
y = a(x)y” + b(z)y + c(x) (Ric)
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Pour résoudre cette équation, on a besoin de connaitre une solution particu-
liere y,. On pose le changement de fonction suivant :

1
y:yp‘i_;-

Cette substitution transforme I’équation (Ric) en une équation linéaire en z.

Ezercice Corrigé 117. Résoudre I'équation de Riccati suivante :

y —y+y* =42+ 20 +2, (Ric).

Sachant que y, = 22 + 1 est une solution particuliére.

Solution : Soit le changement de variables :
1 1
y=y,+-=2r+1+-.
z z

Substituons cette expression dans I’équation (Ric), afin d’obtenir une équa-

tion linéaire non homogene de la forme
7+ (—dr — 1)z = —1,
qui se résout par la méthode de variation de la constante.

Exercice 118. Résoudre les équations de Riccati suivantes :

(2 + 1)y =91 (yp=1), 2%+ *+2%y+22'=0 (y, = —2?).

3 - Equation de Lagrange

Définition 26. Les équations de Lagrange sont des équations différentielles

de la forme :

y=axf)+a9(y) (Lag)
Pour résoudre ce type d’équations, on commence par dériver (Lag) par rap-
port a x, nous obtenons :

y/ — f(y/) +xf/(y/)y// _|_g/(y/)y// (Lag)
Le changement de fonction ¢(x) = y/(x) conduit a 'équation :
t=f(t)+af O +4 ) (Lag').

c-a-d
f&) —t+(@f'(t) +g' () =0 (Lag')
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’ . L. . L. .
Sachant que t, = ﬁ (relation entre dérivées de fonctions réciproques) I'équa-
t

tion précédente se transforme en une équation différentielle linéaire en x(t) :

(f(t) = t)a"+ f(t)x = —g'(¢) (E)
La résolution de cette équation linéaire admet pour solution : z(t) = xg +
x, = F(t), par conséquent, y(t) = xf(t) + g(t) = G(¢t).
Nous obtenons des équations paramétriques F'(t) et G(t) pour des courbes
intégrales.

Exercice 119. Résoudre les équations de Lagrange suivantes :
1
v =) =y =y - (),
3.2 Equations Différentielles Linéaire du Second Ordre

a Coefficients Constants

3.2.1 Définition

Définition 27. Une équation différentielle du second ordre a coefficients

constants est une équation différentielle de la forme
ay” +by' +cy = f(z) (E)

o a,b,c € R,a#0,et funefonction continue sur I ouvert de R. L’équation
homogene (ou sans second membre) associée est

ay” +by +cy=0 (E.H)

3.2.2 Résolution de ’Equation Homogéne

Définition 28. Deux fonctions y; et ys sont dites linéairement indépendantes
Sy
ayr + Py =0=a=p=0.

Théoréme 120. L’équation homogeéne (E.H) posséde deux solutions linéai-
rement indépendantes y; et yo. De plus, toute solution y de (E.H) est de la

forme

y = Ay, + By, A BeR.

Méthode de Résolution : Pour résoudre ’équation homogéne (E.H), on
cherche une solution de la forme y(z) = €.
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En remplagant dans ’équation, on trouve [’équation caractéristique
ar® 4+ br +c =0, (E.C)

La résolution de I'équation (E.H) dépend du signe de A = b* — 4ac. On a
donc, les trois cas suivants.

Cas1: A>0:

L’équation caratéristique admet deux racines réelles distinctes r =

—b+\/Zet b= VA

ry = — Alors, La solution générale de I’équation ho-
a

a
mogene (E.H) est
Yy, = Ae"" + Be™"; A, B eR.

Cas 2: A=0:

: . . —b
L’équation caratéristique admet une racine réelle double r = % Donc, la
a

solution générale de I’équation homogeéne (E.H) est :
yp = (Az 4+ B)e™; A BeR.

Cas 3: A<O0:

L’équation caratéristique admet deux racines complexes conjugées r; =

—b+iv—A —b—iv/—-A —b vV—A Alors
: IS,

et ro = .Onposeoz:2—et5: 5
a

a

la solution générale de I'équation homogeéne (E.H) est :
yp(x) = ™ (A cos(fx) + Bsin(ﬁx)); A, B eR.

On peut I'écrire aussi sous la forme

yn(z) = Ke™ cos(fx + C); K.C eR.

Ezxercice Corrigé 121. Résoudre 'équation v’ + 3y’ — 4y = 0.

Solution : L’équation caractéristique est : 7> +3r —4 = 0 dont le A =

V> — dac = (3)> —4 x 1 x (—4) = 25 > 0, alors I'équation caractéristique

admet deux racines réelles vy = # = 1let ro = # = —4. Dongc, la

solution générale est
yp = Ae” + Be A B eR.

Exercice Corrigé 122. Résoudre I'équation 3" — 4y’ + 4y = 0.
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Solution : L’équation caractéristique est : 7> —4r +4 = 0 dont le A =
(—4)> —4 x 1 x 4 = 0, alors I'équation caractéristique admet une racine
4

double r = 5 = 2. Donc, la solution générale est

yn = (Az + B)e*; A BeR.

Ezxercice Corrigé 123. Résoudre 'équation v’ + 4y’ + by = 0.

Solution : L’équation caractéristique est : 72 +4r +5 = 0 dont le A =

(4)2 =4 x1x5=—4=(2i)% <0, alors I'équation caractéristique admet

—4+21

5 :—2+z'et7“2:?1:—2—i.

deux racines complexes conjuguées r; =

Dans ce cas, la solution générale est

yp = e 27 (A cos(x) + Bsin(a:)); A, B eR.

3.2.3 Résolution de ’Equation avec Second Membre

Proposition 28. L’ensemble des solutions de (F) est obtenu en ajoutant a
toutes les solutions de (E.H) une solution particuliére de (E).

Pour résoudre I’équation avec le second membre, on va présenter une méthode
pour les cas classiques et une autre pour le cas général.

Cas classique : f(x) = ™ (Pn(x) cos(wz) + Qu(x) sin(wx)) avec
m,w € R* :

Si le second membre de I’équation (E) est de la forme :

flx) = ™ (Pn/(zc) cos(wx) + Qu(x)sin(wz) | ou P, et @, sont deux

polynomes et m,w € R*, alors on cherche une solution particuliere y, telle
que

)
e (Rn(x) cos(wz) + T, (x) sin(wx)) si m + iw n’est pas racine de (E.C

yp(z) = { xe™® (Rn(x) cos(wz) + T, (x) Sin(wx)> sl m + iw est racine simple de (£.(

Avec R, et T), sont deux polynomes de degré n = max(n';n”).

Remarque 124. Ceci inclut le cas ot les polynémes R, et (0,,» sont simplement
des constantes (n = n’ = 0), dont 'une peut étre nulle, et / ou f ne contient
pas d’exponentielle (m = 0) et / ou pas de fonction trigonométrique (w = 0).
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Ezercice Corrigé 125. Résoudre I'équation y” — 5y’ +6y = 2241, (E1).

Solution : On commence par résoudre I’équation homogéne associée 3" —
5y + 6y = 0. 'équation caractéristique est : 7> — 5r + 6 = 0 dont le A =
(=5)? —4 x 1 x 6 =1, alors elle admet deux racines réelles r; = 2 et 79 = 3
Donc, la solution générale de ’équation homogene est

yn = Ae*® + Be’": A, B €R.

Le second membre est de la forme e™* (Pg(a:) cos(wz)+Q_oo() = sin(wx))

avecem =0,w =0, Py(x) =2+ 1et Q_o(x) =0. Or m+iw = 0 n’est pas
racine de I’équation caractéristique, alors on cherche une solution particuliére
de la forme :

Yy, = em’ (RQ(.T) cos(wz) + Th(x) sin(wx)) = ax® + bz + c.

Puisque

yg—5y1’)+6y:6ax2+2(3b—5a)x+6c—5b+2a:x2—|—1.

. . . . _ 1 . 5 - 37
Par identification, on obtient a = ¢,b = 5 et ¢ = 75,
(z) 1, N 5 n 37
r) ="+ —r+ —.
PRSI T 108

Dong, les solutions de (E;) sont

par conséquent,

o} 37

1
y(x) = yn(x) + yp(z) = Ae® + Be™ + 6352 t gt tae ABER
Ezxercice Corrigé 126. Résoudre Déquation " — 2¢ — 3y =

—3ze ", (Es).

Solution : L’équation caractéristique est : 7> —2r —3 =0et A = 16 > 0,
alors 1 = —1 et 79 = 3. Dong, la solution générale de I’équation homogene
est donnée par :

yn = Ae ® 4+ Be’"; A, B eR.

Le second membre est de la forme €| Pj(x) cos(wx) + Q_ () sin(wx))

avec m = —1, w = 0, Pi(x) = =3z et Q_o(x) = 0. Or m +iw = —1
est racine simple de ’équation caractéristique, alors on cherche une solution

particuliére de la forme

—— <Rl(x) cos(wa) + Th(2) sin(wx)) — 2(az + b)e .
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On calcule y, = e~ (—ax? 4 (2a—b)z 4 b) puis y, = e~ *(az”+ (—4a+b)z +

2b — 2a) et on remplace dans I’équation (FE5), on obtient a = % et b = 1%,

par conséquent

3 3

yp(z) = :U(éx + E)e_m.

Dong, la solution générale de (E5) est

3 3
y(z) = yu(z) + yp(z) = Ae " + Be* + x(gx + E)e—ﬂﬁ; A BeR.

Exercice Corrigé 127. Résoudre 'équation y” + 9y = e ¥ cos x, (E3).

Solution : L’équation caractéristique est : 72+9 = 0, elle admet deux racines
complexes 11 = 3t et o = —3i. Donc, la solution générale de 'équation
homogéne est donnée par :

yn = Acos(3x) + Bsin(3x); A, B eR.

Le second membre est de la forme e™* (P()(ZU) cos(wz)+Qo(z) Sin(w:r)) avec

m=—-1,w=1 F(zr) =1et Q_x(x) =0. Or m +iw = 1 + i n’est pas
racine de I’équation caractéristique, alors on cherche une solution particuliére

de la forme
Y, = e (Ro(a:) cos(wz) + To(x) Sin(wa:)) =e 7 (a cos(z) + bsin(:c)).
On calcule y, et 3, et on remplace dans I'équation (£3), on obtient
(2b+9a — 1) cosz + (9b — 2a) sinx = 0.

Ceci implique en utilisant le fait que les deux fonctions cosx et sinx sont
linéairement indépendantes, que a = % et b= 82—5.
Dong, la solution particuliére de (Fj3) est

o9 2
yp(x) =€ <% cos(x) + o5 Slﬂ(:l:)); A, BeR.

Par conséquent, la solution générale de ’équation (Ej3) est

y(x) = yn(x)+yp(r) = Acos(3x)+Bsin(3z)+e™ " (% Cos(x)+;—5 sin(m)) ;

2- Principe de Superposition :
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Si le second membre de ’équation (E) est de la forme f(x) = fi(x)+ fo(x)+
... + fu(x), on cherche une solution particuliére y,, des équations

(Ey): ay'+by +cy= fi(x), i=1,..,n
Une solution particuliére y, de (E) est alors donnée par

(@) = Ypu (%) + Yp, (2) + oo + 9, (2)-

Ezxercice Corrigé 128. Résoudre I'équation 3" + y = x 4 cos 3z, (E).

Solution : L’équation caractéristique est : r> + 1 = 0, elle admet deux
racines complexes r; = 1 et 79 = —i. Donc, la solution générale de I’équation
homogéne est donnée par :

yn = Acos(z) + Bsin(x); A, B eR.

On remarque que y1(x) = x est solution particuliére de ’équation y” +y =
x, (El)

Une solution particuliere de (FEs) : y" +y = cos3z, est de la forme
Yp, = acos 3z + bsin 3z. En remplacant dans (Es) , on trouve que

—8a cos 3xr — 8bsin 3x = cos 3z,

donc a = —% et b = 0. Par conséquent, une solution particuliére de I’équation
(E) est donnée par

Yp = Yp, T Yp, :x—gcos?)x.

Et la solution générale de (F) est

1
y:yh-l-yp:Acos(x)+Bsin(x)+x—gcosi%x; A B eR.

Remarque 129. Lorsque le second membre n’est pas I'une des formes indiquées
précédemment, on cherche une solution particulieere de (E) en utilisant la
méthode de variation de la constante.

3- Cas général : Meéthode de Variation de la Constante :

Soit y, la solution de I’équation sans second membre (E.H). Donc, y,(z) =
Ayy(z) + Bya(x), ot y; et yo sont deux solutions linéairement indépendantes
de (E.H).

La méthode de variation de la constante consiste a remplacer les deux
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constantes A et B par des fonctions A(z) et B(x) et chercher une solution
particuliére de (F) de la forme

yp(z) = A(z)y1(2) + B(x)ya(z).
On impose de plus la condition suivante
A'(@)yi(z) + B'(x)y2(x) = 0.

Ce qui donne

yp(z) = A(z)yy(z) + B(z)ys(z).
On calcule ensuite y”, on remplace dans 'équation (E) et on utilise le fait
que y; et yo sont deux solutions de I'équation (E.H), on trouve que

f(z)

a

Al(x)yi(x) + B'(x)ys(x) =

Il faut donc résoudre le systéme suivant dont les inconnus sont A’(x) et B'(x)

{A’@)yl(:r) + Bl(2)ya(z) = 0,
Al(z)(x) + B'(x)y)(x) = L2

Comme y; et ys sont linéairement indépendantes, alors le déterminant

() ya(z)

V=@ )

= y1(@)ys(x) — ya(2)yy () # 0.

Les deux solutions du systéme sont

A'(x) _ _f(jagﬂx) ot B/(ZC) _ _f(axj)/‘?il(x)

On obtient donc les fonctions A et B en intégrant A’ et B’.
Par suite, la solution particuliere de (F) est

yp(r) = A(x)y1(v) + B(x)y2(7).

Ezxercice Corrigé 130. Résoudre I'équation 3" — 2y +y = %:;2, (E).

Solution : L’équation caractéristique : 72 — 2r +1 = 0, est de racine double
r = 1. Donc, la solution générale de 'équation homogéne associée & (E) est
donnée par :

yn(z) = (Az + B)e”; A, B eR.
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Cherchons une solution particuliere de (E) sous la forme

yp(z) = vA(z)e” + B(x)e®, avec A, B sont deux fonctions dérivables.

On a
y(z) = A'(z)ze” + B'(2)e” + A(z)(z + 1)e” + B(x)e".

On impose la condition
Al(x)ze” + B'(z)e” = 0.
On trouve que
y,(x) = A'(x)(x + 1)e” + B'(z)e” + A(z)(x + 2)e” + B(z)e".

En remplacant dans I’équation (F), on obtient

Al(z)(z +1)e" + B'(z)e" =

Résolvons donc le systeme

xT

{A’(az)azem + B'(z)e” =0,

Al(x)(z +1)e” + B'(z)e” = 15.

On obtient

{A'(SC) = T
B'(x) =

C’est a dire A(z) = arctanz et B(z) = —5 In(1 + z?).
Donc, une solution particuliere de I’équation (F) est donnée par

__T
1422"

1
yp(z) = B} <2I arctan x — In(1 + $2)> ot

Par conséquent, la solution générale de (E) est

1
y(z) = yn(z)+yp(x) = (A:c+B)e”3+§ (2:1: arctan :r—ln(1+:1:2)>ex; A, B eR.

3.3 Exercices

Exercice 1. Résoudre les équations différentielles suivantes :
(By): (14 22y + 22y + 2% =0,
(Ey) = sin®(z)y’ — tan(z)y = tan(z),
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(B3): y" =3y +2y =2,
(B1): ¥ +y +y=cos(2x),
(E5): ' =2y +y=x+xe™™.

Exercice 2. Résoudre les équations différentielles suivantes :

(Sep) : (cost)y = (sint)y?,

(Ber): Y =y+ty’,

(Ric) : 9 = (t—1)y+y?—t, sachant qu’elle admet une solution particuliére

constante.

Exercice 3. En posant u(z) = (1+2?)y(x), résoudre 'équation différentielle

sulvantes :
(B): (142 y" +4day + (1 — 2%y = 0.

Exercice 4. On considere I'équation différentielle suivante :

(B): ' =4y +4y = f(x).

Ou f est une fonction qui sera précisée plus loin.

1. Résoudre 'équation homogene associée a (F).

2. Trouver une solution particuliére dans ces deus cas : f(z) = e et
f(x) =e 2.
e?x + e—Zx
3. Donner les solutions de (F) si f(x) = — Puis, déterminer

I'unique solution de (£) vérifiant h(0) = 1 = A/(0).

7
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