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Matrices

Définition Matrice

On appelle maTRICE m x n (ou d'ordre m x n) a coefficients dans K tout tableau de m lignes et n colonnes
d'éléments de K. L'ensemble des matrices m x n a coefficients dans K est noté M, ,(K).

Si m = n on dit qu'on a une MATRICE CARREE. L'ensemble des matrices carrées d'ordre n a coefficients dans K est
noté M, (K).

Une matrice m x 1 est appelée VECTEUR-COLONNE et une matrice 1 x n est appelée VECTEUR-LIGNE.

On convient de noter a;; l'4lément de la matrice situé sur la i-éme ligne et j-éme colonne (1 < i< metl < j<n).
Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux crochets :

a1 (‘11/‘ d1p ai1 Cllj d1p
A=an ... aj ... ap ou A=layn ... a; ... ap
mi ... dmj ... dmp am1 ... dmj ... dpp
ou encore
A = (aij)1<i<m ou A = [aijlicicm
<j<n <j

Nous travaillerons avec K = R, Q ou Z.

Exemple
La matrice
-1 4 2
A=10 1 -3
4 1 5

est carrée et d'ordre 3.

Définition Addition de matrices

St A = (ai)1<i<m et B = (b))

<i<m sont deux matrices m x n, on définit 'aApDITION des matrices par
j< i

1< 1
1< 1<j<n

A+ B = (aij + bij)i<i<m.
1<j<n

La MATRICE NULLE, notée O, ,, est la matrice dont tous les éléments sont nuls.



La MATRICE OPPOSEE D'UNE MATRICE A est notée —A. Si A = (a;j)1<i<m alors —A = (—a;j)1<i<m.
1<j<n 1<j<n

Exemple
Soient les matrices
3 4 2 6 1 9

a=( 53 B3 0 5)
On obtient

(346 441 249\ (9 5 11

AHB§*(1+2 340 5+3)*(3 3 8»

Attention

La somme de deux matrices d'ordres différents n'est pas définie.

Propriété

St A, B et C sont des matrices de méme ordre, alors nous avons
> A+ B =B+ A (commutativité),

> A+ (B+C) = (A+B) + C (associativité).

Exemple

Soient les matrices

On a alors
(146 -1-5\ [T —6 _(6+1 —5-1\ (7 —6 _[6+0 —5+2) (6 -3
A“B%*(zwz 0+1)*(5 1)' B+A*(2+3 1+0)*(5 1)' B+C*(2+2 1+4)*(4 5)'
De plus,
7 —4 7 —4
(A+M+Cf(7 5y A+®+CL7@ 5).
Définition

On appelle MATRICE DIAGONALE toute matrice carrée D = (djj)1<ij<n telle que i # j = d; = 0. Si on note
d; = d;, une matrice diagonale est de la forme

di 0 0 0
0 ds 0 0
Dn =
0 0 d,—1 0
0 0 0 d,
On la note Diag(dy, ds, ..., d,).
La MATRICE IDENTITE d'ordre n, notée [, est la matrice diagonale Diag(1,1,...,1).

Définition Matrices triangulaires

On dit qu'une matrice carrée A = (a;j)1<ij<n est
> TRIANGULAIRE SUPERIEURE si i > j = a;; =0,
> TRIANGULAIRE INFERIEURE si i < j == a;; = 0.
Une matrice triangulaire supérieure et inférieure (i.e. i # j = a;; = 0) est une matrice diagonale.



Exemple

1 2 3 4

0 5 6 7 . R . T
U= 00 2 -1 est une matrice triangulaire supérieure,

0 0 0 =5

1 0 0 0

4 0 0 0 . . T
L= 5 1 2 0 est une matrice triangulaire inférieure,

7 9 15 4

1 0 0 0

0 -8 0 0 . .
D= 00 7 0 est une matrice diagonale.

0o 0 0 0

Définition Produit d'une matrice par un scalaire
St A = (aij)1<icm est une matrice m x n et si a € K, on définit le PRODUIT D'UNE MATRICE PAR UN SCALAIRE par
1<j<n

a-A=(a- C’ij)lsism
1<j<n

Propriété
Soient A et B deux matrices de méme ordre et a € K un scalaire, on a
> a-(A+B)=a A+ a-B (distributivité).

Exemple
(34 2 . _ B (3 o2 1
SOltA—(l 3 5) eta72.0nobtlentha~Af(1/2 32 5/2).

Définition Produit de matrices

St A = (ai)1<i<m est une matrice m x n et B = (by;j)1<k<n une matrice n x p, on définit le PRODUIT DES MATRICES
1<k<n 1<j<p
par

_ 1<i<
k=1 12<p
C'est une matrice m x p.
Exemple
Soient les deux matrices
1 2 0
A:(_ll ? (2)) et B=(0 2 3
0o -1 =2

La matrice A est d’'ordre 2 x 3, la matrice B est d'ordre 3 x 3, donc la matrice produit A x B est une matrice d'ordre 2 x 3 :

AxBo [ 1¥143%x0+0x0  1x243x2+0x (1) 1><0+3x3+0><(—2))7(1 8 9)

—1x141x04+2%x0 —1x24+1x2+2x(=1) —1x0+1x3+2x(-2) -1 -2 -1



’]B% : n lignes p colonnes‘

Clj . Clp
Y
@ @ Ci1 Cip
am1 S Umk e Umn Cm1 e Cmk e Cmp
’A > m lignes n Colonnes‘ C = A xB : m lignes p colonnes

Propriété

StA e My ,(K),Be an( ), C € M, 4(K), alors

> A x (B xC)= (A xB) x C (associativité) ;
Ax(B+C) = A X ]B + A x C (distributivité);

SLAEM(K) ors AxI,=1,x A=A

Attention

A x B +# B x A en général (non commutativité).

Prenons le cas général avec A d'ordre m x p et B d'ordre p x n. Le produit A x B est défini, c'est une matrice

d’'ordre m x n. Qu'en est-il du produit B x A? Il faut distinguer trois cas :

> si m # n le produit B x A n'est pas défini;

D> st m = n mais p # n, le produit A x B est défini et c'est une matrice d'ordre m x n tandis que le produit B x A
est défini mais c'est une matrice d'ordre p x p donc A x B# B x A;

> st m=n=p, A et B sont deux matrices carrées d'ordre m. Les produits A x B et B x A sont aussi carrés et
d’'ordre m mais la encore, en général, A x B # B x A;

Exemple

Soient les matrices

On obtient

5 =2



Définition Matrice transposée
Si A = (a;)1<i<m est une matrice m x n, on définit la matrice TRANSPOSEE de A, notée AT, par A = (a;;)1<j<n.
j)1<i< I ji)1<j<

1<j<n 1<i<m
C'est donc une matrice n x m obtenue en échangeant lignes et colonnes de la matrice initiale.

Exemple
Soit la matrice A d'ordre 2 x 3 suivante

1 3
AT=[-1 0
5 7

Propriété

> (AT =Asi A € My ,(K),

> (@A) = aAT sia € Ket A € M, ,(K),

> (A+B) =AT+B7 si A,B € M, ,(K),

> (AxB) =B" x AT si A € M, ,(K) et B € M, ,(K).

Définition Matrice symétrique, matrice anti-symétrique

> Une matrice A est dite SYMETRIQUE si AT = A, ie. si a;j = aj; pour tout i # j.

> Une matrice A est dite ANTI-SYMETRIQUE si AT = —A, i.e. si a;j = —aj; pour tout i # j.
Exemple
1 5 -9
A=15 4 0 est une matrice symétrique.
-9 0 7
1 5 -9
B={-5 4 O est une matrice anti-symétrique.
9 0 7

Définition Matrice inversible, matrice singuliére

Une matrice carrée A € M, (K) est dite INVERSIBLE ou réguliére si elle est symétrisable pour le produit matriciel,
autrement dit s'il existe une matrice B € M, (K) telle que A x B =B x A = [,,. Une matrice non réguliére est
dite SINGULIERE.

L'inverse, s'il existe, d'une matrice A est noté A™!.

Proposition
Soit A et B deux matrices 'Lnlversibles, alors
> A7 lest aussi et (A™') = A,

) . -1 T
> AT lest aussiet (A7) = (A71)",
> A x B lest aussi et (A x B) ' =B~! x AL,
Définition Trace
Si A est une matrice carrée d'ordre n, on définit la TRACE de A comme la somme des éléments de la diagonale

principale :
n
tl’(A) = Z aij.
i=1



Exemple
La trace de la matrice A suivante

1 2 0
0 2 3
0o -1 =2

esttr(A) =ay1 + a2+ a3z =1+2+(-2)=1.

Propriété

St A et B sont deux matrices carrées d'ordre n, alors

> tr(AT) = tr(A),

> tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

Si A est une matrice m x n et B une matrice n x m, alors
> tr(A x B) =tr(B x A).

Calcul pratique d’un déterminant

Définition Déterminant d’'une matrice dordre n

Soit A une matrice carrée d'ordre n.

Etant donné un couple (i, j) d'entiers, 1 < i,j < n, on note A; la matrice carrée d'ordre n — 1 obtenue en
supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A.

Le DETERMINANT de A, noté det(A) ou |A[, est défini par récurrence sur lordre de la matrice A :

> sin=1:le déterminant de A est le nombre

det(A) = a1,

> sin>1:le déterminant de A est le nombre

det(A) = Z(—l)iJrfaij det(Aj) quelque soit la ligne i, 1 < i< n,
j=1

ou, de maniere équivalente, le nombre

det(A) = Z(—l)””h,y det(Aj) quelque soit la colonne j, 1 < j < n.
i=1

Astuce
Pour se souvenir des signes de ces deux formules, on peut remarquer que la distribution des signes + et — avec
la formule (—1)"*/ est analogue a la distribution des cases noirs et blanches sur un damier :

+ - + -

-+ - +
e

Exemple

Soit A une matrice carrée d'ordre n = 2.

an a
det(A) = det (a11 c112) = 011022 —
21 022 1201

dyp  di2

21 d22



Exemple
Soit la matrice

a1 iz 013
A= aoq oo do3
asy 3o ds33

alors

= 022033 — 023032,
= dz1033 — 023031,
= d21032 — 022031,
= 012033 — 013032,
= 011033 — 013037,
= d11032 — d120d37,
= 012023 — 013022,
= d11023 — d13021,
= 11099 — U12d27,

donc on peut calculer det(A) par l'une des formules suivantes :

ayy det(Ayy) — aadet(Az) + a13 det(A;3) (développement suivant la ligne i = 1)
—agy det(Agy) + a9o det(Ags) — a3 det(Aas) (développement suivant la ligne i = 2)
a3y det(Aszy) — a3z det(Ag2) + azz det(Ass) (développement suivant la ligne i = 3)
—aypdet(Aqy) + agy det(Agy) — aszy det(Asy) (développement suivant la colonne j = 1)
a2 det(A2) — ago det(Ags) + a3z det(Ags) (développement suivant la colonne j = 2)
—ai3det(Ar3) + a2z det(Aqz) — azz det(Ass) (développement suivant la colonne j = 3)
Quelques calculs montrent que ces formules donnent bien le méme résultat.

\ARVARVARVAR VARV,

Astuce

Il convient d'utiliser cette définition aprés avoir fait apparaltre sur une méme rangée le plus possible de zéro

sachant que

> si deux colonnes (resp. deux lignes) sont identiques ou proportionnelles, alors det(A) = 0;

> si on échange deux colonnes (resp. deux lignes), alors le déterminant est changé en son opposé;

> on ne change pas un déterminant si on ajoute a une colonne (resp. une ligne) une combinaison linéaire des
autres colonnes (resp. lignes), ie.

G « G+ aC, Ly Li+aly,
avec j £ ieta#0.
Exemple
Soit la matrice
1 0 1
A=(0 2 0
0 3 5
alors
2 0 0 0 0 2
det(A;;) = det (3 5) =10, det(A;2) = det (0 5) =0, det(Aq3) = det (0 3) =0,
0 1 1 1 1 0
det(Agy) = det (3 5) =-3, det(Agg) = det (0 5) =5, det(Az3) = det (0 3) =3
0 1 1 1 1 0
det(Azy) = det (2 0) = -2, det(Aszy) = det (0 0) =0, det(Az3) = det (0 2) =2,



donc on peut calculer det(A) par l'une des formules suivantes :

> Odet(Azr) + 2det(Aas) + 0det(Agz) =042 x 5+ 0= 10 «-- formule pratique car il n'y a qu'un déterminant a calculer
> Odet(Agl) + 3d€t(A32) + 5det(A33) =04+0+5x2=10

> ldet(Aq;) + 0det(As) + 0det(Az;) =104 0+ 0 = 10 «-- formule pratique car il n'y a qu'un déterminant a calculer

> 1det(Ay3) + 0det(Ass) + 5det(Az3) =0+0+5x 2 =10

Propriété
Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit des éléments diagonaux.

Théoréme
A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

Propriété
> det(AT) = det(A),
1
—1y _
> det(A™') = det(A)’

> det(A x B) = det(A) - det(B).

Définition Rang

Le rRANG d'une matrice quelconque A est égal au plus grand entier s tel que l'on puisse extraire de A une matrice
carrée d'ordre s inversible, c'est-a-dire de déterminant non nul. Les opérations élémentaires sur les lignes ou les
colonnes d'une matrice ne modifient pas le rang.

Exemple
Soit A la matrice suivante

Le rang de A est 2 car

> A est d'ordre 2 x 3 donc s < min{2,3} donc s =0, 1 ou 2;

> comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiére et de la deuxiéme colonne est nul, on ne peut pas
conclure;

> comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiére et de la troisieme colonne est non nul, alors s = 2.

Exemple
Soit A la matrice suivante
1 0 1
A=10 5 -1
-1 0 -1

> A est d'ordre 3 x 3 doncs <3
> le déterminant de A est 0 donc s # 3

> le déterminant de la sous-matrice ( 59 ) est 5, donc s = 2.

Définition Cofacteur

Soit A une matrice carrée d'ordre n. Etant donné un couple (i, j) d'entiers, 1 < i, j < n, on note Aj; la matrice
carrée d'ordre n — 1 obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A. On appelle COFACTEUR de
lélément a;; le nombre (—1)""/ det(A;).

Exemple

. a b . . d —c
Soit A = (CI d). Alors la matrice des cofacteurs de A est la matrice ( )



10 Calcul de A!

A étant inversible, pour obtenir A~! il suffit de résoudre le systéme Ax = b qui admet pour solution x = A~'h.

1. On calcul la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A;
2. on transpose la comatrice de A;

3. on divise par det(A).

(—1)i+j det(A[j)

Exemple

d

on a déja calculé le déterminant de cette matrice ainsi que la matrice des cofacteurs, il suffit alors de
calculer la transposée et on obtient
Al 1 d —b
ad —bc \—c «a

Soit A = (g b) avec det(A) = ad — bec # 0.

Exemple

Calculer l'inverse de la matrice

1. On calcule la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A :

1 1 -1 1 -1 1
—1)i+1 —1)1+2 _1)1+3
e ST I U I e | R
comatrice = | (=1)2*! _11 _11 (1)2“1 _11 (—1)“3} _11 =(0 2 2|;
2 0 2
(_1)34-1 1 1 ( 1)3+2 1 -1 (_1):s+3 1 1
1 1 -1 1 -1
2. on transpose la comatrice de A :
2 0 2
comatrice’ = [2 2 0 ;
0 2 2
3. on divise par det(A) :
1 2 0 2 2 0 1f2
A‘I:Z 2 2 0= 1 O
0 2 2 0 12 1
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Systémes Linéaires

Définition Systéme linéaire
Soit n, p, > 1 des entiers. Un SYSTEME LINEAIRE n X p est un ensemble de n équations linéaires a p inconnues de

la forme
anxy + ...+ dpXy = b1,

() : :
amx1 + ... + dpxp, = b,
D> Les COEFFICIENTS a;; et les SECONDES MEMBRES b; sont des éléments donnés de K. Les INCONNUES X1, X2,...,Xp
sont a chercher dans K.
> Le SYSTEME HOMOGENE associé a (S) est le systéme obtenu en remplacant les b; par 0.
> Une soLuTioN de (S) est un p-uplet (x1, X2, ..., X,) qui vérifie simultanément les n équations de (S). Résoudre

(S) signifie chercher toutes les solutions.
> Un systéme est IMPOSSIBLE, ou incompatible, s'il n'admet pas de solution. Un systéme est POSSIBLE, ou compa-

tible, s'il admet une ou plusieurs solutions.
> Deux systémes sont EQUIVALENTS s'ils admettent les mémes solutions.

Ecriture matricielle
Si on note

X1 bl aip . Cllp

Xp bn dp1 ... anp

le systéme (S) est équivalent a Uécriture matricielle Ax = b.

Méthodes de résolution
Définition Systéme de Cramer
Un sysTEME est dit bE CRAMER s'il a une solution, et une seule.
Propriété
Considérons un systéme carré d'ordre n a coefficients réels. Le systéme est de Cramer si une des conditions
équivalentes suivantes est remplie :
1. A est inversible;
2. rg(A) =n;
3. le systéeme homogéne Ax = 0 admet seulement la solution nulle.

Méthode de CRAMER
La solution d'un systéme de CRAMER d'écriture matricielle Ax = b est donnée par

x:w 1<,;<n
7 det(A) -

ol A; est la matrice obtenue a partir de A en remplagant la j-eme colonne par la colonne des seconds membres b.

Cette formule est cependant d’'une utilité pratique limitée & cause du calcul des déterminants qui est trés couteux.
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Exemple Systéme dordre 2

On veut résoudre le systéme linéaire

par la méthode de Cramer. On a

donc

X1 =

Exemple

On veut résoudre le systéme linéaire

par la méthode de Cramer. On a

1

A=1|2
3
2

A= | -1
1
1

AQZ 2
3
1

Agz 2
3

donc
—6
X =— =-3,

biass — ai2bs

a11022 — d12027

aip di2 X1\ by
az1  d22 X2 by

det(A) = a11022 — a12021,
det(Al) = b1 oy — Cllgbg,

det(As) = a11bs — brasy,

aiibs —brag

Xo = .
a11022 — d12027
-1 2 X 2
1 0 yl=1-1
0 z 1
det(A) = 2,
det(Al) = —6,
det(Ag) = 10,
det(Ag) = 10,
10 10
y= E = 5, zZ = 7 =5
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Définition Systéme échelonné

Un systéme (S) est EN ESCALIER, ou ECHELONNE, si le nombre de premiers coefficients nuls successifs de chaque
équation est strictement croissant.

Autrement dit, un systéme est échelonné si les coefficients non nuls des équations se présentent avec une sorte
d'escalier a marches de longueurs variables marquant la séparation entre une zone composée uniquement de zéros
et une zone ol les lignes situées a droite de l'escalier commencent par des termes non nuls, comme dans l'exemple
suivant de 5 équations a 6 inconnues :

5Xx1 —Xo —X3 +2x4 +x¢ = by
3x3 —x4 +2x5 = by

3 —X5 “+x¢ = bz
Sxg = by

0 = bs

Réduction
Quand un systéme contient une équation du type

Ox1 +---4+0x, = b,

> si b # 0 le systéme est impossible,
> si b =0, on peut supprimer cette équation, ce qui conduit a un systéme équivalent a (S) dit SYSTEME REDUIT.

Définition Matrice augmentée

Si on ajoute le vecteur-colonne des seconds membres b a la matrice des coefficients A, on obtient ce qu’on appelle
la matrice augmentée que L'on note [A|b].

Méthode du pivot de Gauss

Soit A = (ajj)1<i<n la matrice des coefficients du systeme (S) et [A|b] la matrice augmentée.
15/<p

Etape j : en permutant éventuellement deux lignes de la matrice augmentée, on peut supposer a;; # 0 (appelé
pivot de l'étape j). On transforme toutes les lignes L; avec i > j

aij
L,‘ <~ L[ - JL}
a::
ji
ainsi on élimine l'inconnue x; dans chaque lignes L;.
En réitérant le procédé pour i de 1 a n, on aboutit a un systéme échelonné.

Exemple

Soit le systeme linéaire
X1 +2x0+3x3+4x4=1,
2x1+3x0+4x34+x4 2,
3X] +4X2+X3 +2X/1: 3,
4X1+X2 +2X3+3X4: 4.
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1. Résolution par la méthode du pivot de GAuss :

X1+2X2+3X3+4X4: 1 LyeLlo—2Ly X1+2X2 +3X3 +4X4: 1

[5¢Ll3-3L1

2x1+3xo+4Xx3 +Xx4= 2  [ieli-4l —Xo —2x3 —Tx4=10
3x1+4xe +x34+2x4= 3 —2x9 —8x3—10x4=10
Ax1 +x9+2x3+3x4= 4 —Tx3—10x3—13x4=10
X1+2x9+3x3 +4x4=1 X1+2x0+3x3+4x,=1
Lyelg—2Lo
Lyely—T7lo —Xo—2x3 —Tx4= 0 Lgely+tls —Xo—2x3—Tx4= 0
—4X3 +4X4: 0 —4X3+4X4: 0
4x34+36x4=10 40x,= 0

donc
x4 =0, x3=0, x0=0, x3=1.

2. Résolution par la méthode du pivot de Gauss en écriture matricielle :

1 2 3 4|1 éz&éz—gél 1 2 3 4 1
[Alb] = 2 3 4 1|2 | Gedan [0 -1 =2 =710
- 3 4 1 2|3 0 -2 -8 —=1010
4 1 2 3|4 0 -7 —-10 —-131]0
I 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1
Li:Li:ng 0 -1 -2 =710 Lyelytls 0O -1 -2 -—-710
0O 0 —4 4 1|0 0 0 —4 4 |0
0 0 4 36 |0 0 0 0 40 |0
donc
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Espaces Vectoriels

Espaces vectoriels, Sous-espaces vectoriels

Définition Espace vectoriel

Un espAcE VECTORIEL sur K est un ensemble E contenant au moins un élément, noté Og, ou simplement 0, muni
d’'une addition

ut+vekE pour tout u, v € E

et d'une multiplication par les scalaires

avec

Q ®@ @ ® ©® ®

®

a-uekE pour tout u € E et pour tout o € K

les propriétés suivantes : pour tout u, v, w € E et pour tout a, B € K,

u+(v+w)=(u+v)+w (associativité)
ut+v=v+u (commutativité)
u+0g=0c+u=u (existence d'un élément neutre pour l'addition)
u+ (—u) = (—u)+u=0g en notant —u = (—1g) - u (existence d'un élément opposé)
(a+B)-u=a-u+B-u (compatibilité avec la somme des scalaires)
a-(u+v)=a-ut+a-v (compatibilité avec la somme des vecteurs)
a-(B-u)=(apf) - u (compatibilité avec le produit des scalaires)
lg-u=u (compatibilité avec l'unité)

Les éléments de E sont appelés VECTEURS, l'élément neutre de l'addition Of est appelé VECTEUR NuUL, le symétrique
d’'un vecteur u pour l'addition est appelé VECTEUR OPPOSE DE u et est noté —u.
Nous travaillerons avec K = R

Exemple

Lensemble R? = { (x,y) | x € R,y € R} est un espace vectoriel pour les opérations
> somme : (x,y)+ (z,w) = (x+z,y+w)
> multiplication : a - (x, y) = (ax, ay).

Définition Sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel. On dit que F est un sous-ESPACE VECTORIEL de E si et seulement si F est un espace
vectoriel et F C E.



Exemple

> Lensemble { O¢ } constitué de l'unique élément nul est un sous-espace vectoriel de E, a ne pas confondre avec 'ensemble
vide @ qui n'est pas un sous-espace vectoriel de E (il ne contient pas le vecteur nul).
> L'ensemble E est un sous-espace vectoriel de E.

Pour montrer qu’'un ensemble F est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E on utilise le théoréme suivant.

Théoréme
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
1. FCE

2.0 e F
3.uuveF = u+verF
4uefF,aeK = a-ue F

Exemple
L'ensemble

- (e —0ay - { (¢ 2)

est un sous-espace vectoriel de lensemble E = My (R). En effet :

a+d:0}

1. F C MQ(R),
0 0
2. OE—(O O)EFca|O+O—0,
) a b e f . . Do a+e b+ f
3. siM= et N = appartiennent a F (c'est-a-dire a+d = 0 et e+h = 0), alors M+N =
c d g h c+g d+nh

appartienta F car (a+e)+(d+h)=(a+d)+(e+h)=0+0=0;
aa

ab . .
appartient a F car
ac ad

4. siM = (i Z) appartient a F (c'est-a-dire a +d = 0) et si a € R alors a- M = (
aa+ ad =ala+d)=0.

Exemple
L'ensemble

F:{AEM2(R)|det(A):O}:{ (? Z)

n'est pas un sous-espace vectoriel de l'ensemble E = M5 (R). En effet la somme de deux éléments de F peut ne pas appartenir

a F, par exemple
10 0 0 10
(0 0) N (0 1) - (o 1)

ad:bc}

Exemple
On note Fonct(R, R) l'espace vectoriel des fonctions de R dans R et on considére les sous-ensembles suivants de Fonct(R, R)
@ F={f:R—>R|f estpaire};
F={f:R—>R|f estimpaire};
F={f:R->R|f(— ()+2};
F={f:R->R|f(x)
F={f:R->R|f(x)= 0}
F={f:R->R|f(x)=
) F:{f:R—>R|f1)—O}
On cherche lesquels forment des sous-espaces vectoriels :

@ ®@ ® ®@ O

@ F est un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R) car
1. x—0eF,
2.f, g€ F = f+g e Fcar(f+g)(—x)=f(—x) + g(—x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x),
3.feF,aeR = a-feFcar(af)(—x)=af(—x) = af(x) = (a-f)(x);
@ F est un sous-espace vectoriel de Fonct(RR, R) car
1. x—0€F,
2.f,ge F = f+4+geFcar(f+g)(—x) =1f(—x) + g(—x) = —f(x) — g(x) = =(f + g)(x),
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3.feF,aeR = a-feF car(a-f)(—x)=af(—x) = —af(x) = —(a-f)(x);
® F n'est pas un sous-espace vectoriel de Fonct(RR, R) car il ne contient pas la fonction nulle x — 0;

@ F n'est pas un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R) car lopposé de la fonction f: x +— 1, qui est un élément de F, est
la fonction f: x — —1, qui n'est pas un élément de F;

® F est un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R) car

1. x—0€F,

2. f,ge F = f+4+ge€ F car(f+g)(x)=1f(x)+ g(x) =0 pour tout x € R,

3.feF,aeR = a-f€&F car (a-f)(x) = af(x) =0 pour tout x € R;
® F n'est pas un sous-espace vectoriel de Fonct(IR, R) car il ne contient pas la fonction nulle x — 0;
@ F={f:R—->R|f(1)=0}; F est un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R) car

1. x—0€F,

2.f,geF = f4+ge€Fcar(f+g)(1)=1f(1)+g(1) =0,

3.feF,aeR = a-feFcar(a-f)(1

=
Il
Q
3
=
=
=
Il
o

Combinaisons linéaires, espace engendré
Définition Combinaison linéaire

Soient uy,ug, ..., u, des éléments de l'espace vectoriel £ et oy, ay, ..., @, des éléments de K. Le vecteur

p

E a; - Uu;

i=1

est appelé COMBINAISON LINEAIRE des vecteurs ug, ug, ..., Up.

Exemple
Considérons les trois vecteurs
-1 0 -1
u=1|-21, u=1 2 1, us =10
-3 -1 —4
Montrons que us est combinaison linéaire des vecteurs u; et us.
Pour prouver qu'un vecteur v est une combinaison linéaire des vecteurs uy, us, ..., u, il faut montrer qu'il existe p constantes

ap, oy, ..., a, telles que
V= o01U; + QaUg + - - - + opUp.

On cherche alors a et b réels tels que
us = auy + busy,

ce qui donne

—1=—a,
0= —2a+2b, = a=b=1.
—4 = —3a — b,

Par conséquent uz est combinaison linéaire des vecteurs u; et uy car uz = uy + us.

Définition Espace engendré

Soient uy, ug, ..., u, des éléments de l'espace vectoriel E. L'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de ces
I

p vecteurs fixés est un sous-espace vectoriel de £ appelé SOUS-ESPACE VECTORIEL ENGENDRE par uj, Uy, ..., u, et

noté Vect { uy, ..., up }:

p
Vect{ul,...,up}: ue E El(oq,...,ap)ERP,U:Za,wui
i=1
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Notons que les vecteursuy,us, ..., up appartiennent & Vect { up,...,up } car pour tout j = 1,2,...,p
P
u; = E O-u;+1-uj.
i=1
i#]
Bien siir le vecteur O appartient ¢ Vect { ug, ..., Up } car

p
O = Z 0-u;.
i=1

Exemple
> Vect{OE}z {OE}

S R R R

Familles libres, génératrices, bases

CI,IJER}.

oves)- (s 2

Définition Famille libre, famille génératrice, base

Soit p € N*, E un espace vectoriel et F = { ug, ..., Up } une famille de vecteurs de E. On dit que la famille F

est...
GENERATRICE DE E si et seulement si tout vecteur de E est combinaison linéaire des éléments de F :

p
pour tout u € E il existe (a1,...,a,) € R” tel que u= Z a; - ug;
i=1

LIBRE si et seulement si le vecteur nul Og est combinaison linéaire des éléments de F de facon unique :
P
E a;-u; =0 e a;=0Vi
i=1
BASE DE E si et seulement si tout vecteur de E est combinaison linéaire des éléments de F de facon unique :

P
pour tout u € E il existe unique (ay,..., ay) € RP tel que u = E a; - ug;
i=1
Les réels o1,...,a, sont alors les coordonnées du vecteur u dans la base F, on écrit coord(u, F) =
(a1,...,ap) et on dit que E est de DIMENSION p FINIE.

Exemple
La famille {u=(1,0),v=(0,1),w =u+ v} de vecteurs de R? n'est pas libre : par exemple le vecteur (2, —1) peut s'écrire
comme 2u — v, comme 2w — 3v etc.

Exemple
Considérons les trois vecteurs
3 0 0
u, = ! U, = 0 us = v
21’ -1’ : 0
0 1 2

Pour montrer qu'ils sont linéairement indépendants dans R?, il faut montrer que le vecteur (0,0,0,0) ne peut s'écrire que
d’'une seule facon comme combinaison linéaire de uy, us et uz. Supposons que

0 = ayu; + asus + azus,

ce qui revient au systéme linéaire

0 =30,
0=a,
“ = a=b=c=0
0=2a—b,
0=b+2c

Par conséquent la famille { uy, uz, us } est libre dans R4,
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Théoréme et définition
Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases ont le méme nombre d'éléments. Ce nombre, noté
dim(E), est appelé la DIMENSION de E.

Théoréme

Dans un espace vectoriel E de dimension n, une famille génératrice a au moins n éléments. Si elle a plus de n
éléments, on peut en extraire une sous-famille libre de cardinal n qui est alors une base de E. Si elle a exactement
n éléments, c'est une base de E.

Théoréme de la base incompléte
Dans un espace vectoriel E de dimension n, une famille libre a au plus n éléments. Si elle a moins de n éléments,
on peut la compléter de facon a obtenir une base. Si elle a exactement n éléments, c'est une base de E.

Théoréme de la dimension
Soit F une famille d’éléments de E de dimension finie n. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
O F est une base de E

® F est libre et de cardinal n
® T est génératrice de E et de cardinal n

® F est libre et génératrice de E

Attention

On utilise ce théoréme principalement pour montrer qu'une famille F est une base de E. On utilisera surtout les
implications suivantes (avec E de dimension n) :

D> si F est libre et de cardinal n alors F est une base de E

D> st F est libre et génératrice de E alors F est une base de E

Exemple

Avec n € N, U'espace vectoriel R” est de dimension n. La famille B={(1,0,...,0);(0,1,...,0);...;(0,0,...,1) } est une bhase,
appelée BASE cANONIQUE de R”, car pour tout vecteur u € R”, u = (uy, U, ..., u,) =uy-(1,0,...,0)+us-(0,1,...,0)+ -+
u,-(0,0,...,1) de facon unique.

Exemple

On a déja vu que A = {(1,0),(0,1)} est une base de R? et que par conséquent R? est de dimension 2. Soit B =

{(2,-1),(1,2) }. Pour prouver que B est une base de R? on va prouver qu'elle est une famille libre de cardinal 2 :
> B est une famille libre car

2 2, =0
a2, -1 +a-(1,2) = (0,0) = ot — a=a=0
—O’1+20’2:0

> cardinal(B) = 2.

Attention Dimension # cardinal
Attention a ne pas confondre DIMENSION et CARDINAL : dans un espace vectoriel de dimension n, toutes les bases
ont le méme cardinal, mais il ne faut pas parler de cardinal d'un espace vectoriel, ni de dimension d’'une base.

Exemple

Avec n € N, l'espace vectoriel R,[x] des polyndmes de degré < n est de dimension n+ 1. La base C = {1,x,x?,...,x" } est
appelée BASE cANONIQUE de R, [x] car, pour tout polynéme p € R, [x], p(x) = ag + a1x + aax? + -+ + a,x" de facon unique.

Exemple

Avec n, m € N*, l'espace vectoriel M, ,,(R) des matrices n x m est un espace vectoriel de dimension nm. L'espace vectoriel
M, (R) des matrices n x n est un espace vectoriel de dimension n?. La base canonique de M5(R) est

=4 oo o) (o) 8



18

Définition Vecteurs linéairement indépendants

Quand une famille est libre, on dit que les vecteurs qui la composent sont LINEAIREMENT INDEPENDANTS. Une FAMILLE
LIEE est une famille non libre.

Exemple

> {u} est une famille libre si et seulement si u # O¢.

> Lespace vectoriel { O¢ } n'as pas de base, il est de dimension 0.

> Soit E un espace vectoriel de dimension n. Le seul sous-espace vectoriel de E de dimension 0 est { O¢ }, le seul sous-espace
vectoriel de E de dimension n est E.

Définition Vecteurs colinéaires

Deux vecteurs u et v de E sont dits colinéaires si et seulement si u = 0 ou v = Au pour un certain A € R. Par
conséquent, {u,v } est une famille libre si et seulement si u et v ne sont pas colinéaires.

Exemple

Soientu = (2,-1,3),v=(—4,2,—6) et w = (—4,2,6).

> u et v sont colinéaires car v=2-u: la famille { u,v } n‘est donc pas libre;
> u et w ne sont pas colinéaires : la famille { u,w } est libre;

> v et w ne sont pas colinéaires : la famille { v,w } est libre.

Théoréme
Soit F une famille de vecteurs. Si deux vecteurs de F sont colinéaires alors la famille est liée. La réciproque est
fausse.

Exemple

> Soit F ={u,v,w}avecu=(1,0,-1),v=(2,3,5) et w=(—1,0,1). La famille est liée car w = (—1) - u.

> Soit F = {u,v,w}avecu=(1,1,—-1), v=(2—-1,2) et w = (3,0,1). La famille est liée car w = u + v. Cependant les
vecteurs u, v et w ne sont pas a deux a deux colinéaires.

Attention

Pour montrer qu'une famille de plus de deux vecteurs est libre, on sera amené a résoudre le systéme linéaire
correspondant, qui est un systéme homogeéne : la famille est libre si et seulement si le systéeme admet uniquement
la solution nulle.

Définition Rang d'une famille de vecteurs

Soit E un espace vectoriel et F = {ej,e3,...,e, } une famille d'éléments de E. On appelle rRANG DE F, et on
note rg(F), la dimension du sous-espace vectoriel de £ engendré par F :

rg(]:) = dim(Vect{ e}, e2,...,€) })

Attention
Le rang d'une matrice A est le rang des vecteurs colonnes de A, c'est-a-dire la dimension du sous-espace vectoriel
qu’ils engendrent. Donc

rg(F) =rg(ler, eq, ..., e,)),

ol [e1, ez, ..., e,] est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de la famille F.
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Applications Linéaires

Rappels : relation, fonction, application
Définition
Soient E et F deux ensembles.
>> Une appLicaTiON f de E dans F est une fonction de E dans F dont le domaine de définition est égal a E.

> Une INJECTION f de E dans F est une application de E dans F vérifiant

Vix,X) EExXxE f(x)=Ffx) = x=x.

> Une surjecTioN f de E dans F est une application de E dans F vérifiant
YVye F IxeE y=f(x).

> Une BlECTION f de E dans F est une application de E dans F qui est injective et surjective.
Exemple

Elle n'est pas une fonction.

Elle est une fonction mais elle n‘est pas une application.

3. Elle est une application ni injective ni surjective.
4. Elle est une application surjective non injective.
5. Elle est une application injective non surjective.

6. Elle est une bijection.
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Définitions

Définition Application linéaire

Soit E, F deux espaces vectoriels. Une APPLICATION f: E — F est dite LINEAIRE (ou HOMOMORPHISME) de E vers F si
> f(u+4v) = f(u) 4+ f(v) pour tout u, v € E,

> f(a-u)=a-f(u) pour tout u, a € K,

ou, de maniére équivalente,

> f(a-u+B-v)=a-f(u)+ B-f(v) pour tout u, v € E et pour tout , B € K.

Exemple

Soit les applications :
@ f:R3 — R3 définie par f(x,y,z) = (x+2y + 32,2y — z,x + 2);
: R? — R? définie par f(x,y,z) = (0,2y — z,0);
: R3 — R? définie par f(x,y,z) = (x +2y + 3,2y —z,x + 2);
: R3 — R? définie par f(x,y,z) = (x +2y + 32,2yz, x + 2);
: R? — R définie par f(x,y,z) = x + 2y + 3z;
® f: R — R définie par f(x) = x + 2x.
On veut trouver celles qui sont linéaires :

® ® 0 O
e e )

@ f est une application linéaire car pour tout (x,y,z), (x',y’,z') € R3 et pour tout a, b € R on a

flax+ bx',ay + by',az + bz)
= (ax + bx" 4+ 2(ay + by") + 3(az + bz'),2(ay + by") — (az + bZ'), ax + bx" + (az + bZ"))
=a(x+2y+32,2y —z,x+2z)+b(x+2y +37,2y — 2 X' +7Z)=af(x,y,z) + bf(x', ¢, 2');

@ f est une application linéaire car pour tout (x,y,z), (x',y’,2") € R? et pour tout a, b € Ron a

flax+ bx',ay + by',az + bz') = (0,2(ay + by') — (az + bZ'),0)
=a(0,2y —z,0)+ b(0,2y' —Z,0) = af (x,y,z) + bf(xX', ¢, 2);

® f n'est pas une application linéaire car par exemple f(0,0,0) = (3,0,0);

@ f n'est pas une application linéaire car pour (x,y,z) € R3\ {(0,0,0) } et pour a € R\ {0;1} on a

f(ax, ay, az) = (ax + 2ay + 3az,2ayz, ax + az)

I
af(x,y,z) = (ax + 2ay + 3az,2ayz, ax + az);

® f est une application linéaire car pour tout (x,y,z), (x',y’,z') € R3 et pour tout a, b € R on a

flax+ bx',ay + by',az + bz')
=ax+ bx"+2(ay + by’) + 3(az+ bZ)
=a(x+2y+32)+b(x'+2y" +37)=af(x,y,z)+ bf(x,y', 2);

® f n'est pas une application linéaire car par exemple f(2) = 8 # 2f(1) = 3.

Définition

Soit f: E — F une application linéaire.

> Sif: E — F est bijective, on dit que f est un ISOMORPHISME de E sur F.

> Si F = E, on dit que f: E — E est un ENDOMORPHISME de E.

> Si F =E et f: E — E est bijective, on dit que f est un AUTOMORPHISME de E.
> Si F =R, on dit que f: E — R est une FORME LINEAIRE.

Pour prouver qu'une application f: E — F est linéaire on utilise la définition.

Si f est une application linéaire, pour prouver qu'elle est un isomorphisme il suffit de prouver qu'elle est bijective;
si f est une application linéaire, pour prouver qu'elle est un endomorphisme il suffit de prouver que f(E) C E;
si f est une application linéaire, pour prouver qu'elle est un automorphisme il suffit de prouver qu'elle est bijective
et que f(E) C E.

Exemple
L'application nulle

f:E—-F
u— 0
est linéaire. En effet :

> f(u+v) =0f et f(u) +f(v) =0 + 0r = Of pour tout u, v e E;
> f(a-u)=0feta-f(u)=a- 0 =0 pour tout u, o € R.
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Exemple

L'application identique

f: E—E

um—u

est linéaire. En effet :
> f(u+v)=u+v="F(u)+f(v) pourtoutu, v € E;
> f(a-u)=a-u=a-f(u) pour tout u, a € R.
C'est d'ailleurs un automorphisme de E.

Exemple

Les applications linéaires de R dans R sont les applications x +— ax (a ne pas confondre avec les applications affines).

Exemple

Les formes linéaires de R3 dans R sont les applications (x, y, z) — ax + by + cz.

Définition
> L'ensemble des applications linéaires de E vers F est noté L(E, F) ou Hom(E, F);
> lensemble des isomorphismes de E sur F est noté Isom(E, F);

> L'ensemble des endomorphismes de E est noté L(E) ou End(E);
> L'ensemble des automorphismes de E est noté Aut(E).

Propriété
O Soit f: E — F une application linéaire. L'image du vecteur nul est le vecteur nul : f(0g) = Of.
)=

® Soit f: E — F une application linéaire. L'image de lopposé est l'opposé de l'image : f(—u
toutu € E.

(u) pour

® Soit f: E — F une application linéaire. L'image d'une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des
images : f(}_7_; oqu;) =Y ¥, a;f(u;) pour tout uy, uz, ..., u, € E.

@ La composée de deux applications linéaires f: E — F et g: F — Gestlinéaire: f € L(E,F)etg € L(F,G)
= gofeL(E Q).

® La somme de deux applications linéaires est linéaire : f € L(E,F)etge L(E,F) = f+g e L(E,F).

® Le produit entre un scalaire et une application linéaire est linéaire : f € L(E,F) et a € R =
af € L(E, F).

@ Si f est un isomorphisme, alors f~! est un isomorphisme : f € Isom(E, F) = f~! € Isom(E, F).

® La composée de deux isomorphismes f: E — F et g: F — G est un isomorphisme : f € Isom(E, F) et
g €lsom(F,G) = gof €lsom(E, G).
Noyau, image et rang d’une applications linéaire

Définition Noyau, image, rang

> On appelle Novau d'une application linéaire f de E vers F l'ensemble des vecteurs u € E tels que f(u) = Of.
Le noyau est noté ker(f). On a donc

ker(f) ={u e E|f(u)=0f}.

La détermination du ker(f) conduit donc naturellement ¢ la résolution d’un systéme linéaire homogéne.
f




> On appelle IMAGE d'une application linéaire f de E vers F 'ensemble des vecteurs v € F tels qu'il existe u € £
vérifiant f(u) = v. L'image est notée im(f). On a donc

im(f)={veF|3ueE v=—_(u)}.

f

> On appelle raNG d'une application linéaire f de E vers F la dimension de 'image de f. On le note rg(f). On a

donc
rg(f) = dim(im(f)).

Proposition
> ker(f) est un sous espace vectoriel de E.
> im(f) est un sous espace vectoriel de F.

Proposition

> f est injective si et seulement st ker(f) = { O¢ }.

> f est surjective si et seulement si im(f) = F.

> f est bijective si et seulement st ker(f) = { 0¢ } et im(f) = F.

Proposition
Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de E vers F.
® L'image d'une base de E est une famille génératrice de im(F).

® |'image d'une famille génératrice de E est une famille génératrice de F si et seulement si f est surjective.
® L'image d'une famille libre de E est une famille libre de F si et seulement si f est injective.
® ['image d'une base de E est une base de F si et seulement si f est bijective.

® S'il existe un isomorphisme de E vers F alors dim(E) = dim(F).

Théoréme du rang ou des dimensions
dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f)

Proposition
Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de E vers F.
St dim(E) = dim(F), il y a équivalence entre :
> f e lsom(E, F),
> ker(f) ={0g},
> im(f) = F, Le. rg(f) = dim(F).
Cas particulier : st E = F, il y a équivalence entre :
> f e Aut(E),
> ker(f) = {0g },
> im(f) = E.



Matrices et applications linéaires

Définition Matrice d’une application linéaire
Soit
E et F deux espaces vectoriels,
B=1{ej, e ...,e,} une base de E,
C={el e ...,e), } une base de F,
f: E — F une application linéaire de E dans F.
On appelle matrice de f relativement aux bases B de E et C de F la matrice m x n dont la j-éme colonne est
constituée des coordonnées de f(e;) dans la base C :

ail ain
M(f,B,C) = ail dip
am1 Umn

T

coordonnées de f(e;)

On voit tout de suite que la matrice d'une application linéaire ne sera pas la méme suivant l'ordre dans lequel on
prend les vecteurs de B et l'ordre dans lequel on prend les vecteurs de C.

Exemple
SiB={b; =(1,0,0),by = (0,1,0),bz = (0,0,1) } est la base canonique de R?® et siC = { ¢; = (1,0),co = (0,1 } est la base
canonique de R?, l'application linéaire f: R3 — R? définie par f(b;) = 2¢c; — ¢, f(by) = 5cy, f(b3) = —c; +3cy, a pour matrice

2 0 -1
M(f,B,C):(_l 5 3)

Définition Image d’'un vecteur par une application linéaire

Soit

> E et F deux espaces vectoriels,

> B={ej, es...,e,} une base de E,

> C=1{e} e, ...,¢e) } une base de F,

> f: E — F une application linéaire de E dans F,

> M(f, B,C) la matrice m x n de f relativement aux bases B de E et C de F.

Si u a pour coordonnées coord(u,B) = (uy,us,...,u,) dans la base B alors f(u) a pour coordonnées
coord(f(u),C) = (v1,va,...,Vy) dans la base C avec

n
Vi = E aguj pour 1 <i<m,
j=1

ce qui peut s'illustrer par

M(f,B,C) € My,» coord(u, B) € M, 1 coord(f(u),C) € M1
/_/H
alq alj din /U—l\ C111L11+"'+ClleI/+"'+CllnLln

am1 Umj -e. Ump @ UpiUy + -+ apjuj+ -+ dpply
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Attention

La matrice associée a une application linéaire n'est pas unique, elle dépends des bases choisies dans les espaces
E etF.

Propriété

Soit A une matrice d'ordre m x n, E un espace vectoriel de dimension n, F un espace vectoriel de dimension m.
Quelles que soient les bases choisies dans E et F, le rang de l'application linéaire f: E — F associée a A est
toujours le méme est est égale au rang de la matrice A.

Propriété

Soit E et F deux espaces vectoriels, B une base de E, C une base de F, f: E — F une application linéaire de E

dans F. Alors

> f est injective si et seulement si ker(f) = { O } si et seulement si rg(M(f, B,C)) = dim(E),

> f est surjective si et seulement si im(f) = F si et seulement si rg(M(f, 3,C)) = dim(F),

> f est bijective si et seulement si ker(f) = {0 } et im(f) = F si et seulement si rg(M(f,B,C)) = dim(E) =
dim(F) si et seulement si det(M(f, B,C)) # 0.

Proposition
Une matrice carrée est inversible si et seulement si c'est la matrice d'un isomorphisme.

Exemple

La matrice de l'application linéaire nulle

f:E—F

LII—)OF

est toujours la matrice nulle Q,, de M, ,(R)

Exemple

Soient B = {e; =(1,0,0),e2 =(0,1,0),e3 =(0,0,1) } et C = { e}, =(1,0),e, = (0,1) } les bases canoniques de R? et R?
respectivement, et soit f: R® — R2 l'application linéaire telle que

fler) = (1,2), f(ez)=(3,4), f(e3)=(506).

Comme
f(er) = e} +2e,, f(ex) =3e| +4e,, f(e3)=>5e|+ 6e,,
alors
1 3 5
M(f,B,C) = (2 4 6) )

Si u = xe; + yes + zes € R?, i.e. que u a pour coordonnées (x,y, z) dans la base B, alors f(u) a pour coordonnées dans la
base C le vecteur

X
M(f, B,C) coord(u, B) = (1 3 5) - (X+3U+5Z

2 4 6 Z 2x + 4y + 62

) = coord(f(u),C).

On a donc f(u) = (x+ 3y + 5z; 2x + 4y + 6z) dans la base C, ce qui confirme le calcul direct f(u) = xf(e1) + yf(es) + zf(e3).
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Diagonalisation
Soit E un espace vectoriel de dimension n dont une base est : B = {e1,es,...,e,}
o |E —E . .
On note f une application linéaire définie par : f z — f(a) et soit A sa matrice dans la
base B.
Préliminaires

Soit (z,b) €EZ2. On note X et B leur représentation sous forme de vecteurs dans la base B.
La résolution du systéme linéaire :

f(x)=0b
équivaut a la résolution du systeme matriciel :

AX=B8B

La résolution de ce systeme linéaire peut se faire en appliquant la méthode dite du Pivot de Gauss afin
de se ramener a un systeme triangulaire du type :

/ / I . / _ /
a1,1-T1  +ay9.T2 +aj3.73 +a1,-Tn = b}
!/ / / _ /

0 (9.T2  +a33.23 -+ F05,.Tn = by

/ / _ /

0 0 azs.T3 0 Fas,. T, = by

! _ /

0 0 +a,,z, = b,

s

La meilleure solution est bien siur de se ramener a un systéeme purement diagonal.

ay T 0 0 = Y
0 Ay o-To - 0 = b
0 e 0 +ap,rn = b,

Il faut trouver une base de E dans laquelle I'expression de la matrice de f est plus simple que dans
la base B.

= Diagonaliser (resp. triangulariser) une application (ou une matrice), c’est trouver une base (e1, ez, - , e;)
ot f(e;) = Aie; (resp f(es) =Y 5y cvije;).
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— Diagonaliser (resp. triangulariser) une application (ou une matrice), c’est trouver une matrice in-
versible P telle que la matrice A = P~1.A.P soit diagonale (resp triangulaire).

La diagonalisation d’une matrice est utile pour calculer ses puissances. Soit A une matrice semblable
A une matrice diagonale A (A = PAP~1).
Les puissances de la matrice A se calculent de la facon suivante :

A" = PA"pP!

La puissance n®™¢ d’une matrice diagonale se calcule en élevant a la puissance n les termes diagonaux.

Valeurs propres et vecteurs propres d’une application linéaire

Définitions

Soit A € K. On dit que \ est valeur propre de f s’il existe x € E\{0} tel que f(x) = x
Si A € K est une valeur propre de f, alors Ef(A\) = {x € E/f(x) = A&} est l'espace propre associé a A

Si A € K est une valeur propre de f, alors tout vecteur de Ef()\) est appelé vecteur propre associé d la
valeur propre .

Le spectre de f est l'ensemble des valeurs propres de f. On le note Spec(f).
Propriétés

Soit « €E. x est vecteur propre de f <= x # 0 et I\ € K/ f(x) = Ax.

Soient x1, T2, -, X, p vecteurs propres associés aux p valeurs propres distinctes Aj, g, -, Ay,
Alors la famille (z1, @2, - , ;) est une famille libre.

Soit A € K. Ef(A) = {x € E/f(x) = Az} = ker(f — A.Id) est un sous espace vectoriel de E stable par f.
A € Spec(f) <= E¢(\) # {0}

Calcul pratique des valeurs propres

A valeur propre de f Jz € E\{0} tel que f(x) = Az

Jz € E\{0} tel que (f — A.Id)z =0

Le vecteur nul a au moins 2 antécédents distincts par f.
(f = A.Id) n’est pas injectif.

det(f — A\.Id) =0

det(f — A.Id) est un polynome du ni®™¢ degré en A si n est la dimension de I’espace vectorielE .
On l'appelle le polynéme caractéristique de f et on le note Pr(\).
Finalement :

A valeur propre de f <= A racine du polynéme caractéristique Py(\).

1reee

Remarque

Le produit des valeurs propres est égal au déterminant de f et la somme des valeurs propres a la Trace
(somme des éléments diagonaux) de la matrice représentative de f dans une base quelconque.

Exemple

Montrez que les valeurs propres de la matrice : B = < :1)) 3 > sont : Ay = —1et Ay =4.
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Conditions de diagonalisation

Définitions

On dit que Uapplication linéaire f (ou la matrice A) est diagonalisable si E posséde une base de vecteurs
propres de [ (ou de A).
Cette base est appelée base propre.

On appelle ordre de la valeur propre \; lordre de la racine \; dans le polynéme caractéristique det(A—AId).
-ieme

On note «; lordre de la valeur i valeur propre.

Propriétés
La matrice A posséde au plus n valeurs propres distinctes.
Sidet(A—Ad) = A=)+ (A= A,)%, alors Vi € [1,p], 1<dimFE), <

A diagonalisable <= Vi € [1,p], dim(E),) =«
En particulier, si A possede n valeurs propres distinctes, la matrice est diagonalisable.

Remarques

1. Une matrice symétrique réelle est toujours diagonalisable.

2. Une matrice peut étre diagonalisable sur C mais pas sur R (si par exemple les racines du polynome
caractéristique sont complexes).

Matrice de passage vers la base propre

Soit A une matrice diagonalisable de M, (K).

La matrice de passage depuis la base canonique vers la base propre de A est la matrice :

P = Mat(Id, Bpropre; Beanonique)- Si A est la matrice diagonale dans la base propre, alors on a la relation
suivante entre A et A : A = PA. P71,

On rappelle que les vecteurs colonnes de la matrice P sont formés des coordonnées des vecteurs de la base
propre sur la base canonique.

4.3.4 Application

1 2

3 2 )

On sait que la matrice B est diagonalisable car elle possede 2 valeurs propres distinctes \; = —1 et Ay = 4.
La résolution des 2 équations A.X; = \; X permet de trouver une base des 2 espaces propres :

FE_, de base u_; = < _1 ) et F4 de base uy = < 2 >

Cherchons la matrice de changement de base P associée a la matrice : B = (

3
y . . -1 0
Dans la base propre : B’ = (u_1,u4), la matrice de f est diagonale : A = 0 4 )
Enfin on a la relation suivante entre les matrices B et A : A = P~1.B.P , avec :

(12 1 (3 =2
po(12) woreoh(2 )
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Exemple d’une matrice non-diagonalisable

. . 1 0
Soit la matrice : C = ( 9 1 )

La matrice C possede une seule valeur propre d’ordre 2 : A = 1. La matrice est diagonalisable si dimFE) = 2.

Cherchons les vecteurs propres associés a A =1 :

Ey = ker(C—Id)

mo= {e=(5) {5 20}
no={e=(5)s 20}

Donc E) est la droite vectorielle portée par le vecteur ug = (0,1) et dim(E)) = 1.
Puisque dim(E)) < a(A = 1), la matrice C' n’est pas diagonalisable.

Remarque
On peut montrer que sur C



