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Rappel sur les applications

Soient E et F deux ensembles.
@ Soit f : E —> F une fonction.
f est dite une application si tout élément de E admet une seule image
dans F. (Vx e E,3ly e F, f(x)=y).
@ Soit f : E — F une application. Soient AC E et B C F.

o On appelle image directe de A par f, qu'on note f(A), le sous
ensemble de F formé par les images des éléments de A;

f(A) = {f(x), xeA}
={yeF/axe A, f(x)=y}.

o On appelle image réciproque de B par f, qu’on note f~1(B), le sous
ensemble de E formé par les antécédents des éléments de
B;f~1(B) = {x € E/f(x) € B}.
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Rappel sur les applications

@ Soit f : E — F une application.

o f est dite injective si tout élément de F admet au plus un antécédent.
Autrement dit,

f est injective <= Vx,x’ € E,f(x) =f(x") = x =x'.

e f est dite surjective si tout élément de F admet au moins un
antécédent. Autrement dit,

f est surjective <= Vy € F,axc E, f(x)=y
<~ f(E)=F.

o f est dite bijective si f est a la fois injective et surjective.
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Définitions et exemples

Dans tout ce qui suit, K désignera un corps commutatif (R ou C ), et E
et F désigneront deux K-espaces vectoriels.

Définition: Application linéaire

Soit f : E — F une application.
f est dite une application linéaire ou homomorphisme de E vers F si :

of (u+v) = f(u) + f(v) et
VYu,v € E,Va € K, { of (au) = af(u).

Remarque

On voit facilement que :

f est linéaire <= Vu,v € E,VaeK, f(au+v)=af(u)+f(v)
<= Vu,veEVapekK, flau+pv)=af(u)+pf(v).
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Définitions et exemples

Définitions

Soit f : E — F un homomorphisme .
@ f est dite isomorphisme si f est bijective.
@ f est dite endomorphisme si E = F.

o f est dite automorphisme si f est bijective et E = F.

On peut voir ¢a a travers le schéma suivant :

plus
f bijectif

]f :E—F hnmunun'phismo]—»lf :E— F isonmrphi.mu'l

plus E=F plus E=F

plus

lf :E—F vntlmnurphismvI—»If :E—F mnomorphisnm|

f bijectif

Notation
— Lx(E, F) désigne I'ensemble des applications linéaires de E vers F.
— Lx(E) désigne I'ensemble des endomorphismes de E.
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Exemples

Exemples

@ L'application nulle:
0:E— F
ur—— OF
est linéaire.
@ L’application identité :
ide: E —E
u +—u
est un automorphisme.
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f: R — R?
(X,y,Z) = (X—y,2X—y+Z)
est une application linéaire.
En effet : Soient u= (x,y,z) et v=(x,y,7/) € R3 et a € R.

flu+v)="Ff((x,y,2)+ (xX,y',2)=Ff(x+x",y+y,z+2)
(O +x) =y +¥),2(x+x) = (y +¥) + (z+ 7))
(x =)+ (' =y),(2x—y +2) + (2 — y' + 7))
=(x— 2X—y—|—z)—|—(x’—y’,2x’—y'—|—z’)

= f(x, y,z)+f(x y',Z')

= f(u) + f(v).
f(au) = f(a(x,y,z)) = f(ax, ay, az)
= (ax — ay,2ax — ay + az)
=a(x—y,2x—y+2)
= af(u).
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@ L’application
f R—R

x—>x+1

est non linéaire. En effet :
f(2x) =2x+ 1 # 2f(x) = 2x + 2.

f.C—C

z+——Z le conjugué de z

f est linéaire si K = R et non linéaire si K = C, (a savoir que C est
un espace vectoriel sur R et sur C ). En effet :
Soient z,Z/ € C et a € K.

o f(z+2)=z+2Z =z+2 =f(z)+f(Z).

o f(az) =az = az = az = af(z) si et seulement si o € R.

( Notons que si a € iR, f(az) = @z # az = af(z) ).
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Soient E, F et G des K-espaces vectoriels.
O Sifetge Lg(E,F), alors f + g € Lx(E, F), ou
(f +&)(u) = f(u) + g(u).
@ SifeLlg(E,F)et AeK, alors \f € Lkx(E, F), ou (Af)(u) = A (u).
@ Sifelg(E,F)etge Lx(F,G), alors gof € Lk(E,G), ou
(g o f)(u) = g(f(v)).
Q Sif e Lg(E,F) et f est bijective, alors f ! € Lx(F, E).

A\

Corollaire
(Lx(E,F),+,.) est un K-espace vectoriel.
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Propriétés élémentaires

Mentionnons quelques propriétés élémentaires qui permettent de manipuler
la notion d’application linéaire.

Proposition

Soit f : E — F une application linéaire.

Q V(u1,up, ... up) € E"V(a1,00,...,a,) € K" fF (XL, aju) =
>oitq aif (u;). Autrement dit, une application linéaire transforme
toute combinaison linéaire d'éléments de E en une combinaison
linéaire d'éléments de F.

@ 7 (0g) =0f.

Q f(—u)=—f(u),Yu e E.

© Si H est un sous espace vectoriel de E, alors f(H) est un sous espace
vectoriel de F.

@ Si K est un sous espace vectoriel de F, alors f ~1(K) est un sous
espace vectoriel de E.

v
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Propriétés élémentaires

Remarque

Pour montrer qu'une application f : E — F est non linéaire, on montre
['une des propriétés suivantes:

Q 7 (0g) #OF.
Q@ Juc E,JaeK, f(au)#af(u).
Q Ju,ve E f(utv)#f(u)+f(v).
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(1]
f: R — R3
(Xa}/) L (X_yayvx+2)
f(0,0) = (0,0,2) # (0,0,0), donc f est non linéaire.
o
f: R — R?
(xy) — (65?)
e f(0,0) = (0,0).
o F(=(1,1)) = F(—1,1) = (~1,1) # —F(1,1) = —(1,1) = (-1, ~1).
Donc f est non linéaire.
Q
f: R3 — R3
(x,y,2) — (xy,y+2z0)
f(—(1,1,1)) = (1,-2,0) # —f(1,1,1) = (-1,-2,0).
Donc f est non linéaire.
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Sous espaces associés a une application linéaire

On définit I'image et le noyau d'une application linéaire f de E vers F.

@ On appelle noyau de f, qu'on note Ker f le sous ensemble de E formé
par les antécédents de Of.

Ker f = f~1({0f}) = {x € E/f(x) = 0f}.

@ On appelle Image de f, qu’on note Im f le sous ensemble de F formé
par les images des vecteurs de E.

Imf = {f(x)/x € E} = f(E).

On écrit aussi:

Imf={yeF/axeE, f(x)=y}.
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Sous espaces associés a une application linéaire

X
0 11 0
Ker f — ————Im [
| L x
/ X
= X
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Sous espaces associés a une application linéaire

Soit f : E — F une application linéaire. On a:
© Kerf est un sous espace vectoriel de E.
@ Im f est un sous espace vectoriel de F.
© Kerf = {0g} <= f est injective.
Q Imf = F < f est surjective.
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Théoreme du rang

On appelle le rang de f, qu'on note rg f, la dimension du sous espace

vectoriel Im f.
rgf =dimImf

| A\

Proposition

Soit f : E — F une application linéaire. Si B = {e,...,e,} est une
famille génératrice de E, alors f(B) = {f (e1),...,f (en)} est une famille
génératrice de f(E) = Imf.

| A

Théoréme du rang

Soit f : E — F une application linéaire. Si la dimension de E est finie,
alors on a :

dimKerf +dimImf =dimE.

A\
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Théoreme du rang

Remarque

Soit f : E — F une application linéaire et soit B = (e;);_; une base de
E. (dimE = n).
o Si f est injective ( Ker f = {0g} ), alors f(B) = {f (ei)}}_; est une
base de Im f.

@ Si f n'est pas injective ( Ker f # {0g} ), alors f(B) est une famille
génératrice de Im f.

Corollaire (Théoreme du rang avec dim E = dim F < oo )

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Si
dim E = dim F, alors :

f est injective <= f est surjective <= f est bijective.

Remarque: Ce résultat s'applique en particulier aux endomorphismes.
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Exemples d'application

Exemples

o
f: R — R’

(vavz) L (X—y,X—y—l—Z)
une application linéaire.

o Cherchons Ker f =7
Ker f = {X e R3/F(X) = ORz}.

X € Kerf <= X = (x,y,2) et f(x,y,z) = (0,0)

_ x—y=0
— X =(x,y,2) et { X—y+z=0
_ X=y
< X =(x,y,2) et { -0

Donc X = (y,y,0) = y(1,1,0). Par suite Ker f = Vect{(1,1,0)}.
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Exemples d'application

La famille {(1,1,0)} est formée par un seul vecteur non nul, donc elle est
automatiquement libre, et par suite c'est une base de Ker f. D'ou
dim Ker f = card{(1,1,0)} = 1.
Remarquons que f est non injective puisque Ker f # {Ops}.
@ Cherchons Im f =7
Utilisons le théoréme du rang, puisqu'’il indique la dimension deIm f

avant de la déterminer, ce qui simplifie dans ce cas, la recherche de
Im f.

On a dimKer f + dimIm f = dimR3 = 3. Donc dimIm f = 2.
Or Im f est un sous espace vectoriel de R?. Par suite, Im f = R?. Et

donc la base canonique {(1,0),(0,1)} de R? sera aussi une base de
Im f.

Remarquons que f est surjective puisque Im f = R?.
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Exemples d'application

Q Soit
g: R2 — R3
(x,y) — (2x,x+y,y)

une application linéaire.
o Cherchons Ker g =7
Il est facile de voir que Ker g = {(0,0)}. Remarquons que g est
injective.
o Cherchons Img =7
D'aprées le theoréeme du rang, on a:

dimKerg + dimImg = dimR? = 2.

Donc dimIm g = 2. Mais, puisque g est injective, alors on en déduit
directement que I'image d'une base de R? est une base de Im g;

soit {g(1,0),2(0,1)} = {(2,1,0),(0,1,1)} cette base.

D'ot Im g = Vect{(2,1,0),(0,1,1)}.
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Calcul matriciel: Motivation

En général, pour résoudre un systéme (S) a plusieurs équations et a plusieurs
indéterminées, on peut nous ramener a résoudre une seule équation (sera dite
matricielle) de la forme A- X = B. (ol A et B seront deux matrices connues et X une
matrice inconnue).

x+y—-2z = 1 1 1 =2 X 1
(s) - 2x—y+3z = 0 & | 2 -1 3 Ay | = 0
x+V2y—z = 280 1 V2 -1 z 280
—_—— ——
A X B

Les matrices sons des objets mathématiques que I'on rencontre trés couramment en
mathématiques, que ce soit en algébre linéaire ou en géométrie.

Leurs intéréts sont notamment les nombreuses interprétations qu'on peut leur donner,
outre le nombre de problémes qu'elles permettent de résoudre.

N.B. Dans tout ce qui suit m et n sont deux entiers naturels non nuls.
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Définitions
@ Une matrice A est un tableau de nombres disposés en lignes et en colonnes. Elle

est dite d'ordre (ou de type, ou de taille) (m, n) si elle est constituée de m lignes
et n colonnes.

all ... alJ ... aln
A= aj1 oo ajj °o0 ain — L,(A) =la ie"'eligne de A
aml ... amj CEEEY aITlI'I

Gi(A) = la j*™colonne de A

@ a;; s'appelle le terme (ou le coefficient) de la matrice A.

@ Le terme aj se trouve au croisement de Li(A) et Cj(A).

/
1 2 3 . 0
A= ( 0 4 5 ) est une matrice d'ordre (2, 3).
1 3 8 ,
B = ( 8 2 ) est une matrice d’ordre (2,2).
b
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Définitions

@ Deux matrices sont dites égales si elles ont le méme ordre et les coefficients
correspondants sont égaux. Ce qui équivant a dire:
Si A = (a;) d’ordre (m, n) et B = (b;) d'ordre (p, q), alors

A=B < (m,n)=(p,q) et a =by,Vie{l,....m=p},Vje{l,...,n=gq}

@ Si m = n, alors A est dite carrée d'ordre n. (le nombre de lignes de A est égal a
celui des colonnes).

Dans ce cas :
a1 a2 ain
a1 a2 azn
A=
dani an2 o dnn
o {a11,a2,...,ann} s'appelle la diagonale principale de A.

Les éléments a;; s'appellent les éléments diagonaux de A.

Les éléments aj; pour i # j, s'appellent les éléments hors diagonaux de
A

On appelle trace de A, qu'on note tr(A) :=>"" | a; = la somme de
tous les éléments diagonaux de A.
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Notations et exemples

@ M n(K) désigne I'ensemble des matrices de type (m, n) et a coefficients dans K.

@ M, (K) désigne I'ensemble des matrices carrées d'ordre n et a coefficients dans K.

° A= ( o ) € My(C).

0
1 2

@ B= ( 6 5 ) E M372(R) (B€M3,2(C) aussi )
3 4
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Matrices ligne et colonne
Définition

Une matrice ligne ( ou uniligne) est une matrice de type (1, n).

Exemples

OA:(au a2 -+ A )

@ B= ( 1 0 4 ) (Attention, a ne pas confondre la matrice B = ( 1 0 4 ) et
le vecteur (1,0,4) de R3).

Définition

Une matrice colonne ( ou unicolonne) est une matrice de type ( m,1 ).

an 1
A= a_21 , B= (,J
" V2
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Matrice triangulaire (supérieure/inférieure)

@ Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée
UZ(U,'J‘)/U,'J‘ZO Vi > j.

U1l U2 ... U
0 wn ... un

U =
0 -+ 0 um

@ Une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée L = (Iy) /I; =0 Vi < j.

/11 0 coo 0
L= /21 /22
: 0
ln e ln n— Inn
1 (n—1) )

27 /92
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Matrice diagonale

1 2 3 00 1
A=(o0 0 7 |),B=[00 0 |,Cc=
00 0 00 0

@ A et B sont triangulaires supérieures.

O O N O
o O O o
O O O o
O O oo

@ C est triangulaire inférieure.

Une matrice diagonale est une matrice carrée D = (dj) /dij =0 Vi #j.

di1 0 --- 0
o : V2 0 0
D— 0 dx» . : Ee 0 0 o 712:((1) (1))
. o0 0 0 -7
dnn

(Faculté des Sciences Meknés) Applications linéaires, Matrices et Déterminar Année Universitaire 2023-2024 28 /92



Matrice unité et matrice nulle

@ La matrice unité est la matrice carrée notée I, (ou simplement / ) définie par :

1 0 -0

o)1 osii=j o o1
h=(e)=9 0 &itj = S
0 0 1

(ej est dit le symbole de Kronecker).

@ La matrice nulle est une matrice A = (aj)1<i<m /3 =0 Vi,j. On la note

1<j<n
0 € Mmn(K).

1
10
ca(81) o (s
o<8 8>6M2(R),<8
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Matrice symétrique/antisymétrique
Définition
Soit A € M n(K).

On appelle matrice transposée de A, qu'on note ‘A (ou A" ), la matrice d’ordre (n, m),
obtenue en interchangeant - dans |'ordre- les lignes et les colonnes de A.

M

1
A= ( é v2 g > € Ma3(R). A= V2 € M3(R).

4 3

o1~ O

Définitions

| A

@ Une matrice carrée A est dite symétrique si ‘A = A.
@ Une matrice carrée A est dite antisymétrique si ‘A = —A. ( Dans ce cas, a; = 0). )
1 2 3 0 2 3
A= 2 0 -4 est symétriqueet B = -2 0 —4 est antisymétrique,
3 -4 V2 -3 4 0
y
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Opérations sur les matrices

Définition
On définit sur M, »(K) deux lois de composition, I'une interne (I'addition + ) et la

seconde externe (.) comme suit:
VA = (aj) et B = (bj) € Mm,n(K),Va € K,

A+ B= (aij aF blj) E Mm,n(K) eta-A= (Ofa,‘j) € Mm,n(K). y

1
-1

A
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Opérations sur les matrices

Soient A, B, C € Mnq(K) et o, €K. Ona:

Q@ o A+B=B+A
o (A+B)+C=A+(B+ ().
o 0 est |'élément neutre pour I'addition (A+ 0 = A).
o Toute matrice A = (a;), ; admet un symétrique —A = (—a;), ;, et on a
A+ (—-A)=0.
) LA= A

a.(8.A) = (af).A.
(a+ B).A=a.A+ B.A
a-(A+B)=a-A+a-B.

(Mm,n(K), +,.) est un K-espace vectoriel de dimension m x n.
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Exercice

Montrer que dim M 3(R) =2 x 3 = 6. En effet:

Soit A = ( S G S ) € Mas(R).

ail 0 O 0 ain 0 0 0 ais 0 0 0
A‘(o oo>+<o 0 o>+<00 0>+<a2100>
0 0 0 00 0
+<0 a2 0>+<0 0 223)
10 0 010 01 00 0
a“(o 0 0>+"”12<0 0 0>+"13(0 0 o)“ﬂ(l 0 0)

+

)
N
/N
o o
—

o o
~~_
Jr
[
b
7 N\
o o
o o
= o
~_

Es Es

Donc B = {Ei, B>, Es, Es, Es, Eg} est une famille génératrice de Mo 3(R). On vérifie
facilement que B est libre. Par suite, B est une base de M 3(R). D'ou
dim M3 3(R) = 6. B est dite la base canonique de M> 3(R).

v
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Opérations sur les matrices

Propriétés

Soient A, B € Mpm a(K) et o € K.
Q (A+B)="'A+"'B.
Q (‘A) = A
Q ‘(a-A)=a-(‘A).
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Produit de deux matrices de type L.C

by
by
Soient L = ( a1 a -+ ap ) une matrice ligne et C = ) une matrice
by
colonne.
by
b2 n
Le produit L~C:( a a -+ ap ) ) :alb1+---+anbn:zi:13,~b,~.

bn

Le produit L - C n'est possible que si L et C contiennent le méme nombre d’'éléments.

2
(1 -1 0 -8) \_/% =1x2+(-1)x(-3)+0xvV2+(-8) x0=5
0
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Produit de deux matrices

Soient
(’1 Cy C;

—2
L] 0 [T 0 V2]

Le produit matriciel A - B, étant de type L - C, on considére les lignes L; et L> de A, et
les colonnes Ci, C; et Cs de B.

Et pour que le produit des lignes L; et des colonnes C; soit possible, il faut que le
nombre d'éléments de L; soit égal a celui de C;. Ce qui veut dire que le nombre de
colonnes de A soit le méme que celui des lignes de B. Donc, si A est de type (m, n), B
doit étre de type (n, q). Par suite:

2

G C (';
A.B o Ji _2 L(‘l L,Cy LiCs 1 =23
o Io\[F2 -1 0] LzC'l L:Cs L:0s) \—d 3 -3
4

(2] H (. 3) (2,3)

-1
= 0
i+1

1 4
u.) ((E23Y) (3,1)
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Produit de deux matrices

Généralisation
Soient A € Mpm q(K) et B € M, 4(K).
@ Si n # p, alors le produit A - B est impossible.

@ Sin=p,alors A- B € Mpq(K) et A- B = (aj)i<i<m telle que :
1<j<q
oy = Li(A) - G(B)

.

Propriétés

Soient A, B, C trois matrices et o € K. Quand le produit matriciel est possible, on a:
@ A-(B-C)=(A-B)-C.
@ (a-A)-B=A-(a-B)=«a-(A-B).
@ A-(B+C)=A-B+A-C.
e A-I,=A
@ ‘(A-B)="'B-*'A
@ En général, A-B# B - A.

@ Le produit de deux matrices non nuls peut étre nul. (Autrement dit, A- B=0 %
A=0o0uB=0). )
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. 2 -1 1 2
SO|entA—<0 0 )etB—(2 4)
2 -1 1 2 0 0
A'B_<0 0)(2 4)‘(0 0)
1 2 2 -1 2 -1
B'A:(z 4)(0 o>:<4—2)
—A-B#£B-A
— A#0,B#0, et pourtant A- B=0.
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Matrices inversibles

Définition
@ Une matrice A d'ordre n est dite inversible a droite, s'il existe une matrice B

d'ordre n telle que A- B = I,.

@ Une matrice A d'ordre n est dite inversible a gauche, s'il existe une matrice B
d'ordre n telle que B- A = I,.

@ Une matrice A d'ordre n est dite inversible (ou réguliére), s'il existe une matrice B
d'ordre n telle que A-B=B-A=I,.

@ B est dite la matrice inverse de A et est notée AL,

o Si la matrice inverse existe, alors elle est unique.
e Une matrice non inversible est dite singuliére.
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Matrices inversibles

Théoreme

Soit A € M,(K). On a:
A est inversible <= A est inversible a gauche <= A est inversible a droite.

A

Remarque

Gréace au Théoreme ci-dessus, pour montrer qu’'une matrice A est inversible, il suffit de
montrer que: 3B € M,(K)/A-B =1, (ou B- A= I,).

.
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Inverse d'une matrice: Méthode de Gauss

La méthode de Gauss pour inverser une matrice A consiste a faire des opérations
élémentaires sur les lignes de la matrice A jusqu’a la transformer en la matrice identité /.
On fait simultanément les mémes opérations élémentaires en partant de la matrice /. On
aboutit alors 3 une matrice qui est A~

En pratique, on fait les deux opérations en méme temps en adoptant la disposition
suivante: a coté de la matrice A que I'on veut inverser, on rajoute la matrice identité
pour former un tableau (A | /). Sur les lignes de cette matrice augmentée, on effectue
des opérations élémentaires jusqu'a obtenir le tableau (/| B). Et alors B = A",

Ces opérations élémentaires sur les lignes sont:

@ Li < AL avec X\ # 0: on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un
élément de K\ {0}).

@ Li+ Li+ ALjavec A € K (et j # i): on peut ajouter 3 la ligne L; un multiple
d'une autre ligne L;.

@ Li < Lj: on peut échanger deux lignes.

Remarque: Tout ce que vous faites sur la partie gauche de la matrice augmentée, vous
devez aussi le faire sur la partie droite.
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Exemple: méthode de Gauss

1 2 1
Calculons I'inverse de A = 4 0 —1 |. Voici la matrice augmentée:
-1 2 2
1 2 1 1 0 O Ly
(All)= 4 0 -1|0 1 O Ly .
-1 2 2 (0 0 1 L3

On applique la méthode de Gauss pour faire apparaitre des 0 sur la premiére colonne, d'abord
sur la deuxiéme ligne par |'opération élémentaire Ly <— Ly — 4L; qui conduit a la matrice

1 2 1 1 0
0O -8 -5|-4 1
-1 2 2 0 O

L2 — L2 74L1

= O O

Puis un 0 sur la premiére colonne, a la troisieme ligne, avec L3 +— L3 + L3

1 2 1 1 0 O
0 -8 -5(—-4 1 0
0 4 3 1 0 1 L3 «— L3+ Ly

On multiplie la ligne Ly par f% afin qu’elle commence par 1

1 2 1|1 0 o0 .
o1 2|1 -1 o ly <= =3lla
0 4 3|1 0 1

>
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On continue afin de faire apparaitre des 0 partout sous la diagonale en faisant |'opération
L3z «— L3z — 4Ly, et on multiplie la nouvelle ligne L3 par 2. Ce qui termine la premiére partie de
la méthode de Gauss

1 2 1|1 0 o0
5 1 1
01 g]3 -5 0
0 0 1 —2 1 2 L3 — 2L3

Il ne reste plus qu’'a remonter pour faire apparaitre des 0 au-dessus de la diagonale

1 2 1] 1 0 0
7 3 5 _5
0 1 of £ -2 -2 Ly «— L —3ls
0o 0 1|-2 1 2
puis
1 0 0] -1 1 1 Ly «— L — 2Ly — L3
72 %3 %5
01 0 7z -3 -3
0 0 1| -2 1 2
Ainsi I'inverse de A est la matrice obtenue a droite et aprés avoir factorisé tous les coefficients

par %, on obtient

L[ 2 2 2
Al =2 7 -3 -5
4\ 8 4 s

Une simple vérification implique que AA=! = I3.
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Cas particulier (matrice orthogonale)

Soit A € M,(K). A est dite orthogonale si A-TA="'A- A=,

Remarque

Toute matrice orthogonale A est inversible, et A~! = tA.

Exemple

@ Soient A, B et C € M,(K)/4AB —8AC + 3/ = 0.
Montrons que A est inversible. On a:

4A878AC:73I<:>72AB+2AC:I
4 8

<:>A(——B 7c)=/.
313

Donc A est inversible et son inverse A~! = f%B + %C.
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2 -1 1
Q SoitA=|( 2 -1 2 |.
1 -1 2

a) Montrons que A?> = 2A — . En effet :

2 -1 1 2 -1 1 3 -2 2
oA2—A-A—<21 2)(21 2>—<43 4).
1 -1 2 1 -1 2 2 —2 3
4 -2 2 1 00 3 -2 2
° 2AI_<4 -2 4)(0 1 o>_<4 -3 4).
2 -2 4 0 0 1 2 -2 3

On a bien A> =2A — I.
b) Montrons que A est inversible et calculons A~

@ Ona:
A=2A— | = A2 —2A=—| = —A*+2A=1
— A(-A+2)) =1
Donc A est inversible et A~ = —A + 2/.

2 -1 1 1 0 O 0 1 -1
@A T=—[2 -1 2 |+2[ 0 1 0 |= -2 3 -2 .
1 -1 2 0 0 1 -1 1 0
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Puissances positives d'une matrice

Définition

Soit A € M,(K)/A # 0 et soit p € N*.
Al =,

A2=A-A
AA=A-A-A=A?. A=A A2

AP =A-A.. . A, p fois.

\.

Propriétés

Soient A € M,(K) et p,g € N. On a:
Q A7 AT = APH,
Q (A7) = A%,

4
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Puissances positives d'une matrice

di 0 -~ 0
Soit D = 0 dn - une matrice carrée diagonale.
e
0 -+ 0 dun
Soit p € N. On peut montrer par récurrence sur p que:
gy 0 -+ 0
DP = 0 d2p2
: .0
0 --- 0 d°,
En effet:
g, 0 .- 0
0
@ p=0,onabD’=1,= 0 dz
: -0
0 0 do,
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Puissances positives d'une matrice

d, 0 .- 0 di 0 -+ 0
DPHl=pr.D = 0 dy . 0 :
: .0 . o0
0 0 dﬁ" 0 0 dnn

a0 .0

_ 0o d5!
0
0 0 dit
y
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Formule de binome de Newton
@ Soient A et B e M,(K)/A-B=B-A. Alors,
P
P k ak pp—k N p!
(A+B) —;CPAB o G = 1 o
@ SiB=1 Onatoujours A- I =A=1-A. Par suite :
P
A+ 1P =) CiA"
k=0
Cas particulier: p =2
BMA+B’=(A+B)(A+B)=A-A+A-B+B-A+B-B.
A+ A B+B-A+B?
—_———

=A’4+2A-B+B*> siA-B=B-A.
M(A+B)(A-B)=A-A-A-B+B-A-B-B.
N———

2 2 .
=A"+0-B" siA-B=B-A
2 2
=A"-B".
(Faculté des Sciences Meknés) Applications linéaires, Matrices et Déterminar Année Universitaire 2023-2024 49 /92



Formule de bindme de Newton

Soient A = L et B= . On voit que :
0 0
1
0

0
1
A B = )¢(A+B)(A-B):(‘01 (1’)

o O
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Matrices idempotente et nilpotente

Soit A € M,(K). A est dite idempotente si A2 = A.

Soit A € M,(K) telle que A est idempotente. Montrons que I, — A est aussi
idempotente. En effet:

(lh—A? =12 —2I,A+ A’ (puisque I, - A=A-1,)
=, —2A+A
=1, — A

v
Soit A € M,(K).

A est dite nilpotente si 3p € N*/AP = 0 et AP~ #£ 0. p est dit le degré de nilpotence de
A.

V.

A= ( g 8 ) est nilpotente de degré 2. (carA2 = O)

y
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Matrices semblables

Définitions
@ Soient A, B € M »(K).
A et B sont dites équivalentes s'il existe deux matrices inversibles P € M,(K) et
Q€ Mn(K)/B=Q ' A-P.
@ Soient A, B € M,(K).

A et B sont dites semblables s'il existe une matrice inversible P € M,(K)/B =
Pt A-P.

-

Remarque

@ L'intérét de la notion de matrices semblables, c'est qu'on peut calculer les
puissances de B si celles de A sont faciles a calculer (par exemple si A est
diagonale). On obtient:

B =P 'AP-P'A P -..P LA P=P ' A . AP=P ' AP

n E E k fois

\
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Puissances négatives d'une matrice inversible

Définition
Soit A une matrice inversible. A=P = (Afl)p ,Vp € N.

A

Proposition

Soient A et B deux matrices inversibles de méme ordre. On a :
@ A- B est une matrice inversible et (A- B)™' = B~!. A7L,
Q (A '=1(A").

\

Démonstration
@ Ona:
(A-B)-(B'AY)=AB-B A=A (BB A=Al A"
=A-Al=1,

Q@ Ona: (A) (A ="(A1-A)="l= . )
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Remarque

@ Attention! on ne peut pas simplifier par une matrice. (A-B=A-C % B= ().

@ Mais si A est inversible, alors : A-B=A-C = B = C. En effet :
A-B=A-C=>A' AB=A'""ACel,-B=1,-C&B=C.
~—— ~——

y

Soient

On a:

()

Pourtant B # C.

o =
o O
N——
Il
7~ N\
o =
o o
N——
N
==
o o
N———
Il
>
@)

-
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Matrice d'une application linéaire

Dans tout ce qui suit, E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions n et p,
respectivement, B = (e1, ..., en) une base de E et C = (u1, ..., up) une base de F.

@ Soit
f: E — F

n n
X = Zi:l xiei +— f(x)= Zi:I xif (&) .
une application linéaire.
L'application f est entierement déterminée par la donnée de I'image d’une base (f (¢;))7_;.

@ e €E et f(e1) € F, donc f(el) = aijuy + axiup + -+ - + apiup.
e € E et f(e) € F, donc f(e) = apur + axur + -+ + apaup.

en € E et f(ey) € F, donc f (ep) = aipur + agptn + -+ - + apnlip.

On appelle matrice de f relativement aux bases B et C, la matrice:

fle) fle2) -+ flen)
1

4 4
an a2 A1n U
az a2 a2n U2
M(f.B.C) =
ap1 ap2 Apn, S Up
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Matrice d'une application linéaire

Notation: Si f : E — E un endomorphisme et B une base de E. Alors M(f, B, B) est
notée M(f,B).

Remarque

@ Attention 2 I'ordre dans |'écriture de M(f, B, C).

@ Attention: la matrice dépend des bases choisies dans E et F.

Q Soit
0: E — F
x +— OFf
|'application nulle.
0 --- 0
M@O,B,C)=| : .. i | =0Op lamatrice nulle
0 0
y
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Q Soit

ide: E — E
X > X
I"application identité et soit BB une base de E.
1 0 --- 0
Mde,By=| % Y =y,
. .. . . . 0
0 0 1
@ Soit

f R? — R?

(x,y,2) — (x+y,y+2z)
Soient B = ((1,0, 0), (

0,
de R3. Et soient C = ((1,0), (0,1)) et C' = ((2,0), (0, —3)) deux bases de R?.

1,0),(0,0,1)) et B’ = ((2,0,0),(0,—1,0), (0,0, 3)) deux bases
)
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f(1,0,0)  f(0,1,0) £(0,0,1)
¥ + 4+
M(fyB,C):( 1 1 0 )HLO)
- 0 1 1 «— (0,1)
car
f(1,0,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0, 1)
{ £(0,1,0) = (1,1) = 1(1,0) + 1(0, 1)
£(0,0,1) = (0,1) = 0(1,0) + 1(0,1)).
f(2,0,0) f(0,—1,0) f(0,0,3)
4 + +
M(,f.,B’.C):( 2 -1 0 >e(1,0)
° 0 -1 3 +(0,1)
car
f(2,0,0) = (2,0) = 2(1,0) + 0(0,1)
{ f(0,-1,0) = (-1,-1) = —1(1,0) + —1(0, 1)
£(0,0,3) = (0,3) = 0(1,0) + 3(0, 1).
v
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£(1,0,0)  £(0,1,0) £(0,0,1)
1 1 1
M(f,B,C") :< 1/2 1/2 0 > +— (2,0)
° 0 -1/3 -1/3 ) < (0,-3)

car

(1,0,0) = (1,0) = 3(2,0) +0(0, -3)

f(07 150) = (17 1) = 5(270) - il;(ov —3)

£(0,0,1) = (0,1) = 0(2,0) — 3(0,—-3)
Il est clair que M(f,B,C) # M (f,B',C) # M (f,B,C") )
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Liens avec le calcul matriciel

Soient f et g € Lk(E,F) et A € K. On a:
® M(f+g,B,C) = M(f,B,C)+ M(g,B,C).
@ M(Xf,B,C) = AM(f,B,C)
(puisque (f + g) (&) = f (&) + g (&) et (A\f) (&) = M (&), Ve € B).

Proposition
Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de bases respectives B, C et D.
Sif:E— F et g: F— G sont deux applications linéaires, alors

M(gof,B,D)=M(g,C,D) x M(f,B,C)

B) © @
gof I
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Corollaire

Soit f : E — F une application linéaire telle que dim E = dim F. On a:

f est bijective <= M(f, B, () est inversible.

Et dans ce cas:  (M(f,B,C))"" = M (f1,C,B).

Démonstration
1
B__ - L E
® © ®
‘ [lof=idp I

Le résultat découle du fait que:

In = M (ide, B) = M (f 1o f,B) = M (f*,C,B) x M(f,B,C)
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Ecriture matricielle

Soit
f: E — F

x—Zx,e,»—H‘x)— Zy,u,

une application linéaire.

Cette écriture vectorielle peut étre traduite en une écriture matricielle comme suit:

X1 n
X2 y2

x=| " | —mM™m@FBC)-X=Y=] " |;ou
Xn Yp

X est la matrice d'ordre (n, 1) formée par les coordonnées du vecteur x dans la base

B = (ei);_, de E, et Y est la matrice d’ordre (p, 1) formée par les coordonnées du
vecteur y = f(x) dans la base C = (u;)?_, de F. Et on a bien :

f(x)=y : Ecriture vectorielle
M(f,B,C)X =Y : Ecriture matricielle.
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En effet: Vi€ {1,...,n} f(e)=) " i, obaick
On a dong;

y=fFf(x)="f Zx,—e,— =xif (e1) + xef (&) + -+ + xaf (en)

i=1
= x1 (auiu1 + aiwo + -+ + aprup) + x2 (ar2u1 + aoun + - - + appup) + - -
+x1 (alnul + axptip + - + apnup)

= (x1a11 + xea12 + - - + Xnain) U1 + (x1821 + X080 + -+ + Xpa20) 2 + - - -

Y1 ¥2
+ (x13p1 + Xx2ap2 + -+ + Xnapn) Up.

Yp
Donc,
n x1a11 + x2312 + - - - + Xpa1n a1 312 ... aip X1
Y2 X1a21 + x2a22 + -+ + Xpazn a1 ax» ... axn X2
Y — - -
Yp X18p1 + X28p2 + +++ + Xnapn apl a2 ... am Xn

|

M(F,B,C)
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Bemple

Soit f : R®¥ — R? une application linéaire, dont la matrice dans les bases canoniques de
R3? et R? est:

@ Soit x =(2,1,4), cherchons y = f(x) =?

we(1): vean=(3 1) (3)=(%)

Par suite £(2,1,4) = (15,7).

@ En général, on peut trouver |'expression de f:
Soit x = (x1, x2,x3) € R®. y = f(x) =?

X1 X1

_ . AL X — 1 1 3 . x1 + x2 + 3x3

X—(Xz), Y_AX_<—]. 1 2><X2>_(—X1+X2+2X3)'
X3 X3

R3 — R2

Par suite: (x1,x2,x3) —  (x1+x + 3x3, —x1 + X2 + 2x3).

4
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Matrice de passage

Soit E un K-espace vectoriel, et soient B = (e1,...,e,) et B’ = (el,...,e,) deux bases
de E.

. , n
Vi e {1, 2,..., n}, € = je1 + i€ + - -+ + Qppiep = Zj:l Qi €.
Considérons |'application linéaire idg : E/ — E.
B B
Dans ce cas;

J ! ; J
LdE((’l) U ldE((’n)
1 +
— e1
M(idg, B, B) =
— ey
€ e €n
4 1 4
Qip Q2 s Qap\ €l
_|aa ax - Qop | €2
- k)
Qnl Qp2 e Qnn —én

c'est ce qu'on appelle la matrice de passage de B 3 B’ et qu'on note Pz_.5 ou Pg'.
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Retenons donc la définition suivante:
Définition

On appelle matrice de passage de la base B a la base 8, la matrice P55 = (i), <; <,
dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la base B’ dans la base B.

y

Proposition

La matrice de passage de B a B’ est une matrice inversible, et son inverse est la matrice
de passage de B’ a B.

y
Démonstration
Soit
idg

I 1

E g E g

®) ® ®
On a:

In = M (idg, B') = M (idg o ide, B')
= M (ide, B,B') - M (ide, B, B)
= P 5 Psspr-

e . . —1
Il en découle que Ps_, 5 est inversible et (Pg_5/) " = Pp/_ 5.
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Exemple

Soient B = (e1, &) la base canonique de R? et B/ = (ef, €}) une autre base de R? ou

el =2e + 3e
g=e-+e
ef e
{ 1
Pag = 2 IV &
3 1) e
el €2
1 4

Par suite,
/ /
e1 = —e€ + 36
& = e — 26
v
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Changement de coordonnées d'un vecteur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1.
Soient B = (e1,...,en) et B' = (el,...,e}) deux bases de E, et x € E tel que

X = Z::l Xi€i = 27:1 xj €.

X1 x{
X X5
On pose X = . et X' = . deux matrices représentant les coordonnées
./
Xn X

du vecteur x dans B et B’.
On aalors, X = Pg_z - X' et X' = Pgi_5- X = (Papr) " - X.

Exemple

Dans I'exemple précédent, soit x = (3,5) € R?.

X = ( g > la matrice des coordonnées de x dans la base 5.

?
X = ( 5 ) la matrice des coordonnées de x dans la base B’.

_ -1 1 3 2
OnaX’:PB’—)B'X:(PB%BI)I.X:< 3 —2)(5):(_1)
4
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Action d'un changement de bases sur la matrice d'une
application linéaire

Rappel

@ Deux matrices A et A carrées d'ordre n sont dites semblables s'il existe une
matrice carrée P inversible d'ordre n telle que A’ = P~ - A- P (ou
A=P 1. A.P).

@ En général, deux matrices A et A’ d'ordre (m, n) sont dites équivalentes s'il existe

deux matrices carrées P et @ inversibles, d'ordres respectifs m et n telles que

A=Q ' A P

Théoreme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, B et B’ deux bases de E,C et C' deux bases de
F, P la matrice de passage de B 3 B’ et Q la matrice de passagede C a(C’. f: E — F
une application linéaire, A= M(f,B,C) et A = M (f,B,C’). On a:

A

A=Q "' AP (A et A’ sont équivalentes ) .

\
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Le théoreme précédent se résume dans le schéma suivant:

f . E A=M(f,B,C) F

®) \/:C;‘
P (4 JQ L
' = M(f,B,C")
) s F
®) ©
Démonstration
f
F
® ©
idp ‘ idp
f
E ot . F
® @

On a f =idr o f oidg, donc
A= M (f,B,C") = M (id o f o ide, B',C")
=M (idp,C,C’) - M(f,B,C)- M (idE,B',B)
= [M (ide,C',C)] AP
=Q ' A-P.
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Corollaire

Soient f : E — E un endomorphisme du K-espace vectoriel E, et B et B’ deux bases
de E. Soit P = Pg_.5/.

f: FE E
®) ®
. [ ,,[ J -
\ = M(f,B')
E _Azmum | E
®) ®)

OnaA=P ' AP
A et A’ sont dites semblables.
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Déterminant d’'une matrice

L'objet de cette partie est d'étudier I'application notée det;

det: M,(K) —K
A — det A := |A|

ou K est un corps commutatif (K =R ou C).
Cette application ne s'annule que lorsque la matrice A est non inversible. Ainsi, on a :

det A # 0 <= A est inversible.

Déterminant d'une matrice carrée d'ordre 1

Soit A € M1(K); A= (a). Alors detA = |a| = a.
Exemple A= (—7);detA=|—7| = —T7.
Attention: La notation du déterminant n'a rien a voir avec la valeur absolue.
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Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre 2

SoitAGMz(K);A—< a1 >

a2 ax

b
s

all 1(1.12 I
{ = a11a22 — a21a12.

a21¥ ‘a2

det A =

Ainsi, det A est le produit des éléments de la diagonale principale moins celui des
éléments de la diagonale non principale.

Exemple

1 3 1 3
A—(2 4>, detA—’2 4‘—1><4—2><3——2750.

Donc A est inversible.
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Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre 3

an A a3
Soit A€ M3(K);A= | axn axn ax

det A = (121\1 anl

(’.}] (l}z (l}%

) 2’1\@2
31 32

AAA
O

NN
= (an1a2a33 + aiza23a31 + a13a21a32 ) — (az1a22a13 + az2azzann + aszzaziaiz ).

Ainsi, pour calculer det A, on recopie les deux premiéeres colonnes, et on calcule la
somme des produits des éléments des trois diagonales principales moins la somme des
produits des éléments des trois diagonales non principales.

Remarque: On peut procéder de la méme maniére en recopiant les deux premiéres
lignes.
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Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre 3

- 3x0x1+(—1)><(—2)x1+1x1x2)—(1><0><1+2><(—2)x3+1x1x(—1))
—4— (~13) = 1T #0.

Donc A est inversible.
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Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre 3

Méthode des cofacteurs

On développe le calcul par rapport a une ligne ou une colonne quelconque.

@ Soit par exemple la 1°® ligne.

[2n] [22] [a0]
det A= | ay an an3
asi asz ass
:(71)1“311 d as +(*1)1+2312 dr1  a +(*1)1+3313 do1 a2
a2 ass a3l ass a1 as
Exemple
0 2 1 2 1 o
1 0 -2 |=+3 5 1 — (-1 11 +1 1 2 =17.
1 2 1
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Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre 3

@ Soit par exemple la 2°™ colonne.

a1l a2 a3
det A= | axn |ax| az
asi as2 as3
1+2 a1 ax 242 a1l a3 342 a1l a3
=(-1)"an + (1) ax + (1) an
a1  ass as1  ass a1 ax
Exemple
3 ! 1 3 1 1
1 2 |=—(-1 +0 -2 =17
( ) 1 1 1 —2
1 1
y
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Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre n

La méthode des cofacteurs est une méthode générale valable pour tout ordre n.
Enongons d'abord quelques définitions utiles pour décrire cette méthode.

Définition

Soit A = (a;) € M,(K).

@ On appelle mineur de I'élément a; qu'on note Aj;, le déterminant de la matrice

carrée d'ordre n — 1 obtenue en supprimant la ligne L; et la colonne C;.

G

Ail

aij

D

@ On appelle cofacteur de aj;, le scalaire A; = (—1)*Aj. Ainsi
det A = Za,—,-ev ajjAjj ol V désigne une ligne ou une colonne choisie.

Exemple (V = L;)

n

detA = (_1)i+13i1Ai1 + (_1)i+23i2Ai2 +--+ (—1)i+nainAin = Z(—l)iHaUAU

j=1
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Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre n

1 8 5 3
. 0 4 2 2
Soit A = 5 0 4 0 |€ M (R).
3 2 7 1
Développons le calcul suivant la 1% colonne.
1| 8 5 3
det A — 0f 4 2 2
2] 0 4 O
3l 2 7 1
4 2 2 8 5 3 8 5 3 8 5 3
=10 4 0|—-0/0 4 0 |+2|4 2 2|-3]4 2 2|=0
2 7 1 2 71 2 7 1 0 4 0
y
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Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre n

Développons le calcul suivant la 3°™ ligne.

3

b

det A =

[y

-0

w.Ol—l
N B 0
~N N o MIEI#OO

N B 0o
=N W
w o =
N B 0
~N NN o

= N W
w o

o
~N N o

3
2
1

w
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Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre n

Remarques

@ Le meilleur choix de la ligne (ou la colonne) par rapport a laquelle sera développé
le calcul, est celui qui contient le maximum de chiffres 0. |l est donc commode de
créer des zéros dans ce déterminant sans lui changer sa valeur.

@ On ne change pas la valeur d'un déterminant en ajoutant a une ligne
(respectivement une colonne) une combinaison linéaire des autres lignes
(respectivement colonnes). Autrement dit: les seuls opérations qui ne changent
pas la valeur d'un déterminant sont:

{C—>C+Zﬁl

C,'—>C,'+04Cj YENi

L—)L-f—z L,—>L‘—|—OALJ J;él

en particulier {
jF#i

On en déduit le résultat suivant:

o Si deux lignes ou deux colonnes de A sont proportionnels, (a fortiori
égales), alors det A est nul. (i.e: Si GG =aCjou L; = al; pour i # j,
alors det A = 0).

o Un déterminant change de signe si on permute deux lignes ou deux
colonnes.

A
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Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre n

Ly — 2 —1 0 1] 2 —1 0
Ly | 2 1 1 1 Lo—2L, — |[0]| —3 1 —3 3 (1)
2 _ L2 1 SO =16 1 7
Ly —| -1 a4 2 7 L3+ L1 — ||0| 6 17 5 8 1
Ls—| 0 5 8 1 o] 5 1
C+Co Co—-3C3
1
0 1 0 0 1
- 7 1 7| = 7 —20 7
13 8 1 13 5 1
7 —20 -
— — 3F — 2905
1 | - | 35 + 260 9
Notons que:
@ L'opération L, — 2L; n'est vraie qu'au niveau de L,.
@ L'opération Ci + C; est vraie au niveau de C; ou G,.
@ L'opération 2C; — G change la valeur du déterminant.
@ L'opération 2C, + G; est vraie au niveau de Gs. )
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Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre n

©Q detO =0.

Q det/,=1.

© Si A= (ay) est diagonale, alors det A =[]}, ai.

© Si A= (ay) est triangulaire, alors det A =[], aii.

@ det(*A) = det A.

Q det(A- B) = (det A) - (det B).

@ Si A est inversible, alors det(A™") = ;1.

Q det(Cl, o, CGio1, Gy Ciga,y ey Cn) = det(L1, oL, aly, Ly, . Ln) =
adet(C,...,C) = adetA, ot G, G, ..., G, désignent les colonnes de A et
Ly, Ly,..., L, désignent les lignes de A.

Q det(aA) = a"det A.

@ Si A= N ou A= o ol M et P sont deux matrices
o [P] v [P]
carrées et O la matrice nulle (A est dite dans ce cas triangulaire par blocs) alors
det A =det M - det P. )
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Déterminant d’'une matrice carrée d'ordre n

|
N

0 0
0O 0
0o 3

1) A= x4 2 0.

S IN=R IV

: detA:‘il3 _42

Ut © 0 (=
=k =O O

(=}

[
(=]

2) B =

x

=~
0

det B = I; _21

1 2
—1 —1f"

(= e) VU
O Ok N
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Eempe

C, G C3 C Cy = 7C: C3=50y) (Cy=3C
GGG (ILZ)qQ(’lﬂ(Wﬂ
7 5 3 0 0 0
4 2 2
£o02 2 | 4 0 2 S Y I A
-2 2 4 0 -16 2 -6 -6 92 -8 -8
-1 3 7 1 =22 3 -8 -8
o =0 (car Co=0C3)
2 6 4 1 6 4 1 6 4
—4 9 32— _-2|2 9 32— _-2x3[2 9 32
—6 18 15 _.|l3 18 15 1 6 5
t T o Co—2C7
4
12 1 o 4
— —2x3=3|2 3 32/ = _18 > . .
1 2 5 1 o 5
— (—18)(—1) i ‘ — 18(5 — 4) — 18.
C y
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Applications: Inversion d'une matrice par la méthode des
cofacteurs

Soit A € M,(K). On cherche A™1?
La démarche a suivre se résume dans les étapes suivantes :

@ Vérifier que det A # 0 (donc A sera inversible).

@ Déterminer la comatrice de A, notée com A, la matrice carrée d’ordre n obtenue
en remplagant chaque terme de A par son cofacteur.

@ Ecrire la transposée de com A : “(com A).

— t
@ Conclure selon la formule: A~ = —L-"(com A).
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1 2 -1
A= 2 3 1
1 0 2

@ det A =3 # 0, donc A est inversible.

cof(1l) cof(2) cof(—1)
comA= | cof(2) cof(3) cof(1)
cof(1) cof(0) cof(2)
3 1 2 1 2 3
Hloz] -[i2] +1 e
2 -1 1 -1 1 2
= " 0 2 ’ +) 1 2 ‘ *’ 10 ’
2 -1 1 -1 1 2
+‘ 31 ’ _) 2 1 ‘ +’ 2 3 ‘
6 -3 -3
= -4 3 2
5 -3 -1
6 -4 5 6 -4 5
@ fcomA=| -3 3 -3 |etdoncAl=31| -3 3 -3
-3 2 -1 -3 2 -1
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Applications: Rang d'une matrice

Définition
On appelle rang d'un systéme S de vecteurs d'un espace vectoriel E, la dimension du

sous-espace vectoriel F, supposé de dimension finie, engendré par ce systéme de
vecteurs. On le note rg(S).

A

Remarque

Ainsi le rang d'un systéeme fini de vecteurs est le nombre maximum de vecteurs
linéairement indépendants extraits de S.

M
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Applications: Rang d'une matrice

Soit A € M, »(K).
Le rang de A, noté rg(A), est le rang du systéme des vecteurs colonnes G, G, ..., C, de
A. (C, S Km).

Remarque

rg(A) est égal aussi au rang du systéme des vecteurs lignes Ly, Lo, ..., Ly, de A (puisque
det (*A) = det A).

Proposition

Soit A € M »(K).
Le rang de A est I'ordre du plus grand déterminant non nul extrait de A.
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Applications: Rang d'une matrice

Soit A € Mpm,n(K).
@ igA=0<= A=0.

@ rg A < min(m, n).
@ rg(fA) =rg A
(]

Si A est carrée (m = n), alors:

A est inversible <= detA# 0 <= rgA=n.
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Applications: Rang d'une matrice

o

3 -1 1
A= 1 0 =2
1 2 1
det A =17 # 0, donc rg A = 3. On en déduit que les systemes S = (G, G, G3) et

S’ = (Ly, Ly, L3) sont libres dans R?, ot C; = (3,1,1), G = (—1,0,2), G =
(1,-2,1),L1 = (3,-1,1), Ly = (1,0, —2) et L3 = (1,2,1).

= 1 2 1
B:<241>

1 '#0, donc rg B = 2.

2 4 |=9% |4

On en déduit que le systéme S = (L1, L) est libre dans R?, tandis que S’ =
(C1, G, G3) est lié dans R?, olt Ly = (1,2,1), L = (2,4,1), G = (1,2),
G =(2,4), G =(1,1).

‘12 2

(Faculté des Sciences Meknés) Applications linéaires, Matrices et Déterminar Année Universitaire 2023-2024 91/92



Applications: Rang d'une matrice

e On en déduit que le systéme de colonnes S = (Cy, G, G3) est libre
dans R* et que le systéme S’ = (L1, Ly, L3, L4) est lié dans R3.

1
-1
2
-1
2
4

2
-2
1
—2
1
0

3
-3
0
-3
0
2

1 2 3
-1 -2 3
> 1 0 € My3(R). rgE <3.
4 0 2
1 2 3
= -1 -2 -3 |[=0.
4 0 2

=18 #0. Donc rg E = 3.
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