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Vecteurs propres et valeurs propres

Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et f un endomorphisme sur
E non réduit au singleton {Og}. On dit qu'un vecteur u de E est un
vecteur propre de f si

o u 75 OE.

e I\ € K tel que f(u) = Au.
A est alors unique et s’appelle valeur propre associée au vecteur propre u. |
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Vecteurs propres et valeurs propres

@ Soit idg I'application identité de E. Pour qu’'un scalaire A soit une
valeur propre de f, il faut et il suffit que I'endomorphisme (f — \idg)
ne soit pas injectif.

@ Soit la matrice M de f relativement a la base canonique
B. ={e1,e,...,en} de E. Alors \ est valeur propre de f si et
seulement si det(M — \l,) = 0.
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Vecteurs propres et valeurs propres

Exemples

Soient E = R?, B, = {e1, &} la base canonique de R? et f un
endomorphisme de R? défini dans B, par: f(e;) = e et f(e2) = —ey.

0 -1 N il
I\/I:M(f,Bc):<1 . ),M—A/2= P
det(M — \h) = *lA _/1\‘:)\2—1—1.

X est valeur propre de f < det(M — \h) =0 < A2 +1=0.

Alors on distingue deux cas:

Premier cas: Si K = R, on sait que (VA € R), A +1 # 0 donc

det(M — \) # 0 < X n'est pas une valeur propre de f. Donc f n'admet
pas de valeurs propres dans R.

Deuxieme cas: SIK=C, M2+1=0< XA=iou = —i. Dol f admet
deux valeurs propres complexes conjugués \; =i et \p = —I.

v
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Vecteurs propres et valeurs propres

Remarques

@ Une valeur propre associée a un vecteur propre de f peut-étre nulle.

@ Les valeurs propres d'un endomorphisme f dépendent essentiellement
du corps K.

@ Un vecteur propre n'est pas unique. En effet: soit u un vecteur
propore associé a une valeur propore A et soit v = au avec a € K*.
Alors f(u) = Au et f(v) = f(au) = af(u) = a(Au) = Mau) = Av.
D'ou v est aussi un vecteur propre associé a A.

Proposition

Soient uy, Uy, ..., u, des vecteurs propres d’'un endomorphisme f de E
associés, respectivement, aux valeurs propres A1, Ao, ..., A, distincts
deux-a-deux (A; # A; pour i # j), alors {uy, uo, ..., u,} est libre.
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Vecteurs propres et valeurs propres

Définition

Soient f un endomorphisme de E et A la matrice de f relativement a la
base canonique B de E. On appelle valeurs propres et vecteurs propres de
la matrice A, les valeurs propres et les vecteurs propres de
I'endomorphisme f associé a A.
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Trace d'un endomorphisme

Définition

Soient f un endomorphisme de E et A= M(f, B) la matrice de f
relativement a une base B de E.

Soit A = (aj) € M,(K).

On appelle la trace de f ou la trace de A, la somme des éléments
diagonaux de A:

Tr(f) = Tr(A) = a1 + a2 + ... + ann.

La trace de A est indépendante de la base choisie.

Remarque

Deux matrices semblables A et B ont la méme trace.
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Polynéme caractérisitique

Définition

Soit A = (ajj) une matrice carrée d'ordre n. On définit le polynéme
caractéristique d’'une matrice A comme suit:

Pa(X) = det(A — XI,)

Remarques
o P4(0) = det(A).
@ Si \ est une valeur propore de la matrice A, alors Pa(\) = 0.
e Sin=2, alors Pa(X) = X2 — Tr(A)X + det(A).
@ Sin=3, alors
Pa(X) = —=X3 + Tr(A)X? — (A11 + Az + As3) X + det(A), avec Ais,
Ao et Asz étant les cofacteurs de a1, axp et asz respectivement.

v
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Polyn6me caractéristique

Théoreme

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur K,
B = {e1, e, ...,en} une base de E, f un endomorphisme de E et
A = M(f, B) la matrice de f dans la base B.
@ Le polynome
Pa(X) = det(A—XI,) = (—1)" X"+ (=1)"" 2 Tr(A) X "1 4 ... 4 det(A)
ne dépend pas de la base choisie, on dit que Pa(X) est le polynéme
caractéristique de I'endomorphisme f ou de la matrice associée A.

@ Les valeurs propres de f (ou de A) sont les racines de son polynéme
caractéristique.

Remarques

Soient A et B deux matrices semblables, alors: det(A) = det(B),
Tr(A) = Tr(B) et Pa(X) = Pg(X).
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Polyn6me caractéristique

Exemple

Le polynéme caractéristique de la matrice A = ( _42 _96 > est

Pa(X) = det(A—Xlg):| —2-X =6 '

4 9-X
= X% — tr(A)X + det(A),

-2 —6
4 9
D'oli Pa(X) = X2 —7X+6= (X —1)(X —6).
Donc les valeurs propres de A sont \; =1 et Ay = 6.

ou tr(A) = —2+9 =7 et det(A) = = -18+24 =6.
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Polynéme caractéristique

Théoreme de Cayley

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur R,

B = {e1, e, ...,en} une base de E, f un endomorphisme de E, A la
matrice de f dans la base B et Pa(X) le polynéme caractéristique de f
(ou de A), alors

Pa(A) = O, (x)

Exemple

| \

On considére la matrice de I'exemple précédent A = ( _42 _96 )
On a Pa(X) = (X —1)(X —6).

Alors
Pa(A) = (A—hL)(A—6h)
(-3 6\[(-8 6\ (00
B 4 8 4 3 ~\0 o0
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Multiplicité

Définition
Soit A\ une valeur propre de f (ou de A). On appelle I'ordre de multiplicité
a de )\, son ordre de multiplicité en tant que racine du polynéme
caractéristique Pa(X).

Rappel

A valeur propre de f (ou de A) d'ordre «

<\ racine de Pa(X) d'ordre «
3Q € K[X]/ Pa(X) = (X = A)*Q(X)
Q(A) #0

{ PaN) = Py(3) = - = P =0
< ()
Py’ (A) #0

A\
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Sous espace propres

Définition

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur K,

B ={e1, e, ...,en} une base de E, f un endormorphisme de E, A la
matrice de f par rapport a la base B et A une valeur propre de f (ou A) de
multiplicité a.. On appelle le sous espace propre associé a A, I'ensemble Ey
défini par:

Ex={ue E|f(u)=Au} = Ker(f — \idg)
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Sous espaces propres

Propriétés

@ E) est un sous espace vectoriel de E.

o E, est la réunion de {Og} et I'ensemble des vecteurs propres associés
a A

o 1 <dim(E)) < .
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Sous espaces propres

Exemple
7 3 -4

On considére la matrice A= | -6 -2 5 = M(f, B)
4 2 -1

Pa(X) = —=(X = 1)*(X - 2).

A admet deux valeurs propres A1 = 1 qui est double et A\ = 2 qui est simple.

Soient E; = Ker(f — Idg) le sous-espace propore associé a A\ = 1 et Ep = Ker(f — 2ldg) le
sous-espace propre associé a Ay = 2.

u=(x,y,z) € B = u € Ker(f — Idg)
= (f — Idg)(u) = Ogs
X 0
= (A-B)| v |=( 0
z
6 3 -4 X 0
= 6 -3 5 y 1=1[ o
4 2 =2 z 0
6x+3y —4z=0 (1)
= —6x -3y +5z=0 (2)

4x +2y —2z=0 (3)

M +Q2)=z=0=>2x+y=0=y = —2x.
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Sous espaces propres

Dot u = (x,—2x,0) = x(1,—2,0) = xu;.
Dot E; = Vect{u1 = (1,—2,0)}.
uy 7 Ops = {u1} est libre, d'ot By = {u1} est une base de E; et dim E; = 1.

u=(x,y,z) e = u € Ker(f — 2Idg)
= (f — 2ldg)(u) = Ogs
X 0
= (A—2n)| v |=( o
z 0
5 3 —4 X 0
= -6 —4 5 y = 0
4 2 -3 z 0
5x+3y —4z=0 (1)
= —6x —4y +5z=0 2)

4x+2y —3z=0 (3)

1M)+@2)=—x—y+z=0=>z=x+y.
(B)=4x+2y—3x—3y=0=>x=y = z=2x.

Dol u = (x, x,2x) = x(1,1,2) = xup.

D'ou E; = Vect {up, = (1,1,2)}.

up # Ops = {uo} est libre, donc By = {up} est une base de E; et dim E» = 1.
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Diagonalisation d'un endomorphisme

Définitions

@ On dit qu'un endomorphisme f de E est diagonalisable s'il existe une
base de E par rapport a laquelle la matrice de f est diagonale.

@ Une matrice M € M,(K) est dite diagonalisable si elle est semblable
a une matrice diagonale.

Proposition

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur K et f un
endomorphisme de E. Alors f est diagonalisable si et seulement s'il existe
une base de E, formée de vecteurs propres de f.
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Théoreme

Soit f : E — E un endomorphisme d'un espace vectoriel E sur K. Pour
que f soit diagonalisable il faut et il suffit que les deux conditions
suivantes soient satisfaites:

@ Le polynéme caractéristique Pr(X) a ses racines dans K.

Ps(X) = (-1)" H(X — X)), avecar +...+a,=n
i=1

@ Pour toute valeur propre A; de f, la dimension du sous espace propre
E,, associé a \; est égale a I'ordre de multiplicité a; de A;.

dim(Ey,) = aj = ord()\j), Yi=1,2,....r
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Exemple:

On considere A = 42 96 = M(f, Bg2)

Pa(X) = (X =1)(X - 6)

Donc les valeurs propres sont A\; = 1 et A\ = 6.

Alors E; = Ker(f — idg2) = vect{(—2,1)} , d'ou dim(E;) =1 car
{(—2,1)} est libre et E; = Ker(f — 6idg2) = vect{(3,—4)} d'ou

dim(Ep) =1 car {(3,—4)} est libre.

Par conséquent: f est diagonalisable , donc il existe une base B’ de R?
telle que la matrice de f dans B’ est diagonale.

On a vy = (—2,1) est vecteur propre de f associé a A\; = 1, donc

f(u1) = u1 et up = (3, —4) est vecteur propre de f associé a A\ = 6 alors

f(UQ) = 6U2.
D = M(f, B)) = ( (1) g )

VS
|
|
~

D'ou:
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Remarque

Si I'endomorphisme f de E est diagonalisable, alors E est somme directe
des sous-espaces propres de f.

| N

Exemple

Dans I'exemple précédent on a {u1, up} est une base de R? et on sait que
{un} n{wm} =0.
Alors E; @ E, = R?.

Corollaire

| \

Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension finie n sur
K, si f admet n valeurs propres distinctes dans K, alors f est
diagonalisable.

.
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