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Chapitre 1

Formes linéaires et dualité

Dans tout le chapitre K désignera R ou C. Tout espace vectoriel E sur K sera dit brievement
espace vectoriel et toute matrice a coefficients dans K sera dite brievement matrice ... .

1.1 Forme linéaires

1.1.1 Forme linéaire et espace dual

Définition 1.1.1

Soit E un espace vectoriel.

On appelle forme linéaire sur E, toute application linéaire u : E — K a valeurs dans K considéré
comme espace vectoriel sur lui méme.

L’espace vectoriel E* := Homg (E,K) des formes linéaires sur E est appelé l’espace dual de E.
L’espace dual de E*, noté E** est appelé espace bidual de E.

Rappelons, qu’en général, I'ensemble des application linéaires Homyg (FE, F') entre deux espaces
vectoriels sur K (corps quelconque) est aussi un espace vectoriel sur K.

Exemple 1.1.2
(1) Sur E = C([a,b],R), Uintégral [ : f — [P f(t)dt est une forme linéaire.
(2) Soit E = F(R,R). Pour tout a € R (fixé), Uapplication u : f — f(a) est une forme

linéaire.
(3) Soit E = M, (K). La trace Tr : E — K est une forme linéaire.
(4) Soit E un espace vectoriel de dimension finie, égale a n, muni d’'une B = {e1,...,e,}.

Pour tout 1 < j < n, Uapplication €} : E — K définie par e} (z) = x;, la i coordonnée
de x dans B, est une forme linéaire. Elle est caractérisée par le symbole de Kronecker :
1, stj=1

cile;) =0, { 0, sij #i.

(5) (généralisation de (4)) : Soit E un espace vectoriel de dimension n. Pour tout n-uplet
A= (A1, .., ) € K?, Dapplication p : E— K définie par p(x) = Mx1 + ...+ A2y, pour
tout x = Y ;" x;e; € E est une forme linéaire sur E.
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CHAPITRE 1. FORMES LINEAIRES ET DUALITE 1.1

Dans toute la suite, sauf mention contraire, quand E est un espace vectoriel de dimension finie
égale a n, on désignera par B = {ey,...,e,} sa base canonique.
La proposition suivante est I'implication réciproque de I'exemple (5).

Proposition 1.1.3

Soit E un espace vectoriel de dimension finie égale a n, muni de sa base canonique B. Alors
u: FE — K et une forme linéaire si et seulement si il existe un n-uplet (A1, ..., \,) € K" tel que,
pour tout v = Y= wie; € B s u(x) = Moy + ..+ Ay

Preuve.
Si u est une forme linéaire, alors pour tout z = Y1=" x,¢; € E, on a u(z) = Y=} u(e;)z;. On
pose alors \; = u(e;), (1 <i<n). =

En reprenant les formes linéaires ef (1 < ¢ < n) de 'exemple (4), on a alors, pour tout
v € F, u(r) = X ule)w; = i ule;)el (). Par suite u = Y= u(e)el et B* = {ef, ... e}
est alors une famille génératrice de E*.

Proposition 1.1.4
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, égale a n, muni de sa base canonique B =
{e1,...,en}. Alors

1. B*={ej,..., e} est une base de l'espace dual E*.

2. dim F* = dim E = n.

3. Toute forme linéaire u € E* s’écrit d’une facon unique sous la forme :

u=">Y ule))ef =uler)e + ...+ uley)ep,.

=1

Preuve.

1. 1l reste & montrer que B* est libre. Soit ay,...,a, € K. Si =7 azef = 0, alors Vo € E,
(C=r ager)(z) = ST agel(z) = 0. Par suite, en prenant chaque fois z = e;, 1 < j < n, on
obtient (X1=7 azel)(e;) = Y= ay6) = a; = 0. Par conséquent, a; = ... = a,, = 0 et donc B*

est une famille libre.
2. et 3. Découlent de 1. m
Il est a retenir que le lien entre B et B* est donné par :

; 1, sij=1
“(e;) =0 = R
€ (€]> ? { 0, St j # 7.
Il en résulte que la base B* est I'unique base de E* qui vérifie cette propriété. D’ou la

Définition 1.1.5
B* est appelée base duale de B.
La base duale de B* est appelée base préduale de E.

Ainsi, si v € E* = Homg(E,K), la matrice M (u; B,{1x}) = (u(e1),...,u(e,)) a pour
coefficients, les coordonnées de u dans B*.
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CHAPITRE 1. FORMES LINEAIRES ET DUALITE 1.1

Exemple 1.1.6
Considérons dans E = R? la famille B' = {v; = (2,1),v2 = (3,1)}. Il est claire que c’est une
base de E. Sa base duale est B = {v}, v} avec vi(v;) = 6!, V1 <i,j <n.
Pour déterminer vy et vy, on présente deuxr méthodes :
(a) : On passe par la base canonique B = {e1,es} et sa base duale B* = {e},e3} :
Si v} = aje] + e, alors,

vi(v)) = 1< (are] + aes)(2e1 +e3) =1 < 200 +ag =1
vi(v) =0 < (aref + aeel)(3e1 +e3) =1 < 3a; +an =0

par suite o = —1 et ag = 3. D'ou vy = —e] + 3e5.
De méme si vy = [re] + Bael, alors,

’U;(’l)l) =0«& (ﬁleiﬁ + ﬂ2€§>(2€1 + 62) =020+ 06,=0
vi(v) = 1< (Bref + faed)(Ber +e2) =1 351+ =1

par suite 1 =1 et By = —2. D’ou vy = ef — 2e3.

(b) : On montre que cela revient a exprimer les coordonnées d’un vecteur quelconque u =
aeq + bey dans la base B'.

En effet, vi,v; : E — K étant déterminées par leurs coordonnées dans la base canonique B*,
on a besoin de calculer les quatre coefficients v (e;) avec 1,7 € {1,2}. Comme alternative, on va
déterminer (au méme temps) vi(u) et vy(u) pour u = aey + bes.

Pour cela, exprimons u = x1v1 + 2209 dans B'.

D’une part : u = x1v1 + 230y & vf(u) = x1, vi(u) = 2.

D’autre part : uw = x1v1 + 1909 & 201 + 309 =a etx1 + 19 =b< 11 = —a+ 3b et xo = a — 2b.
D’ot vi(u) = —a + 3b et vi(u) = a — 2b. Ainsi en prenant a = ey et a = eq, on obtient :
v] = —ej + 3e; et vy = e] — 2es.

Remarquer que les coordonnées de vi et de vy dans B* sont respectivement ceuzr de a et b dans
les expressions de x1 et xs.

Le critere suivant du changement de base donne une preuve généralisant cet exemple.

Proposition 1.1.7

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, égale a n, B = {ey,...,e,} sa base canonique,
By = {v1,...,v,} une autre base de E. Si P est la matrice de passage de B a By, alors la
matrice de passage Q de B* a Bj est ‘P~

Preuve.

Notons P = (ai;)1<ij<n €t @ = (bij)1<ij<n- Par définition de la matrice de passage, on a
v; = Zfi’f ajje; pour tout 1 < j <metv = Ziz? briey, pour tout 1 << n . Donc, pour tout
1<ij<n:

) k=n l=n k=nl=n k=n
(55 = U:(UJ) = (Z ka€Z)<Z aljel) = Z Z bkialjé,lg = Z bkiakj = (tQP)U
k=1 =1 k=1 1=1 k=1
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CHAPITRE 1. FORMES LINEAIRES ET DUALITE 1.1

Par suite '\QP =1, et Q = P~'. m
2

1 1) et donc, apres calculs,

Comme application, revenons a ’exemple précédent. On a P = <

Q= <_31 _12>, ce qui donne vi = —ej + 3€5 et vy = e] — 2es.

1.1.2 Espace bidual en dimension finie

Soit E un espace vectoriel de dimension quelconque.
Considérons donc u € E* et x € E et notons u(x) =:< u,x >. Ceci défini I'application :

<——> E*XFE— K
(u,2) —» <u,x>

vérifiant :

o U+ U X >=< U, T >+ < U, T >,

o JU,T|+ Ty >=<Uu,x1 >+ <u,Ty >,

o JAu,x>=A<u,x >,

o Ju r>=A<u,T>.

< —, — > est appelé application bilinéaire canonique entre E et E*.

Fixons maintenant un x € E. On tire des propriétés ci-dessus que 'application ev, : E* — K
définie par ev,(u) =< u,x > est linéaire. Par conséquent, pour tout z € E, ev, € E*. De la
méme fagon, on déduit que l'application evy : E — E** définie par evgp(z) = ev, est aussi
linéaire. Ainsi, on a construit une appliocation linéaire

evg: E — E*
T = el iu—<u,T >,

Proposition 1.1.8
L’application linéaire evg est injective. Si en plus E est de dimension finie, alors evg est un
isomorphisme.

La preuve de cette proposition découle du résultat général suivant :

Lemme 1.1.9
Soit E un espace vectoriel . Alors, pour tout x € E, (u(x) =0, Yu € E*) =z =0.

Preuve.
On proceéde par contraposée. Supposons que x # 0 et notons par H le complémentaire de Kz
dans F, de sorte que ¥ = H & Kx. Considérons ensuite 'application v : £ — K définie par
u(h +ax) =, Vh € H, Va € K. 1l est claire que u est linéaire et c¢’est donc un élément de E*.
Mais, u(x) = 1 # 0, par suite, il existe une forme linéaire u telle que u(z) # 0. Ce qui acheve la
preuve. m

Corollaire 1.1.10
Soit E un espace vectoriel sur K. Alors, Yo € E non nul, il existe u € E* tel que u(z) = 1.

Rami Youssef 8



CHAPITRE 1. FORMES LINEAIRES ET DUALITE 1.1

Preuve.

(de la proposition)

Soit x € E. On a alors evg(x) = 0 = ev, = 0 = VYu € E*, evy(u) = u(z) = 0. Par suite,
d’apres Lemme 1.1.7, z = 0 et donc evg est injective. Si E est de dimension finie, alors, d’apres
Proposition 1.1.4, dim £ = dim E* = dim E** = n. On conclu en utilisant le fait que toute
application linéaire entre espaces de méme dimension est injective ssi elle est surjective ssi elle
est bijective. m

Par convention, lorsque E est de dimension finie, £ et £** sont identifiés.

Proposition 1.1.11

Soit E un espace de dimension finie, égale a n et B' = {vy,...,v,} une base de E*. Alors, il
existe une base unique de FE telle que B} = B'. Par l'identification de E et E**, la base By est
appelée, base préduale de E.

Preuve.
Avec les notations de la proposition, considérons 'application ® : £ — K" définie par ®(x) =
(vi(2),...,v.(z)). Elle est clairement linéaire. Soit = € ker(®), donc vy(z) = ... = v,(x) = 0. Si

 n’est pas nul, d’apres le corollaire précédent, Ju € E* | u(z) = 1. Ecrivons u = \yvy +. . .+ Aty
dans B’, on obtient 1 = Y77 \;v;(z) = 0, ce qui est absurde et donc ® est injective. Puisque
dim £ = n = dim K", ® un isomorphisme. Notons par {e;,...,€,} la base canonique de K"

(€j = (0])1<i<n). On a alors, pour tout j fixé (1 < j <n):
Jec Flu(e) =0 Vi<i<ne dle)=¢ o e=d )

Puisque ®~' est un isomorphisme, By = {® 7 (e1),..., P '(¢,)} est une base de E et c’est la
seule qui vérifie v;(®~!(¢;))) = 67. D’ott, By est 'unique base de FE telle que B' = B;. m

1.1.3 Hyperplans

Définition 1.1.12
Soit E un espace vectoriel. Un hyperplan dans E est tout sous espace H tel qu’il existe une
droite vectoriel D (i.e. un sous espace de dimension 1) satisfaisant E = H @ D.

Dans un espace vectoriel £ de dimension finie, égale a n, H est un hyperplan si et seulement si
dimH =n— 1.

Proposition 1.1.13
Soit E un espace vectoriel. Si H est un hyperplan dans E, alors, E = H ® Ka, Ya € E\H.

Preuve.

Fixons a € E\H et posons E = H @& D avec D =: Kd une droite vectorielle. D’abord,
H NKa = {0}. Sinon, Ja € K non nul tel que z = aa € H. Maisa # 0= a =a 'z € H, ce
qui est absurde. Par conséquent, H + Ka = H ® Ka C E = H @& D. Par suite, 30 # a € K
(puisque a ¢ H) et 3h € H tel que a = ad + h. D’ott, d = a~'a — a™*h et donc D C Ka & H.
On conclut alors que FE =Ka® H. m
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CHAPITRE 1. FORMES LINEAIRES ET DUALITE 1.1

Corollaire 1.1.14
Soit E un espace vectoriel, H un hyperplan dans E et a € E\H. Alors, il existe u € E* telle
que ujg =0 et u(a) = 1.

Preuve.
D’apres la proposition précédente, on a E = Ka @& H. On considere alors u € E* définie par
u(laa+h)=a,VaeK, Vhe H. m

Proposition 1.1.15
Soit E un espace vectoriel. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Pour toute forme linéaire non nulle w € E*, H = ker(u) est un hyperplan de E.

2. Pour tout hyperplan H de E, il existe une forme linéaire non nulle u € E* telle que

H = ker(u).

3. Soit H un hyperplan de E et uw € E* une forme linéaire non nulle telle que H = ker(u).
Alors, pour toute forme linéaire v € E*, H = ker(v) si et seulement si I\ € K, non nul,
tel que v = Au.

Preuve.

1. Puisque u # 0, alors elle est surjective (si 0 # zp € E est tel que u(zg) # 0, alors,
VAeK, A= u(ﬁxo)) Par suite, da € F tel que u(a) = 1 c.a.d. a ¢ H = ker(u) et donc
H + Ka = H & Ka. Soit maintenant x € E et posons o = u(x). On a alors :

u(aa) = au(a) =a=u(r) = ulr—aa) =0=2r—aa € H= 1€ H®Ka.

D’ou EF = H & Ka et par conséquent, H est un hyperplan.

2. H étant un hyperplan, il existe D, une droite vectorielle, telle que £ = H & D. Soit a € D
non nul. D’apres le corollaire précédent, il existe u € E* telle que u(a) = 1 et ujy = 0. Par suite,
il existe u € E* non nulle telle que H = ker(u).

3. On a par hypotheése H = ker(u). Soit v € E*. Si il existe A € K, non nul, tel que v = Au,
alors ker(v) = ker(u) = H. Réciproquement, soit v € E* telle que H = ker(v). Comme u # 0,
da € E\H tel que u(a) =1 et donc u(aa + h) =, Yo € K, Vh € H. Soit A = v(a). On a bien
A # 0, sinon, v(a) = 0 = a € ker(v) = H. Par suite v(aa+h) = Aa = Mu(aa+h) = (Au)(aa+h)
et donc v(x) = (A\u)(z), Vo € E (E = Ka ® H). Par conséquent, IA # 0 | v = Au. m

Remarque 1.1.16
Il résulte de la proposition précédente, que tout hyperplan H est donné par une équation linéaire
unique de la forme :

ai1ry + asxs + ...+ apx, = 0.

Cette équation est appelée équation caractéristique de H.

1.1.4 Annihilateurs et sous espaces linéaires

Fixons E un espace vectoriel de dimension quelconque.

Rami Youssef 10



CHAPITRE 1. FORMES LINEAIRES ET DUALITE 1.1

Définition 1.1.17
1. Si'V est une partie de E, on note :

VOi={ue E*|u(z)=0,YVz eV} ={ue E* |V Cker(u)}.

VO est appelé annihilateur (annihilator) de V' : Ensemble des équations linéaires qui
s’annulent sur V :

2. 8i U est un sous ensemble de E*, on note :
WW={rcE|ulx)=0, Vuec U} = Ny ker(u).

OU est appelé sous espace (variété) linéaire défini par U : Ensemble des solutions communes
(des zéros) de toutes les équations linéaires définies par U.

Les propriétés suivantes sont évidentes (exercice) :

o VO (resp. °U) est un sous espace vectoriel de E* (resp. E).

o £° = {0}, °{0} = E~.

e ViCVCE=V)CVCE"

o U; CU, C E*=%, CU, CE.

o Vect(V)? = VY et "Vect(U) =U.

o U C (W) et VCUVO).

D’aprés la deuxiéme propriété, pour déterminer H lorsque H est un sous espace vectoriel de E,
il suffit de prendre une base quelconque B de H et de calculer B°. Il en est de méme pour °F
quand F' est un sous espace de E*.

Proposition 1.1.18
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 1, V un sous espace de E et U un sous
espace de E*. Alors

(a) dimV +dim V° = n = dim U + dim.
(b) (VO =V et (V) =U.

Preuve.
(a) Notons m = dim V' et {vy,vs,...,v,} une base de V. On la complete pour avoir une base
{v1,v9, ..., U, W1, Wa, ..., Wy_p } de E. Par définition de la base duale, nous avons :

wi(w;) =0, V1 <i,j<n—-metw(v;)=0,V1<i<n—m,Vl<j<m.

Par suite, {w},w},...,w:_ } C VY Puis, d’'une part, {w;,wj,...,w_, } étant une partie de
la base de E*, elle forme une famille libre. D’autre part, tout ¢ € V0 C E* écrit sous la
forme ¢ = 351" @ (vi)vi + X020 e(wy)w; = 327" p(w;)w;. Par suite, {wi, ws, ..., w; .}
est aussi génératrice de V°. En conclut alors que dim V + dim V? = m + (n — m) = n.

L’autre égalité dim U 4+ dim"U = n se fait de la méme maniére, en complétant une base de U en
une base de E* et en considérant la base préduale de E qui en découle.

(b) De (1), il découle que dim”(V®) = n —dimV® = n — (n — dimV) = dimV et comme
V CO(VY), on conclut alors que (V%) = V. On montre d'une facon similaire que (U)? = U. m
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CHAPITRE 1. FORMES LINEAIRES ET DUALITE 1.1

Remarque 1.1.19

D’apres lexercice 5 de la série 1, si dimE = n > 1 et V est un sous espace vectoriel de
dimension 0 < p <n — 1, alors, il existe r = n — p formes linéaires (uniques da facteurs pres)
U, ..., u, telles que V.= N ker(u;). Par suite, pour U =< us,...,uy—p >C E*, on a U =V
ce qui équivaut a U = V. On en déduit une correspondance biunivoque (dualité) entre les sous
espaces de E et ceux de E*.

Rami Youssef 12



Chapitre 2

Formes bilinéaires-Formes quadratiques

K désigne le corps des réels R ou le corps des complexes C. Néanmoins, la plus part des
notions et résultats sont valables pour tout corps de caractéristique # 2.

2.1 Formes bilinéaires
Dans toute le section sauf mention contraire, E désigne un K-espace vectoriel.

Définition 2.1.1
Une forme bilinéaire sur E est toute application f : E x E — K qui satisfait les conditions
sutvantes :

flax +y,z) =af(x,2)+ fly,2) et f(z,ay+2)=af(z,y)+ f(z,2) Vo,y,2 € B, Va e K.
Cad, f est linéaire relativement a chacune des deux variables.

Deux cas particuliers importants de formes bilinéaires sont donnés par la

Définition 2.1.2

Une forme bilinéaire f : E x E — K est dite
(1) symétrique si f(x,y) = f(y,z), Vz,y € E.
(2) alternée si f(x,x) =0,Vz € E.

Remarque 2.1.3
Soit f: E x E — K forme bilinéaire, alors,

(2) = @2): flz,y) =—f(y,x), Vz,y € E.

En effet, Vo,y € E, (2) = flx+y,x+y) =0= f(z,2) + f(z,y) + f(y,2) + f(y,y) =0 =
f(z,y) = —f(y,z). Pour la réciproque, en posant x =y dans (2)', on obtient 2f(x,z) =0 et
donc f(x,z) = 0,V € E. Notez bien qu’on a utilisé le fait que K est de caractéristique # 2.
Une forme bilinéaire alternée est aussi appelé, forme bilinéaire anti-symétrique.
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CHAPITRE 2. FORMES BILINEAIRES-FORMES QUADRATIQUES 2.1

2.1.1 Ecritures matricielles

Dans cette sous-section, F désigne un K-espace vectoriel de dimension n € N.
Notons B = {ey, €y, ...,¢,} une base de ' (que I'on peut supposer canonique).
Soit f: E x I — K une forme bilinéaire et z = Y377 x5e;, y = X7} y;¢; € E. On a alors :

Jj=ni=n

flz,y) = Z Z%‘yjf(@i,ej) = Z ziy; f (e, e5) =: Z f(ei ej)wy;.

Jj=li=1 1<i,j<n 1<i,j<n

On adopte pour toute la suite (pour la base B fixée), a;; = f(e;, €;), Vi, j € {1,...n} = [1,n],
X =Mz, 29,...,20), Y =" (y1,y2,...,yn) €t M = (a;;)1<ij<n. On obtient alors, pour tout
x,y € [1,n] :
flz,y) = Z Qi T;Y;j ='XMY.

1<ij<n

Définition 2.1.4
La matrice M = (ai;)1<ij<n =: M(f, B) est appelée, martice de la forme bilinéaire f relative-
ment a la base B.

Notation :
- L’ensemble des formes bilinéaires sur E sera noté BLo(F).
- L’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur E sera noté Sy(E).
- L’ensemble des formes bilinéaires alternées sur E sera noté Aj(F).

Proposition 2.1.5
1. BLy(E) est un espace vectoriel isomorphe a M, (K), l’ensemble des matrices carrées d’ordre
n a coefficients dans K.

2. S9(E) est un espace vectoriel isomorphe a S, (K), l'ensemble des matrices carrées symé-
trique d’ordre n a coefficients dans K.

3. N3(E) est un espace vectoriel isomorphe a A, (K), l’ensemble des matrices carrées anti-
symétrique d’ordre n a coefficients dans K.

Preuve.
1. Etant donnée une matrice M = (aij)1<ij<n € M,(K), lapplication f : E x E'— K donnée
par f(x,y) = Y1<; j<n @i;T:y; est une forme bilinéaire. Ensuite, 'application :

®: BLy(E) — My(K)
f —  M(n,K)

est clairement un isomorphisme de 1'espace vectoriel (BLy(E),+,-) dans l'espace vectoriel
(MH(K)’ +, )

2. feS(F)e Me S,(K).

J.feN(F)eMeA,(K).n
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Proposition 2.1.6
1. BLy(E) = S3(E) @ A3 (E).

2. dim Sy(F) = @ et dim A} (F) = n(nz_l).

Preuve.

1. Remarquer que toute matrice M € M(n,K) s’écrit d’une facon unique sous la forme :
M = MEtM + M _QtM et que Mgﬂ (resp. M _;M ) est symétrique (resp. alternée). Par suite, si
f € BLy(FE) est définie par M alors f = g+ h en est une somme unique, avec g (resp. h) définie
par MJEJ (resp. M_;M). 2. Il est bien claire que dim S, (K) = w et que dim A, (K) = %
On conclu alors en utilisant I'isomorphisme ¢. m

Le résultat suivant, appelé, Théoreme de changement de base, exprime la matrice d’une
forme bilinéaire en terme de la nouvelle base.

Théoreme 2.1.7
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N muni de deuz bases B = {eq,es,...,e,}
(canonique) et B' = {¢), e, ... el }. Si P est la matrice de passage de B a B', alors

M(f,B") ='"PM(f, B)P.

Preuve.

Notons par x = Zi? zrie; ety = Zﬁi’f y;e; les coordonnées de vecteurs x et y dans la bases B
et o' = =0 alel et i = Y= yle! leurs coordonnées dans la base B’

Pour X =z, X' =2/, Y ='y et Y/ ='4/, on sait que X = PX’' et Y = PY’. Par suite,
d’une part, f(z,y) =" XM(f,B)Y ="' (PX"YM(f,B)(PY') =t X'('"PM(f, B)P)Y’ et d’autre
part, f(x,y) = f(2',y") =L X'M(f, B')Y'. Par conséquent, M(f, B') ='PM(f, B)P. m

Notez bien que M (f, B) et M(f, B") ne sont pas forcément semblables.

Définition 2.1.8
Soit f € BLo(E) et M(f, B) sa matrice dans la base B de E. Le déterminant de M(f, B), noté
discrg(f), est appelé discriminent de f dans B.

In vient immédiatement du théoreme précédent :

Lemme 2.1.9
Si B et B' sont deuz bases de E, alors, discrp:/(f) = det(P)*discrp(f).

Définition 2.1.10

On appelle rang d’une forme bilinéaire f € BLo(F), le rang de M (f, B) dans une base donnée
de E.

Une forme bilinéaire f € BLo(FE) est dite non dégénérée si son rang, dans une base donnée, est
mazximum, c’est a dire égal a n = dim E.
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2.1.2 Formes bilinéaires et orthogonalité

Dans cette sous-section, E désigne un K-espace vectoriel de dimension n € N. B une base
de F.

Proposition 2.1.11 o
Soit f € BLy(E) et M = M(f,B), et soient f et f les applications :

f: E — E* etf:E%E*
Alors,
1. f et f sont des applications linéaires.
2. M(f,B,B*) ="M et M(f,B,B*) = M.
Preuve.
1. Viens de la bilinéarité de f.
2. 51y = Z?i’f yje;, alors, Vi € [1,n],
~ j=n j=n j=n
fle)(y) = fleiy Z (eir €5) fleiej)ej(y) = [D fleie5)efl(y).
=1 j=1 j=1

Par suite, f(e;) = Y02} f(ei, e;)ei. Do, M(f, B, B*) ='M.

D’une fagon similaire, si x = Y\=7 z;e;, alors, Vj € [1,n],

=n i=n

1 flewej)ei(w) =D flei e5)ef)(y)-

=1

f(ej)(x) f(x,ej) szf €, €;) |

Par suite, f(ej) =177 f(ei, e5)er. Douy, M(f,B,B)=M.m

Corollaire 2.1.12 A .
Si f € BLy(F), alors rang(f) = rang(f) = rang(f).

Remarquer que si f € Sa(FE) est une forme bilinéaire symétrique, alors f et f coincident,
c’est a dire f f. On identifiera par la suite f et f et ainsi, on exprime les résultats en terme

de f.
Définition 2.1.13
Soit f € So(E) une forme bilinéaire symétrique.
1. Deuz éléments x,y € E sont orthogonauz pour f si f(x,y) = 0.

2. L’orthogonal pour f d’une partie A de E est le sous espace vectoriel :

t={ye E|VreA, f(z,y)=0}
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3. Le noyau de f est le sous espace vectoriel :
N(f)=E+={ye E|Vz € E, f(x,y) =0}.

Proposition 2.1.14 .
Soit f € So(E) une forme bilinéaire symétrique. Alors, N(f) = ker(f). En particulier, f est

non dégénérée si et seulement si f est bijective.

Proposition 2.1.15
Soit f € So(E) une forme bilinéaire symétrique. Alors, pour tout A C E,

1. AC (AL,

2. At = f71(A%) =f(4).

Preuve.
1. Soit & € A. Par définition de I'orthogonal, on a f(z,y) = 0 Vy € A+ par suite, z € (A+)*.
2. D'une part, A ={y € E | f(y)(x) =0, Ve € A} ={y € E | f(y) € A%} = f~1(A").
D’autre part, z € °f(A) & Vy € A, f(y)(z) =0 o Vy € A, flz,y) =0 flz,y) =0,Vy €
Ao e At Do AL =0f(4). m

Rappelons que E est supposé de dimension finie. On a alors :

Corollaire 2.1.16
Soit f € So(E) une forme bilinéaire symétrique et H un sous espace vectoriel de E. Alors,

dim H + dim H* > dim E.

Preuve.

D’aprés la proposition précédente, H=+ f (H ) puis, par la formule dim f (H) + dim f (H) =
dim £* = dim E, on déduit que dim H* +dim f( ) = dim E. Mais, f|H H — E* étant linéaire,
on obtient dim H > dim f(H). Par conséquent, dim H+ + dim H > dim E. m

Corollaire 2.1.17
Soit f € S3(E) une forme bilinéaire symétrique non dégénérée et H un sous espace vectoriel
de E. Alors,

1. dim H + dim H+ = dim E.

2. (HH)* =H.

Preuve.

1. Puisque f est non dégénérée, f est bijective et donc, dim f (H) = dim H. Par conséquent,
dim H + dim H*+ = dim f(H) 4+ dim H' = dim E.

2. D’aprés (1), dim H+ + dim(H+)* = dim F = dim H + dim H+, ce qui implique dim(H*)+ =
dim H. Mais, puisque on est en dimension finie et H C (H+)*, alors, (H+): = H. m

Exercice 2.1.18

Soit f:R® x R3 — R donnée par f(z,y) = 2191 — Tays et H = Vect(ey). On vérifie facilement
que f est une forme bilinéaire symétrique dégénérée. Montrer que H+ = Vect(eq, e3) et que
(HY)* = Vect(ey, e3). Conclure.
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Nous terminons cette section par la notion suivante que sera largement étudiée dans les sections
et chapitres suivants.

Définition 2.1.19

Soit f une forme bilinéaire (symétrique) sur E et B = {ey,...,e,} une base de E.

- On dit que B est orthogonale pour f si, pour tout i,j € [1,n] tels que i # j, f(ei,e;) = 0.
- On dit que B est orthonormée pour f si de plus, pour tout i € [1,n], f(e;,e;) = 1.

2.2 Formes quadratiques

La notion de formes quadratiques est définie pour tout espace vectoriel E, de dimension finie
ou non. Toutefois, I’étude sera axée sur le cas ou E est de dimension finie n € N.

Définitions et généralités

Définition 2.2.1
Soit E un espace vectoriel. On appelle forme quadratique sur E, toute application q : E — K
définie par une forme bilinéaire symétrique f : E x E — K par la relation :

q(z) = f(z,x), Vx € E.

Exemple 2.2.2
Les applications suivantes sont des forme quadratiques.

L5 < Cla, 0, R) = R |[fII3 = Jo f(1)*dt.
2. Tr: M, (K) — K ; Tr(A?).

Définition 2.2.3
Dans K[ X1, X, ..., X,], un polynome de degré 2, est dit homogéne si il est la forme

P(X1, Xo, ..., X)) = > i XXV,

1<i,j<n
La proposition suivante donne une caractérisation de formes quadratique en dimension finie.

Proposition 2.2.4
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et q : E — K une application. Alors, q est
une forme quadratique sur E si et seulement si, pour tout © € E, q(x) est un polynome de degré

2 homogéne en les coordonnées x1, 2y, ..., 2, de x. C’est a dire que q(x) = Y1<; j<p i jTiT;.
Preuve.
Si g est une forme quadratique définie par f alors q(z) = f(z,7) = Y1« j<n [(€i, €j)7;7;. Clest
en fait un polynéme de degré 2 homogene en les coordonnées x1, xs,...,x, de x.
Réciproquement, soit ¢ un polynoéme de degré 2 homogene en les coordonnées xy, xs, . .., T, de
x. Posons

{aijzé(aij_}'aji)v V1§Z7é]§n (21>

aii = gy, V1 <i<n '
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On vérifie alors que g(z) = f(x,z) avec f(x,y) = X <; j<n @ijTiy; qui est clairement (puisque
a;; = aj;) une forme bilinéaire symétrique. m

Proposition 2.2.5
Toute forme quadratique q : E — K est définie par une unique forme bilinéaire symétrique.

Preuve.
Supposons que f,g: E x E — K sont deux f.b.s. définissant ¢q. Ona alors, Vz,y € F, q(x +y) =

fle+y,z+y)=q@) +2f(z,y) +q(y) et gz +y) = gz +y,z+y) = q(x) + 29(x,y) + q(y)-
par suite, puisque car(K) # 2, f(z,y) = g(x,y). D'on f =g. m

Définition 2.2.6
Soit q est une forme quadratique sur E. L’unique forme bilinéaire symétrique

1

fol@,y) = §[Q(w +y) = q(x) — q(y)] (2.2)

définissant q est appelée, forme polaire de q.

La proposition suivante donne une caractérisation de formes quadratique en dimension quel-
conque.

Proposition 2.2.7

Soit q : E — K une application. Alors q est une forme quadratique si et seulement si
(a) ¢ : ExE—=K; ¢(z,y) =1lq(z+y) —q(z) — q(y)] est une forme bilinéaire (symétrique).
(b) ¢(A\x) = N%q(z), VA €K, Vz € E.

Preuve.
Si ¢ est une forme quadratique, alors ¢ = f, est une f.b.s. et, VA € K, Vx € E, q(A\x) =
oAz, Az) = Nq(x).
Réciproquement, Si (a) et (b) sont vérifiées, alors ¢(x, z) = %[Q(QCC) —2q(x)] = %[4q(m) —2q(x)] =
q(x). Par conséquent, g est une forme quadratique de forme polaire f, = ¢. m

La proposition suivante rassemble des formules liant ¢ et f, appelées identités de polarisation.

Proposition 2.2.8
Soit q est une forme quadratique sur E. Alors :

1 folz,y) = la(z +y) — q(z) — q(y)].
2. folz,y) = 3la(x) + q(y) — q(z —y)].
8. fo(x,y) = tla(z +y) —qlz —y)].

Preuve.
Les trois identités sont des cas particuliers de 'identité suivante :

gz + py) = Nq(x) + 22 fy(z,y) + 1°q(y), YA, pe K, Vo, y € E. (2.3)

En effet, 1. s’obtient pour A = u =1, 2. s’obtient pour A=1et y=—1. Puis 3. =1.+2.. =
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Remarque 2.2.9
Soit q est une forme quadratique sur E. Alors, (1) : q n’est pas linéaire, (2) : q(Og) = Ok, (3) :
d(—=) = q(z), ¥z € E.

Le corollaire suivant introduit identité du parallélogramme. Elle généralise en fait celle connue
dans R? :

Iz +yl1* + llz = ylI* = 2[l=]* + 2]l

Corollaire 2.2.10
Soit q est une forme quadratique sur E. Alors, Vx,y € E :

q(z+y) +q(z —y) = 2q(x) + 2q(y).

Preuve.
C’est exactement 1. — 2.. =

2.2.1 Etude qualitative des formes quadratiques

Comme (autre) conséquence de 1'unicité de la forme polaire f, définissant (ou associée a) g,
on transfere les invariants de f, a ¢. Ainsi, on obtient :

Définition 2.2.11
Soit q une forme quadratique sur E.
1. Le rang (resp. le noyau) de q est celui de f, : rang(q) = rang(f,) et N(q) := N(f,).

2. La matrice q, dans une base B donnée de E, est celle de f, : M(q, B) == M(f,, B).
En particulier,
oVreFE, q(x) ="XM(q,B)X.
e Si B’ est une autre base de E et P la matrice de passage de B a B’, alors
M(q, B') ="PM(q, B) P
3. q est dite non dégénérée si f, est non dégénérée.
4. Deuz éléments x,y € E sont g-orthogonaux si ils sont f, orthogonauz.

5. Pour toute partie A (resp. sous espace H) de E, A+ (resp. H') pour f, est appelé
orthogonal de A (resp. de H) pour q.

6. Une base B de E est g-orthogonale (resp. q-orthonormée) si elle est f,-orthogonale (resp.

fq-orthonormée).

Deux autres notions intéressantes pour ’étude des formes bilinéaires symétriques et des
formes quadratiques sont définies, sous condition que K est un corps ordonné, comme suit :

Définition 2.2.12
Soit f est une forme bilinéaire symétrique.

1. f est dite positive si pour tout v € E, f(x,z) > 0.
2. f est dite définie si pour tout x € E, f(x,z) =0= x =0.
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3. f est dite définie positive si elle définie et positive : Vo € E, x # 0= f(z,x) > 0.
Soit q une forme quadratique sur E.

4. q est dite non dégénérée, positive, définie, ou définie positive si f, l’est.

5. un vecteur x € E est dit isotrope pour q si q(x) = f,(v,z) = 0.

6. L’ensemble des vecteurs isotropes pour q, noté 1(q), est appelé cone isotrope de q.

Quelques conséquences des deux définitions : Soient f € Sy(E) et ¢ € Q(E).

1. Si f est définie, alors elle est non dégénérée : Soit x € N(f), alors f(x,z) = 0 et donc
x =0. D'ou N(f) = {0} est par conséquent f est non dégénérée.

2. Si f est définie positive, alors elle est non dégénérée. La réciproque est fausse : prenez
q(z) = 2?2 — 22 dans R%

3. 51 K = R et E admet une base f-orthonormée, alors f est définie positive : Soit z =
STl aie; € B, alors f(z,x) = Y27 2?2 > 0, donc f est positive. Si de plus f(z,z) = 0
alors z; = 0,Vi € [1,n], ce qui implique x = 0 et f est définie et est donc définie positive.

4. N(q) :== N(f,) € I(q) : Soit x € N(q), alors f,(z,z) =0 et donc x € I(q).
5. g est définie si et seulement si I(g) = {0}.

6. Deux vecteurs z,y € E sont g-orthogonaux < ¢(x +vy) = q(x) + q(y) < q(x —y) =
q(z) +q(y).
Le résultat suivant a beaucoup d’intéréts géométriques. Il est appelé : Inégalité de Cauchy
Schwartz.

Théoréme 2.2.13
Si K =R et g est une forme quadratique positive, alors

(a) ¥(w,y) € B2, |fo(z,y)| < \Ja(@)\/a(y)-

(b) Si de plus q est définie, on a égalité si et seulement si x ety sont colinéaires : Ja € R | y =
ar.

Preuve.

(a) :

- Supposons ¢(z) # 0. Puisque ¢ est positive, on a ¢(x) > 0 et VA, p € R, g(Az + py) > 0.
Par suite (cf. 2.3) q(z ) Az + uy) > 0 = XNq(x)? + 2)uq(x )fq(m y)+uq( Ygly) > 0 =
(Aa(@) + pfo(2,9))* — 1*(fo(z,y)* — a(z)a(y)) = 0. Ainsi, pour A = f,(2,y) et p = —q(x), 0
obtient —?(fy(x,y)? — (SU)CI( ) = 0 = fo(z,y)* —qlx Jaly) <0 = (fo(z,9))* < q(z)q(y). par
conséquent, |f,(z,v)] < 1/q(x)y/q(

- Supposons ¢(z) = 0. On a alors V,u E ]R, q(px+y) =2uf,(z,y)+q(y). Si f,(z,y) # 0, équation
2(pu) = 2uf,(z,y) + q(y) décrit (dans R?) une droite vectorielle dirigée par 2f,(x,y) # 0. 1l
existe donc pp € R tel que z(po) = q(por +vy) = 2u0fy(x,y) + q(y) < 0, ce qui contredit la
positivité de ¢. Par conséquent, f,(x,y) = 0 et I'inégalité devient donc triviale.

(b) :
Supposons |f,(x,y)| = \/a(x)\/q(y). Comme \/g(x)\/q(y) > 0, on a alors, |f,(x,y)| = fy(z,y) =
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v q(2)1/q(y). Autrement dit, 'équation q(z)u? +2f,(z,y)u+q(y) = 0 (en mu) a un discriminant
A’ = 0. Elle admet donc une solution unique po. Ensuite, ¢ étant définie, ¢(y + pozr) = 0 =
Y+ poxr =0 =y = —pox. D’oll x et y sont colinéaires. La réciproque est évidente. m

Corollaire 2.2.14
Si K =R et q est une forme quadratique positive sur E, alors,

q est définie < q est non dégénérée.

Preuve.

L’implication directe est démontrée ci-haut. Pour la réciproque, soit x € E. Si g(x) = 0 alors,
d’apres le théoréme précédent, f(x,y) =0, Yy € E. Ce qui équivaut a x € N(f). Mais ¢ étant
par hypothése non dégénérée, on a N(f) = {0} et donc z = 0. D’out ¢ est définie. m

Le résultat suivant, un cas particulier de I'inégalité de Schwartz, est appelé Inégalité de
Minkowski.

Théoréme 2.2.15
Si K =R et q est une forme quadratique positive sur E, alors

Valz +y) < alz) +/aly)

Si de plus q est définie, on a égalité si et seulement si x ety sont colinéaires : Ja € R | y = ax.

Preuve.
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que fy(x,y) <|f,(x,y)|, on a :

q(r+y) = q( )+ 2f(z,y) + qy)
< q(@) +2y/q@)\/a(y) + av)

" o

D’ou, (puisque q(z +y) > 0) \/q(x +y) < \/Q(x) + \/Q(y)

Si de plus ¢ est définie, on a alors :

(Valz +y))* = ( q(ﬂf) +/aW)? & a(@) + 2fy(x,y) + a(y) )+ 2\/a(x)\/aly) + aly
fo(z,y) = \/q(x)\/q(y). Par conséquent, d’apres Cauchy—Schwartz JoeR|y=azr. m

2.2.2 Décomposition des formes quadratiques et Théoreme de Syl-
vester
Dans cette sous-section, on suppose, sauf mention contraire, que E est un espace vectoriel

de dimension finie n > 1 sur un corps K de caractéristique zéro. On commence par la définition
suivante :
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Définition 2.2.16
Soit q une forme quadratique sur E.

1. Un sous espace H de E est dit q-isotrope si HN H* # {0}. Il est dit non-q-isotrope sinon.
2. Un sous espace H de E est dit g-totalement isotrope si H C H* ou dune facon équivalente,
st qz = 0.

Lemme 2.2.17
Si H est un sous espace non g-isotrope de E, alors E = H ® H+.

Preuve.
H non isotrope < HNH* = {0} & H+ H* = H & H*'. D’apres Corollaire 2.1.16.
n =dim E < dim H + dim H+ = dim(H + H*) < dim F = n. Par conséquent, E = H ® H*. m

Le résultat suivant est un Théoréme principal.

Théoreme 2.2.18
Soit q une forme quadratique sur E. Alors, il existe une base B = {by,...,b,} q-orthogonale de

E.

Preuve.
On raisonne par récurrence sur n = dim £.
Sin =1, c’est automatique.
Supposons que le théoreme est vérifié pour tout espace F' de dimension inférieure ou égale a
n—1avecn > 2.
Si ¢ = 0, toute base de E est g-orthogonale.
Sinon, il existe 0 # v € E tel que ¢(v) # 0. La forme linéaire f,(v) = f,(v, —) est donc non

nulle (car f,(0)(v) = f,(v,0) = q(v)).
E=H® Vect(v). (2.4)

Soient maintenant a # 0,8 # 0 dans R. On a alors f,(av, fv) = afq(v) # 0. Par suite,
Vect(v) N Vect(v)t = {0}. Ainsi, Vect(v) est non g-isotrope et d’apres le lemme précédent,

E = Vect(v) @ Vect(v)*. (2.5)

Appliquons I'hypothése de récurrence a Vect(v)t qui est de dimension n — 1, on obtient une
base {b1,...,bn-1} qvect(v)L-orthogonale de Vect(v)*. Puis, on la compléte par {b, =: v} pour
obtenir ainsi B = {by,...,b,_1,b,} qui est une base de E. Elle est en plus g-orthogonale. m

Corollaire 2.2.19

Soit ¢ une forme quadratique sur E et B = {by,...,b,} une base q-orthogonale de E. Alors,
1. q(x) = =" 22q(by), Yo = =0 b, € B
2. M(q, B) est diagonale.

Attention : Si By est une autre de E, elle n’est pas nécessairement semblable a B. Méme si ¢’st
le cas, les vecteurs de B ne sont pas nécessairement des vecteurs propres de M (q, By). Celle-ci
n’est donc pas nécessairement diagonalisable.
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La premiere conséquence du Théoreme principal est le suivant, appelé Loi d’inertie de
Sylvester.

Théoreme 2.2.20
On suppose que K = R.

Soit q une forme quadratique sur E. Alors, il existe une base g-orthogonale B = {ey, ... e,} de
E telle que :
=S 1=s+t
q(x) => a7 — > a3, ‘v’x—szezeE
=1 i=s+1

avec r = s+t désigne le rang de q.
Le couple (s,t) ne dépend pas de la base choisie. On l’appelle signature de q et on note

sg(q) = (s,t) et rg(q) = s +¢.

Preuve.
D’apres le théoreme précédent, il existe une base orthogonale B = {by, bs, ..., b,} dont laquelle
q(x) = Zx?Q(bi)a Vo = inbi €k
i=1 i=1
avec r = rang(q). Notons «; = q(b;), 1 < i < r et réordonnons les de sorte que

>0,s11<1<s
<0,sis+1<i<s+t
=0,sis+t+1<i1<n

On pose alors
=, sil<i<s
ja', sis+1<i<s+1 .

by, sis+t+1<1<n

En utilisant la relation g(A\y) = Aq(y), Yy € E, on obtient que B = {ey, ..., e,}, ainsi construite,
est une base appropriée.

Supposons maintenant qu’il existe une autre base appropriée B’ = {¢}, ..., e, } de sorte que
'on ait aussi pour un autre couple (¢',t') tel que s’ +t' =1 :

i=s' i=s'+t/

q(x) = Zx?— > ), V:L’—Zx’e’ € E.
i=1 i=s/+1
Notons ensuite F' = Vect(ey,...,e5), G = Vect(esir,...,en), F' = Vect(e),...,e.,) et
G' =Vect(el,,4,...,€,). Remarquer que dimG =n — s et dlmG’ =n-—y.

I est claire que :

>
xeFﬂG’:{Z(x)zg =q(z)=0=2=0
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(car:z € F = x=me; +...+xse5 et q(x) =22+ ...+ 22). Par suite, F NG’ = {0} et donc
F+G =FaG CE. Comme dim FF+dim G’ <n=dimF, on aalors : s+ (n—s') <n. D’ou
s < s’. On montre de la méme maniere que I/ NG = {0} et on en déduit que s’ < s. D’ou,
(comme r ne dépend pas de la base) s = s et t =r — s =r — ¢ =t'. Ceci montre que (s,t) ne
dépend pas de la base choisie. m

Corollaire 2.2.21

Awvec les notations du Théoréeme 2.2.20 :
1. q est définie positive si et seulement si sg(q) = (s,0).
2. q est définie négative si et seulement si sg(q) = (0,1).

3. Il existe une base q-orthonormée de E si et seulement si sg(q) = (n,0).

Exercice 2.2.22
Avec les notations du Théoréme 2.2.20, montrer que la relation dans Q(FE) définie par :

qg~q < sglq) =sg(q)

est une relation d’équivalence.
Comme conséquence, le Théoreme 2.2.20 induit une classification des formes quadratiques
sur l’espace vectoriel réel E.

Une méthode pratique pour obtenir une base g-orthogonale de E est donnée par la décom-
position de Gauss de la forme quadratique q.

Proposition 2.2.23

On suppose que E est un espace vectoriel réel.

Soit q est une forme quadratique sur E de rang rg(q) = r. Alors, il existe r formes linéaires o;
linéairement indépendantes telles que, pour tout v € E :

g(z) =D ai(pi(@))® = > _aipj(z), aveca; € R.
i=1 i=1

Preuve.
On peux suppose que q # 0.
Soit B = {ey,...,e,} une base de E et q(x) = X127 aa? + 231 <i j<p 02;T; SON expression

dans B. Si n =1, alors ¢(z) = ayz* = a163(z).

On suppose que le théoréme est vraie pour tout espace de dimension inférieure ou égale a
n — 1. On doit discuter deux cas :

1¢" cas : 3¢ > 1 tel que «; # 0. Soit ¢y le plus petit indice tel que a;, # 0. On écrit alors

q(z) = ozioxfo + 225,01 (1, o Tig—1, Tigatys - - Tn) + @2(X1, oo, Tig—1, Tiga1, - - - Tp) avec Oy (resp.
¢2) une forme linéaire (resp. une forme quadratique) sur F' = Vect(ey, ..., €j—1,€igt1,-- - €n)-
Notons pour simplifier 2’ = (z1,...,Ziy—1, Tig+1, - - -, Ln). Ensuite, on écrit :
1 AN ! 1 20,0
q(x) = ai|ziy + —01(2")]" + g2(2") — —01(2").
20 20
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Posons ¢1(z) =z, + 0%91@/), Al = @i et g3(2) = ga(af) — GH07(2") == (g2 — 5-07)(2). On &
0

Cl{io aiO
alors

q(x) = Mgi (@) + g3 ().

Mais ¢3(x) = ¢3(2') étant en fait une forme quadratique sur F' qui est de dimension n — 1, on
utilise alors I’hypothese de récurrence pour conclure dans ce cas.

Pour l'interdépendance des ¢; (1 < i < n), notez bien que seule ¢; a une coordonnée non nulle,
a savoir z;, en e; , dans la base duale B* = {e,...,e; _j,ej ,1,... e} U{e; }. Ainsi, comme
71y = € (7) et i) = e} (a),

> _vipi(x) = 0= yej () + > 7ief(2') = 0= =0.
i=1 1=2
Il en résulte aussi que 3:=7 v;0:(x) = 0 et on conclut, par récurrence, que v, = ..., 7y, = 0.

2°m¢ cas : a; = 0, Vi > 1. Alors, Jay;; # 0. On peut supposer, pour simplifier, que a2 # 0. On
écrit alors

q(r) = apx1me + 2101 (23, . .., 1) + T2bo(T3, . .., Tn) + q3(x3, ..., Tp)
avec 0 et 0y (resp. ¢3) deux formes linéaires (resp. une forme quadratique) sur G = Vect(es, ..., e,)).
Notons ' = (x3,...,x,). On a alors

q(x) = ara(x1 + 0;92($/))($2 + 0}1291@/)) + qz(2') — 0;91 (2")0(2").

Ensuite, on pose u1(z) = o1 + —=05(2') et ug(x) = 2o + -0, (2’) et on remarque que

12 a2
5P) 2 (5] 2
a1y (T)ug(z) = T(Ul(fﬂ) + ua(x))” — T(Ul(ﬂ?) —uz(x))”.
Posons enfin, ¢y = u; +ug, Ay = %, P2 = Uy — U, A = —% et qu(7') = g3(2') — %1291@/)92@/)-

Il en résulte que

q(r) = Mgt (@) + Aoy () + qa(a’).
On termine alors en appliquant ’hypothese de récurrence a g4(z’) qui est une forme quadratique
sur G = Vect(es, ..., e,).
Pour l'interdépendance dans ce cas, on procéde comme dans le premier cas (a faire comme
exercice). B

Comme application a cette décomposition de Gauss, on obtient une base orthogonale de E
de la maniere suivante :
Complétons (si nécessaire) la famille libre {¢1, ..., ¢, } enune base C' = {1, ..., 0r, ©ri1y- - Pn}t
de E*. Notons R la matrice de passage de B* a C'. Notons enfin, P la matrice de passage de la
base canonique B = {ey,...,e,} de E a la base préduale B' = {e],..., e} de C. On sait alors
que ‘P est la matrice de passage de C' & B*. Par suite R = (*P)~! ce qui équivaut a P = (*R)~1.
La base orthogonale est alors formée par les vecteurs colonnes de P.
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Exemple 2.2.24
1. Décomposer la forme quadratique définie sur R3 par :

q(z) = 227 — 225 — 673 + 3x179 — 42173 + TT073.
On procéde "comme dans la preuve du la proposition”

q(r) = 27+ 1’1(3372 —4dxs) — 2:1:2 — 622 + Trows

= 2[z1 + 3z — 4w3))? — 3 (3xwy — 4dag)? — 223 — 623 + Taowy
= 2[z1 + 53z — 4a3))? — Ex% — 1423 + 192923

2
= 21 + 53wy — 4x3)]? — Plas — Bay)® + (5 — 14) 23]

Notez que sg(q) = (2,1) et rg(q) = 3. Elle n’est donc ni positive, ni négative.

Pour déterminer la base q-orthogonale, on note tout d’abord 1 = e’{+%e§—2€§, P9 = 6;—%6;
et p3 = es. Ensuite, on a deur méthodes :
Premiere méthode : D’apres ce qui précede,
1 0 O
R=|3 1 0
38
-2 -5 1
Il reste a calculer P = (*R)™'. La base orthogonale B' = {¢},... €.} est alors formée des
vecteurs colonnes de P.
Deuziéme méthode : Comme P = (‘R)™' ='(R™), pour trouver P, on résoud le systéme

(d'incinnu X) RX =Y on obtient X = R~'Y. Donc, si on note P, = R™', alors P =' P, et on
prend ses vecteurs collonnes on bien on prend directement les vecteurs lignes de Py.
2. Décomposer la forme quadratique définie sur R* par :

q(z) = x129 + 22125 + 20124 + Tox3 + ATox4 + 22324.
On procéde "comme dans la preuve du la proposition” :

q(x) = 129 + 211 (T3 + T4) + To(13 + 474) + 27374
= (21 + 23+ 4w4) (22 + 2(23 + 24)) — (73 + 424) (2(73 + 74)) + 27374
= (o1 + @3+ 4xy) (22 + 2(23 + 24)) — 2(23 + Brzzy + 47]) + 21374
= sz + 22 4 3z3 4+ 5za)? — 1 — 22 — 25 + 224)% — 2[xs + 224

Ainsi, sg(q) = (1,2) et rg(q) = 3. Elle n’est donc ni positive, ni négative.
On termine ce chapitre par

Théoreme 2.2.25

On suppose que K = C.

Soit q une forme quadratique sur E. Alors il existe une base orthogonale B = {by, by, ..., b,}
dont laquelle

1=r 1=n
:Zx?, szinbieE
i=1 i=1

avec r = rang(q).
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Preuve.
La preuve est identique a celle du cas réel, sauf que pour C la racine d’'un complexe existe
toujours. m
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Chapitre 3

Espaces pré-hilbertiens réels et Espaces
euclidiens

Dans tout le chapitre K = R et E est, sauf mention contraire, un K-espace vectoriel de
dimension quelconque.

Définition 3.0.1
Une forme bilinéaire symétrique définie positive f : ' x ' — R est appelée, produit scalaire
sur E. On note pour tout (x,y) € E? :

flzy) =<z,y>.

La racine carrée de la forme quadratique q associée au produit scalaire < , > est appelée,
norme euclidienne sur E. On note, pour tout x € E :

|z|| = vV<z,2>.

3.1 Propriétés générales

Définition 3.1.1
(1) On appelle espace pré-hilbertien réel, tour R-espace vectoriel E, muni d’un produit
scalaire.
(2) On appelle espace euclidien, tout R-espace vectoriel de dimension finie E, muni d’un
produit scalaire.

Notation : Un espace pré-hilbertien réel ou euclidien £ est noté (£, <, >) ou tout simplement
E.

Définition 3.1.2
Soit E un espace pré-hilbertien réel ou euclidien. En plus de la norme sur E, on a aussi la
distance d : E x E— R définie par :

Vx,y € E7 d(xvy) = ”x_yH
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CHAPITRE 3. ESPACES PRE-HILBERTIENS REELS ET ESPACES

EUCLIDIENS 3.1
Proposition 3.1.3
Soit E un espace pré-hilbertien réel ou euclidien. La norme || || : E — RT vérifie les propriétés

sutvantes :
1.Vze B |z| =0 2=0.
2. Vz € E,YA € R, |[Az|| = |\||z].
3. V(x,y) € B |lx +yll < llzll + [yl

Preuve.
(1) et (2) viennent de la définition de || ||. (3) est l'inégalité de Minkowski. m

Proposition 3.1.4
Soit E un espace pré-hilbertien réel ou euclidien. La distance d : E* — R* vérifie les propriétés
sutvantes :

1. V(z,y) € E% d(z,y) = d(y, ).

2. V(x,y) € B2, d(z,y) =0& 2 =y.

3. Y(x,y,2) € B3 d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).
Preuve.
(1) découle de la définition, (2) viens de (1) de la proposition précédente et pour (3) écrire
z—x=(z—y)+({y—2).n

Le théoreme suivant donne les propriétés déja démontrées dans le chapitre précédent :
Théoréme 3.1.5
Soit E un espace pré-hilbertien réel. Alors :

1. Si E est euclidien, alors, il admet au moins une base orthonormée.

2. Si E est euclidien, alors, pour tout sous espace vectoriel F de E, on a E = F & F*.

3. (Théoréme de Pythagore) : ¥(z,y) € E? ||z £ y||* = ||z]|* + ||ly]|* & zLly.

4. (Inégalité de Cauchy-Schwartz) : ¥(x,y) € E?, < z,y >?< ||z||*||ly||? ; avec égalité si et

seulement st x ety sont liés.

Définition 3.1.6

Soit E un espace pré-hilbertien réel. Deux sous espaces vectoriels F' et G de E sont dits
supplémentaires orthogonaux, si E = F & G et F1LG.

On dira aussi que F' admet un supplémentaire orthogonal.

Proposition 3.1.7
Soit E un espace pré-hilbertien réel et F' un sous espace vectoriel de E. Alors, F admet un
supplémentaire orthogonal si et seulement si E = F @ F*.

Preuve.
(=) : Supposons qu’il existe G sous espace de F tel que £ = F @ G et FLG. On a alors

FIG=GCF'=F=F®GCF+F'CE=E=F+F*
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Or FNF+ ={0} (car <, > est défini positif), donc £ = F ¢ F*.
(<) : Par définition du supplémentaire orthogonal, prendre G = F+. m

Lemme 3.1.8
Soit E un espace pré-hilbertien réel et G et F' deuzr sous espaces qui sont supplémentaires
orthogonaux. Alors F = G+ et F = F++.

Preuve.

On a F1G = G C F+. Soit maintenant € F-. Par conséquent,
FtCE=FpG=FNaecF,NbeG|lr=a+b=>ax-beFetbe Ft=>uz-b¢c
FNFt={0} = 2=0b€cG. Dot G = F'. On montre de la méme maniére que F' = G, ce
qui implique F = F*+. m

Corollaire 3.1.9
Soit E un espace pré-hilbertien réel. Alors, pour chaque sous espace vectoriel F ayant un
supplémentaire orthogonal dans E, celui-ci est unique et est égal @ F*.

3.1.1 Projection et symétrie orthogonales

Soit E un espace pré-hilbertien réel et soit F' un sous espace vectoriel F' ayant un sup-
plémentaire orthogonal G' dans E. D’apreés le corollaire précédent, G = F*. Ainsi, Vo € E,
I(zy,29) € F X F+, | 2 = 21 + 25. On a alors :

Définition 3.1.10
e La projection orthogonale pr de E sur F (ou parallélement a F*-) est définie par :

pr(z) = 271.
e La symétrie orthogonale sp de E par rapport a F est définie par :
sp(r) =1 — 29

Premiéres propriétés :
L. p% =prpopr =pr; pr(—x) = —pr(x), Vo € E.
2. s% =sposp=Idg; sp(—x) = —sp(z), Vz € E.
3. SFOpF = PF = PF O SF.
Proposition 3.1.11
Soit E un espace euclidien et F un sous espace vectoriel de E. Alors :

Ve e E, Yy € F—{pp(x)}, |z —pr(x)| < |z -y

Preuve.
Puisque E est euclidien, alors, £ = F' @ F*. Soit donc # € E. Posons © = y + z avec y € F et
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z € F*+. Soit iy € F—{y} un vecteur quelconque. On a alors z —y = 2z € Ft et y—y € F—{0}.
Par suite, d'une part, y = pp(z) et ||y — ¢/|| # 0 et d’autre part,

/

c—y=@-y)+uy—y)=llr=vIP=lz—yl*+ly—¥I*

Do, [l = pr(z)|| <z -y =

On a alors la définition suivante :

Définition 3.1.12
Soit E un espace euclidien, F' un sous espace vectoriel de E et x € E.

d(z, F) = inf{||lz — 2|}, z € F} = [lz — pr(z)]
est appelée distance de x a F'.
Notez bien que :
d(— F): E—=RY zw—d(x F):=inf{||lz—z|,z € F} = |z — pr(x)]

définie une application de F dans R*.
Les deux propositions précédentes ainsi que la notion de distance se généralisent pour tout
sous espace de dimension finie d’un espace pré-hilbertien réel grace a :

Théoreme 3.1.13
Dans E un espace pré-hilbertien réel, tout sous espace F' de dimension finie admet un supplé-
mentaire orthogonal. i.e. E = F @ F+.

Preuve.

Notons que <, >|p défini un produit scalaire sur F (car elle reste définie positive). Soit donc
B = {e1,...,e,} une base orthonormée de F. Soit x € E, considérons y = Zfi’f < x e > e
On a donc, < y,e; >= I < ge >< ey, e; >=<uz,e; >, Vj € [1,p], par suite < y —z,e; >=
0,Vj € [1,p] ce qui implique y —x € F+. D’ot, comme y € F, x € F + F*. Mais, FNF+ = {0}
entraine alors que £ = F® F*. m

Proposition 3.1.14
Soit E un espace pré-hilbertien réel et F' un sous espace de dimension finie mini d’une base
orthonormée B = {ey, ..., e,}. Alors, Vo € E :

1. pp(x) = S < e >
2. YI2P < 1, e; >2< ||z|?. (Inégalité de Bessel).

Preuve.
Soit z € E.

1. D’apres le théoreme précédent, pour y = Zﬁz’ < x,e; > e;, on a montré que x —y € F+
et comme x =y + (v —y), alors pr(z) = y. En particulier (puisque B est orthonormée)
Ipr(2)[I? = ZiZF < 2,6 >

2. Ona, [|lz|* = [lpr(@)* + lz — pr@)* = [lpr(@)|* < |lz* = ZiZF < 2,6 >2< =],

c.q.fd. m
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3.1.2 Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt est une méthode pratique qui permet
d’obtenir une base orthonormée d'un espace euclidien F a partis de n’importe quelle autre de
celui-ci.

Théoréme 3.1.15

Soit E un espace euclidien. Si {vy,...,v,} est une famille libre de E, alors, il existe une unique
famille {ey, ..., ey} (avec p < n) orthogonale (resp. une unique orthonormée) de vecteurs de E
telle que :

(1) Vect{e,...,e,} = Vect{vy,...,v,}.
(ii) < ep,vr >>0, Vk € [1,p].
Preuve.

Notons F' = Vect{vi,...,v,}. Muni du produit scalaire induit < , >p, il devient aussi un
espace euclidien. On raisonne alors par récurrence sur p = dim F'.

-Sip=1, F = Vect{v,}. Alors, {v1} est orthogonale (car < vy,v; >= ||v1||* # 0) et pour

e = {e1} est I'unique orthonormée et < ey, vy >= ||v1]| > 0.

- Supposons que le résultat est acquis pour toute famille libre de p — 1 vecteurs de E. On

procede pour la famille {vy,...,v,} (avec p > 2) comme suit : Posons H = Vect{vy,...,v,-1}.
Par récurrence, il existe {ey, ..., e, 1} orthogonale telle que (i) H = Vect{es,...,e,_1} et (i)
< eg, v, >> 0, Vk € [1,p— 1]. Ensuite, F' étant un espace euclidien et v, € F = H & H*,
il existe donc un unique p-uplet (Ay,...,\,1, ;) € RP tel que v, = S Nes + A€, avec
H+ = Vect{e,} et X, # 0. Ainsi py(v,) = 2P Ne; et done €, = %Z(”p). Posons alors
e, = )‘; r_ Y — pr(vp) .
vy =2l vy — pr(vy)]l

D’une part, il est claire que F' = Vect{ey,...,e,} et que {ey,...,e,} est orthogonale car
{er, ... ep1,e,} Test. Dot (i).

D’autre part, on a :

vp — pu(vp)

< €p,Up >=< 57—
o [vp = pr (vp)l

,Up >= (< vp,vp > — < vy, pu(vy) >).

[vp = P (vp)]

Or < vy, vp >= [|vpl* et < vy, prr(vp) >=< (vp = pr(vp)) + pra (vp), P (vp) >= [Ipaa (vp)|*, par

suite )

< €Cp,Vpy >= ——————————
Py |vp — pr(vy

Enfin, [[vp)1* = llv, — pr(vp)1? + [[pr(0p) 12 = vpl* — pr(vp)[|* > 0. Par suite, < e, v, >>
0. D’ou (7). Il reste que, {ey,...,e,} est clairement orthonormée et qu’elle est unique par
construction. m
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Corollaire 3.1.16
Soit E un espace euclidien. Alors,

1. Si {vy,...,v,} est une base quelconque de E, alors, elle définit une base orthonormée
unique {e1,...,e,} (avec p < n) définie par :
i=p—1

vy vy — St < e up > e

N lvp — ST < eiy vp > eil|

Vp=2,...,n. (3.1)

2. Toute famille orthonormée de E peut étre complétée en une base orthonormée de E.

3. E admet une base orthonormée.

3.2 Deux types d’endomorphismes dans les espaces eu-
clidiens

Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. Etant donné un endomorphisme v : E — E,

la matrice M (u, By) dans la base canonique B, de E est diagonalisable, ssi, il existe une base

B’, formée des vecteurs propres de f, telle que M (u, B') = P~'M (u, By) P est diagonale. Si on

applique Gram-Schmit & B’, on obtient une base orthonormée B de E. La question naturelle
est :

M (u, B) reste-t-elle diagonale ?

La réponse n’est pas vraie en général car, les vecteurs de B ne sont plus nécessairement des
vecteurs propres.

3.2.1 Opérateur adjoint

Soit F un espace euclidien et u € Lg(F) un endomorphisme de E. On définit le transposé
b : E* — E* de u par la relation :

u(p) = pou, Yo € E*.

Il est facile de vérifier que si B est une base de F alors
M ('u, B*) =" M (u, B).

On définit ensuite 'adjoint u* : E' — E de u par le diagramme commutative suivant :

1,

E* % g
It 1]
E “ E

ot I =<, > désigne lisomorphisme défini par Yo,y € E, I(z)(y) =< x,y >. Autrement dit :

uw'=TIT"tolyol.
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Considérons alors une base orthonormée B de E. Ainsi, M (I,B) ='M(<,>,B) =1, =1,
et par suite

M(u*, B) = M('u, B*) =" M (u, B).
Ceci est en concordance avec la définition générale (la plus répondue) de I’adjoint :

Définition 3.2.1
Soit E un espace pré-hilbertien réel et u € Lg(F) un endomorphisme de E. L’adjoint, s’il existe,
de u est défini par :

Ve,y € B, <u(z),y >=<z,u"(y) > . (3.2)
Remarquer que si v € Lg(FE) vérifie la méme propriété que u*, alors, v = u*. En effet :
< zyut(y) >=< z,v(y) >=>< z,u*(y) —v(y) >=0, Vx € E = u*(y) —v(y) = 0= u*(y) =
v(y), Yy € E = v = u*. Ainsi, u* est bien définie (c. a. d. 'unique endomorphisme vérifiant

(3.2)).

Vérifier que si dim E et finie, alors (3.2) entraine que dans une base orthonormée B,
M(u*, B) =* M (u, B).

Remarque 3.2.2
Dans une base non nécessairement orthonormée B', notons M(<,>,B") = A, on a alors,

M(u*, B") = (fA)"t ‘M (u, B') '"A =" (AM (u, B')A™").

3.2.2 Endomorphismes symétriques
Soit E un espace euclidien de dimension n > 1.

Définition 3.2.3
Un endomorphisme u € Lr(E) est dit symétrique si :

<u(x),y >=<z,u(y) > Vo,y € F. (3.3)

Proposition 3.2.4
Soit u : E — E une application de E dans E. Alors, u est un endomorphisme symétrique si et
seulement si < u(x),y >=< z,u(y) > Vr,y € E.

Preuve.
Facile. m

Théoreme 3.2.5
Soit u € Lr(FE) et B une base orthonormée de E. Alors u est symétrique ssi u* = u ssi M (u, B)
est symétrique.

Preuve.
Facile. m

Théoreme 3.2.6
Soit u € Lr(E) un endomorphisme symétrique. Alors
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1. Les sous espaces propres de u sont deux a deux orthogonauz.

2. Le polynome caractéristique de u est scindé dans R[X].

3. u est diagonalisable et il existe une base orthonormée formée de vecteurs propres.

Preuve.

1. Considérons z,y € F deux vecteurs propres associés respectivement aux valeurs propres A
et u supposée différentes. On a alors < u(x),y >=< z,u(y) >=< A\z,y >=< z, uy >=
A—p) <z,y>=0=<z,y>=0. Dot Ly et donc E\LE,,.

2. On considere polyndéme caractéristique a coefficients dans C et on étend le produit scalaire
<, > EFxFE—-Ra<,> ExFE — Cen posant en plus de la bilinéarité par rapport a
I’addition et la linéarité par rapport a la premiere variable :

<z, puy>=p<zy> Ve,ye B ueC.

<, > ainsi étendu est appelé forme sesquilinéaire hermitienne.

Pour toute valeur propre A de u, si z est un vecteur propre associé, alors < u(z),y >=
A< xx>et <u(z),r >=<z,u(z) >=\ < z,r > ce qui entraine (puisque x # 0) que
A = X et par suite A est un réel. Le polynéme caractéristique étant scindé dans ClX]
(Puisque C est algébriquement clos) il en résulte qu’il est plutét scindé dans R[X]. En
particulier 4 admet au moins une valeur propre.

3. On raisonne par récurrence sur n.
Sin =1, c’est évident.
Supposons que c’est vrais pour tout espace euclidien F' de dimension inférieur ou égale
an—1(n>2). On considere alors F, un espace euclidien de dimension n. D’apres la
propriété précédente, il existe un vecteur propre {b;} de u. On note alors F' = Vect{b; }*
et on on utilise I'hypothese de récurrence pour ujp qui est alors un endomorphisme
symétrique sur ’espace euclidien /' muni du produit scalaire induit. On obtient ainsi une
base {bs,...,b,} formée de vecteurs propres de up. Il est alors claire que {b1,bs,...,b,}
est une base de vecteurs propres de u. D’ou u est diagonalisable.
Enfin, pour induire une base orthonormée formée de vecteurs propres, il suffit d’appliquer
Gram-Schmidt a chaqu’une des bases des sous espace propre (les vecteurs ainsi obtenus
sont encore des vecteurs propres) et utiliser (1) pour conclure.

3.2.3 Automorphisme ortogonaux
Une autre application du produit scalaire est I’étude des isométries vectorielles.

Définition 3.2.7
Soit E un espace euclidien. Un endomorphisme u : £ — E préserve le produit scalaire de E si :

<u(x),uly) >=<z,y >, Va,yeckE. (3.4)
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On a alors :

Théoréme 3.2.8
Soit E un espace euclidien et u : E — E un endomorphisme de E. Alors, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. u préserve le produit scalaire de E.
2. u préserve la norme de E.

3. u préserve la distance dans E.

Preuve.
Soient 7,y € E. On a successivement, (3.4) = |[u(z)[]? = ||z||* = ||u(z)]| = ||z]| = |[u(z—y)| =
[z =yl = [lu(z) —u@)ll = llz =yl = lu(@)]| = [lz]. D'ou (1) = (2) < (3). Ensuite, en

appliquant I'une des identités de polarisation (Proposition 2.2.8) on obtient (2) = (1). m

Définition 3.2.9

Soit E un espace euclidien. Tout endomorphisme u : E — E de E satisfaisant ['une des propriétés
du théoréme est dit endomorphisme orthogonal ou isométrie vectorielle (i.e. un endomorphisme
qui préserve la métrique).

Proposition 3.2.10
Soit E un espace euclidien et u : E — E un endomorphisme de E. Soit B une base orthonormée
de E et A = M(u, B). Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u est orthogonal.

2. u est un automorphisme orthogonal.

3. tAA=1,.
4. Pour toute base orthonormée B' = {e},... el } de E, u(B") = {u(€}),...,u(el,)} est aussi
orthonormée.
Preuve.
-(1) & (2) : Si u est orthogonal, alors (||u(x)|| = ||z||, Yz € E) entraine que u est injective et

est donc bijective par finitude de la dimension de F.

- (1) & (3) : Puisque B est orthonormée, la matrice de produit scalaire M (<, >, B) = I, et
done, (||lu(z)|| = ||=||, Vz € E) équivaut (*X(*AA)X = X([,)X, VX =' ). Mais, ‘AA étant
symétrique, elle définie une forme bilinéaire symétrique qui a alors une écriture matricielle
unique, donc (*X(*AA)X =' X(1,)X, VX =" z) équivaut ‘AA = I,.

- (1) < (4) : Soit B" = {¢€],..., €.} est une base orthonormée de E. En supposant (1), on a
<ul(e)),ule)) >=<ej, e >=0, Vi # j € [1,n] et <u(e),ule;) =< ej,e; >=1, Vi € [1,n] et
donc u(B') = {u(e}),...,u(el,)} est aussi orthonormée. Réciproquement, supposons (4) et soit
B’ ={€],... el } est une base orthonormée de E telle que u(B’) = {u(e}), ..., u(e),)} soit aussi
orthonormée. On a donc, Vo = Y0 e} € E, ||Ju(2)|? = | = zu(e)|| = =722 = ||z
Par suite, u conserve la norme et donc le produit scalaire. m
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Proposition 3.2.11
Soit E un espace euclidien et u € Lr(E) un endomorphisme de E. Alors, u est orthogonal ssi
u* ou = idg ssi u* = u~! ssi u* est orthogonal. En particulier, tout endomorphisme orthogonal
est un automorphisme.

Preuve.
w est orthogonal ssi < u(x), u(y) >=< x,y >, Vx,y € E'ssi < x,u*ou(y) >=<xz,y >, Y,y €

EssiVx e B, <z,u*ou(y)—y>=0,Vye EssiVy e E, <u*ouly) —y,z>=0, Ve € E

ssiVy € E, u*ou(y) =y ssi u* ou =idg ssi u* =u'.

Pour la derniére équivalence, remarquer que (u*)* = u (cf. TD) et donc u* o u = idp ssi
uou* =idg ssi (u*)* ou* =idp ssi u* est orthogonal. m

Définition 3.2.12
Soit A€ M(n,R) (n>1). A est une matrice orthogonale si '"AA = I,,.

En liaisons avec ce qui précede, on cite les propriétés équivalentes suivantes :
Proposition 3.2.13
Soit A€ M(n,R) (n>1). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est une matrice orthogonale.
A=t A,
tA est une matrice orthogonale.
A est la matrice d’un automorphisme orthogonal dans une base orthonormeée.
Les vecteurs colonnes de A sont orthogonauzr deux d deuz.

Les vecteurs lignes de A sont orthogonaux deux a deux.

NS S e e

A est la matrice de passage d’une base orthonormée da une base orthonormeée.
En particulier, toute matrice orthogonale est inversible.

Preuve.
- (1) & (2) < (3) sont évidentes.
Pour les autres équivalences, E étant euclidien, il admet une base orthonormée qu’on note

B ={ey,...,e,}. Notons alors €; = u(e;) pour le i vecteur colonne de A. Ainsi u € Lg(F),
A= M(u,B) et '"A = M(u*, B).
-"AA =1, & u*ou=1idg < wuest orthogonal < {¢],..., e/} est une base orthonormée. D’ou

(1) = (@) & (5« (7).
- (1) < (6) : On a (1) < (3) ssi les vecteurs colonnes de ‘A sont orthogonaux ssi les vecteurs
lignes de A sont orthogonaux. m

3.2.4 Groupe orthogonal
Soit £/ un espace euclidien de dimension n > 1.

Théoreme 3.2.14
L’ensemble des automorphismes orthogonaux de E est un groupe, appelé groupe orthogonal
(ou groupe des isométries) de E. Il est noté O(E).
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Preuve.

Notons GL(E) le groupe des automorphismes (ou groupe linéaire) de F.

O(E) C GL(E) et O(E) # 0 car Idg est orthogonal. Ensuite, si u,v sont orthogonaux alors
|luov™(x)]| = |[v~(z)] (car u conserve la norme) et |[v™!(x)|| = [[vo v (x)] = ||z| (car v
conserve la norme) et donc u o v~! est orthogonal. D’ot1, O(F) est un sous groupe de GL(E). m

Corollaire 3.2.15
O(E)=0"E)UO(E), ou :

O (E)={ue€ O(F) | det(u) = +1}
noté aussi SO(FE) et appelé groupe spécial orthogonal et

O (E) ={ue€ O(F) | det(u) = —1}.

Preuve.
Soit u € O(E). On a alors u* ou = Idg et donc, det(u* o u) = det(!fAA) = det(A)? =
+1 = det(u) = 1. Comme conséquence, det : (O(E),o) — ({+1,—1},x) = (&, +) est un

homomorphisme de groupes.
D’une part, OT(E) = (det)~!({1}), étant I'image réciproque d’un sous groupe, c’est aussi un
sous groupe. D’une part, O~ (E) = (det)"}({—1}), n’étant pas image réciproque d’un sous
groupe, c’est seulement un sous ensemble de O(FE) (il n’est pas stable par la loi o). m Les
éléments de OF(E) sont aussi appelés rotations vectorielles. Remarquer que O(F) est en fait
un sous groupe du groupe spécial linéaire SP(FE){u € GL(FE) | det(u) = +1}.

Par analogie a ce qui précede, on a

Théoreme 3.2.16
1. L’ensemble des matrices orthogonales, noté O(n), est un sous groupe de GL(n,R).
2. O(n) = 0% (n) UO~(n), avec SO(n) = {A € O(n) | det(A) = +1} est un sous groupe de
O(n) et O~ (n) = {u € O(n) | det(u) = —1}.

Définition 3.2.17

Soit B une base orthonormée de R"™, muni du produit scalaire usuel, et By sa base canonique.
La matrice de passage P de By a B est alors orthogonale. On a alors :

e B est dite une base orthonormée directe si P € Ot (n).

e B est dite une base orthonormée indirecte si P € O~ (n).

3.2.5 Remarques finales

D’apres ce qui précede, on a le résultat essentiel suivant

Théoreme 3.2.18
Soit A € M(n,R). Alors,
il existe une matrice orthogonale P € M(n,R) telle que 'PAP soit diagonale ssi A est symétrique.
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Preuve.

Dans un sens, noter que toute matrice diagonale est symétrique. L’autre sens est due au fait que
toute matrice symétrique est diagonalisable et en plus il existe une base orthonormée formée de
vecteurs propres qui et donc la matrice de passage de la base canonique a celle-ci est orthogonale

(voir Théoreme 3.2.6). m
On termine par la détermination de générateurs particuliers de O(FE).

Définition 3.2.19
Soit E un espace euclidien. On appelle réflexion, toute symétrie orthogonale par rapport a un
hyperplan.

Proposition 3.2.20
L’ensemble O~ (E) contient toutes les réflexions.

Preuve.
Soit H un hyperplan de E et x un vecteur orthogonal & H. Si B’ est une base orthonormée de
H, la matrice de sy dans {x} U B’ est Diag(—1,1,...,1). Par conséquent det(s;y) = —1; c’est
donc une réflexion. m

Noter bien que sy est a la fois orthogonale et symétrique (voir TD). On termine par le
résultat intéressant suivant due a Cartan-Dieudonné :

Théoreme 3.2.21
Soit E un espace euclidien et u € Lg(F) un endomorphisme orthogonal. Alors u s’écrit comme
la composée d’au plus r = rang(u) réflexions. En outre, O(FE) est engendré par les réflexions.

Preuve.
A admettre. m
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