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Chapitre 1

Intégrales multiples

Définition 1 On appelle pavé de R™ tout ensemble du type P = I X Iy X --- X I, ot pour
tout k, I, est un intervalle fermé borné de R. On appelle mesure n-dimensionnelle de P le
réel strictement positif mes(P) = Ay --- A\, ot, pour tout k, A\ est la longueur de Iy (si I, =
la, b, \y =b—a).

Définition 2 (Subdivision d’un pavé de R") Soit P = [}, [ai, b;] un pavé de R™. On ap-

pelle subdivision de P une famille o = {01, -+ ,0,} ot pour chaque i € {1,--- ,n}, o, =
(€ij)je0, p; €St une subdivision de l'intervalle [a;, b;].

Les pavés T;—1[Cik,» Ciksy) POUr ki € {0,--- ,p; — 1} sont appelés les cellules de la subdivision
o de pavé P.

Remarque 1 Une subdivision d’un pavé pavé correspond a un découpage du pavé en un nombre
fini de pavés (les cellules).

Définition 3 (Fonction en escalier) Soit f une application réelle définie sur un pavé P de

R"™.

— L’application f est dite en escalier sur le pavé P si [ est bornée sur P et s’il existe
une subdivision du pavé P telle que f soit constante sur l'intérieur de chaque cellule
de la subdivision.

— Une subdivision du pavé P est dite adaptée a l'application en escalier f si f est
constante sur l’intérieur de chaque cellule de la subdivision.

Exemple 1

1. L’application
f: P=1[1,4x10,3 — R
(z,9) — 1

est une application en escalier. Toute subdivision de P est adaptée a f.

2. L’application
g: P=[1,4x]0,3] — R
(z,9) — min{E(z), E(y)}

est une application en escalier. Une subdivision adaptée a g est définie par les neuf
cellules {[i,7 + 1] X [7,7 + 1] hi<i<so<j<o-

La subdivision 0 = (01,03), o1 = (1, g, %,4) et o9 = (0,1,3), est une subdivision de
[1,4] x [0,3] non adapté d g, car g nest pas constante sur la cellule [%,4] x [1,3].



Remarque 2 Une fonction en escalier sur un pavé P de R? avec n > 2 peut prendre un nombre
infini de valeurs. Par exemple, la fonction f définie sur [0,1] x [0,1] par

1 si0<z<let0<y<l1
flr,y) =Ry siz=0et0<y<1
y? siz=1et0<y<1

est une fonction en escalier sur [0,1] x [0, 1], mais elle prend un nombre infini de valeurs.

Définition 4 (Intégrale d’une fonction en escalier ) Soient f une fonction en escalier

sur un pavé P et o une subdivision adaptée a f. Désignons par Py,---, Py les cellules de
cette subdivision et par aq,--- ,ayn les valeurs constantes prises par [ sur l’intérieur de chaque
cellule.

On appelle intégrale de f sur le pavé P le réel

I,(f) = Zmes(Pk)ak

Cette intégrale est notée [p f(x)dx.

Proposition 1 Soient f une fonction en escalier sur un pavé P et o une subdivision adaptée
a f. Le nombre réel 1,(f) ne dépend pas du choiz de la subdivision o adaptée a f.

Démonstration Exercice. O

Exemple 2 Considérons 'application

g: P=[1,4x]0,3] — R
(z,y) — min{E(x), E(y)}

L’application g est en escalier sur P et est constante sur lintérieur de chacune des neufs cellules
{li,i+ 1] X [J,7 + 1 }1<i<so0<j<2 qui forment une subdivision du pavé P. Donc

/ g@)de =0+ 1+1+0+1+2+0+1+2=38
[1,4]x]0,3]

Proposition 2 Soit P un pavé de R" et soient ¢ et 1 deux fonction en escalier sur P. Alors
— Pour tous o, f € R,

[, as(@)+ pi@)s = a [ o)+ 5 [ v@)da
— Si ¢ < sur P, alors [po(x)dx < [p(z)de.

Définition 5 (Fonction Riemann-intégrable sur un pavé ) Soient P un pavé de R" et f
une application définie sur P a valeur dans R. L’application f est dite intégrable au sens de
Riemann sur P si pour tout réel € strictement positif, il existe deux applications 1. et ¢. de P
dans R, en escalier sur P, telles que

1L.VzeP y(r) < f(z) < ¢e(),
2' fP<¢€ - ws)(x)dx S €.



Remarque 3 Une application intégrable au sens de Riemann sur un pavé P est bornée sur P.

Proposition 3 Soit f : R" — R une fonction intégrable au sens de Riemann sur un pavé P
de R™. Alors il existe deux suites de fonctions en escalier ({,)ens €t (Om)en= telles que :

LYmEN VEEP h(e) < f(z) < dmle),
2. lim [p(dm — V) (x)dx = 0.

m——+00

Démonstration La fonction f étant intégrale au sens de Riemann sur P, donc pour tout réel
¢ strictement positif, il existe deux applications . et ¢. de P dans R, en escalier sur P, telles
que

LveeP ¢(r) < f(x) < ¢e(x),
2. [p(¢e — ) (x)dr < e.

Ainsi il suffit de considérer successivement des réels € de la forme ¢ = % pour m € N*. O

Remarque 4 Les suites ([pUm)men+ €t ([p Om)men= sont des suites de Cauchy dans R. En
effet, on a pour tout € > 0,

Yz e P y.(2) < f(z) < 6c(a)
donc
Vr € P ng(x)_¢e§¢a_¢s
Ainsi, pour tous p > m et ¢ > m, on obtient (on note ici Yy la fonction 1. pour e = %)
W}p _wa < |f - 77Z110| + |f _wa
< |¢p - 1/’p| + |¢q - ¢q‘
D’ou

L%—L%

< L|wp_¢Q|
[ 160 =l + 164 = ]

< fiovis f
< [ 160 =l + [ 16y vl
1 1 2

p q m

ce qui montre que la suite ([p Ym)men+ est de Cauchy.

Pour tousp>m etqg>m, on a

IN

IN

|¢p_¢q| < |¢p_¢p+wp_wq+¢q_¢q’
< |¢p_¢p|+’¢p_¢q’+wq_¢q|
donc
/p¢p_/P¢q < /P|¢p_¢q’
< /P|¢p_¢p|+|¢p_wq|+|¢q_¢q‘
4
< —

m

ce qui montre que la suite ([p Gm)men+ est de Cauchy.
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Remarquons que les suites ([p ¥m)men+ €t ([p @m)men+ ont une méme limite qui dépend uni-
quement de f et de P. Cela justifie la définition suivante.

Définition 6 Soit f une fonction de R™ dans R intégrable au sens de Riemann sur un pavé P
de R™. On appelle intégrale de f sur P le réel

i [ om = Jim_ [, ém
que l'on note [p f ou [p f(z)dz.

Proposition 4 Soit P un pavé de R" et soit f une fonction réelle bornée sur P. Soit E,.(f)
(resp. E.(f) ) Uensemble des fonctions réelle ¢, en escalier sur P, vérifiant

Vee P ¢(x)> f(z) (resp. p(z) < f(z))

Posons
I.(f) :Inf¢€5+(f)/P<p(a:)dx et 1_(f) :Supweg_(f)/Pgo(x)da:

Alors
[ est intégrable sur P <— I.(f)=1_(f)

et on a alors

[ @de = 1.(5) = L(5).

Proposition 5 Soit f une fonction réelle continue sur un pavé P de R". Alors f est intégrable
au sens de Riemann sur P.

Démonstration Par hypothése f est une fonction continue sur P, or P est un compact de R”,
la fonction f est continue uniformément sur P. Alors

Ve >0,3p >0 tel queVr,y € P (|lx —vy|| <n=|f(x) — f(y)| <e)

Soit o une subdivision de P dont les cellules P, aient un diametre inférieure a 7. La subdivision
o étant fixée, choisissons un point x, € P, et définissons ¢ : P — R par

gO(SIC):{]”(Q:Q) si z€P,

f(z) six € P quin’est intérieur a aucune celle de o
La fonction ¢ est en escalier sur P et vérifie :
vre P [f(z) - pz)| <e

Désignant par 6 la fonction constante égale a ﬁ(ft’) sur P, on voit immédiatement que les
conditions de la définition 5 sont vérifiées. [



1.0.1 Fonctions Riemann-intégrables sur un ensemble borné

Lemme 1 Soit f une fonction réelle définie sur une partie bornée X de R™. A chaque pavé P
contenant X, associons la fonction fp :

flz) sizeX
Vo e P xr) =
frl@) {0 siz€ P\ X
Si, pour un choix du pavé P, la fonction fp est intégrable, il en est de méme pour tout autre
choix de P ; et lintégrale [p fp ne dépend pas du choiz de P.

Démonstration Soient P, () deux pavés contenant X, leur intersection P N @) est un pavé
contenant X, et pour chacun des pavés P, () i existe une subdivision admettant P N () pour
cellule

.

AN

Si la fonction fp est intégrable sur P, il en est de méme de sa restriction a P N Q. De plus

fo = fpsur PNQ
?7 o sur @ \ P

Puisque f est nulle sur @\ P et P\ @, on a

[ fr= [ Ir= PmeQz/QfQ
[l

Définition 7 Soit X un sous-ensemble borné de R™. Une application [ définie sur X est dite
intégrable au sens de Riemann sur X s’il existe un pavé P contenant X tel que l’application fp
soit intégrable sur P. Le nombre [ fp est appelé intégrale de f sur X et noté [y f.

Exemple 3 Soit X le sous-ensemble de R? défini par
X={(z,y) eR*0<r<1,0<y<lz+y<1}

Considérons la fonction f : (x,y) € X — x. Notons fp Uapplication qui prolonge f par 0 sur
le pavé P = [0, 1] x [0, 1] et montrons que fp est Riemann-intégrable sur P. o
Considérons les applications en escalier ¢y, et ¥, définies sur les cellules Py = [X, 1] x [, %]
par :

il g z+£l+2 <1

V(z,y) € Pij  éulz,y) :{ " et Un(r,y) =

0 stnon

4 si i+j+2 <1
— n n
0 stnhon



On a

et

1 n—1n—i—2 41
Lo = @ >

i=0 j=0
onn—=1)n-2) 1(, nn-1)
N 6n3 + n3 " 2 -

On en déduit que
. ) 1
Jdim o=t [ v =g

On vérifie par ailleurs que pour tout n € N* et pour tout (z,y) € P, on a

wn(xvy) < fP(x>y) < ¢n(x7y)

Par suite fp est une fonction intégrable sur P et [p fp = %.

1.0.2 Conditions d’intégrabilité
Définition 8 Un ensemble E de R"™ est dit négligeable au sens de Riemann si pour tout réel e
strictement positif, il existe une famille finie de pavés (P )req1,.. Ny tel que :

1. B C Ugeqr,. Ny D

2. ny:l mes(Pg) < e.

Exemple 4 La fronticre du pavé P = [0,1] x[0, 1] est négligeable dans R?. En effet, considérons
les pavés sutvants :

—1 1 11 1 1 -1 1
Po=—1+-"]x[— -], Pp=[1-—1+—]x[—,1+-]
n n n n

-1 1 -1 1 -1 1

Py, =[— 14— x[1—=14+—], Pip=[]—,—]x[—,1+-]
n n n n n n



2w

T2

1 2
n q I “
z
Alors
et
4
2 2 2 2 2 2 2 2 2
D mes(Pig) = (L4 ) x (14 )+ (14 ) x ot (14 )
k=1 n n n n n n n n n
8 2
= —(I+-)
n( +n)

Comme 1_1}{{1 814 2) =0, pour tout & > 0, il existe un entier N tel que $(1+ %) <e. D'ou
— OP C U}_ Py
— Zi:l mes(PhN) = %(1 -+ %) S €

ce qui montre que OP est négligeable dans R?.

Proposition 6 Soient X un sous-ensemble négligeable de R™ et f une fonction bornée sur X.
Alors Uapplication [ est intégrable sur X et [y f =0

Démonstration Soit ¢ > 0. Désignons par M un majorant de |f(z)| sur X. Comme X est
négligeable, il existe une famille finie de pavés (Py)ge1.... v telle que

3

X C Upeqr, Ny P et Zmes Pp) < oYY

k=1

Notons ) = Ugeqi,... vy By et considérons un pavé P contenant (). Les fonctions ¢ et 1 définies

sur P par
w(x):{_M siz € Q ot ¢(x):{M siz e Q)

0 sinon 0 sinon

sont des fonctions en escalier sur P qui vérifient ¢ (z) < f(x) < ¢(z) pour tout x € P. De plus,

/jj(qb—ib):/cg(qﬁ—lb):é/QZM:Q Z mes(Py) <2Mm €

On en conclut que fp est Riemann-intégrable sur P et par conséquent f est Riemann-intégrable
sur X. Comme par ailleurs,



on en déduit que [p ¢ = 0, et donc également [y f = 0, puisque |f| < ¢. O

Convenons de dire qu'une partie X de R"™ est pavable si elle est la réunion d’une famille
finie de pavés.
Nous dirons qu'une fonction f a support compact est intégrable si sa restriction a un pavé P
contenant le support de f, est intégrable sur P.

Proposition 7 Soit f : R® — R une fonction a support compact et soit A [’ensemble de
points de discontinuité de f. Si f est bornée et A est négligeable, alors f est intégrable.

Démonstration Supposons que A soit négligeable. Alors pour chaque ¢ > 0, il existe un

ensemble () pavable, de mesure mes(Q)) < e, tel que A soit contenu dans l'intérieur @) de Q.
En effet, par hypothese, il existe une famille finie de pavés @), telle que

A CU,Q, et Zmes(@a) < g

Nous pouvons alors remplacer chaque pavé @), par un pavé homothétique @)/, contenant @,
a son intérieur tel que mes(Q’) < 2mes(Q,). L'ensemble pavable Q = U,Q., répond aux
conditions voulues. .

Soit alors P un pavé contenant le support de f. L’ensemble fermé R = P\ @) est pavable, car
c’est I'intersection des ensembles pavables

/

Nous pouvons donc poser R = P\ 52 = Ur<a<n Ry, ol (R))1<x<n désigne une famille finie de
pavés, deux a deux sans point intérieur commun.

La restriction de f a Ry est continue, puisque, par construction, A N Ry = (). Comme f est
bornée, pour chaque A\ = 1,--- , N, il existe une fonction en escalier ¢, sur R, vérifiant

|f(z) = ¢a(z)| < e pour tout z € R,

Définissons une fonction ¢ : P — R en posant :

0 si zeQ
o(z) = oa(z) siz € Ry
f(z) si x € R qui ne soit intérieur a aucun des pavés Ry

Puisque il existe une subdivision de P dont les pavés R, soient des cellules, la fonction ¢ est
en escalier sur P. Soit M un majorant de |f(z)| sur P, on a

|f(x) —o(x)| < M sixeé; |f(x) —o(x)| <e sizeR

Si on pose



on voit que 6 est une fonction en escalier sur P; et on a
f(z) — ¢(z)] < O(x) VzeP

et
/P 0 = Mmes(Q) + emes(P \ Q) < Mmes(Q) + emes(P) < e(M + mes(P))

Le nombre £ > 0 étant arbitraire, il en résulte que f est intégrable sur P. 0

Corollaire 1 Soit f : X — R une fonction continue et bornée sur une partie bornée de R™.
Pour que f soit intégrable, il suffit que la frontiére de X soit négligeable.

Démonstration Soit f le prolongement de f a R™ obtenu en posant f = 0 sur Y = R"\ X.
La fonction f est continue en tout point intérieur a X ou a Y. L’ensemble A des points de
discontinuité de f est donc continu dans I'ensemble adh(X) Nadh(Y) = 0X. D’ou le résultat.
O

Définition 9 Soit A une partie bornée de R™. On dit que A est Riemann-mesurable si la
fonction caractéristique x4 de A est intégrable ; et, dans ce cas, le nombre

mes(A) := /n Xa(x)dz
est appelé la mesure de A.
Théoreme 1 Soit A une partie bornée de R™ et soit
It (A) := {mes(P) | P pavable, A C P}

et
I (A) := {mes(P) | P pavable, P C A}

Alors
A est mesurable < Inf(I*(A)) = Sup(I~(A)).

Nous n’énoncerons le théoreme de Fubini que dans certains cas particuliers qui nous
suffiront en pratique.

Théoréme 2 (Fubini) Soit P un pavé de RP, QQ un pavé de R, et
f:PxQ—R

une fonction intégrable sur P x @, telle que l'ensemble des x € P pour lesquels la fonction
fery— flx,y)

n’est pas intégrable dans @), soit négligeable dans P. Alors la fonction

F:x»—)/Qf(x,y)dy

est intégrable sur P, et on a

/prf - /pF(“")dm = /P (/Qf(:c,y)dy)dx

10



Démonstration Nous donnons la preuve dans le cas ot on intégre une fonction continue f sur
un rectangle [a, b] X [¢,d]. En effet, on introduit deux fonctions F, G : [¢,d] — R en posant

Fi = [ ( / tf(x,y)dy>dx
a = [ ( / bf<x,y>dx) ay

Comme la fonction f est continue et [a,b] est un compact, le théoreme de dérivation des
intégrales a parametres montre que

F'(t) = /abf(:c,t)dx

Le théoreme de continuité des intégrales a parametres montre que la fonction ¢ : y ——
[ f(z,y)dz est continue sur [¢,d]. Puisque G(t) = [ g(y)dy, on obtient

a'(t) = /abf(ac,t)dx

On voit donc que F' et G sont dérivables, et que F' = G’ sur [¢,d] ; de plus on a F'(¢) = G(c) = 0.
On en conclut que F' et G sont égales sur [c, d], en particulier F(d) = G(d)

/ab (/jf(say)dy)dxzfcd (/abf(x,y)dx>dy
O

Corollaire 2 Soient P et ) deux pavés compacts de RP et RY, et soient g : P — R et
h:@Q — R deux fonctions continues. Alors

[, otah(y)ixdy = ( / g(a:)dx).( / h<y>dy)

Lemme 2 Soit P un pavé de R™ et soit ¢ une fonction positive en escalier sur P. Alors
[’ensemble
Q={(z,2n11) ER"XR;z € P,0< x4y < $(z)}

est mesurable , de mesure mes(Q)) = [p ¢(z)dz.

Démonstration Etant la fonction ¢ est positive en escalier sur P, il existe ay, € R* et P, pavé
tel que
P =Ui<p<nPr, ¢1p, = i,

Pour tout n € N*, d’'une part on a

U PkX[_nl,Oék]gQg U PkX[O,:L—i-Oék].

1<k<N 1<k<N

11



D’autre part, on a

mes( U ka[_nl,ozk]) = ZmeS(Pk)(ak+;)

1<k<N k=1

_ /P<Z5(l')d mei(P)
et
mes( U Py, x |0, 711 +a)) = Z mes(F,) (o, + 711)
1<k<N k=1
= ]; agpmes(Py) + i ]; mes(FPy)
= [ olayae + 22

mes(P)

Comme lim = 0, on en conclut

n—-+o0o

mes(Q) :/Pgb(x)dx.
0

Proposition 8 Soit f une fonction réelle intégrable sur un ensemble borné X de R™. Alors
son graphe I';
Iy = {(z, f(2)) €R" x R, z € X}

est une partie négligeable de R™1.

Démonstration Soit P un pavé de R™ contenant X, et soit fp le prolongement de f obtenu
en posant fp = 0 sur P\ X. Comme f est intégrable, pour tout £ > 0, il existe deux fonctions
en escalier sur P vérifiant :

VreP o) < ) <vla) et [ () - ofa)de <
Soit
Q={(x,2,11) ER"XR; z € P, ¢(x) < zpy1 <¢(x)}

Alors I'ensemble ) et pavable, de mesure égale a mes(Q) = [p[¥(x) — ¢(x)]dz. Or 'y C Q et
mes(Q) < ¢, le graphe I'; est négligeable dans R™*!. O

Pour calculer des intégrales multiples sur des ensembles plus compliqués que les pavés on
utilise souvent les deux théoremes suivantes :

Théoréme 3 (Sommation par piles) Soit B un ensemble mesurable de R"™1, et soient ¢y, ps
B — R deux applications continues telles que @1 < @o. Soit

A= {(z,z) € BXR;p1(2) < 2 < pa(a)}

Alors, toute fonction f: A — R continue et bornée sur A, est intégrable et vérifie

//Af(fc,xn)dxdxn = /B (/:j:) f(x,xn)dxn>dx

12



Exemple 5 Calculons Uaire du triangle T défini dans R? par les inéquations
0<z<2 e 0<y<ar+1

On a

/RQXT(:Jc)dX _ //dedy
_ /j(/omdy)dx

2

= /x—i—ldx
0

= 4

Théoréme 4 (Sommation par tranches) Soit A un ensemble mesurable compact de R™ tel
que pour tout (x,x,) € R" 1 xR, on ait

(x,2,) EA=a<uz,<b
St pour tout x,, € [a,b], I'ensemble
A(zn) = {z e R (z,2,) € A}

est mesurable dans R"Y, alors pour toute fonction f : A — R continue, on a

//Af(x,:Bn)dXan — /ab (/A(m) f(:p,xn)dx>dxn,

Exemple 6 Soit f: A — R une fonction continue, ot
A={(z,y,y) e R%a? +y° +2° <1}

Fixons x, on a
(z,y,2) EA= —-1<z<1

Pour tout x € [-1,1], on a

Alz) = {(y,2) e R*(z,y,2) € A}
= {(y,2) eR¥{2* + 2 + 22 < 1}
{(y,2) € R% >+ 22 <1— x2}

Or lensemble A(x) est mesurable pour tout x € [—1,1], le théoréme précédent montre que

//Af(ib,y,z)dxdydz _ /_11 < A(z)f(g;-,y,z)dydz>dx.

On va utiliser le méme raisonnement pour calculer [y, f(z,y, z)dydz.
En effet, A(zx) est le disque de centre (0,0) et de rayon /1 — x2.

13



Ezxercice 1 Soit D le le disque de centre (0,0) et de rayon R du plan;
D ={(y,2) € R? 3* + 2* < R*}.

Montrer que pour toute fonction continue f: D — R,

// (y, 2 dde—/ ( \/\/g (,z)dz>dy

En particulier, si f =1
/ / dydz = 7 R?
D

O
Ainsi
Vi-zx \/1—x2—y
 2)dyd —/ Ly 2)dz | dy.
// (2,9, 2)dydz 1x2< m@“”)y
En particulier, si f = 1, on obtient
1
/ / / dxdydz = / ( dydz) dx
A -1 A(z)
1
= (1 — 2?)dx
~1
_ an
3
O

Remarque 5 Lorsque n = 2, la sommation par piles et la sommation par tranches sont équi-
valentes et peuvent s’exprimer sous la forme suivante :
Soit D un compact de R? de la forme

D={(r,y) eR*a<x<b pi(x) <y < pon)}

ol @1 et py sont des applications continues sur |a,b]. Alors D est mesurable et pour toute
fonction continue f: A — R, on a

f(z,y)dxdy = f(z,y)dy |dx.
/ [ )

1.1 Théoreme de changement de variables

Définition 10 Soit U un ouvert de R", et soit

P u — ©
r= (21, 2,) > (p1(@), -, oa(2))

une application de classe C1. Pour tout x € U, le jacobien de ¢ en x est le nombre réel

B 0p;
Jo() = det <3l’j (x)>1gz',j§n

D(Splv"' 7§0n)
D(xlv"' ;xn)

noté aussi

14



Théoréme 5 (Changement de variables) Soient U et V' deux ouvert de R™ avec U est
mesurable, et o : U — V un C'-difféomorphisme, dont le jacobien est borné sur U.
Alors Uouvert V.= @(U) est mesurable et pour toute fonction continue et bornée f :V — R,

o | fav= [ (£ o @)(w)lJ(w)ldu.

Coordonnées polaires :

On désigne par (r,0) € R, x [0,27] les coordonnées polaires et (x,y) = (rcos@,rsinf)
les coordonnées cartésiennes :
x =rcost
y =rsiné

Si un domaine compact mesurable de R? est représenté par D en coordonnées cartésiennes et
par A en coordonnées polaires, alors pour toute fonction continue f sur D, on a

//Df(%y)dXdyz//Af(rcose,rsinH)rdrdQ

En effet, il suffit d’appliquer le théoreme 5 sachant que

cos) —rsinf|
sinf 7rcosf

Oz Oz
:% %:
ar 90

Exemple 7

— Calculons [ [p rrrpdxdy, ot D = {(z,y) € R* 2 >0, 2 +y* < 1}

Considérons le Ct-difféomorphisme

2 A:]071[X]_%Jg[ — D

(r,0) — (rcos6,rsinf)

Alors, d’aprés le théoréme de changement de variables, on obtient

1
o dxdy = // drdd
//Dl+x2+y2xy ATtz
_ // drdd
0o Joz 1472

= w[ In(1+ r“‘)] 1
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_ 2 . _ 2
— Calculons [ e dx = lim [ffe " dx.
R—+o00

Commengons par calculer [ [p gy e‘xQ_deXdy, ot D(0, R) est le disque de centre O
et de rayon R. On a

2 9 R r27 2
// e Vdxdy = / / e " rdrdf
D(0,R) o Jo
7'2 R

= 27?[—6

2 ]o
D’une parte, on a

2,2 R 2 R 2
IR::// e " T Vdxdy = / e " dx / e ¥ dy
[—R,R]? -R -R

+o0 2
lim Igp= (2 / e T dx
R—+o00 0

D’autre part, on a D(0, R) C [-R, R]*> C D(0,+/2R), donc

// e_x2_y2dxdy§ [R:// e_x2_92dxdy§ // e_”2_y2dxdy
D(0,R) [-R,R]? D(0,v/2R)

D’ou, par passage au limite, on obtient

Donc

< lim Ip<m
R—+o0

Ainsi, lim Ip = w. Par suite
R—+4o00

Coordonnées cylindriques :

On désigne par (r,0,z) € Ry x [0,27[xR les coordonnées cylindriques et (x,y,z) =
(rcosf,rsinf, z) les coordonnées cartésiennes :

T =rcosf
y =rsinf
z=z
<
*(7,y,2)
<

x (Qj,y,O)
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Si un domaine compact mesurable de R? est représenté par D en coordonnées cartésiennes et
par A en coordonnées cylindriques, alors pour toute fonction continue f sur D, on a

///jjf(:v,y,z)dxdydz:///Af(rcos@,rsin@,z)rdrdedz

En effet, il suffit d’appliquer le théoreme 5 sachant que

or Oz Oz i

dz Oz Oz cosf —rsinf 0
Dlwyz) 15y By 8 _ G0 reosd 0 =1
D(r,0,z) % 0z % 0 0 1

or 00 0z

Coordonnées sphériques :

On désigne par (p,0, ) € Ry x [0,27[x[0, 7| les coordonnées sphériques et (z,y, z) les
coordonnées cartésiennes, alors on a

x = psiny cosb,
y = psinpsing, 6 € [0,2n[,p € [0, 7]

Z = pcosy
Z

(0,0,z)u\ psin

p COS

Y

Si un domaine compact mesurable de R? est représenté par D en coordonnées cartésiennes et
par A en coordonnées sphériques, alors pour toute fonction continue f sur D, on a

/// f(x,y,z)dxdydz:/// f(psinpcosf, psin psin b, p cos ) p? sin pdpdfdep
D A

En effet, il suffit d’appliquer le théoreme 5 sachant que

dr Jz Oz

N e sinipcosf —psinpsind pcospcosb
D(m,y,z)_% % gﬁ_ _90.9 P_ %2 ; P ‘P_e_ 9 .
7D( J )_ 5 o6 9e| = |singsin p sin ¢ cos pcospsinf| = —p“sinp

P v, ¥ %; % 27; Ccos 0 —psin g

Exemple 8 Calculons le volume de la boule B de centre O et de rayon R ;
B ={(z,y,2) € R} 2” +4* + 2* < R*}.
En utilisant les coordonnées sphériques, on obtient

A={(p0,0);0<p<R0<60<2m, 0<p<m}=[0,R] x[0,27] x [0, 7]
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Ainsi, d’aprées le théoréme de changement de variables, on a

/ / / dxdydz = / / / p* sin ¢ dpdfdyp
B A
R pr27 pm
= / / / p* sin ¢ dpdfde
o Jo Jo

_ (/ORpgdp></027Td9></07rsingodg0>

4
= §7TR3
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