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Chapitre 1

Formes différentielles

1.1 Formes multilinéaires alternées

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 1. Pour tout entier k£ > 1, on note L;(E)
I'espace vectoriel des formes k-linéaires sur E. Un élément u € L (E) est une application

uw:EF —R

telle que @ — w(xq, - , 21,0, Ti41, -+ ,x)) est linéaire pour tout choix de i, xy, -+, z;_1,
Tiv1, -+, Tg. On rappelle que £1(E) = E* est 'espace dual de F et que u € E* est une forme
linéaire sur F.

Une forme u € Ly (FE) est dite alternée si

w(zy, -+ ,x,) =0
dés que z; = x; pour i # j, (x1,---,x) € E*. Notons Ai(F) le sous-espace vectoriel de
Li(F) formé des formes k-linéaires alternées sur E. On convient que Ay(E) = R et que
Li(E)=A(F)=FE".
Exercice 1 1. Montrer que u € Ap(FE) si et seulement si u est anti-syméltrique, c’est-a-
dire
U(Q?l,"' yLiy st 3y Ly 7xk) = —'U/(Qll,"' s gy 3 Lgy ot ,I’k)
pour tout choix u(wy,--- 1) € B¥, 1 <i<j<k.
2. Soit o € Sy une permutation de {1,--- | k}. Montrer que si u € Ax(FE), alors
UW(To1y, s Tory) = €(0) u(@y, -+, xk)
pour tout (x1,--- ,x1) € EX, ¢(0) étant la signature de o.
Maintenant, si uq, -+ ,ux € E*, on définit le produit extérieur uy A - -+ A ug par
u=u A---Aug : EF —» R
wy (1) ... ug (z)
(1, ..., Tk) — :

Il est alors clair que u € A (FE). En fait, toutes les formes k-linéaires peuvent s’obtenir de
cette fagon. Plus précisément



Théoréme 1 Soit {uy, - ,u,} la base de E*. Alors la famille
{uiy Ao Ay, 1<y < -+ < i, <n}

est une base de Ax(F). En particulier
. n n!
dimg A (E) = (k;) = (i
L]

Dans la suite E = R", {e1, - ,e,} est la base canonique de R" et {e7,--- , e’} sa base duale.
Par commodité, on note pour tout ¢, 1 <i <n, dz; =€ :

dz; : R"™ — R
r = zn:xj e; —
j=1
Ainsi pour tout a € Ag(E),
o= > @y e i Ay A - A day,

1<t << <n
ou les a;, ... ;, sont des réels, c’est-a-dire des éléments de Ay(E). Si
o= Z iy, iy ATy Ao ANday, € Ap(E)
1<iy <-+<ip<n

et
6 = Z bjl,--qu d$j1 ARERNA dqu < 'AQ(E)

1<j1<-<jg<n
On définit le produit extérieur a A 8 € A, ,(E) par :
aANB= Yy bjye g, dzig Ao Ada, Adzg, A Aday,.

1<ip < <ip<n
1<j1 < <jg<n

Proposition 1 On a :

1. Linéarité

e (a+pP)Ay=aAy+[BAY. a, B € ANE), ve€ A E)
e aN(B+y)=aAf+aNy, a€ A,(E), B,ve AJE)
etaNf=aNntf=t(aNp). acA(E), Be A(E), teR.

2. Anti-commutativité
Va € Ay (E), V5 € A (E)
aNp= (-1 Aa.

3. Associativité
Va e A,(E), VB € Ay(E), Vy € A.(E)

(@AB)ANy=an(BAY).

Preuve : Exercice.



1.2 Formes différentielles

Définition 1 Soit U un ouvert de R™. St p > 0 est un entier, une forme différentielle de degré
p sur U (ou une p-forme sur U) est une application

w: U — AyR").
On note QP(U) le R-espace vectoriel des p-formes différentielles sur U.

Rappelons que Ay(R") = R et donc une O-forme est une application w : U — R. Si
f: U — R est une application dérivable (ou une O-forme dérivable), sa différentielle

est une 1-forme sur U.

On sait que {dzy, - - - ,dx,} est une base de A; (R™). Ainsi si w est une p-forme différentielle
dans U, on a pour tout a € U,
w(a) = > Jir, e ip(@) dxgy A -+ Aday,

1<iy < <ip<n

oules fj, ..;, : U — R sont uniquement déterminées. C’est I’écriture canonique de la p-forme
w et les fi .. ;, sont les composantes de w.

Remarque 1 Dans R? on pourra noter (dz,dy) au lieu de (dzy,dxs) la base duale de la base
canonique. De méme dans R3 ot on peut préférer noter les coordonnées (x,y,z) plutot que

(:Ela T2, xS)-

Produit extérieur

Soient (a, ) € QP(U) x Q4(U),

a= > foeqdog A Aday, € A(E)

1<ig <--<ip<n

et
5 = Z i1, 1dq dle AREENAN dqu < AQ(E)

1<j1<<jq<n

On définit le produit extérieur a A 3 par :

Oé/\ﬁ = Z fil,---,ip gjlf",]'q dl‘il /\"'/\dl'ip /\dle /\"'/\dl’jq
1<i1<--<ip<n
1<j1 < <jg<n

Exercice 2 Vérifier que sip+q > n, alorsa A3 = 0.



Différentiation extérieure
Si f € Q%U) est une 0-forme de classe C* (k > 1) dans U, on définit
ox

df =)
i=1
(’est une 1-forme de classe C*~1 dans U. Si

w = Z fil,-~~,ip dl’il A A dl’zp

1<iy <-<ip<n

d.’ﬂi

)

est une p-forme de classe C¥ (k > 1), on définit la différentielle extérieure de w par :

dw = Z dfil,'",ip A d.’l?il VANERIVAY dl'ip

1<y <<ip<n
Ainsi dw est une (p + 1)-forme de classe C¥~1 dans U.

Proposition 2
1. Ya, B € QP(U), d(a+ ) =da+dg.
2.Vt eR, Va € QP(U), d(ta) = tda.
3. Va, B€ QP(U), VB € QUU) de classe C* sur U,
dlanp)=daAf+ (-1)Pands.
4. Pour toute forme w € QP(U) de classe C? sur U
d(dw) = 0.

Démonstration :Les propriétés (1) et (2) sont équivalentes. La propriété (3) est laissée a titre
d’exercice. Pour (4) :

- Si w est une O-forme, w=f: U — R

Donc

02 f 02 f
Z (81:18% - 8%8&:1) dxl A dZUj



car

et
o2 f o2 f

8!L‘i8$j N 8%8951

puisque f est de classe C? sur U.

- Pour p > 1, écrivons

w = Z fi1,~~~,ip d[Eil A--- A d[EZ’p
1<i1<-<ip<n
Alors
dw = Z dfi17“'7ip N dxil VANCIEIEIVAN dxip
1< < <ip<n
D’ou
d(dW) = Z d(dfi1,~--,ip VAN d[L‘il VANEIERIVA dZL'ip)
1<i <-<ip<n
= Z |:d2fi17"'7ip VAN dZEZ‘I VANRRIVAY d[)?zp + (_1)p dfi1,~~~,ip VAN d(dl‘zl VANRREIVAY dZL’Z’p)}
1<i1<<ip<n
=0
car d®f;, ..., =0 et d(dz;, A---Adz;,) =0. O

1.3 Forme différentielle de degré 1

Définition 2 Soit U un ouvert de R" et soit w € QY(U). On dit que w est exacte s’il existe
une fonction f € C' sur U tel que w = df. Une telle fonction f s’appelle une primitive de w.

Exemple 1

— La 1-forme w = xdx +ydy est exacte sur n’importe quel ouvert de R?, puisque df = w,
ot f(z,y) = 5(z* +y?).

— La 1-forme w = ydx n'est exacte sur aucun ouvert de R%. En effet, supposons par
labsurde qu’il existe U ouvert de R? et une fonction f de classe C* sur U tels que
df = w. Alors pour tout (x,y) € U, on a

) )
aj:(ﬂs,y) =y et 8Jyt(x,y) =0

Par la deuxiéme égalité on obtient qu’il existe une fonction g de classe C* sur U telle
que f(x,y) = g(x). Ainsi on devrait avoir

Ly =g)

pour tout (x,y) € U. Mais cela n’est pas compatible avec ’expression précédente.
O



1.3.1 Intégrale d’une 1-forme le long d’une courbe paramétrée

Définition 3 Soient U un ouvert de R™, C' une courbe paramétrée de R™ de classe el incluse
dans U et w = 3" | aydz; une 1-forme continue sur U. On appelle circulation de la 1-forme w

le long de la courbe C', le réel
/ w = / adx
c c

0l [ adx désigne l'intégrale curviligne de o : x € U — (aq(x), ag(x), -+, an(z)) le long de la
courbe C'.

Exemple 2 On considére sur R*\{(0,0)} la forme différentielle

Y X

On note C' le cercle unité orienté positif. On considére le paramétrage

6 € [0,27] — (cos@,sinh)

Posons . i
Oé(x,y> = (1'2 +y27 2 +y2>
Donc
/w = /%a.dx
C 0
o es®) o sw)
= conop @ )~ i+ ot O

— /02”(005(9)2 + sin(0)?)df = 2r
O

Définition 4 On dit qu’une forme différentielle w définie sur un ouvert U de R™ est exacte
s’il existe une application f de classe C' de U dans R telle w = df.

Remarque 2 Soit F' un champ de vecteurs sur U. On rappelle qu’on dit que F dérive d’un
potentiel scalaire s’il existe un champ scalaire f tel que F = grad(f) = V(f), ot

0 0

Soit F' = (Fy, Fy,--- | F,). Posons

=1

Alors F' dérive d’un potentiel scalaire si et seulement si la forme w est exacte sur U.

La proposition suivante simplifie le calcul de 'intégrale curviligne, et explique l'intérét de
s’intéresser aux formes différentielles exacte



Proposition 3 Soit w une forme exacte sur U, et on considére une primitive f de w (ie. f est
Cl sur U et df = w), et soit C' une courbe paramétrée de U, de classe C' et d’extrémités A et

B. Alors
Lw= [ af = £(B) - (4

Démonstration Considérons un paramétrage v € C!([a,b], R™) de la courbe C.

Posons of of
P (81‘1 ,8%)‘
Alors
e = L
b
= [ Fe) ey (tar
Désignons par 7y, -- -, 7, les composantes de la fonction 7. On a
o () ()
Fy(t) ey'(t) = : S
SL(y(t)) \n(®)
= 35 ompi)
Donc
[Fowervwn = ['> Sampioa
= [roy
= () = f(n(a)) = f(B) = f(A)
Par suite

Lw= [ df = £(B) - (4)
O

Corollaire 1 Si w est une forme différentielle exacte sur U et C' est une courbe fermée de
classe C' par morceauz, alors

/ w=0.

c

Exemple 3 La forme différentielle

z Y
W= x2+y2dy_ $2+y2dx

n’est pas exacte sur R*\{(0,0)}. D’ aprés 'exemple 2, lintégrale de w sur le cercle unité est 2,
Jow =27, et donc w n’est pas exacte d’apres le corollaire 1. O

Définition 5 Soit U un ouvert de R™. On dit qu’une forme w est fermée si dw = 0.

9



Proposition 4 Soit w = Y7, aydz; € QH(U) de classe C*. Alors

w est fermée <= V(i,j) € {1,--- ,n}?

Démonstration On a

dw

Comme dz; A dz; = 0 et dz; A da;

Remarque 3 Toute forme exacte est fermée. En générale la réciproque n’est pas vraie. Par

exzemple, sur R*\{(0,0)} la forme

est fermée mais n’est pas exacte.

Moyennant certaines hypothéses sur I'ouvert U, pour une forme sur U de classe C! on a équi-
valence entre étre exacte et étre fermée. Afin de formuler une condition sur 'ouvert U, nous

Il

.
Il
—

I
M=

dOéi N dl’z

-
I
_

" 8(1%‘

Il
[M]=

1 =197
L 8041-

..
I

I
M=

i—1 j—1 9T

Oa; __

6$J‘

Baj
Bxi

= —dz; A dz;, on obtient I'équivalence

dw =0+ V(i,j) € {1, --- ,n}?

z )

— dy —
x2+y2 Y CC'Q—’—yQ

allons introduire la notion d’ouvert étoilé.

_ 99y

81Ej n 895,

Définition 6 Un ouvert U de R™ est dite étoilé par rapport a a € U si

VeeU la,z]CU

ot [a, x] le segment d’extrémités a et x dans R™;

Exemple 4 Tout ouvert convexe est un ouvert étoilé. par contre, la réciproque est fausse : i

existe des ouverts qui sont étoilés sans étre convexes.

- -

e S e

Ouvert étoilé non convexe

10
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O

Théoréme 2 (Théoréme de Poincaré) Si U est un ouvert étoilé alors toute forme fermée
sur U est une forme ezacte.

Démonstration Soit w = ! ; a;dz;. Par hypothese, 'ouvert U est étoilé, donc il existe
a = (a;) € U tel que pour tout z € U on ait [a,z] C U. Par conséquent la fonction

e: Ux|[0,1] — R
(x,t)  — Xi(xy —aj)a;(te + (1 —t)a)

est continue et, pour tous (i,7) € [1,n]” et t € [0,1], on a
dp & 0
Gt = 3 gl —aaster (=)

=1

= X (e + (1= D), 1)+ o~ ol + (1~ 1)a) (1)
ViSO g

= Sz, - aj)tgo‘f (tr + (1 — t)a) + ai(te + (1 — t)a) + (=5 — ai)t‘;“i (tr + (1 — t)a)
#i L i

= wo(tr+(1—-t)a —i-zn: ga: (tx + (1 —t)a)

Par ailleurs, 'application
g: [0,1] — R
t o toi(te + (1 - t)a)

est différentiable et on a

g (t) =a;(tr+ (1 —t)a +i (tx—i—(l—t)a)

j=1 L
. . )
Puisque w est une forme fermée, on a 2% = 5% pour tout 7, j. Ainsi
’ Ox; ox;

O
2 ) = g0
Introduisons alors la fonction f(z) = [y ¢(z,t)dt. On a

Ty = [ 57
ox; Jo Oxy

_ /Olg’(t)dt
= g(1) —g(0)
= ()

(x,t)dt

Ainsi

df =w

11



On consideére maintenant un ouvert élémentaire D de R? :

D = {(z,y) eR*|a<z <byi(r) <y <paa)}
= {(z,9) eR*|c<y<d,(y) <z <y}

avec 1 et py sont de classes C! par morceaux sur [a, b], 1, et ¥, sont de classes C! par morceaux
sur [c, d].

Lemme 1 Soit P(z,y) et Q(z,y) deux fonctions continues sur un ouvert U contenant l'adhé-
rence D de D. Alors on a

/8D P(z,y)dx = /ab(P(t, @1(t)) — P(t, po(t)))dt

et
[ Qaay = ["-QUn 1) + QU valt)at

Démonstration On parametre 0D a l'aide des quatres courbes suivantes :

7 [ei(b), (b)) —  RZ Yo i [a,b] — R?
t — (bt) t o (L)
v3: [pi(a), p2(a)] — R Ya: o la,b] — R?
t —  (a,t) t — (t,er(t))
Posons w = P(z,y)dx, alors
/w:/w—/w—/w+/w
oD Y1 Y2 v3 Y4
p2(b) b w2(a)

- P(b,t) x 0dt — / P(t, o))t — / Pla,t) x 0dt + / " Pt 1 ()t

v1(a)

AS)
=
—
>
=
IS}

b

_ /abP(t,gpl(t))dt—/ P(t,ps(t))dt

a

Cela prouve la premiere égalité.
Pour la deuxieme égalité, on parametre 0D a 'aide des courbes suivantes :

i [hi(e),ee(c)] — R* oy fed — R?

t — (t,¢) t o (e(t),t)
Vi [Ui(d), Ya(d)] — R N led — R

t —  (t,d) t — (Yi(t),1)

Posons w; = Q(x,y)dy, alors

/wlz/wl—l—/wl—/wl—/wl
oD Y1 Y2 V3 Y4

_ /W(C)Q(t,c) det+/ch(¢2(t),t)dt—/¢2(

bi(e) vl
d d
_ /C Q((t), )dt — /c Qa(t), t)dt

d)

Q(r.d) x 0t — [ Qe (1), )

12



Proposition 5 (Formule de Green-Riemann) Soit D un ouvert élémentaire de R?, P et
Q deuz fonctions de classe C* sur un ouvert contenant D. On oriente OD la frontiére de D de
sorte que en parcourant la frontiere dans le sens de [’orientation, D soit constamment sur la
gauche. Alors on a

//D (gg(x,y) - gj(:v,y)>dxdy = /aD P(z,y)dz + Q(z, y)dy

Démonstration D’aprées le théoreme de Fubini et le lemme 1 on a

/Z}(gf(:v,y)—g];(x,y)>dxdy = //Dgg(:v,y)dxdy—//l)g];(x,y)dxdy
- ( [ gcj(x,y)da:>dy -/ ( [ gf;@,wdy) da
= d(Q(wa(y),y)—Q(wl(y%y))dy— b(P(fﬂjwz(x))—P(ﬂ%%Ol(l
/ /
_ /8D Q(z,y)dy + /w P(z,y)dz

Exemple 5 Calculons
/a (2zy — 2?)dx + (z + y*)dy,
D

ot OD est le bord orienté du domaine délimité par les courbes d’équation y = x* et v = y>.

— Calcule direct :
On a 0D = C1 U Cy ou C; est paramétré par

Tt [07 1] — RQ
t o — (1, %)
et
v [0,1] — R?
t o (V1)
Donc

/8 P(z,y)dz + Q(z,y)dy = P(z,y)dz + Q(x,y)dy — / P(z,y)dz + Q(z,y)dy
D C

2

[

1
(263 — 2 4 262 + 25)dt — / (20t — 2+ Vt)dt
0

Il
‘\]c\)_‘Q\

=
515

w
o]

13



— En utilisant la formule de Green-Riemann
Soit
D={(r,y) eR* 0< <1, 2* <y<za}

Alors 0D = C'. On pose

2

P(z,y) =2ry —2° et Qz,y) =z +y

On a, d’une part

/| (22<x,y>—‘2§<w,y>)dwdy -/ (1—2w)dwdy

JT
_ / (1 — 22)dyde
0 Jax2

_ /01(1 —22)(vz — 2¥)da
1

30

D’ou P OP
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