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Chapitre 1

Intégrales a parametres

Il s’agit dans ce chapitre de mettre en place les outils permettant d’étudier les fonctions
définies par des intégrales, i.e, fonctions de la forme F': x — [; f(z,t)dt ou f est une fonction
de deux variables.

Une question naturelle est 1'étude du transfert de la continuité (resp. la dérivabilité) de f vers
F.

1.1 Continuité

Soit J une partie non vide de R et soit I un intervalle de R. Soit f une fonction réelle
définie sur J x I, et considérons la fonction

F:z— /f(w,t)dt
I
que nous supposons définie sur J.

Soit (fn)nen une suite de fonctions intégrables sur 'intervalle compact [a, b], convergeant
simplement vers une fonction f sur [a,b]. On se pose la question suivante, a-t-on toujours :

/ab lim fo(z)dz = lim /fn Yz ?

n—-4o0o n—-4o0o

On peut se convaincre que cette égalité n’a pas toujours lieu en considérant la suite (f,)nen-
ou f, est 'application définie sur [0, 1] par

2n’x, 0<
folz) = ¢ —2n(nx — 1), QL
0,

1
2n

IA |A%g

<
i
T

IN A
—_ 3=

I|=3

D’une part cette suite converge simplement sur [0, 1] vers l'application nulle; en effet, on a
fn(0) =0, et si & > 0 il existe N € N tel que + < z pour tout n > N, ainsi f,(z) = 0 pour
pour tout n > N.

On a donc

/01 lim f,(z)dz =0

n—-+0o00



D’autre part, on a
1 1

1 L
/ folw)dz = |7 2n’zdr — /n 2n(nx — 1)dz
0 1

0 b
1

2
On en déduit que

/01 lim f,(x)de =0 ;é — = lim /1 fo(x)de

n—-+o0o n—-+o0o

Théoréme 1 Soit (f,), une suite d’applications de compact [a,b] dans R, Riemann-intégrables
sur [a,b]. Si la suite (f,), converge uniformément sur [a,b] vers Uapplication f alors f est
Riemann-intégrable sur [a,b] et

b
/ lim f,(z)de = lim /fn

n—-+o0o n—-+o0o

Démonstration Soit £ > 0 fixé. Par hypothese, la suite (f,), convergeant uniformément sur
[a, b] vers f, donc

IN €N, Vz € [a,b] Vn € N (nZN:>|fn($)—f(95)| SS(b—a))

L’application fy étant Riemann-intégrable sur [a, ], il existe un couple (¢ ¢, dn ) de fonctions
en escalier sur [a, b] tel que :

Uy el@) < (o) < owela) Vo € [8] ot [ (6nelr) ~ vxe())de < e

Les fonctions ¢. = ﬁs + one et Y = (b Bt T Y sont deux fonctions en escalier sur
la, b] vérifiant ¢, < f < ¢, sur [a, b]. Par ailleurs,

b b )
[ @)~ el = [ e+ bnelw) — Yne(@))ida
= 2ot [[Onelo) — pwala))as

- 2 +1
€+ -e=¢
3 3

On en conclut que la fonction f est Riemann-intégrable sur [a, b].

Pour tout n € N, on a
b
x)dr — / fulz)dx

[ 107@) = fufa)|aa
< [ sw [(76) - futo)|ar

t€la,b]

= (b—a) sup |(f(t) = fu(1))]

te(a,b]

o
IA

[ (@) = fula))az

IA




Comme la suite d’applications (f,,), converge uniformément sur [a, b] vers I'application f,

lim sup [(f(t) = fa(t)| = 0.

n—+oo tela,b]

On en déduit que

autrement dit que

O.

Exemple 1
— La suite d’applications (f,)n de terme général f, : x € [1,2] = e " converge unifor-
meément vers la fonction nulle. Donc

2 2
lim e "™ dx=0.
n—+o0o J1

— La suite d’applications (f,)nen+ de terme général
2n’x, 0<

fo(x) = ¢ —2n(nx — 1), zi
07

IA A &
S

<
T
T

IN A
e

3=

ne converge pas uniformément vers la fonction nulle, bien que la suite d’applications
(fn)n converge simplement vers la fonction nulle. En remarquant que

sup |fn(t)] = n.
te(0,1]

Remarque 1 Le théoréme 1 (Intégrabilité et convergence uniforme) est faux sur un intervalle
non borné comme le montre 'exzemple suivant :

Soit (f,) la suite de fonctions définies sur [1,+oo[ par fu(x) = 7719[; La suite (f,) converge
uniformément sur [1,+oo| vers la fonction nulle, mais

+oo
lim / fn(t)dt = 400
1

n—-+0o0o

car [ fo(t)dt = L[In(¢)]7> = +o0. O

En fait, on dispose d’un résultat puissant et particulierement commode pour le passage a la
limite dans les intégrales impropres. Il s’agit d'un résultat trés général qui est au cceur de la
théorie de Lebesgue. Nous énongons une version adaptée au niveau visé par ce cours.

Théoréme 2 (Théoréme de convergence monotone (ou théoréme de Beppo-Lévi))
Soit (fn)nen une suite de fonctions intégrables sur un intervalle I d valeurs dans [0,+oc0]. On
suppose que la suite (f,) est croissante. Alors

lim /]fn(x)dx:/lf(x)dx

n—-+o0o
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Démonstration Par hypothese la suite (f,) est croissante et positive, donc la suite (; f,.(x)dz),
est croissante et positive. Par suite la limite o = lirf J1 falx)dz € [0, +o0] existe.
n—-+0o0

Soit f(x) = 1_1}111 fu(z), comme pour tout n € N f,, < f, on obtient

a < / fdx
I
Soit ¢ une fonction en escalier positive sur I telle que ¢ < f et soit ¢ €]0, 1[. On définit
Ap ={z el fulz) = cd(2)}
La suite (A,) est croissante et U,enA, = I, en effet, si 29 € N,enAS alors
falzo) < cp(xg) Vn €N

Donc, par passage au limite, on obtient

lim fo(z0) = f(20) < cd(x0) < ¢(z0) < [f(0)

n—-+00

et done f(z0) < ¢(x0) < f(xg) ce qui est absurde car ¢ est partout finie, par suite N,enAS = 0.
Par ailleurs on vérifie que
fn Z C¢1An

donc

/If(iﬂ)dw > /Ifn(m)dx > /c¢1Andx = c/An o(x)dx

De plus si ¢ = 377", B;1p;, on a

/An ¢(z)dx = iﬁj/ dx

j=1 AnﬂB]‘

Comme on a une somme finie et (A4,) croissante, on obtient

Jdim [ i dr — g oo o= J ola)da

lim ¢(r)dr = lim ]z_:lﬁj/A

2NB;

Ainsi a > ¢ [; ¢(x)dz. On prend d’abord le sup sur ¢ €]0, 1], puis le sur ¢ en escalier positive
sur I telle que ¢ < f, et on trouve o > [; f(x)dz, ce qui termine toute la preuve. O

Remarque 2 (Contre-exemple nécessité de la croissance (resp. positivité))
— Soit la suite de fonctions (fn)nen+ définie sur RT par :
folz) =ne ™™

Le théoreme ne s’applique pas car la suite n’est pas croissante.
— Soit la suite de fonctions (fn)nen+ définie sur RT par :

fo(z) = —ne ™

Le théoreme ne s’applique pas car la suite n’est pas positive.



Théoréme 3 (Convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,)nen une suite de fonctions
définies sur un intervalle I. On suppose que

1. pour tout n € N, f,, est continue par morceauz sur I,

2. la suite (fn)nen converge simplement sur I vers une fonction f,
3. la fonction f est continue par morceaux sur I,
4

. il existe une fonction ¢ : I — R, continue par morceauz, positive et intégrable sur I
telle que :

Vne N Ve eI |fu(z)] < p(z) (hypothése de domination)

Alors f est intégrable sur I et 1_1}13 [; fo(x)dz = [; f(z)d.

Exemple 2 Calculons la limite EIE fog sin”(x)dz.

Nous avons -
vV € [0, 5[,nl_1>rlloosm (x)=0
0 sizel0,5]

us

2
De plus Vn € N,Vx € [0,7],|sin"(z)| < 1, et Uapplication constante est intégrable sur [0, 7.

En utilisant, le théoreme de convergence dominée, on obtient

donc la suite (sin™(z))pen converge simplement vers f(zx) = L
six =

™

lim [ sin™(z)dz = /2 lim sin"(x)dz = /5 0dx = 0.
0

n—+oo Jo 0 n—+oo

O

Remarque 3 La condition de domination est essentielle comme le montre [’exemple suivant :
Pour tout n € N*, soit la fonction f, : R, — R définie par

fur) = {n six € [0,n]

0 six>n

Si g est une fonction localement intégrable vérifiant | f,,| < g, alors pour tout x € R,

1

9(x) > fE@+i(z) = E@) 11

puisque x € [0, E(z) + 1], ot E(x) désigne la partie entiére de x. Par suite

n 4 n—1 .ri1 4 n—1 1
= > —_—
fy oz =3 [ gorde = 3 s

ainsi oo .
/ g(x)dr = lim g(x)dr = +00
0

n—+o00 /(o

Par conséquent, la fonction g n'est pas intégrable sur [0, +oo[. Or



la suite (f,)n converge uniformément sur Ry wvers la fonction nulle. Mais

“+o00 n 1 “+o0
lim fulz)dz = lim fdleﬁé/’ 0dz = 0
n 0

n—+o00 Jq n—+o00 Jo

O

Théoréme 4 Soit [ un intervalle de R, et soit J une partie (non vide) quelconque de R. Soit
f:(x,t) — f(x,t) une fonction définie sur J x I. Supposons que

1. pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est continue sur J,

2. pour tout x € J, la fonction t — f(x,t) est continue par morceaux sur I,

3. il existe une fonction ¢ : I — R, continue par morceaux, intégrable positive sur I

telle que
V(z,t) € Jx 1, [f(z,t)] < (1)

Alors la fonction F : x —— [; f(z,t)dt est définie et continue sur J.

Démonstration Fixons x € J et considérons (z,),en une suite dans J convergeant vers .
Pour chaque n € N, notons f,, la fonction définie sur I par

fu(t) = f(zn,t)

Alors la suite (f,,)nen vérifiée les hypotheéses du théoreme de convergence dominée (Théoréme
3). En effet

— Pour tout n € N, la fonction f,, est continue par morceaux sur I.
— La continuité de f par rapport a x donne

Vt € I,nl_igloo fu(t) = lim f(x,,t) = f(x,t)

n——+o00

Dong, la suite (f,)nen converge simplement sur I vers f(x,.).
— La fonction f(x,.) est continue par morceaux sur I.
— Comme Y(x,t) € J x I,|f(x,t)] < ¢(t), on obtient

VneNVEe I, [fat)] = |f(zn, )] < o(t)

ou ¢ est une fonction intégrable positive sur I.
Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée, on obtient

Mllﬁ@&zlﬂamh

n—-+oo
ie,
Ce qui prouve la continuité de F' au point z, et finalement, la continuité de F' sur J. ([l

Exemple 3 La fonction F donnée par

+oo gin(tx)
F) = | dt




est définie et continue sur R. En effet, la fonction

sin(tx)

fi(x,t) — T

est continue par rapport a x et continue par rapport a t. De plus

sin(tm)’< 1
1+t = 1+1¢2

= (1)

V(z,t) € R x [0, +oo, |f(z,t)] = |

Or la fonction ¢ est continue par morceauz, positive et intégrale sur [0, +oo[. D’aprés le théo-
reme 4, on conclut que F' est continue sur R. ([l

Exercice 1 Soit
f: Rx]0,1] — R
(r,t) +—— WLQ

1. Calculer F(x) = [} f(z,t)dt
2. Montrer que liI(I)l F(r) =5, lim F(z)
x—0~

z—0t

_x

Z.
(Ici les conditions (1) et (2) du théoréme 4 sont vérifiées, mais (3) ne l'est pas).

Corollaire 1 L’hypothése de domination peut simplement étre vérifiée sur tout segment K
inclus dans J , c’est-a-dire :

V(z,t) € K x I, |f(z, )] < ¢(t)

La continuité de F sur tout K assure sa continuité sur J. En effet, soient v € J et (x,), une
suite dans J convergeant vers x. Notons K = {x,, n € N} U{x}. Alors K est un compact de
J et d’apres le théoréme 4 appliqué d fixxr, la fonction f(x,.) est intégrable sur I pour tout
r € K, et la fonction Fii est continue sur K. En particulier la fonction F' est continue au
point x.

Exercice 2 On considére la fonction

F: 10,400 — R
a2
T — o t2f+t; dt

Montrer que F est continue sur |0, +0o0].

Corollaire 2 Soit f : J X [a,b] — R une fonction continue. Alors la fonction
F:zr—s /abf(x,t)dt
est continue sur J.
Démonstration Soit xq € J. Alors il existe un voisinage V' de x( et un réel M > 0 tels que
V(z,t) € V x [a,b], |f(z,t)] < M

En effet, la continuité de f sur J X [a, b] assure que pour chaque u € [a, b], il existe un voisinage
V. de zy dans I et un intervalle ouvert J, de centre u tels que

VJ, Nla,bl,Yz € V,, onait |f(z,t) — f(zo, )| < &

9



Or [a, b] étant compact, on peut le recouvre par un nombre fini d’intervalles J,,, - - - , J,,, . Posons
V=NV, Alors si x € V et t € [a,b], il existe une valeur k telle que ¢ € j,,. D’ou

V(z,t) € V x [a,b], |f(z,t) — f(xo,t)] <e.

Comme la fonction ¢ — M est continue, positive et intégrable sur [a, b], le théoréme 4 entraine
que F' est continue en x(, par suite F' est continue sur J. ([l

Exercice 3 Redémontrer le corollaire 2 sans utiliser le théoréeme 4.

Le théoreme 4 se généralise au cas ou xg est adhérent au domaine J, xg réel ou infini

Théoréme 5 Soit I un intervalle de R, et soit J une partie (non vide) quelconque de R. Soit
f:(x,t) — f(x,t) une fonction définie sur J X I. Soit o un point adhérent a J ou o = +00
si J n’est pas majorée ou xg = —oo si J n’est pas minorée. Supposons que

1. pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) admet une limite {(t) quand x tend vers xg
et de plus la fonction { est continue par morceauz sur I

2. pour tout x € J, la fonction t — f(x,t) est continue par morceaux sur I,

3. il existe une fonction ¢ : I — R, continue par morceaux, intégrable positive sur I
telle que
V(z,t) € Jx 1, [f(z,t)] < (1)

Alors la fonction F : x — [; f(z,t)dt admet une limite en xq et

lim /] Fla, t)dt = /I Jim f(z, t)dt = /I ((t)dt

Tr—xQ

Démonstration

1. Sizg € R, pour (z,t) € (JU{xo}) x I, posons

glz,t) = {géﬂ;ﬂf)x :Slxﬂz €l

La fonction g vérifie les hypotheses du théoreme 4 sur (J U {zo}) x I.

2. Si xy = +oo (resp. xg = —00), on applique le résultat précédent a la fonction

(.0)— J(5.0)

en 07 (resp. 07).

Exemple 4 Calculons la limite lim Jore e dt.

Pour tout (z,t) € [1,+00[x[0, +00[, posons f(x,t) = e de sorte que F(x) = [ f(z,t)dt.
On a alors

1. Vx € [1,+00[, la fonction t — f(x,t) est continue sur [0, +o00]

10



2. ¥Vt € [0, +00[, la fonctionz — f(x,t) admet une limite ((t) quand x tends vers oo

avec
)t
w):{o sz. >0
1 sit=0

et la fonction € est continue par morceaux sur [0, +oo| (continue partout sauf en 0)

3. Pour tout (x,t) € [1,+00[x[0, o0, |f(z,t)] = e < e = ©(t), avec la fonction
@ est intégrable sur [0, +00]

Par suite, d’apres le théoreme 5, on obtient

+o0

. . 242
lim F(z) = lim e " dt
T—+00 z——+00 J(
— /+Oo lim e dt
0 T—+00

. /;OO ((t)dt = /Om 0dt = 0

1.2 Dérivabilité

Théoréme 6 Soit I un intervalle de R, et soit J une partie (non vide) quelconque de R. Soit
[ (x,t) — f(z,t) une fonction définie sur J x I. On suppose que pour chaque z de J, la
fonction t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur I.

On suppose de plus que

1. Of JOx existe sur J x I.

2. pour tout t € I, la fonction v — g—f;(x, t) est continue sur J,

3. pour tout x € J, la fonction t — %(I7 t) est continue par morceaux sur I,
4

. il existe une fonction ¢ : I — Ry continue par morceaux, intégrable positive sur I

telle que
of
V(z,t) e J x I, —=(z,t)] <o(t).
Oz
Alors la fonction F : x — [; f(z,t)dt est de classe C* sur J et de plus
of
F'(z) = | 2=(x,t)dt
Vo € J, Fi(z) = | 2 -(z,%)

Démonstration Puisque pour chaque x € J, la fonction ¢ — f(x,t) est continue par mor-
ceaux et intégrable sur I, la fonction F' est définie sur J.
Soit a € J, pour (z,t) € J x I, posons

f(zt)—f(a,t) six 7é a
z,t) = r-a
9(@1) O (a,t) siz=a

oxr

— Pour chaque z dans J, la fonction t — g(x,t) est continue par morceaux sur I (y
compris pour x = a).
— Pour chaque t dans I, la fonction = — g(x,t) est continue sur J.

11



— Soit (x,t) € (J\{a}) x I. D’apres I'inégalité des accroissements finis,

el
Tr—a - ox

ce qui reste vrai quand x = a et t € I.
D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametres (Théoreme 4), la fonction G :
x +— [; g(z,t)dt est continue sur J et en particulier en a. On en déduit que le taux W
a une limite quand z tend vers a et donc que F' est dérivable en a. De plus,

g(z,t)| =

(u, 1)

,u € J} < p(t)

F'(a) = lirnM = lim/g(a:,t)dt

T—ra T — a T—ra
= / lim g(x,t)d
I Tr—a

= /gat

8x (a t)dt

Ainsi, F est dérivable sur J et et sa dérivée s’obtient par dérivation sous le signe somme. Enfin,
toujours d’apres le théoreme 4 la fonction F' : x — [; %(x, t)dt est continue sur J et donc F
est de classe C! sur J. 0

Exemple 5 La fonction F donnée par

400 ot gj
Flz) = / e sin(at)
1 1+

est de classe Ct sur R. En effet, considérons

f: Rx[l,400[ —R
(z,1) —

e~ tsin(xt)
1+t

Pour chaque x € R, la fonction f(z,.) est continue par morceaux sur [1,4+o0[ et intégrable,
puisque | f(x,t)] < et et t — et est intégrable sur [1,+o00[. D’autre part, la fonction

of te ! cos(tx)
3 (,t) —> EEVYE

est définie sur R x [1,400|, continue par rapport a x, continue par morceaux par rapport d t,
et vérifie ’hypothése de domination sur R x [1,+o0[ , puisque

of |
|-

te~" cos(tx)

V(z,t) € R x [1, 400, Tt

et que t — et

on a

est intégrable sur [1,+ool. D’aprés le théoréme 6, F est de classe C' sur R et

~tcos(tx)

, +o° te
VwER,F(x):/ T
1

dt

12



Corollaire 3 Comme pour la continuité, le théoréme 6 reste vraie si l’hypothése de domination
est vérifiée sur toute partie compacte K incluse dans J, c¢’est-a-dire :

V(z,t) € K x 1, gi(x,t) < pi(t).

Par récurrence, on en déduit du théoréme 6, le théoreme plus général suivant :

Théoréme 7 Soit I un intervalle de R, et soit J une partie (non vide) quelconque de R. Soit
f:(z,t) — f(x,t) une fonction définie sur J x I. On suppose que pour chaque x de J, la
fonction t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur I.

On suppose de plus que f est pourvue sur J x I de dérivées partielles successives par rapport a
sa premiére variable x jusqu’a l'ordre n > 1 (resp. a tout ordre) vérifiant ;

1. pour chaque k € [1,n] (resp. k € N*) et chaque x de J, la fonction t — g%:(l‘,t) est
continue par morceauz sur I ;

2. pour chaque k € [1,n] (resp. k € N*) et chaque t de I, la fonction x — g%{:(x,t) est
continue sur J ;

3. pour chaque k € [1,n] (resp. k € N*), il existe une fonction ¢y, définie, continue par
morceaux et intégrable sur I telle que,

o

V(z,t) e J x 1, Dk (x,t)

< @p(t).

Alors, la fonction F: x —— [; f(z,t)dt est de classe C™ sur J et

) o"f
I

13



