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Chapitre 2

Intégrales multiples

Définition 1 On appelle pavé de R™ tout ensemble du type P = I X Iy X --- X I, ou pour
tout k, I, est un intervalle fermé borné de R. On appelle mesure n-dimensionnelle de P le
réel strictement positif mes(P) = Ay --- A\, ot, pour tout k, A\ est la longueur de Iy (si I, =
[a,b], \, =b—a).

Définition 2 (Subdivision d’un pavé de R") Soit P = [ [ai, b;] un pavé de R™. On ap-
pelle subdivision de P une famille o = {0y, - ,0,} ou pour chaque i € {1,--- n}, o, =
(¢ij)jeo, p; €st une subdivision de lintervalle [a;, b;].

Les pavés 117y [Cik;» Cisr) POur ki € {0, ,p; — 1} sont appelés les cellules de la subdivision
o de pavé P.

41

Remarque 2 Une subdivision d’un pavé correspond a un découpage du pavé en un nombre fini
de pavés (les cellules).

Définition 3 (Fonction en escalier) Soit f une application réelle définie sur un pavé P de
R™.

— L’application f est dite en escalier sur le pavé P si f est bornée sur P et s’il existe
une subdivision du pavé P telle que f soit constante sur l'intérieur de chaque cellule
de la subdivision.

— Une subdivision du pavé P est dite adaptée a lapplication en escalier f si f est
constante sur l’intérieur de chaque cellule de la subdivision.

Exemple 6
1. L’application
f: P=[1,4x][0,3] — R
(z,9) — 1

est une application en escalier. Toute subdivision de I’ est adaptée a f.

2. L’application
g: P=1[1,4x]0,3] — R
(x,y) — min{E(z), E(y)}

est une application en escalier. Une subdivision adaptée a g est définie par les neuf

S0 xI,US >

La subdivision o = (01,02), o1 = (1,2,2,4) et 05 = (0,1,3), est une subdivision de

[1,4] x [0,3] non adapté d g, car g n'est pas constante sur la cellule [1,4] x [1,3].
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Remarque 3 Une fonction en escalier sur un pavé P de R? avec n > 2 peut prendre un nombre
infini de valeurs. Par exemple, la fonction f définie sur [0, 1] x [0, 1] par

1 si0<ex<letl<y<l1
flz,y) =Sy siz=0et0<y<l1
y? siz=1et0<y<1

est une fonction en escalier sur [0,1] x [0,1], mais elle prend un nombre infini de valeurs.

Définition 4 (Intégrale d’une fonction en escalier ) Soient f wune fonction en escalier

sur un pavé P et o une subdivision adaptée a f. Désignons par Py,---, Py les cellules de
cette subdivision et par oy, - -+, ay les valeurs constantes prises par [ sur l’intérieur de chaque
cellule.

On appelle intégrale de f sur le pavé P le réel

I,(f) = Z: mes( Py )y

Cette intégrale est notée [p f(x)dz.

Proposition 1 Soient f une fonction en escalier sur un pavé P et o une subdivision adaptée
a f. Le nombre réel 1,(f) ne dépend pas du choix de la subdivision o adaptée a f.

Démonstration Exercice. O

Exemple 7 Considérons l'application

g: P=11,4x][0,3] — R
(7,9) — min{E(z), E(y)}

L’application g est en escalier sur P et est constante sur l'intérieur de chacune des neufs cellules
{li,i+1] x [4,7 + 1 h<i<so<j<2 qui forment une subdivision du pavé P. Donc

/ g(x)dr =0+ 1+14+0+1+2+0+1+2=38
[1,4]x10,3]

Remarque 4 Soit P un pavé de R™ et soient ¢ et 1 deux fonction en escalier sur P. Alors
— Pour tous a, 8 € R,

[ adl@) + Bi@)de =a [ o(w)de+ 5 [ v(x)de
Jp Jp Jp
— Si ¢ < sur P, alors [p¢(x)de < [pip(z)de.

Définition 5 (Fonction Riemann-intégrable sur un pavé ) Soient P un pavé de R" et f
une application définie sur P d valeur dans R. L’application f est dite intégrable au sens de
Riemann sur P si pour tout réel € strictement positif, il existe deux applications 1. et ¢. de P
dans R, en escalier sur P, telles que

1L.VzeP y(r) < f(z) < ¢e(),
2. [p(de — ) (x)dx < e.
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Remarque 5 Une application intégrable au sens de Riemann sur un pavé P est bornée sur
l'intérieur P.

Proposition 2 Soit f : R" — R une fonction intégrable au sens de Riemann sur un pavé P
de R™. Alors il existe deux suites de fonctions en escalier (Y )ens €t (Om)en- telles que :
1.VmeN'Vex e P ¢p(x) < f(x) < pn(z),

2. lim [p(Pm — V) (x)de = 0.

m—+00
Démonstration La fonction f étant intégrale au sens de Riemann sur P, donc pour tout réel
¢ strictement positif, il existe deux applications 1. et ¢. de P dans R, en escalier sur P, telles
que
1.VreP ¢.(x) < f(x) < ¢e(x),
2. [p(¢e — ) (x)dx < e
Ainsi il suffit de considérer successivement des réels £ de la forme ¢ = % pour m € N*. 0

Remarque 6 Les suites ([pUm)mens €t ([p Om)mens sont des suites de Cauchy dans R. En
effet, on a pour tout € > 0,

Ve P i(r) < fz) < 6.(x)

donc
Vo e P Oéf(x)_¢5§¢s_¢s

Ainsi, pour tous p > m et ¢ > m, on obtient

|wp_¢q| < |f_wp|+|f_¢q|
< op — Ppl + |Dg — Uy

D’ou
’/pl/’p_/qu < /PW’p_th
< /Ijl¢p_7/)p|+|¢q_l/’q|
< /Plﬁﬁp_z/)pl"’/PWq_wa
1 1 2
< - +-<—
b q m

ce qui montre que la suite ([p Vm)men- est de Cauchy.
Pour tousp>m et g > m, on a

|9y — Ggl <[Py — Uy + 0y — Uy + by — @]
< |¢p_¢p|+|wp_¢q|+|¢q_¢q|
donc
/p(ép_/Pﬁbq S /}7|¢p_¢q|
S /Plﬁbp_wpl_"lwp_wa"i_lwq_ﬁbql
4
< —

m
ce qui montre que la suite ([p Gm)men+ est de Cauchy.
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Remarquons que les suites ([p ¥m)mens €t ([p @m)men< ont une méme limite qui dépend uni-
quement de f et de P. Cela justifie la définition suivante.

Définition 6 Soit f une fonction de R™ dans R intégrable au sens de Riemann sur un pavé P
de R"™. On appelle intégrale de f sur P le réel

i [ vn =l f o
que 'on note [p f ou [p f(z)dz.

Proposition 3 Soit P un pavé de R" et soit f une fonction réelle bornée sur P. Soit E.(f)
(resp. E.(f) ) Uensemble des fonctions réelle o, en escalier sur P, vérifiant

Vee P p(x) > f(x) (resp. o(z) < f(x))
Posons
I (f) = Infuee, (p) /Pgo(:I;)dfl: et I _(f)=Supyee (1) /ng(:l:)dzz;

Alors
[ est intégrable sur P <— I,.(f)=1_(f)

et on a alors

[ f@)de = L.(5) = L9
Démonstration [3, Théoreme IV.3.5]. O

Proposition 4 Soit f une fonction réelle continue sur un pavé P de R™. Alors f est intégrable
au sens de Riemann sur P.

Démonstration Par hypothese f est une fonction continue sur P, or P est un compact de R”,
la fonction f est continue uniformément sur P. Alors

£
mes(P)

Ve>0,3n >0 tel queVr,y € P (||l —y|| <n=|f(z)— fly)| <

)

Soit o une subdivision de P dont les cellules P, aient un diametre inférieure a 1. La subdivision
o étant fixée, choisissons un point x, € P, et définissons ¢ : P — R par

f(zy) si :1:6]3OZ

plr) =
{ f(z) sixz € P quin’est intérieur a aucune celle de o

La fonction ¢ est en escalier sur I” et vérifie :

£
Vo e P x)— ()] <
@) = @) <
Désignant par 6 la fonction constante égale a ﬁ(P) sur P, on voit immédiatement que les
conditions de la définition 5 sont vérifiées. U
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2.0.1 Fonctions Riemann-intégrables sur un ensemble borné

Lemme 1 Soit f une fonction réelle définie sur une partie bornée X de R™. A chaque pavé P
contenant X, associons la fonction fp :

flx) size X
Vv e P xr) =
fr(@) {0 siv € P\ X
Si, pour un choix du pavé P, la fonction fp est intégrable, il en est de méme pour tout autre
choiz de P ; et l'intégrale [, fp ne dépend pas du choix de P.

Démonstration Soient P, () deux pavés contenant X, leur intersection P N @) est un pavé
contenant X, et pour chacun des pavés P, () i existe une subdivision admettant P N @) pour
cellule

S - R—

AN

Si la fonction fp est intégrable sur P, il en est de méme de sa restriction a P N Q. De plus

fo = fpsur PNQ
“7 o sur Q \ P

Puisque f est nulle sur @ \ P et P\ @), on a

Jo 2= g7 = Jrng e = oo
O

Définition 7 Soit X un sous-ensemble borné de R™. Une application [ définie sur X est dite
intégrable au sens de Riemann sur X s’il existe un pavé P contenant X tel que 'application fp
soit intégrable sur P. Le nombre [, fp est appelé intégrale de f sur X et noté [y f.

Exemple 8 Soit X le sous-ensemble de R? défini par
X={(z,y) eR*0<2<1,0<y<lz+y<1}

Considérons la fonction f : (x,y) € X — x. Notons fp Uapplication qui prolonge f par 0 sur
le pavé P = [0, 1] x [0, 1] et montrons que fp est Riemann-intégrable sur P. o
Considérons les applications en escalier ¢y, et 1, définies sur les cellules Py = [£, 5] x [1 1HL]
par :

Hl gy T2 <
V(z,y) € Py %@wz{” o et Un(z,y) =

0 sinon

i g ihit? <1
n n
0 sinon
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On a

et

/ n

On en déduit que

1 ‘

%n_ itn—i—1)

i((n —Un(n—1) (n—1n(2n— 1))
n3 2 6

n(n —1)(n — 2)

1 n—ln—i—Zi_I_ 1

EBDS

i=0 j=0 "
nn—1)mn-2) 1(, nh-1)
6n3 + 3\ 2 "

. . 1
A o= Jim [ o=

On vérifie par ailleurs que pour tout n € N* et pour tout (z,y) € P, on a

Un(2,y) < fr(z,y) < dulz,y)

Par suite fp est une fonction intégrable sur P et [p fp = %.

2.0.2 Conditions d’intégrabilité

Définition 8 Un ensemble E de R™ est dit négligeable au sens de Riemann si pour tout réel e
strictement positif, il existe une famille finie de pavés (P )reqr,.. Ny tel que :

1. £ C Uke{l,~--,N}Pk
2. YN mes(Pk) < e.

Exemple 9 La fronti¢re du pavé P = [0,1]x [0, 1] est négligeable dans R?. En effet, considérons

les pavés sutvants :

-1 1 1 1

P,=101 —, =, Py,=1-——1+- ;1

i = 01X [ ], P =1 14+ -] x [0,1]
1 1 -1 1

Py =[01] x[1 == 1+ -], Ppp=[—,-]x0,1]
n n n n
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2w

T2

=
Siv

1)

S

=
S

Alors
ap C Ui:lpk},"l
et
2 2 2
+ -4+ -4+ -
non o n

4 2
Z mes(Py,) = —
k=1 n
8
n

Comme lim = =0, pour tout £ > 0, il existe un entier N tel que N <e. Dou
n—+oo ™

— 0P C Uk:lpk,N
— S mes(Pyy) = 2 <e
ce qui montre que OP est négligeable dans R2.

Proposition 5 Soient X un sous-ensemble négligeable de R™ et f une fonction bornée sur X.
Alors Uapplication f est intégrable sur X et [y f =

Démonstration Soit ¢ > 0. Désignons par M un majorant de |f(z)| sur X. Comme X est
négligeable, il existe une famille finie de pavés (Py)ge1.... n telle que

£

X ~ P t P
C Ukeqr,. i € Zmes k 2M

k=1

Notons () = Upeqi,... yy Dy et considérons un pavé P contenant (). Les fonctions ¢ et 1) définies

sur P par
—M sizeQ M sire
b(r) = . et ¢(r) = .
0 sinon 0 sinon
sont des fonctions en escalier sur P qui vérifient ¢ (z) < f(x) < ¢(z) pour tout x € P. De plus,

/]‘3(¢—¢) /(¢ V) = /QM—Q Z mes(P,) <2MW:€

On en conclut que fp est Riemann-intégrable sur P et par conséquent f est Riemann-intégrable
sur X. Comme par ailleurs,



on en déduit que [, ¢ = 0, et donc également [y f = 0, puisque |f| < ¢. O

Convenons de dire qu'une partie X de R" est pavable si elle est la réunion d’une famille
finie de pavés.
Nous dirons qu'une fonction f a support compact est intégrable si sa restriction a un pavé P
contenant le support de f, est intégrable sur P.

Proposition 6 Soit f : R® — R une fonction a support compact et soit A [’ensemble de
points de discontinuité de f. St f est bornée et A est négligeable, alors f est intégrable.

Démonstration Supposons que A soit négligeable. Alors pour chaque € > 0, il existe un

ensemble () pavable, de mesure mes(Q)) < e, tel que A soit contenu dans l'intérieur @) de Q.
En effet, par hypothese, il existe une famille finie de pavés @), telle que

A CU,Q, et Zmes(@a) < g

Nous pouvons alors remplacer chaque pavé (), par un pavé homothétique )/, contenant @,
a son intérieur tel que mes(Q?,) < 2mes(Q),). L’ensemble pavable ) = U,Q’, répond aux
conditions voulues. i

Soit alors P un pavé contenant le support de f. L’ensemble fermé R = P\ @) est pavable, car
c’est l'intersection des ensembles pavables

| /
R=P\Q
N
N N
P 0

Nous pouvons donc poser R = P\ 62 = Ur<a<n Ry, ot (Ry)1<x<n désigne une famille finie de
pavés, deux a deux sans point intérieur commun.

La restriction de f a Ry est continue, puisque, par construction, A N Ry = (. Comme f est
bornée, pour chaque A = 1,--- | N, il existe une fonction en escalier ¢, sur R, vérifiant

|f(x) — ¢x(x)] < e pour tout = € Ry,

Définissons une fonction ¢ : P — R en posant :

0 si zeq
o(x) = { pa(2) siz € Ry
f(x) si x € R qui ne soit intérieur a aucun des pavés R)

Puisque il existe une subdivision de P dont les pavés R, soient des cellules, la fonction ¢ est
en escalier sur P. Soit M un majorant de |f(z)| sur P, on a

f(z)—d(z)| <M sizeQ: |flz)—o@)|<e sizeR
Si on pose
M sized

O(x) = o
€ size P\Q
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on voit que # est une fonction en escalier sur P ; et on a

|f(x) —o(x)| < O(x) VoeP

/ 0 = Mmes(Q)) + emes(P \ 52) < Mmes(Q) + emes(P) < e(M + mes(P))
P
Le nombre ¢ > 0 étant arbitraire, il en résulte que f est intégrable sur P. U

Corollaire 4 Soit f : X — R une fonction continue et bornée sur une partie bornée de R™.
Pour que f soit intégrable, il suffit que la frontiére de X soit négligeable.

Démonstration Soit f le prolongement de f & R™ obtenu en posant f = 0 sur Y = R"\ X.
La fonction f est continue en tout point intérieur & X ou a Y. L’ensemble A des points de
discontinuité de f est donc continu dans 'ensemble adh(X) Nadh(Y) = 0X. D’ou le résultat.
O

Définition 9 Soit A une partie bornée de R™. On dit que A est Riemann-mesurable si la
fonction caractéristique x4 de A est intégrable ; et, dans ce cas, le nombre

mes(A) = / Xa(x)dx
est appelé la mesure de A.

Théoreme 8 Soit A une partie bornée de R™ et soit

I (A) := {mes(P) | P pavable, A C P}

et
I7(A) := {mes(P) | P pavable, P C A}
Alors
A est mesurable <= Inf(I*(A)) = Sup(I~(A))
Démonstration [3, Théoreme IV.7.1] O

Nous n’énoncerons le théoreme de Fubini que dans certains cas particuliers qui nous
suffiront en pratique.

Théoréme 9 (Fubini) Soit P un pavé de RP, @ un pavé de RY, et
f:Px@Q—R

une fonction intégrable sur P x ), telle que ’ensemble des x € P pour lesquels la fonction
fory— [(x,y)

n’est pas intégrable dans Q, soit négligeable dans P. Alors la fonction

F:z— /Qf(x,y)dy

est intégrable sur P, et on a

/PxQ f= /PF(x)da: - /P (/Q f(il?y)dy) dx
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Démonstration Nous donnons la preuve dans le cas ol on intégre une fonction continue f sur
un rectangle [a, b] X [¢, d]. En effet, on introduit deux fonctions F, G : [¢,d] — R en posant

F)= " ( / tf(:c,y)dy>dw
G = [ ( / bf(m)dx) dy

Comme la fonction f est continue et [a,b] est un compact, le théoreme de dérivation des
intégrales a parametres montre que

F(1) = /abf(a;,t)dx

Le théoreme de continuité des intégrales a parametres montre que la fonction ¢ : y ——
Y f(x,y)dz est continue sur [¢,d]. Puisque G(t) = [ g(y)dy, on obtient

G'(t) = / " b t)da

On voit donc que F et GG sont dérivables, et que F' = G’ sur [¢,d] ; de pluson a F'(¢) = G(c) = 0.
On en conclut que F' et G sont égales sur [c, d], en particulier F(d) = G(d)

/ab(/Cdf(m,y)dy>dx=/cd(/abf(x,y)dx>dy
O

Corollaire 5 Soient P et () deux pavés compacts de RP et R?, et soient g : P — R et
h:@Q — R deux fonctions continues. Alors

/PXQg(m)h(y)dxdy = (/Pg(a:)dx>.(/Qh(y)dy>

Lemme 2 Soit P un pavé de R™ et soit ¢ une fonction positive en escalier sur P. Alors
l’ensemble
Q = {(l.amn—ﬁ—l) € R™ x R,CB € P70 S Tnt1 S ¢(Qj)}

est mesurable , de mesure mes(Q) = [p ¢(x)dx.

Démonstration Etant la fonction ¢ est positive en escalier sur P, il existe ay, € RT et P, pavé
tel que
P =U<p<n Dy, ¢p, =

Pour tout n € N*, d'une part on a

U ka[%l7ak]§Q§ U PkX[O%—FOék]

1<k<N 1<k<N

22



D’autre part, on a

mes( |J P X [%,ak]) = ) mes(P)(oy + %)
1<k<N k=1
= ) oymes(Py) + - > mes(Py)
= /P o(z)dx + meZ(P)

et

mes( () P x [0, % +a]) = > mes(P)(ax+ %)

1<k<N k=1
N 1 N
= > agmes(D) +— > mes(l)
k=1 =
mes( P
= [ ofaae + 2D
P n
Comme lim %(P) = 0, on en conclut

n——+0oo

mes(Q) = [ o(x)dz.
U

Proposition 7 Soit f une fonction réelle intégrable sur un ensemble borné X de R™. Alors
son graphe I';
I'y={(z, f(z)) e R" xR, z € X}

est une partie négligeable de R™ 1.

Démonstration Soit P un pavé de R"™ contenant X, et soit fp le prolongement de f obtenu
en posant fp = 0 sur P\ X. Comme f est intégrable, pour tout £ > 0, il existe deux fonctions
en escalier sur P vérifiant :

reP oa) < f(@) <v) ot [ ) - o@)dr <
Soit
Q={(z,2p11) ER"xXR; 2z € P, ¢(x) < xpp1 < ¢Y(2)}

Alors I'ensemble () et pavable, de mesure égale a mes(Q)) = [p[¢(z) — ¢(x)]dx. Or I'y C Q et
mes(Q) < ¢, le graphe I'; est négligeable dans R™*!. O

Pour calculer des intégrales multiples sur des ensembles plus compliqués que les pavés on
utilise souvent les deux théoremes suivantes :

Théoréme 10 (Sommation par piles) Soit B un ensemble mesurable de R"™', et soient
©1, 2 1 B — R deux applications continues telles que o1 < @s. Soit

A= {(z,2,) € BxRipi(z) <25 < 02()}

Alors, toute fonction f: A — R continue et bornée sur A, est intégrable et vérifie

//Af(a:,xn)dxdxn = /B (/:jz)f(a;xn)dxn)dx

23



Exemple 10 Calculons aire du triangle T défini dans R? par les inéquations
0<z<2 e 0<y<ax—+1

On a

/R xr(@)dx = / /T dxdy
- /02</0x+1dy>dx

2
_ /:17+1dx

0
= 4

Théoréme 11 (Sommation par tranches) Soit A un ensemble mesurable compact de R"
tel que pour tout (x,x,) € R"! xR, on ait

(v,xp) € A= a <z, <D
Si pour tout x, € [a,b], 'ensemble
A(‘Tn> = {fl? S Rn_l; ('I7 Tn) S A}

est mesurable dans R"Y, alors pour toute fonction f: A — R continue, on a

//Af(LE,IBn)dXan :/ab (A(xn)f(x,mn)dx>dxn,

Exemple 11 Soit f: A — R une fonction continue, ot
A={(z,y,y) e R%2? + " +2° <1}

Fizons x, on a
(r,y,2) EA—= —-1<zx<1

Pour tout x € [—1,1], on a

A(z) = {(y,2) €R*(z,y,2) € A}
= {(g.2) eR* 2P +¢*+22 <1}
= {(y,2) eR%E Y+ 22 < 1 2%}

Or Uensemble A(x) est mesurable pour tout x € [—1,1], le théoréme précédent montre que

//Af(:ay, 2)dxdydz = /_11< » f(z,y, Z)dydz>dx.

On va utiliser le méme raisonnement pour calculer [y f(z,y, 2)dydz.
En effet, A(z) est le disque de centre (0,0) et de rayon v/1 — x2.
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Ezxercice 4 Soit D le le disque de centre (0,0) et de rayon R du plan;
D ={(y,2) € R? 3* + 2> < R*}.

Montrer que pour toute fonction continue f: D — R,

// (y, 2 dde—/ ( \/\/ZZ (y,z)dz>dy

/ /D dydz = 7 R?

En particulier, si f =1

O
Ainsi
VISa? [ pToa?—y
2)dydz = [ 9, 2)dz ) dy.
// (z,y,2)dydz = _m<_mf(wy2)2>y
En particulier, si f = 1, on obtient
1
/ / / dxdydz = / ( dydz)dx
A -1 A(x)
1
= (1 — 2%)dx
~1
o
-3
O

Remarque 7 Lorsque n = 2, la sommation par piles et la sommation par tranches sont équi-
valentes et peuvent s’exprimer sous la forme suivante :
Soit D un compact de R? de la forme

D ={(z,y) eR}a<x<b, ¢i(x) <y < po(x)}

ol @1 et py sont des applications continues sur |a,b]. Alors D est mesurable et pour toute
fonction continue f: A — R, on a

/ f(z,y)dxdy = / (/@1(1) (x y)dy)dx.

2.1 Théoréme de changement de variables

Définition 10 Soit U un ouvert de R", et soit

©: U — R"
xTr = (l’l,"' ,an) — (901(33)"" ,¢n($))

une application de classe C*. Pour tout x € U, le jacobien de ¢ en x est le nombre réel

L Jip;
Jy(z) == det (837]- (a:)) e

noté aussi




Théoréme 12 (Changement de variables) Soient U et V' deuz ouvert de R" avec U est
mesurable, et o : U — V un C'-diffé¢omorphisme, dont le jacobien est borné sur U.
Alors Uouwvert V- = p(U) est mesurable et pour toute fonction continue et bornée f : V — R,

/vf(v)dvz/U(fOSO)(U)Uw(UNdu.

Coordonnées polaires :

On désigne par (r,0) € Ry x [0,27[ les coordonnées polaires et (x,y) = (rcos@,rsinf)
les coordonnées cartésiennes :
x =rcosf
y =rsinf

Si un domaine compact mesurable de R? est représenté par D en coordonnées cartésiennes et
par A en coordonnées polaires, alors pour toute fonction continue f sur D, on a

/ /D f(z,y)dxdy = / /A f(rcosf,rsinf)rdrdd

En effet, il suffit d’appliquer le théoreme 12 sachant que

D(z,y) %—f g—g _|cos@ —rsinf|
D(r,0) |3 55 |sinf rcosf |

Exemple 12

— Calculons [ [, mdxdy, ou D= {(z,y) e R}z >0, 2* +y*> <1}
Considérons le C'-difféomorphisme

(2 A:]OJ[X]_%;%[ — D
(r,0) — (rcosf,rsinf)

Alors, d’aprées le théoréme de changement de variables, on obtient

| |
//D1+m2+y2dXdy - //Al-l—?“QTdrde

L
_/()/—gl+r2r

1

2
71n(2)
2

_ WF In(1 + rQ)]

0
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— Calculons [ [pdxdy, ot D = {(x,y) € R* 2? — 2z + y* < 1}. Posons

T =1cosf
y =rsiné

On a
(r,y) €D <= 2> -2rx+9y*<1
— 1?2 —=2rcosf <0
— 0<r<2cosb
D’ou

(e

A={(r0);0 €| 2] 0<r<2cosf}

car cost) > 0 <=0 € [—3, §]. D'ou

/ /D dxdd = / / rdrdd
-/ (/Ozcoserdr>d«9

2 cos? d — / "1+ cos(20)d6

2

m|=| NI gy NI

=
_ 2 . _ 2
— Calculons [ e dx = lim [Jfe " dx.
R—+00

Commencons par calculer ffD(o,R) e‘$2_yzdxdy, ot D(0, R) est le disque de centre O
et de rayon R. On a

2 9 2T
/ / eV dxdy = / / 1 drdd
D(0,R)
2
0

_p2
= —7T6R+7T

D’une parte, on a

2 2 R 2 R 2
Ig = // e U Y dxdy = </ e dx) (/ eV dy)
[—R,R]? -R -R
+oo 2
lim Iy = (2/ e’ dx>
R—+o00 0

D’autre part, on a D(0, R) C [-R, R)> C D(0,v2R), donc

// e_‘”Q_dexdySIR:// e_xQ_yzdxdyS// e_xQ_dexdy
D(0,R) [—R,R)? D(0,v/2R)

D’ou, par passage au limite, on obtient

Donc

< lim Ip<m
R—+o0
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Ainsi, lim I = 7. Par suite
R—+00

Coordonnées cylindriques :

On désigne par (r,6,2) € Ry x [0,27[xR les coordonnées cylindriques et (x,y,z) =
(rcos@,rsinf, z) les coordonnées cartésiennes :

x =rcosf
y =rsinf
z2=2z
Z
*(7,y,2)
VA
Yy
9 r
xr (.T,y,O)

Si un domaine compact mesurable de R? est représenté par D en coordonnées cartésiennes et
par A en coordonnées cylindriques, alors pour toute fonction continue f sur D, on a

///Df(%y,Z)dxdydz:///Af(rcosé,rsiné,z)rdrdedz

En effet, il suffit d’appliquer le théoreme 12 sachant que

dxr Ox Oz 1

oo e cos@ —rsinf 0
D(x,y, 2) _ gj % gl =|sinf rcosf 0| =r
D(r,0,2) |8 8 & | 0 1

or 90 0z

Coordonnées sphériques :
On désigne par (p,0,p) € Ry x [0,27[x[0, 7| les coordonnées sphériques et (x,y, z) les
coordonnées cartésiennes, alors on a
x = psiny cosb,
y = psinpsing, 6 ¢€[0,2x[,p € [0, 7]

2= pcosy
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(0,0,2)8 . psing

p COS

Y

S

Si un domaine compact mesurable de R? est représenté par D en coordonnées cartésiennes et
par A en coordonnées sphériques, alors pour toute fonction continue f sur D, on a

/// f(m,y,z)dxdydz:///Af(psingocos@,psingosin@,pcoscp)pzsincpdpd@dgo
D

En effet, il suffit d’appliquer le théoreme 12 sachant que

D(x,y, ) o0 00 op sinpcosf —psinpsin® pcospcosl
= %;f %75 g% — |sinpsinf psinpcosf pcospsind| = —p?sinp
D(p,0,¢) 9z 9z Iz 0 —pdi
T % o Cos p psing

Exemple 13 Calculons le volume de la boule B de centre O et de rayon R ;
B={(x,y,2) € R® 2%+ 4>+ 2> < R?}.
En utilisant les coordonnées sphériques, on obtient
A={(p,0,9);0<p<R0O<H<2m, 0<p<m}=[0,R]x[0,27] x [0, ]

Ainsi, d’aprés le théoréeme de changement de variables, on a

/ / /B dxdydz = / / /A p’sinp dpdfdy
= [ e apanas
R

- (L)) e

4 .
= g’ﬂ'R‘S
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