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Espaces vectoriels

Sommaire

1.1 Espaces vectoriels

1.2 Sous-espaces vectoriels

1.3  Familles libres, familles génératrices, bases
1.4 Sommes directes

1.5 Premiers outils

1.6 Dimensions

"A force de forger, on devient forgeron.
A force de faire des mathématiques,
on devient mathématicien.

A force de travailler, on réussit.”

OUS AVEZ DEJA rencontré les vecteurs en physique et en géométrie élémentaire.
V L’ensemble des vecteurs du plan est muni de deux opérations naturelles : 1'ad-
dition des vecteurs, et la multiplication d’un vecteur par un nombre réel. L’espace
physique est lui aussi équipé de cette structure. Bien d’autres ensembles sont munis
de deux opérations possédant des propriétés analogues a celles-ci : des ensembles
de fonctions, de polyndémes, de suites, etc. C’est cette structure commune, appe-
lée structure d’espace vectoriel, que nous allons étudier dans ce chapitre. Compte
tenu de 'origine concréte et géométrique que nous avons indiquée, il est conseillé de

s’appuyer sur cette analogie pour nourrir son intuition dans un contexte plus général.
Dans ce chapitre, K désigne un corps commutatif, qui sera en pratique R ou C.

1.1 Structure d’espace vectoriel

Avant de donner la définition théorique d’un espace vectoriel E sur le corps K,
nous allons traiter d’abord les deux exemples concrets du plan R? et de l'espace
physique R?® pour motiver I’étude générale. Ces deux exemples vont nous servir

comme modeéles pour définir la notion d’espace vectoriel dans un cadre abstrait.
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Exemple 1.1.1. Considérons le plan R? constitué des éléments de la forme v =

(z,y) avec z et y dans R. On munit R? de 'addition habituelle

(z,y) + (@,y) = (x+2",y+y)
pour tous (z,y) et (z/,y') dans R?, et de la multiplication par les réels, appelée

aussi multiplication externe ou encore loi externe, donnée par

a-(z,y) = (az, ay)
pour tout @ € R et (x,y) € R%

Alors I’ensemble R?, muni de ces deux opérations, satisfait les propriétés sui-

vantes :

1. v +wv = (l'7y)+(ff/,y/) = (:E—i—a?’,y—l—y’) = (ZL’I—f-I,y/—f—y) = Uz + V1.

L’addition est donc commutative dans R2.

2. Soient vy = (z,y),ve = (z/,y),v3 = (27, y”) dans R?,
Montrons que (vy + va) + v3 = vy + (v2 + v3).

(@, y) + (", 9)] + (27, y")

(U1+U2)+U3 = [
= (z+2y+y)+ (2", y) par définition de la loi + dans R?

= ((z+2)+2",(y+y)+y") par définition de la loi + dans R?

= (m + (@' +2"),y+ (v + y”)) par 'associativité de I'addition dans R
= (z,y)+ (@ +27,¢ +vy") par définition de la loi + dans R?

= (z,y) + (2" y) + (2",y")] par définition de la loi + dans R?

= v+ (Uz +’U3).

Donc I'addition est associative dans R2.

3. Posons Og2 = (0,0). Alors Ogz+v = (0,0)+(z,y) = (0+z,0+y) = (z,y) = v
pour tout v = (z,y) dans R

Donc Og2 est 1’élément neutre de I’addition dans R?.

4. Pout élément v = (z,y) € R?, il existe w = (a,b) € R? tel que v + w = Oe.
Eneffet, v+ w=0p2 < (r+a,y+b) < z+a=0ety+b=0
Sa=-zetb=—ysw= -z —-y).
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1.1 Structure d’espace vectoriel 3

Ainsi, tout élément v = (z,y) € R? est symétrisable et son élément symétrique

est w = (—z, —y), qu’on note —v.

Selon votre cours d’Algébre du premier semestre SMIA1, les quatre premiéres

propriétés précédentes nous disent simplement que (R?, +) est un groupe abélien.
D’autre part, la multiplication externe satisfait les assertions suivantes :

5. Soient a € R et vy = (x,9),v9 = (2/,y) € R

Vérifions que « - (v; +v3) = a - vy + « - va.

a-(vt+v) = a-(z+a'y+y)

(a(z+2'), aly+y)) par définition de la multiplication externe
= (axz+a2', ay+ ay'))

(az, o) + (o', ay) par définition de la loi + dans R?

= «a- v+« vs. par définition de la multiplication externe
6. Pour tous a, 8 € Ret v = (z,y) € R? on a (a+ f).v =a.v+ B.v. En effet,

(@a+p)-v = (a+p5) (z,y)

( a+ Bz, (a+ By ) par définition de la multiplication externe
= (az + Bz, ay + By)

(oar;, ) ( y) par définition de la loi + dans R?
= a- (z,y)+ 5 (z,y) par définition de la multiplication externe

= a-v+p-v.
7. Pour tous a, 3 € Ret v = (z,y) € R?, a-(ﬂ-v)) = (ap) - v, car

a-(B-v)) = a-(Bz,Py) par définition de la multiplication externe

a(fz), a(ﬂy)) par définition de la multiplication externe

= ((aﬁ)x, (aﬁ)y) par associativité de la multiplication dans R
(af) - (x,y) par définition de la multiplication externe
(

8. Finalement, 1-v=wv puisque 1 -v=1-(z,y) = (1 x 2,1 X y) = (z,y) = v

Abdellatif Bentaleb 3  Facultés des Sciences de Meknés
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u

v

FIGURE 1.1: Somme de deux vecteurs 7 et U

/ @i

FIGURE 1.2: Multiplication d’un vecteur U par un scalaire a

Exemple 1.1.2. De méme, I'ensemble R? des éléments de la forme v = (z,y, 2)

avec x,1, z € R peut étre équipé des deux opérations suivantes

<x7 y7 Z) + (x/7 y’? Zl) = (':C + xl? y + y/7 z + Z/)

a-(z,y,z) = (ax,ay, az)

pour tous (x,y, 2) et (z/,y/,2") dans R3 et pour tout a € R.
On vérifie de la méme maniére que les huit propriétés précédentes sont également
valables dans R3. Ici, I’élément neutre du groupe abélien (R3, +) est Ogs = (0, 0,0),

tandis que I’élément symétrique de v = (x,y, z) est donné par —v = (—x, —y, —2).

Le plan R? et I’espace R? jouissent des mémes propriétés structurelles par rapport
aux opérations d’addition et de multiplication scalaire. Ces propriétés s’étendent a
d’autres ensembles, en particulier des ensembles de polynoémes, de fonctions ou de
suites numériques. Ainsi, plutot que d’étudier séparément et a plusieurs reprises les
propriétés communes de ces differents ensembles, il est plus commode d’introduire
un unique concept regroupant ces propriétés. C’est dans cette optique qu’est intro-

duite la notion d’espace vectoriel.

Soit £ un ensemble quelconque non vide. Rappelons qu’une loi interne sur E
est la donnée d’une application de F x E dans E. Traditionnellement, 'image (ou
le composé) d’'un couple (u,v) € E x E peut se noter u * v, ulAv, uTv,...

Mais dans le cadre des espaces vectoriels, comme pour les groupes abéliens, on

Université Moulay Ismail 4 Abdellatif Bentaleb



1.1 Structure d’espace vectoriel 5

adopte la notation additive u 4+ v. Le fait que + soit une loi interne veut dire tout

Yu,v € K u—I—UEEI

Définition 1.1.3. Soient K un corps commutatif (K =R ou C) et E un ensemble.

simplement :

On appelle lot externe sur E a scalaires dans K une application de K x E dans

E. On note a- v ou simplement av l'image du couple (a,v) € K x E.

YVaoeK YveF a-veEI

Une lov externe s’appelle aussi produit externe ou encore multiplication par un

Cela signifie que

scalaire.

Exemple 1.1.4. 1. Considérons le corps K = R. Pour E = R? (respectivement
E = R3), nous avons déja considéré la loi externe définie par o - (z,y) =

(ax, ay) (respectivement « - (x,y, 2) = (ax, ay, az)).

2. On peut définir une autre loi externe sur £ = R? & scalaires dans K = R en
posant « - (x,y) = (ax,0). Mais on verra que ceci ne conviendra pas pour la

structure d’espace vectoriel.

3. Silonprend K = Cet E = R3, opération a-(z,y, z) = (ax, ay, az) pour tout
a € Cet (x,y,2) € R3 ne définit pas une loi externe, parce que (ax,ay, az)

n’appartient pas nécessairement a R3.

Définition 1.1.5. Soit E un ensemble non vide muni d’une loi interne (v,v') €
Ex E— v+ € E, et muni d’une loi externe : (a,v) E KX F — a-v € E.

On dit que (E,+,.) est un espace vectoriel sur K si :
1. (E,+) est un groupe abélien;
2. La loi externe vérifie les axiomes suivants :

(a) a- (v +wv)=a-v+a-vy
(b) (a+p)-v=a-v+p5-v
(¢) a-(B-v)=(aB) v

(d) 1-v="1

pour tous v, v1,vy € E et pour tous a, § € K.

Abdellatif Bentaleb 5  TFacultés des Sciences de Meknés



6 Chapitre 1. Espaces vectoriels

Vocabulaire. On dit aussi que E est un K-espace vectoriel. Lorsqu’il n’y a aucune
ambiguité sur le corps K, on utilise simplement ’expression d’espace vectoriel.
Par commodité, les éléments d'un espace vectoriel E se notent z,vy, z,u, v, w, ... et
s’appellent vecteurs, tandis que les éléments du corps K sont représentés par des
lettres grecques «, 3,7, A, ... et s’appellent scalaires.

L’élément neutre du groupe abélien (E,+) sera noté Og, et I’élément symétrique
d’un élément v € E s’écrira —v.

 Des erreurs fréquentes a ne pas commettre : il ne faut pas confondre le scalaire

\ 0 € K avec le vecteur nul 0 € E. Aussi, ne pas confondre |I'addition + du corps

K (= R ou C) avec l'addition + de I'espace vectoriel E. Ce sont deux lois internes
différentes qu'on désigne de la méme maniére pour simplifier les notations.

Remarque 1.1.6. Soient v; et vy sont des vecteurs dans un espace vectoriel . Nous
utilisons la notation vy — vy au lieu de vy + (—vq), ot —vy est I’élément symétrique

de vy dans le groupe abélien (E, +).

Il est inutile de s’inquiéter de la quantité de propriétés a vérifier dans la définition
d’espace vectoriel. Dans tous les exemples que lon rencontrera, les opérations sont
parfaitement naturelles et leurs propriétés évidentes, comme c’était le cas dans les
deux exemples 1.1.1 et 1.1.2. On ne vérifie d’ailleurs presque jamais les huit proprié-
tés de la définition (quatre axiomes pour le groupe abélien (E,+) et quatre autres
axiomes pour la loi externe). On reviendra a cette remarque quand nous aborderons
la notion de sous-espace vectoriel qui simplifiera la tache et nous permettra d’éviter
la vérification de longs calculs élémentaires et inutiles.

La structure d’espace vectoriel réside donc dans le fait qu’on peut additionner
et multiplier par un scalaire les vecteurs. Avec un peu d’effort d’abstraction, la
notion d’espace vectoriel prendra son sens petit a petit, lorsque vous aurez traité
de nombreux exemples. Suivant les espaces dans lesquels on se place, ces vecteurs
peuvent étre des nombres, des fonctions, des suites, etc.

Examinons maintenant des exemples classiques d’espaces vectoriels avec lesquels

nous allons travailler tout au long de ce cours.

Exemple 1.1.7. Les exemples 1.1.1 et 1.1.2 nous disent simplement que les en-
sembles R? et R®, munis des opérations naturelles précitées, sont des espaces vecto-

riels sur le corps K = R.

Exemple 1.1.8. Soient n > 1 un entier et K" 'ensemble des n-uplets (z1,...,z,)

ou les z; € K. Etant donnés deux éléments x = (xy1,...,2,) et y = (y1,...,Yn)

Université Moulay Ismail 6 Abdellatif Bentaleb



1.1 Structure d’espace vectoriel 7

dans K" et a dans K, nous pouvons définir ’addition et la multiplication externe

en posant

(1, s Tn) + (Y1s e Un) = (X1 + Y1y T+ Yn)

On montre alors aisément que (K", +,.) est un espace vectoriel sur K. Les véri-
fications faciles se font exactement commme pour R? et R? dans les exemples 1.1.1
et 1.1.2. L’élément neutre pour I'addition est le vecteur nul Og» = (0,...,0) € K.
L’élément symétrique du vecteur v = (x1, ..., z,) est le vecteur —v = (—z1, ..., —x,).
En particulier, pour K = R ou C, alors :

e R” est un espace vectoriel sur R,

e (" est un espace vectoriel sur C.

En particulier, pour K = R et n = 2 ou 3, on retrouve les deux R-espaces R? et

R3? traités dans les exemples 1.1.1 et 1.1.2.

Exemple 1.1.9. En prenant n = 1 dans 'exemple précédent, nous voyons que le
corps K est lui méme un espace vectoriel sur K. Ici, la loi interne et la loi externe
sont respectivement ’addition et la multiplication définies sur K. Ceci nous fournit
I’exemple le plus simple d’espace vectoriel sur K. On ne peut pas, dans ce cas, faire la
distinction entre les vecteurs et les scalaires. En particulier, R est un espace vectoriel

sur R, et C est un espace vectoriel sur C.

Exemple 1.1.10. L’espace vectoriel des polynémes.
Soit K[X] I'ensemble des polynomes en l'indéterminée X a ceefficients dans K. On

le munit de la loi interne
(P,Q) e KIX]| x K[X] — P+ Q € K[X]
qui est ’addition des polynomes, et de la multiplication externe
(a, P) €e K x K[X] — aP € K[X]

qui est la multiplication d'un polynéme par un élément de K.

Alors K[X] est un espace vectoriel sur K. En effet, on sait déja (cours d’Algebre
SMIA1) que (K[X], +) est un groupe abélien. Nous laissons aux étudiants le soin de
vérifier les quatre axiomes de la loi externe. Notons que les vecteurs ici sont juste
des polyndémes et ne peuvent donc pas étre représentés géométriquement comme les

vecteurs du plan R? ou de I’espace R3.

Abdellatif Bentaleb 7  Facultés des Sciences de Meknés



8 Chapitre 1. Espaces vectoriels

L’Analyse nous fournit des exemples importants d’espaces vectoriels, & travers les
fonctions et les suites. Ces espaces vectoriels s’appellent souvent espaces fonctionnels.

En voici quelques exemples :

Exemple 1.1.11. L’espace vectoriel des applications.
Soit X un ensemble non vide et notons F(X,K) 'ensemble des applications de X
vers K. Cet ensemble s’écrit aussi K¥. Equippons F(X,K) de I'addition et de la

multiplication par un scalaire de la maniére suivante :

e Pour toutes applications f: X — Ket g : X — K, la nouvelle application
f+9: X — K est définie par

Vee X (f+g)(x)=f(z)+g(x)

Pour toute application f : X — K et pour tout scalaire a € K, la nouvelle

application « - f : X — K est donnée par

Vee X (a-f)(z)=ax f(x)

Alors 'ensemble F (X, K), muni de ces deux opérations, est un espace vectoriel
sur K. En effet, rappelons d’abord le fait important suivant qui sera utilisée a

maintes reprises : pour deux applications f: X — Ket g: X — K, on a

f=g9< flz)=glx) VeeX

1. Soient f,g € F(X,K); alors f + g = g + f, car pour tout x € X, (f +
9)(z) = f(z)+g(z). Or, I'addition dans K est commutative, donc f(z)+g(z) =
g9(x) + f(z) = (g + f)(z). Dou f+g =g+ [.

2. De méme, 'associativité de I'addition dans F(X,K) suit immédiatement
I’associativité de l'addition dans K.

3. Définissons Iapplication nulle 0 : X — K par (z) = 0 Vz € K. Alors
pour tout f € {(R,R), nous avons f+6 = f puisque (f+0)(x) = f(z)+0(z) =
f(z)+0= f(zr) Vxe X. Ainsi, application nulle § joue le role de I’élément
neutre 0r(x k).

4. Soit f € F(X,K) et cherchons g € F(X,K) tel que f+¢g = 6. Ceci équivaut
a f(zr)+g(x) =0 Vz € X.Doncl'élément symétrique g de f est 'application
g : X — K définie par g(z) = —f(x) Vz e X.

Par conséquent (F(X,K),+) est un groupe abélien.

Université Moulay Ismail 8 Abdellatif Bentaleb



1.1 Structure d’espace vectoriel 9

5.a(f+9) =af +ag YaeK, Vf ge F(X,K), car pour tout z € X, on
a [a(f + g)](z) = a[(f + 9)(@)] = a[f(z) + g(z)]. Or la multiplication est
distributive par rapport a I'addition dans le corps K. Donc a[f(z) + g(z)] =
af(z) +ag(z) = (af)(z) + (ag)(z) = (af + ag)(z). D'ou [a(f + 9)](z) =
(af + ag)(z) VYa € X, et par suite, a(f + g) = af + ag.

Les axiomes

6. (a+p)f=af +5f et
7. a(Bf) = (aB)f

se démontrent de fagon smilaire.

8. Enfin, 1-f=f Vfe F(X,K)parce que (1- f)(z) =1x f(z) = f(x) pour
tout x € X.

Observons que les vecteurs de F(X,K) sont les applications de X vers K et
les scalaires sont les éléments du corps K.

Attention, il ne faut pas confondre une application f : X — K, qui est un
¢élément de F(X,K), avec sa valeur f(z) € K en un élément x de X, qui est
un scalaire.

Cas particulier : en prenant X = K = R, nous obtenons 'espace vectoriel

F(R,R) = RE des applications (ou fonctions) de R vers R.

Exemple 1.1.12. L’espace vectoriel des suites.
Soit U I'ensemble des suites (uy,)nen & valeurs dans K. Lorsque K = R (respective-
ment K = C), il s’agit des suites réelles (respectivement complexes). On munit U

des lois interne et externe suivantes

(un)neN + (vn)neN = (un + vn)nEN Oé(“n)nEN = (Oéun)neN

pour toute suite u = (uy,)neny € U et pour tout scalaire a € K.

Alors I'ensemble U/, muni de ces deux opérations, est un espace vectoriel sur K.
Les vérifications sont encore une fois élémentaires, mais on peut le déduire immé-
diatement sans faire aucun calcul. En effet, remarquons qu’une suite v = (uy,)nen
dans U peut étre regardée comme une application : N — K, n — u,. Par consé-
quent, U = F(N,K) est 'ensemble des applications de N dans K. En outre, les lois
interne et externe de F (N, K) définies dans 'exemple 1.1.11 induisent celles de U.

Par conséquent, U est bien un espace vectoriel sur K.

Exemple 1.1.13. L’espace vectoriel produit.

Soient n > 1 un entier et Ey, Fs, ..., E, des espaces vectoriels sur le méme corps K.

Abdellatif Bentaleb 9  Facultés des Sciences de Meknés



10 Chapitre 1. Espaces vectoriels

Nous allons généraliser I'exemple 1.1.8 en considérant cette fois-ci le produit catésien
Ey X Ey X -+ X E,, noté aussi [[,_, E;, qui est I'ensemble des n-uplets (u1,. .., u,)
ol u; est un vecteur de F; pour tout 7 = 1,...,n. Nous munissons cet ensemble des

lois interne et externe suivantes

pour tous (uq,...,u,) et (vq,...,v,) dans [[}_, E; et o dans K.

Il est alors tres facile d’établir que [[_, E; est un espace vectoriel sur K, appelé
I’espace vectoriel produit des espaces vectoriels Fy, ..., E,.

Le vecteur nul de [[;_, E; est (Og,,...,0g,), ot Og, est le vecteur nul de I'espace
vectoriel F; pour chaque i. I’élément symétrique du vecteur v = (uq, ..., u,) est le
vecteur —u = (—uy,...,—uy,), ol —u; désigne 'élément symétrique du vecteur w;
dans ’espace vectoriel E;.

Cas particulier : lorsque les espaces Fy, ..., E, sont égaux, c’est-a-dire £} = - -+ =

E, = E, on obtient 'espace vectoriel produit E" = EE X E'X --- X E.

n %gls
Il est important de souligner que la notion d’espace vectoriel dépend du corps

K. Pour s’en convaincre, considérons I’exemple suivant :

Exemple 1.1.14. On a déja vu que C est un C-espace vectoriel. Nous allons voir
que C est aussi un R-espace vectoriel. En effet, gardons ’addition usuelle ordinaire
de C et considérons la loi externe de C sur le corps R donnée par : (A, ) — Az
pour tout vecteur x € C et pour tout scalaire A € R. Alors on vérifie aisément que
cette loi externe satisfait les quatre axiomes demandés dans la définition d’espace
vectoriel. Comme (C, +) est déja un groupe abélien, c’est un espace vectoriel sur le

corps R.

Soit E un espace vectoriel sur K. Comme conséquences de 1’associativité et de
la commutativité de I’addition des vecteurs, nous voyons que si vy, ..., v, sont dans
E, alors la somme v; + - -+ 4+ v, est un vecteur bien défini de E, qui peut s’écrire

n
aussi »_ v;. De plus, on peut vérifier aisément par récurrence :
i=1

L. a(vi+ ...+ v,) =avy + ... + au,.

2. (a1 4 ...+ ap)v =010+ - .

Université Moulay Ismail 10 Abdellatif Bentaleb



1.1 Structure d’espace vectoriel 11

Proposition 1.1.15. (Reégles de calculs dans un espace vectoriel).
Soit E un espace vectoriel sur K. On a :

1. Vee E 0-2=0g.

2. Voe K a0 =0g.

3. Sia-x=0g, aveca e K etx € F, alorsa =0 ou x = 0.

4. VoeK VeeE —(a-z)=(-a) z=a- (—).

DEMONSTRATION. La preuve est aisée. On n’utilisera que les axiomes d’espace vec-
toriel vus dans la définition 1.1.3. On s’attachera a bien comprendre le sens des

opérations et notations employées.

1. Soit « € E. Montrons que 0 -z = 0g. On a
0-2=(0+4+0)-2=0-24+0-uz,

c’est-a-dire

O-z2=0-2+4+0-x.

Puisque le vecteur 0 - z a pour élément symétrique —(0 - z) dans le groupe abélien
(E, +), il suffit alors d’additionner & gauche et a droite dans cette égalité le vecteur
—(0 - x) pour simplifier cette égalité. On obtient alors (a I'aide de I’associativité et
la commutativité de la loi +)

—(0-2)+0-2=—0-2)+0-240 -2, dou 0 =0-z.

N (&
-~ -~

=0g =0g

2. Soit @ € K. Montrons que « - 0g = 0g. On a
OéOE:Oé(OE—f—OE):OZOE—f—OéOE,

c’est-a-dire

Oé'OE:Oé'OE+Oé'OE.

En ajoutant —(« - Op) a gauche et a droite dans cette derniére égalité, on obtient

OE:Oé'OE.

3. Soient a € K et € F tels que a- x = 0. Montrons que a« = 0 ou x = Og. Si
a =0, il n’y a rien & montrer. Si a # 0, nous allons obtenir nécessairement x = Og.
En effet, comme « est un scalaire non nul dans K, on peut considérer son inverse

a~ ! dans le corps K. Multiplions selon la loi externe ’égalié o - x = O a gauche par
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le scalaire o~ ! :
a ' (a-x) =a ! -0g. Or, d’apres la seconde propriété, a='-0p = 0p. D’autre part,
al (a-r)=(ta)-z=12=u1
Par conséquent, x = Og.
4. Soient a € K et x € E. Commengons par montrer I'égalité —(a-x) = (—a) - x.
D’apres le premiére propriété, on a

a-z+(—a)-z=(a+(—a))-z=0-z=0g,

c’est-a-dire a - = + (—a) - © = Op. Ceci signifie que le vecteur (—a) - x est I’élément

symétrique du vecteur « - z, c’est-a-dire, (—a) -z = —(a - ).
Montrons maintenant ’égalité o - (—z) = —(a - ). D’aprés la seconde propriété, on
a

a-rz+a-(—z)=a (v+(—z)) =a-0g =0g,

c’est-a-dire

a-z4+a-(—z)=0g.

On en déduit de la méme maniére que a - (—z) = —(a - ). [
Remarque 1.1.16. En prenant @ = 1 dans la propriété 4, on obtient 1’égalité
(—=1) - x = —x pour tout vecteur z € F.
Mais on peut le vérifier directement de facon analogue en écrivant
z+(-1)-z=1-2+4+(-1)-2=(1+(-1)-2=0-2=0g,
et donc —z = (—1) - z.

Remarque 1.1.17. Le fait que K soit un corps est ici utilisé pour étre assuré de

I'inversibilité pour la multiplication de tout scalaire non nul o € K.

Sous-espaces vectoriels

Comme toujours, lorsqu’on définit une structure (groupe, anneau, corps, etc.), on
introduit la notion de sous-structure. En suivant cet esprit, il est naturel d’introduire

la notion de sous-espace vectoriel.
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Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur K et F une partie de E. On dit
que F' est un sous-espace vectoriel de E si I' est non vide et st F' est lui-méme
un espace vectoriel sur K pour les opérations d’addition et de multiplication externe

induites par E.

La proposition suivante montre qu’il n’est pas nécessaire de vérifier tous les
axiomes d’espace vectoriel pour montrer qu’'une partie F' de E est un sous-espace
vectoriel de E. La stabilité par rapport a ces deux opérations d’addition et de mul-

tiplication externe suffit.

Proposition 1.2.2. Soit F une partie d’un espace vectoriel E. Alors F est un

sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
1. 0p € F.
2.Voee ' VYyel' z+yck.
3. Ve e F' VaeK a-xz¢ckF.
DEMONSTRATION.

e Si F' est un sous-espace vectoriel de F, c¢’est un espace vectoriel sur K pour
I’addition et la multiplication externe héritées de E. En particulier, il doit
étre évidemment stable pour ces deux opérations. De plus, comme (F,+) est
un groupe, c’est un sous-groupe du groupe abélen (E,+), et donc contient
I’élément neutre O de E. D’ou F satisfait nécessairement les trois conditions

1, 2 et 3.

e Réciproquement, supposons que ces trois conditions sont satisfaites dans F', et

montrons que (F,+,-) est un espace vectoriel sur K :

— D’abord, en prenant un vecteur arbitraire w € F' et le scalaire o = 0, on
obtient par la condition 3 : - w =0 -w =0 € F.

— Maintenant, la condition 3 implique que Vo € F, —x = (—1)-x € F.
Donc F' est un sous-groupe du groupe abélien (E,+), et par suite, (F,+)
est lui-méme un groupe abélien.

— Finalement, les quatre axiomes (a), (b), (c) et (d) de la loi externe dans
la définition 1.1.5 sont automatiquement valables dans F', puisqu’elles sont
déja vraies dans F.

Par conséquent, F' est bien un sous-espace vectoriel de F. [ |

Plutot que de séparer la stabilité des loi interne et externe dans la proposi-
tion ci-dessus, on utilise souvent la caractérisation suivante qui combine les deux

conditions.
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14 Chapitre 1. Espaces vectoriels

Proposition 1.2.3. Soit F une partie d’un espace vectoriel E. Alors F est un

sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
1. O € F.

2. Ve,ye F Va,eK a-xz+5-y€F.

DEMONSTRATION.

e Si I est un sous-espace vectoriel de E, alors la proposition 1.2.2 nous dit que

Ve,ye F Va,eK a-xe€Ketf-yeF,donclasommea-x+p-y € F.
e Réciproquement, si F' satisfait les deux conditions 1 et 2, alors :

— En prenant a = f = 1 dans 2, nous obtenons = + y € F pour tous x,y

dans F'.

— Soit @ € K et x € F. En choisissant § = 0 dans 2, il vient a-z+0-y € F,
douna-x € F.

D’aprés la proposition précédente, [’ est un sous-espace vectoriel de £/.

Remarque 1.2.4. On vérifie facilement les points suivants :

1. Les deux parties {Og} et E constituent deux sous-espaces vectoriels de F,
appelés sous-espaces triviaux de E. Les autres sous-espaces de E sont dits non

triviau.

2. Si F est un sous-espace de E, alors le complémentaire CL de F' dans E n’est

jamais un sous-espace de E. Il suffit de remarquer que 0p ¢ C%.

3. On peut étendre la seconde condition de la proposition 1.2.3 & n’importe quel
nombre de vecteurs. Plus précisément, a l'aide d’un raisonnement par récur-
rence simple, on peut établir aisément que si F' est un sous-espace vectoriel de

E alors

Yn>1 Vri,....,z,€F Vai,...,0, €K a-z14+ --4+a, -z, €F

On se souviendra que, pour montrer qu’'un ensemble muni d’une loi interne

et d’une loi externe est un espace vectoriel, il est souvent commode de prouver que
) . ) . . .

c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel plus large qui est bien connu.
C’est un moyen rapide qui évite des calculs lourds et inutiles.

Certains des espaces vectoriels donnés en exemples a la section précédente 1.1
sont peu utilisés car trop généraux. Par exemple, l'espace K[X]| des polynomes de
degré quelconque ou encore I'espace des suites a valeurs dans C sont des espaces trop

vastes. Dans la pratique, on est amené a effectuer les calculs en ne manipulant que
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1.2 Sous-espaces vectoriels 15

certains vecteurs de 'espace vectoriel considéré (bien que les calculs soient autorisés
pour tous les éléments de l'espace), ce qui permet de travailler avec des sous-espaces

vectoriels plus intéressants.

Exemple 1.2.5. Lorsqu’on décide de travailler seulement avec les polynomes de
degré inférieur ou égal & un entier donné n, on considére alors le sous-ensemble K, [X]
de K[X] défini par K, [X] = {P € K[X] / deg(P) < n}. Cet ensemble est formé par
les polynomes P de la forme P =ag+ a1 X + -+ - + a, X™ avec ag, ay, ..., a, € K.
Cet ensemble contient évidemment le polynome nul Og(xj (on rappelle la convention
deg(Ok[x)) = —00). On constate que si P = ag+ a1 X + -+ 4+ a, X" et Q = by +
b1 X + -+ + b, X" sont deux polyndémes dans K,[X] et @ € K alors P + Q =
(ag+bo)+ (a1 +b1) X+ -+ (a, +b,) X" et aP = (avag) + (aa) X + -+ (aa,) X"
sont dans K,[X]. Ainsi, K,[X] est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel
K[X].

Exemple 1.2.6. Soit W le sous-ensemble de R? défini par
W = {(x1,221 + 29,21 — 23) | x1, 29 € R}.
Nous affirmons que W est un sous-espace vectoriel de R3. En effet, puisque

a(xy, 2z + 29,11 — 12) = (axy, o221 + 22), a(x; — 23))
= (axy,2(azy) + axe, axy — arg)

= (21,221 + 22,21 — 22) avec z; = aly, 29 = QTa,

alors W est stable pour la multiplication externe. Pour montrer que W est stable
pour l'addition vectorielle, soient u = (z1, 2x1+x9, x1—22) et v = (y1, 2y1+Y2, Y1—Y2)

des vecteurs de W. Alors

ut+v = (r1+y1,2(z1+y1) + (2 +v2), (T1 +y1) — (2 + ¥2))
= (1,2t + to,t1 — t) avec t1 = x1 + Y1, l2 = T2 + Yo.

Exemple 1.2.7. Nous avons vu dans ’exemple 1.1.14 que, d’une part, & = C est
un espace vectoriel sur le corps C, et d’autre part, £ = C est un espace vectoriel
sur le corps R. Ces deux structures d’espaces vectoriels sont différentes. Notons

iR = {ia / a € R} ’ensemble des nombres complexes imaginaires purs. On a :

e R est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel C, car :

Ve,y € R, Vo, € R, ax + Py € R.
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16 Chapitre 1. Espaces vectoriels

e iR est aussi un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel C, puisque :
Ve =ia € R, Vy=1ib € iR avec a,b € Ret Vo, 5 € R, ax+ [y = i(aa+ (b) €
1 R.

e Par contre, R n’est pas un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel C, puisque

le produit ax d’un réel x € R par un scalaire a € C n’est pas toujours dans R.

e De méme, iR n’est pas un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel C, parce

quea=14+i€Cetr=1i€iR maisar=(1+1i)i=—-1+1i¢iR.
Etudions maintenant quelques exemples analytiques de sous-espaces.

Exemple 1.2.8. Soit U le C-espace vectoriel des suites complexes (uy)nen+ que
nous avons considéré dans 'exemple 1.1.12. Considérons le sous-ensemble F' de U

des suites (u,),en+ satisfaisant la relation de récurrence
Upio = Ups1 + Uy Vn € N* (1.1)

Alors F' est un sous-espace vectoriel de U. En effet, la suite nulle vérifie trivialement
la relation (1.1). Soient (u,) et (v,) deux éléments de F' et «, B € K. Alors la suite

(wn)n = a(uy)n + B(vn)n = (au, + [v,), appartient aussi & F' puisque

Wpto = QUpyo + BUpgo
= a(Unt1 + Up) + B(Vns1 + Un)
- (aun+1 + an-i—l) + (aun + ﬂvn)

= Wpt1 + Wy

Observons, en particulier, que ce sous-espace F' contient la célébre suite de Fibonacci

(Fy)nens définie par F, o = F,, 1 + F,, avec F} = F5 = 1.

Exemple 1.2.9. Soit a < b deux réels et notons C([a, b], R) ’ensemble des fonctions
f :[a,b] — R continues sur [a, b]. Alors C([a,b],R) est un espace vectoriel sur R.
En effet, si 'on prend X = [a, b] et K = R dans I'exemple 1.1.11, on peut considérer
le R-espace vectoriel F([a,b],R) des fonctions f : [a,b] — R. Puisque C([a, ], R)
est inclus dans F([a,b],R), il suffit de prouver que C([a,b],R) est un sous-espace
vectoriel de F([a,b],R). Pour cela, il est bien connu en Analyse que si f et g sont
des fonctions continues sur [a,b] et @ € R, il en est de méme pour les fonctions f+g¢

et af.

Exemple 1.2.10. L’ensemble F' des fonctions réélles de classe C? de R dans R
vérifiant 1'équation différentielle 2f”(x) — 3f'(x) + f(x) = 0 est un sous-espace
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vectoriel de I'espace vectoriel F(R,R). En effet, si f et g sont deux éléments de F
et a, B € R, alors la fonction o f + g est également de classe C2. De plus,
2(af + Bg)"(x) = 3(f + g)'(x) + (f + 9)(2)
— 2(af"(z) + Bg"(x)) — 3(/(z) + ¢'(2)) + (f(x) + g(x)
= a2f"(x) = 3f'(x) + f(x)) + B(29"(x) — 3¢'(x) + g(x))
=0,
ce qui montre bien que af + Bg € F.

Exemple 1.2.11. Soit £ = R et F' =|0,1[. Il n’est pas pénible de vérifier que
F n’est pas un sous-espace de E. Par exemple, les éléments z = 1/2 et y = 3/4

appartiennent a F, mais leur somme o +y =1/2+3/4=5/4 ¢ F.

On peut faire des opérations sur les sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel

E pour en fabriquer d’autres. Voici une premiére méthode pour le faire :

Théoréme 1.2.12. L’intersection d’une famille quelconque de sous-espaces vecto-

riels de E est un sous-espace vectoriel de E.

DEMONSTRATION. Soit (F});e; une famille de sous-espaces vectoriels de E et F' =
ﬂE ={z € E/Viel:x € F} leur intersection. Comme Og € F; pour tout i € I,
iel

alors O € F. Soient z,y € F et o, € K. Pour tout ¢ € I, nous avons z,y € F;
et donc ax + By € F; car F; est un sous-espace vectoriel de E. Il en résulte que

ax + Py € F, ce qui achéve la preuve. [ |

Remarque 1.2.13. Le résultat précédent est valable pour une famille finie ou infinie
de sous-espaces vectoriels (F;)cr. On travaillera souvent avec des intersections finies
FiNF;---NF,, et notamment l'intersection F; N F, de deux sous-espaces vectoriels.
Remarquons que deux sous-espaces vectoriels F et Fy d’'un méme espace vectoriel

E ne sont jamais disjoints, puisque O € Fy N F5.

Exemple 1.2.14. Soient F' = {(0,v,2) / y,z € R} et G = {(x,y,0) / z,y € R}. On
vérifie aisément que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R?. Pour déterminer
le sous-espace vectoriel F'NG, prenons u = (z,y,2) € FNG. Comme u € F, il vient

x =0 et puisque u € G, alors z =0, d’ott u = (0,9, 0). Ainsi
FNG={(0,y,0) /y € R}.

Exemple 1.2.15. Soient F et G les sous-ensembles du R-espace vectoriel F(R,R)

constitués des fonctions respectivement paires et impaires :

F={feFR,R)/ f(—z) = f(x) Vo € R},
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18 Chapitre 1. Espaces vectoriels

G={fe FRR)/ f(-2) = —f(x) VreR}

On vérifie facilement que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F(R,R). Soit
f € FNG. D'une part, f € F implque f(—z) = f(x) pour tout z € R. D’autre
part, f € G entraine f(—z) = —f(z) pour tout x € R. On en déduit que pour tout
r € R, f(x) = —f(x), dou f(x) = 0 et par suite f est I'application nulle 0. On a
donc F'N G = {0}.

Exemple 1.2.16. Pour tout entier n > 1, on note C" (R, R) 'ensemble des fonctions
n fois dérivables de R dans R. Il est facile de voir que C"(RR, R) est un sous-espace vec-
toriel de I'espace vectoriel F (R, R). D’aprés la proposition précédente, I'intersection

ﬂ C"(R,R) de tous ces sous-espaces C"(R) est un sous-espace vectoriel de F (R, R).

iel

En outre, une fonction f : R — R appartient a ﬂ C™"(R,R) si et seulement si f
il

est n fois dérivable sur R pour tout n > 1. Par conséquent, cette intersection est

précisément le sous-espace C°(R,R) des fonctions infiniment dérivables de R dans

R.

L’exemple qui suit montre que, contrairement & l'intersection, 'union d’une
famille de sous-espaces vectoriels de E n’est pas en général un sous-espace vectoriel
de E. En fait, ceci provient tout simplement du fait que I'union d’une famille de
sous-groupes d’un groupe G n’est pas en général un sous-groupe de GG. Remarquer
néanmoins que la loi externe ne pose pas de probléme : il est facile de vérifier que
I'union F = UE ={r € F /3 €l:x e F;} de sous-espaces vecoriels F; est

iel
stable pour la loi externe.

Exemple 1.2.17. Considérons les deux sous-espaces vectoriels F' et G d’ I'espace

vectoriel R? définis par :

F={(0)/zcR}), G={(0y)/yeR}.

L’ensemble F'UG n’est pas un sous-espace vectoriel de R%. En effet, puisque (1,0) €
F et (0,1) € G, alors (1,0) € FUG et (0,1) € FUG. Cependant, la somme
(LO)+(0,1)=(1,1) g FUG car (1,1) € Fet (1,1) € G.

Nous introduirons plus loin une notion de somme de sous-espaces vectoriels qui

remplacera le concept de la réunion de sous-espaces vectoriels.
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1.3 Parties génératrices, parties libres, bases

Dans cette section, nous allons voir comment une petite partie de vecteurs peut tota-
lement déterminer la structure entiére d’'un espace vectoriel, et nous allons considérer

les conséquences de cette observation.

1.3.1 Parties génératrices

Nous commencons maintenant par intoduire une méthode trés importante de construc-
tion de sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel donné E. Pour cela, nous avons

besoin d’abord de la notion suivante :

Définition 1.3.1. Soient E un K-espace vectoriel et vy, ..., v, des vecteurs de E.
On appelle combinaison linéaire de vy,..., v, tout vecteur x de E de la forme
r=aoqv1 + -+ ayv, avec aq,...,a, € K.

Avant de continuer notre démarche, regardons quelques exemples spécifiques de

combinaisons linéaires.
Exemple 1.3.2. 1. 0g = 0-v1+- - -+0-v, est une combinaison linéaire particuliére
de vy, ..., v,.

2. Dans R?, tout vecteur v = (x,y) est combinaison linéaire de e; = (1,0) et
es = (0,1), puisque (z,y) = (,0+ (0,y) = 2(1,0) + y(0,1) = ze; + yes.
3. Plus généralement, dans 'espace vectoriel K" sur K| tout vecteur z = (x1, ..., z,)
peut se décomposer sous forme :
x = (21,0,...,0)+(0,22,0,...,0)+---4+(0,...,0,2,)
= x1(1,0,...,0) + 22(0,1,0,...,0) + -+ -+ 2,(0,...,0,1).

Donc z est combinaison linéaire des vecteurs :
er = (1,0,...,0), eo=(0,1,0,...,0), ...e, =(0,...,0,1).
4. Dans le R-espace vectoriel C, tout complexe z = a+1b est combinaison linéaire

de 1 et 1.

5. Tout polynéme P = ag+a; X +- - - +a, X" dans K, [X] est combinaison linéaire

des mondémes 1, X, X2, ..., X"

6. Dans l'espace vectoriel (R, R) décrit dans I’exemple 1.1.11, la fonction f : x —
cos(2x) est combinaison linéaire des fonctions g : © + 1 et h : x — cos?(z),

puisque f = 2h — g.
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7. Dans R?, le vecteur v = (3, —5,0) est combinaison linéaire des deux vecteurs

v = (1,—-1,2),vp = (0,1, 3) parce que v = 3v; — 2.

8. Dans R3, le vecteur w = (1,1,1) n’est pas combinaison linéaire des vecteurs
up = (1,—1,2) et us = (0,1,3). En effet, si c’était le cas, il existerait deux

scalaires « et § dans R tels que w = au; + Sus. On obtient alors le systéme

a=1 (1)
—a+p=1 (2
20+30=1 (3)
Or, les équations (1) et (2) donnent aw = 1 et § = 2. En remplagant ces valeurs

dans (3), on trouve 8 = 1, ce qui est absurde. Le systéme n’a donc aucune

solution (a, 3).

Remarque 1.3.3. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel £. On a vu
dans la remarque 1.2.4 que si vy,...,v, € F, alors toutes les combinaisons linéaires
ap-v1+-cFa, v, de vy, ..., v, sont aussi dans F'. En d’autres termes, F' est stable

par combinaisons linéaires.

Nous allons caractériser une famille de vecteurs d’un espace vectoriel dont les

combinaisons linéaires permettent de construire tous les autres vecteurs de ’espace.

Définition 1.3.4. Soient E un espace vectoriel sur K et vy,...,v, des vecteurs
de E. On dit que les vecteurs vy, ...,v, engendrent E si tout élément de E est
combinaison linéaire de vy, ..., v,, ce qui peut s’écrire :

Vee E day,...,a, € K: x=av+ -+ a,v,.

Vocabulaire. On dit aussi que (vy,...,v,) est une famille génératrice de E,
ou que (vi,...,v,) est un systéme de générateurs de E. On dit également que
{v1,...,v,} est une partie génératrice de E et que l’espace vectoriel E est en-

gendré par {vy,...,v,}.
D’aprés 'exemple précédent, on peut déduire :

Exemple 1.3.5. 1. Les vecteurs e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0),...,e, =
(0,...,0,1) engendrent I’espace K".
2. (1,X,X?,..., X") est une famille génératrice de K, [X].

3. (1,4) est une famille génératrice du R-espace vectoriel C.
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4. Les vecteurs v; = (1,—1,2), v, = (0,1, 3) n’engendrent pas R?, puisqu’il existe
au moins un vecteur, a savoir (1,1,1), qui n’est pas combinaison linéaire de

v1, vy (exemple 1.3.2 (8)).

Proposition 1.3.6. Soit F = (vy,...,v,) une famlle de vecteurs de E et F' =
(U1, ..., Up, Ups1, - - ., Up) une sur-famille de F. St F engendre E, alors F' engendre
E.

Autrement dit : toute sur-famille d’une famille génératrice de E est encore généra-

trice de E.

DEMONSTRATION. Soit z € E. Puisque F engendre E, il existe ay,...,q, dans
K tels que = ajv; + -+ + opv,. En notant oy = -+ = o, = 0, on a alors
T =00 + -+ Uy + Qp1Ups1 + - - + oy, Ceci montre que F' engendre aussi

E. |

Remarque 1.3.7. La contraposée de cette proposition exprime que si F' n’engendre

pas E, alors aucune sous-famille F de F’ n’engendre E.

Lorsqu'une famille de vecteurs F = (vy,...,v,) n'engendre pas l'espace vec-
toriel F tout entier, est-ce qu’elle peut engendrer un certain sous-espace vectoriel
F de E7?7 Si un tel sous-espace I’ existe, tout élément de F' sera combinaison li-
néaire de vy, ..., v,. Cette question nous méne a I’étude de ’ensemble des vecteurs

qui peuvent étre représentés comme combinaisons linéaires d’une famille donnée de

vecteurs vy, ..., v,. On a le résultat suivant.

Théoréme 1.3.8. Soient F = {vy,...,v,} une partie finie d’un espace vectoriel E.
On note Vect(F), ou encore Vect(vy, - ,vy,), Uensemble de toutes les combinaisons
linéaires des vecteurs vy, ..., v, :

Vect(vy, -+ ,v,) = {aqv + - + apv, [ aq,..., 0 € K}

On a les assertions suivantes :

1. Vect(F) est un sous-espace vectoriel de E.
2. Vect(F) contient F.

3. Si G est un sous-espace vectoriel de E contenant F, alors G contient Vect(F).

DEMONSTRATION.

1. Le vecteur nul Op de E appartient a Vect(F) puisque Og =0-v1 +...+0- v,.

Soient = et y deux vecteurs de Vect(F). Il existe des scalaires ay, ..., a, et
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Bi, ..., B, dans K tels que = aqvy + - - - + v, et y = Brvg + - - - + Bpvy,. Alors
r+y= (o +P)v+ -+ (an + Bn)vn € Vect(F).
De plus, pour tout A € K, Az = (Aaq)vy + ... + (Aay)v, € Vect(F). D'ou

Vect(F) est un sous-espace vectoriel de E.

2. Il est clair que

v = 1l +0-vp+---+0-v,,
vo = 0-vy+1-v+0-v34+---+0-v,,

v, = 0-v74+40-v9+---4+0-v,_1+1"-v,.

Cest-a-dire, vy, . . ., v, sont des combinaisons linéaires particuliéres de vy, . . . . v,,.
y Ul y Un 1, y Un

D’ou vy, ..., v, appartiennent tous a Vect(vy, -+ ,vy,).

3. Soit G un sous-espace vectoriel de E contenant F = {vy,...,v,}. Tout vecteur
r € Vect(vy, -+ ,v,) est de la forme z = ajv; + -+ + a,v,. Comme v; €
G,...,v, € G et G est un sous-espace vectoriel de F, il vient x € G. Nous

avons ainsi prouvé que Vect(vy, -+ ,v,) C G. ]

Remarque 1.3.9. - Nous pouvons formuler d’une autre maniére le théoréme précé-
dent en disant que Vect(F) est le plus petit (pour I'inclusion) sous-espace vectoriel
de E contenant F.

- Si F = (v) contient un seul vecteur v, alors Vect(v) = {av / a € K}, qui se note
aussi .

- En particulier, pour = Og, nous avons Vect(0g) = {0g}.

- La famille F peut étre vide, et dans ce cas on écrit par convention Vect(()) = {0g}.

Définition 1.3.10. Vect(F) s’appelle le sous-espace vectoriel de E engendré
par la famille F. On dit que les vecteurs vy,...,v, engendrent le sous-espace
Vect(F).

Le vocabulaire de la définition 1.3.4 est encore valable ici en remplacant I'espace
par le sous-espace Vect(F). C’est-a-dire, on peut dire aussi que (vy,...,v,) est une

famille génératrice de Vect(F), etc.

Remarque 1.3.11. - Soit vy, ..., v, des vecteurs d’un espace vectoriel E et soit F

un sous-espace vectoriel de E. Alors :

v1,...,0, engendrent F' < F = Vect(vy, -+ ,vy,)
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1.3 Parties génératrices, parties libres, bases 23

C’est en particulier vrai pour F' = F tout entier.
- Si les vecteurs vy,...,v, engendrent F', alors vy, ..., v, doivent appartenir a F.

L’exemple suivant illustre ce point crucial.

Exemple 1.3.12. Prenons le sous-espace W = {(x1, 2x1 + 29,21 — 22) / 1,22 € R}
de R? traité dans I'exemple 1.2.6. Cherchons une partie génératrice de W.

e Tout vecteur x = (x1, 221 + X9, 11 — T2) € W s’écrit :

r = (1'1,2331,.7;1) + (0,$2,—$2)

= x1(1,2,1) + 22(0,1, 1)

qui est donc combinaison linéaire de v; = (1,2,1) et vo = (0,1, —1). Remarquons
que vy et vy appartiennent bien a W, puisque vy = (21,221 + 29,21 — 29) avec
z1 = 1,29 = 0, tandis que vy = (t1,2t] + to,t; — to) avec t; = 0,t, = 1. D’on

W = Vect(vy, v2), ¢’est-a-dire, (v1,vq) est une famille génératrice de W,

e Décomposons maintenant le vecteur © = (21,221 + 20,21 — 22) € W d’une
p 1,421 2,21 2

autre facon qui ne sera pas convenable :

r = ({1’}1,21’1,0) + (anaxl) + (vaQaO) + (0,0, _'IQ)
= 21(1,2,0) + 21(0,0,1) + 25(0,1,0) + 25(0,0, —1).

Ceci nous dit que x est aussi combinaison linéaire des vecteurs u; = (1,2,0), uy =
(0,0,1), uz = (0,1,0), uy = (0,0,—1). Cependant, les vecteurs u, us, ug, us n’ap-
partiennent pas a W. En effet, si par exemple u; € W, il existera x,zr5 € R tels
que u; = (21,221 + 2,1 — x2), ce qui donne le systéme
Ty = 1
2ZE1 + Ty = 2
T, — X = 0
qui est impossible (la seconde équation implique zo = 0 et la troisiéme équation
donne zo = 1). Par conséquent, W # Vect(uy, us, us, uy). En fait, on a seulement

I'inclusion stricte W C Vect(uy, ug, us, uq), puisque tout vecteur de W est combinai-

son linéaire de uy, us, us, Uy.

Proposition 1.3.13. Pour tout sous-espace vectoriel G de E et pour toute famille

F = (v1,...,v,) de vecteurs de E, on a :

Vect(F) CG& FCG
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DEMONSTRATION. Si Vect(F) C G, alors puisque F C Vect(F), il vient F C G.

La réciproque est exactement 'assertion 3 du théoréme 1.3.8. [ |

L’intérét des familles génératrices réside dans le fait que, pour comparer des
sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel F, il suffit de travailler avec les familles

génératrices. En suivant cette approche, on peut énoncer le résultat ci-dessous.

Proposition 1.3.14. Soient F et F' deux familles de vecteurs de E. On a :
1. F C F' = Vect(F) C Vect(F').

2. Vect(F) C Vect(F') < tout vecteur de F est combinaison linéaire de F'.

DEMONSTRATION.

1. Soit le sous-espace vectoriel G = Vect(F'); on a donc F' C G. Si F C F/, alors
F C G. Donc par la remarque 1.3.11, on tire que Vect(F) C G.

On peut le montrer d’une autre maniére en utilisant le raisonnement direct sui-
vant : Si F C F', on peut écrire F = (v1,...,0p) et F' = (U1, ..., Vp, Upt1, ..., Up).
Tout vecteur x € Vect(F) peut s’écrire sous la forme x = oy - v1 + ... + ;- v,
et donc z =a; vy +...+a, v, +0- v, +---+0-v, € Vect(F’). D’ou
Vect(F) C Vect(F)

2. e Supposons que Vect(F) C Vect(F'). Alors tout vecteur = € Vect(F) appar-
tient & Vect(F’). En particulier, puisque F C Vect(F), alors tout vecteur

x € F appartient a Vect(F’), et c’est donc une combinaison linéaire de F'.

e Réciproquement, supposons que tout vecteur de F est combinaison linéaire
de F'. Alors tout vecteur de F appartient & Vect(F’), c’est-a-dire, F C
G = Vect(F'). En appliquant la remarque 1.3.11, on obtient Vect(F) C
G = Vect(F').

[Voici une autre preuve de cette réciproque : supposons que tout vecteur

de F est combinaison linéaire de F’. On peut donc écrire :

V1 = QU1 + QoUg + - + Qpln
Vg = Q91U] + QU9 + « -+ + Qo Uy,
Up = Qpruy + Qpalla + -+ - + Qpplly
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Soit maintenant x un vecteur quelconque de Vect(F). Il existe des scalaires
A, .o, A € Ko tels que = A\jvg + - -+ + A\pv,. En remplagant vy, ..., v,
par leurs combinaisons linéaires de w1, ..., u,, on voit facilement que x est

combinaison linéaire de uq, ..., u, :
Tr = ()\10411 +>\20421+‘ : -+)\pozp1)u1—|—- st <A1&1n+)\20[2n+' . '+)\p04pn> Uy, -

Donc z € Vect(F'). Ce raisonnement signifie qu'une combinaison linéaire
de combinaisons linéaires de uq, . .., u, est encore une combinaison linéaire

deul,...,un.] [ |

Comme conséquence immédiate, on déduit :

Corollaire 1.3.15. Soient F et F' deux familles de vecteurs de E. On a :
Vect(F) = Vect(F') & tout vecteur de F est combinaison linéaire de F', et tout

vecteur de F' est combinaison linéaire de F.

Exemple 1.3.16. Considérons dans R? le vecteurs :
w=(1,0,1), v=(23,-1), 2 = (1,3,-2), y = (3,3,0), 2z = (0, —3,3).
Les deux familles {u, v} et {z,y, 2} engendrent le méme sous-espace vectoriel de R3.

En effet,
e On remarque que r = v —u, Yy = 4+ v, 2 = —v + 2u, ce qui prouve que
Vect(x,y, z) C Vect(u,v).
e Réciproquement, puisque u = %(y —x) et v = 2x + z, alors Vect(u,v) C

Vect(x,y, 2).

En tenant compte des résultats précédents, on obtient en particulier la version

suivante qui sera souvent utilisée dans la pratique :

Corollaire 1.3.17. Soient E un espace vectoriel sur K et vy,...,v,,Vpp1 des vec-
teurs de E. St vpq1 est combinaison linéaire de vy, ..., v,, alors
Vect(vy, ..., Vp, Vpi1) = Vect(vy, ..., vp).

Autrement dit, le sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs est in-

changé lorsqu’on augmente cette famille d’une combinaison linéaire de ses vecteurs.

DEMONSTRATION. Posons F = {vy,...,v,} et F' = {v1,...,0p,,vp41}. Puisque
F C F', la proposition 1.3.14 (1) implique Vect(F) C Vect(F’). Maintenant, comme
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tout vecteur de F’ est combinaison linéaire de F, on déduit de la proposition 1.3.14

(2) que Vect(F') C Vect(F). D’ou le résultat. [

Ce corollaire permet de réduire une famille génératrice F d’un sous-espace vecto-
riel F'de E s’il y a "trop" de vecteurs dans F. Plus précisément, si I'un des vecteurs
de F est combinaison linéaire des autres vecteurs de F, on peut I’éliminer de cette
famille. Nous reviendrons plus loin & cette observation lorsque nous introduirons le

rang d’une famille de vecteurs.

Remarque 1.3.18. Soit F = {vy,---,v,} une partie génératrice d’un espace
vectoriel E. Si u € FE, il s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaire u =
a1V + -+ apu, de vy, -, v,. Il n'est pas str que les scalaires oy, ..., a, soient
uniques.

Par exemple, {1, X, X% X3 X? — X} est une partie génératrice de K,[X], car tout
polynéme P € K, [X] s’écrit

P(X)=ao-14a1- X +as- X*+az- X*+0- (X - X),

Le polynéme X? s’écrit de deux maniéres différentes comme combinaison linéaire de

F
X?=0-140-X+1-X*4+0- X’ +0-(X*=X) = 0-1+1- X +0- X*4+0- X>+1-(X* - X).

Soit donc F = {vy, -+ ,v,} une partie génératrice d'un espace vectoriel E. Si
I'on veut que tout vecteur u € E se décompose de maniére unique comme combi-
naison linéaire u = ayvy + - - - + @, v, de F, il faut que ceci soit en particulier vrai
pour la décomposition du vecteur Og sur vy,...,v, : Og = aqvi + - - - + @, v,. Mais
évidemment Op =0-v; +---+ 0-v,. L'unicité de la décomposition de Og imposera
donc nécessairement a; = --- = «, = 0. Ceci nous méne de facon naturelle au

concept de partie libre, qui est I'objet de la section suivante.

1.3.2 Parties libres

Soient E un espace vectoriel sur K et F = {vy,...,v,} une partie finie de vecteurs
de E. Le vecteur O appartient évidemment au sous-espace vectoriel Vect(F) de F,
puisque Og s’écrit comme combinaison linéaire triviale Og =0-v; +---+0-v,. En
connexion avec la remarque précédente, une question naturelle se pose : est-ce que
le vecteur Og peut se décomposer d’une autre facon comme combinaison linéaire de
vy, ..., 0, ! Clest-a-dire, est-ce qu’on peut trouver d’autres scalaires ayq,...,a, € K

tels que O = v + - - - + v, 7 Ceci nous conduit a la définition suivante :
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Définition 1.3.19. Soient vy,...,v, des vecteurs de E.
1. On dit que les vecteurs vy, . .., v, sont linéairement indépendants si la seule
combinaison linéaire du vecteur Og sur vy,...,v, est la combinaison linéaire

triviale 0Og =0 - vy + -+ 4+ 0 - v, obtenue par les scalaires nuls. C’est-a-dire,

Vag,...,a, € K: a1+ +av, =0 = a1=---=q,=0

On dit aussi que (vq,...,v,) est une famille libre ou que {vy,...,v,} est une

partie libre.

2. Dans le cas contraire, on dit que les vecteurs vy,...,v, sont linéairement
dépendants. C’est-a-dire, s’il existe des scalaires non tous nuls aq, . ..,a, € K

tels que ayvy + - - - + a,v, = 0g. Cest-a-dire,

e, ..., an) #(0,...,0) tel que : ayvy + -+ + v, = O0p

On dit aussi que (vy,...,v,) est une famille liée, ou que {vy,...,v,} est une
partie liée.
Une telle égalité ayvy + -+ - + apv, = 0 avec (aq,...,a,) # (0,...,0) est dite

relation de liaison entre les vecteurs vy,...,v,.

Remarque 1.3.20. 1. Dans la définition précédente, 'ordre des éléments vq, ..., v,
n’a pas d'importance. Par exemple, si la famille (vy,vq,...,v,) est libre (res-

pectivement liée), alors il en est de méme pour la famille (ve, vy, ..., v,)

2. Dire que les scalaires aq,...,q, sont non tous nuls signifie (ay,...,q,) #
(0,...,0), c’est-a-dire, il existe au moins un scalaire «; tel que «; # 0. Mais

attention, ceci ne veut pas dire que les scalaires oy, ..., «a, sont tous non nuls.

3. Ainsi, (vq,...,v,} est liée §'il existe des scalaires non tous nuls oy, ..., «, tels
que a1v1 + - - - + a,v, = 0. Elle est libre lorsqu’il n’existe pas de scalaires non
tous nuls aq,...,q, tels que ayv; + -+ + a,v, = O, c’est-a-dire, si la seule
facon d’obtenir le vecteur nul 0g comme combinaison linéaire de ces vecteurs
v1,...,U, est de considérer la combinaison linéaire dont tous les scalaires sont
nuls.

L'expérience montre que beaucoup d'étudiants trouvent des difficultés a com-

L=\ prendre les notions de partie libre et partie liée. Entrainez-vous a écrire correctement
la définition afin de I'appliquer sans erreurs dans les exemples et les exercices.
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Exemple 1.3.21. Dans le C-espace vectoriel E = C3, les vecteurs vy = (i,0,1), vy =
(1,4,0),v3 = (0,0,7) sont-ils linéairements indépendants? Pour répondre a cette
question, considérons trois scalaires aq, ag, a3 dans C tels que ajv1 + aovs + azvz =
Ocs. Alors on obtient le systéme linéaire suivant :
at+ay =0 (1)
gt =0 (2)
a;+azi=0  (3)
I est facile de voir que ce systéme entraine a; = as = ag = 0, c’est-a-dire que le
systéme admet une seule solution (aq, as, az) = (0,0, 0). Par conséquent, les vecteurs

V1, Vg, U3 sont linéairements indépendants.

Exemple 1.3.22. Etudions I'indépendance linéaire des vecteurs z = (1,3, —2), y =
(3,3,0), z = (0,-3,3) dans R3. Pour tous scalaires a, 3,7 dans R, I'équation ax +
By + vz = Ors est équivalente au systéme :

a+38=0 (1)

3a+38—-3y=0 (2)

—2a+3y=0 (3)
En résolvant ce systéme, I’équation (1) donne a« = —303, donc ’équation (3) implique
v = 2a = 2(—33) = —20. Reportons ces résultats dans (2) : 3a+35—3y = 3(—35)+
38 — 3(—28) = 0. Il en résulte qu’il y a une infinité de solutions (a, 8,7) € R? :
on peut donner a [ une valeur arbitraire, et les scalaires a et v sont donnés en
fonction de 8 par les formules a = —35 et v = —20. Les scalaires «, 3,7 ne sont
donc pas nécessairement nuls. Il suffit de prendre par exemple 5 = 1, ce qui donne
alors &« = —3 et v = —2, pour trouver une combinaison linéaire nulle non triviale
de z,y,z : =3z + ly — 2z = Ogs. Par conséquent, la partie {vy, vy, v3} est liée.
L’égalité —3z + ly — 22z = Ogs est une relation de liaison entre les vecteurs x,y
et z. Observons que l’ensemble S des solutions du systéme précédent est donné
par: S = {(0,f,7) €R® [ a = 38, 7 = —26} = {(~36,6,-27) / f € R}. N est
possible de choisir une autre valeur de 3, par exemple g = 2, ce qui implique o = —6
et v = —4. Dans ce cas, on obtient la relation de liaison —6x + 2y — 4z = Ogs, qui
est équivalente a la premiére relation de liaison —3z + 1y — 2z = Ogs (il suffit de
multiplier cette derniére par 2). Notons que la solution triviale (a, 5,7) = (0,0,0)

appartient évidemment & S (prendre = 0) puisqu’on a toujours 0x +0y+0z = Ogs.
Exemple 1.3.23. Considérons les vecteurs u = (1,2,1), v = (—1,3,4), w = (—4,7,11)
du R espace vectoriel R®. La partie {u,v,w} est liée, puisque (—1)u+3v+ (—1)w =
Ogs.
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Remarque 1.3.24. Soit F = (vy,...,v,) une famille de vecteurs de E.

1.

6.

Si la famille F contient le vecteur Og, alors elle est liée. Pour le voir, supposons
par exemple que v; = 0g. Alors 1-v1+0-v9+---+0-v, = 0 avec les scalaires

non tous nuls ¢y = 1,a0 = ... = a,, = 0.

. Il en découle qu'une famille libre ne doit pas contenir le vecteur 0.

Un vecteur v est libre si et seulement si v # 0.
En effet, si v est libre, alors v # 0g d’aprés ce qui précéde. Réciproquement,
si v # Og, alors pour tout a € K, I'égalité av = 0g implique a = 0 selon la

proposition 1.1.15 (3).
Par contraposée, un vecteur v € E est lié si et seulement si v = Og.

La famille F peut contenir des vecteurs qui se répétent. Dans ce cas, F est
liée. En effet, si par exemple v; = v, alors il suffit de poser a; = 1, a0 = —1
et ag = --- = a, = 0 pour avoir la relation ajv; + asve + - - - + v, = O avec

(1,0, .., a0,) # (0,0,...,0).

D’aprés ce qui précéde, aucun vecteur ne peut se répéter dans une famille libre.

Exemple 1.3.25. 1. Les vecteurs e; = (1,0,...,0), eo = (0,1,0,...,0),...,

en = (0,...,0,1) sont linéairement indépendants dans le K-espace vectoriel
K",

En effet, soient aq,...,qa, dans K, et supposons aie; + -+ + a,e, = Ogn.
Puisque

aje; + -+ ape, = (a,0,...,0)+(0,a2,0,...,0)+ -4+ (0,...,0,,)

- (a17a27"'7an)7

il vient (ay, g, ..., ) = (0,0,...,0), dout a1 = -+ = o, = 0.

Pour tout entier n € N, la famille (1, X, X?,..., X™) est libre dans K[X], car si
ag, - . ., 4y sont des scalaires dans K vérifiant ag-1+a;- X +---+a,- X" = Ok, [x],
c’est-a-dire, ap + a1 X + -+ a, X" = Og,[x], alorsay = a; = --- = a, =0 (par
définition du polynome nul Ok, x])-

Les vecteurs 1 et ¢ sont linéairement indépendants dans le R-espace vectoriel

C parce que toute relation a-1+b-7 =0 avec a,b € R entraine a = b = 0 (les

parties réelle et imaginaire d’'un nombre complexe nul sont nuls).

Par contre, 1 et ¢ ne sont pas linéairement indépendants dans le C-espace

vectoriel C. Pour le voir, il suffit d’observer que 1-1+i-7 = 0.
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L’énoncé qui suit est 'analogue de la proposition 1.3.6 pour les familles libres :

Proposition 1.3.26. Soit F = (vy,...,v,) une famille de vecteurs de E et F' =

(U1, oy Upy Upgds - - -, Up) une sur-famille de F.

1. Si F' est libre, alors F libre.

Autrement dit, toute sous-famille d’une famille libre est une famille libre.

2. Si F est liée, alors F' liée.

C’est-a-dire, toute sur-famille d’une famille liée est une famille liée.

DEMONSTRATION. Supposons que F soit libre et montrons que F” est aussi libre.

Soient oy, ..., dans K tels que aqvy + ... + o, = 0. Alors vy + ... + a,v, +
0v,+...40v, = Og. Puisque (vy, ..., v,) est libre, tous les scalaires qui interviennent
dans cette combinaison linéaire nulle sont nuls. Dot oy =+ = a,, = 0.

La seconde propriété s’obtient immédiatement dde la premiére par contraposition. B

La définition d’une famille liée prend plus de sens si nous considérons la carac-

térisation suivante.

Proposition 1.3.27. Soient vy, ..., v, des vecteurs d’un espace vectoriel E. La fa-
mille (vy,...,v,) est lie si et seulement si l'un des vecteurs v; est combinaison
linéaire des autres.

Dans ce cas, Vect(vy, ..., v,) = Vect(vy, ..., 0i—1, Vi1, .., Up)-

DEMONSTRATION. e Si la famille est liée, il existe des scalaires non tous nuls
aq,...,0, dans K tels que oyv; + - -+ + v, = Op. 1l existe au moins un scalaire

a; # 0. 11 convient alors d’isoler le vecteur v; comme suit :

—CY]‘ —Q

av; = — Y a;v;, ce qui donne v; = E ( ) vj = g Bjv; avec B; = ! pour
i j#i ’ J#i ‘
tout j # i. Donc v; est combinaison linéaire des autres vecteurs vy, ..., v;_1,Viy1, .-, Un.

e Réciproquement, supposons que 'un des vecteurs v; soit combinaison linéaire

des autres. Alors il existe des scalaires Ay,..., A\i—1, \it1,..., A, dans K tels que
v; = > \jvj, donc v; — Y A\ju; = Op, ce qui prouve que (vq,...,v,) est liée, car le
i i

scalaire 1 affecté a v; dans cette combinaison linéaire nulle est non nul.

e Dans ces conditions, le corollaire 1.3.17 implique que
Vect(vy, ..., v,) = Vect(vy, ..., i1, Vit1, ..., Up).
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Remarque 1.3.28. 1. Avec les conditions de la proposition précédente, nous
avons Vect(vy, ..., v,) = Vect(vy, ..., 01, Vi1, . .., 0p). Ceci permet donc de ré-
duire la famille génératrice vy, . . . , v, du sous-espace vectoriel F' = Vect(vy, ..., v,)
en supprimant le vecteur v;. Pour continuer a réduire cette famille génératrice,
on pourra répéter ce processus en éliminant un vecteur de cette famille chaque

fois qu’il est combinaison linéaire des autres.

2. Par contraposition de la proposition ci-dessus :
Une famille (vq,...,v,) est libre si et seulement si aucun vecteur v; de cette

famille n’est combinaison linéaire des autres.

3. Si la famille F contient deux vecteurs v; et v; qui sont proportionnels (coli-
néaires) : v; = Av; avec A € K, alors F est liée. En effet, il suffit d’observer que

v; = 0vy 4+ -+ - 4+ Avj + - - - + Ov,, est combinaison linéaire des autres.
4. Une famille libre ne doit donc jamais avoir deux vecteurs colinéaires.

5. Une famille (u,v) & deux vecteurs est liée si et seulement si u et v sont coli-
néaires. En effet, si u et v sont colinéaires, alors (u,v) sera évidemment liée.
Réciproquement, si (u,v) est liée, la proposition 1.3.27 exprime que l'un des
vecteurs de cette famille, par exemple u, est combinaison linéaire de 'autre,

c’est-a-dire de v, c’est-a-dire, u = v avec A € K.

Exemple 1.3.29. 1. Dans R, les trois vecteurs v; = (1,1,0,—1), vy = (1,2,1,0)
et v3 = (3,5,2,—1) forment une partie liée, puisque 1'un des vecteurs, a savoir
le vecteur vz, s’exprime comme combinaison linéaire des deux autres : v3 = v+
2v9. Notons qu’on a aussi v; = —2vy +v3, c’est-a- dire, vy est aussi combinaison

linéaire des autres. Méme chose pour vy = (’71) v1 + %Ug.

2. Dans le C-espace vectoriel E = C*, les vecteurs v; = (1,0,1,1), vy = (0,2, 2i,6)

et vy = (1,4,0, 14 37) sont linéairement dépendants puisque vy + %’UQ —v3 = Oca.
3. La famille (1, X,1 — X% X2 ..., X") est lice dans K[X].

Remarque 1.3.30. Attention! Si une famille F est liée, on ne peut choisir "au
hazard" un vecteur de cette famille qui soit combinaison linéaire des autres. Par
exemple, soient vy et vy deux vecteurs linéairement indépendants. Alors la famille
(v1, —v1,v9) est liée, car vy est proportionnel & —v;. Mais vy n’est pas combinaison
linéaire de v; et —wy, car si c’était le cas, il existerait v et A dans K tels que

Vg = Y1 + A(—v1) = (7 — A)vy, et donc (vq,ve) serait lice, absurde.

Lorsqu’on travaille dans des espaces vectoriels de fonctions, on est parfois amené

a étudier I'indépendance linéaire d’'une famille de fonctions. Il faut alors penser a
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utiliser des techniques d’analyse (passage aux limites, dérivation, etc.) si les fonctions

considérées le permettent.

Exemple 1.3.31. Dans l'espace vectoriel E = F(R,R), on considére les fonctions
fn définies par f,(z) = €™ (n € N*). Montrons par récurrence que pour tout n > 1,

la partie {f1,..., fu} est libre.

e La propriété est vraie pour n = 1, car la fonction f; est différente de la fonction

nulle 6.

e Supposons la propriété vraie pour un entier n et montrons-la pour n+ 1. Soient

at, ..., 0p, app dans R tels que
alfl+a2f2+"‘+anfn+an+1fn+1 =0. (12>
Alors
VreR are” + ae® 4+ ape™ + anﬂe(”“)x =0. (1.3)

Dérivons cette équation :
Ve e R a1€” + 200 4 - -+ nae™ + (n + 1)an+le(”“)x =0. (1.4)
D’autre part, la multiplication de I’équation (1.3) par n + 1 fournit

Vz e R (n+1D)are”+(n41)age® +- -+ (n+1)ane™ +(n+1)an "% = 0.

(1.5)
En effectuant la soustraction des deux derniéres équations (1.4) et (1.5), on
arrive a supprimer le dernier terme :
Ve eR  nae” + (n— 1Dage™ + - + a,e™ = 0. (1.6)
Donc
Bifi+ Bafot -+ Bufn =0,
avec 1 = nay, B2 = (n — 1), ..., B, = a,. Or, ’hypothése de récurrence
nous dit que (f1,..., fn) est libre, donc 1 = By = - -+ = B, = 0, ce qui entraine
a; = -+ = a, = 0. Finalement, nous remplacons ces valeursa; = --- = a,, = 0
dans (1.2) pour obtenir a1 fn+1 = 6, d’ott a1 = 0. [ |

Nous achevons cette section par le résultat technique suivant qui sera employé
a maintes reprises dans la théorie de la dimension pour démontrer qu’une famille de

vecteurs est libre.
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Théoréme 1.3.32. Soit (vy,...,v,) une famille libre de vecteurs d’un espace vec-

toriel E. Pour tout vecteur v € E, on a :

v & Vect(vy,...,v,) = (v1,...,0,,0) est libre.
DEMONSTRATION. Supposons que v ¢ Vect(vy, ..., v,) et montrons que (vy, ..., vy, )
est libre. Soient o, ..., ap, opy1 dans K tels que

QU1 + -+ + v, + av = Op. (1.7)
On veut prouver que oy = ... = o, = @ = 0. Commengons par montrer que o = 0.

Si a # 0, alors
—1
v = (F) (qvr + -+ apup).

Donc v € Vect(vy, ..., v,), ce qui est contradictoire avec I'hypothése. Par conséquent,
on a nécessairement a = 0, et donc I'égalité (1.7) devient ajvy + -+ + v, = Op.

Maintenant, comme (v1,...,v,) est libre, alors oy = --- = o, = 0. [ |

En passant a la contraposée, et en appliquant le corollaire 1.3.17, le théoréme

précédent peut étre formulé comme suit :

Corollaire 1.3.33. Soit (vy,...,v,) une famille libre de vecteurs d’un espace vec-

toriel E. Pour tout vecteur v € E, on a :
(v1,...,0p,0) est lice = v € Vect(vy,...,0p).
Et dans ces conditions, Vect(vy, ..., vy, v) = Vect(vy, ..., v,).

1.3.3 Bases

Si l'on se souvient de la géométrie usuelle du plan ou de 'espace, telle qu’elle
a été étudiée dans le secondaire, il est clair que I'un des outils essentiels était la
décomposition des "vecteurs" sur une "base". C’est cette idée qui va étre développée

dans le cas général.

Définition 1.3.34. Soit E un espace vectoriel sur un corps K et (ai,...,a,) une
partie de E. On dit que (a4, ..., a,) est une base de E si (ay,...,a,) est une partie

a la fois libre et génératrice de F.

L’avantage des bases s’explique par le résultat fondamental ci-dessous :
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Théoréme 1.3.35. B = (ay,...,a,) est une base de E si et seulement si tout

vecteur x de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire de aq, ..., a, :

Vee B 3 (aq,...,an) EK" i 2 = aqay + - + auay,

DEMONSTRATION.

e Si B est une base de F| elle engendre F et donc tout vecteur de E est combi-

naison linéaire de B. Si un vecteur z de E admet deux écritures

n n
r = E a0, = E Bia;,
=1 =1

avec oy, 5; € K, on obtient la relation

n

Z(Oéi — fBi)a; = 0.

=1

Et comme B est libre, alors pour tout ¢ =1,...,n: a; — 3; =0, ce qui donne

«; = ;. La décomposition de = est donc unique.

e Réciproquement, supposons que tout vecteur z de E s’écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire des vecteurs de B. Alors en particulier B engendre
E. Pour montrer qu’elle est libre, soit aya; + - - - + a,a, = 0 une combinaison
linéaire nulle de aq,...,a,, avec les scalaires o; € K. Or, on a aussi la com-

binaison linéaire triviale Oa; + - - - 4 Oa,, = Og. Par conséquent, 'unicité de la

décomposition du vecteur O comme combinaison linéaire de aq,...,a, assure
que a; = ... = a, = 0. Ainsi, B est une base de F. [ |
Remarque 1.3.36. Dans la remarque 1.3.18, nous avons souligné que si (aq,...,a
Y ) ) n

est une famille génératrice de F, alors la décomposition d’un vecteur x € £ comme
combinaison linéaire de (ay,...,a,) n’est pas nécessairement unique. Mais si, de
plus, la famille (ay, ..., a,) est libre, le théoréme précédent affirme 1'unicité de cette

décomposition de z.
Ceci motive la définition légitime suivante :

Définition 1.3.37. Avec les notations du théoréme 1.3.35, les scalaires aq, . .., o,

s’appellent les coordonnées (ou composantes) du vecteur x dans la base B.
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m L'ordre des éléments a1, ..., a, d'une base B = (a1, ...,ay) est trés important. ||
1 est clair que si I'on change I'ordre des vecteurs aq,as, ..., ay, la nouvelle famille,
par exemple B’ = (ag,a1,...,a,) reste encore une base de E. Mais B’ est différente
de B et les coordonnées d'un vecteur x de E dans cette nouvelle base changent : si
T = ai1a1 + asas + ...+ apay,, alors ai,as, ..., a, sont les coordonnées de x dans
la base B, tandis que as9, a1, ..., a, deviennent les coordonnées de = dans la base B’.
L'importance de |'ordre des vecteurs d'une base sera visible lorsqu’on étudiera au chapitre
3 la notion de matrice associée a une application linéaire dans des bases données.

Exemple 1.3.38. 1. Nous avons déja vu que les vecteurs e; = (1,0,...,0), ey =
(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) sont linéairement indépendants et forment
une partie génératrice du K-espace vectoriel K. Donc B = {ey, ..., e,} est une

base de K", appelée base canonique de K”".

De plus, tout vecteur © = (z1,...,z,) € K" s’écrit x = z1e1 + ... + Tp€,.
Par conséquent, les scalaires xq,...,x, sont les coordonnées du vecteur z =
(x1,...,2,) de K" par rapport a la base canonique B.

2. La famille B = (1, X, X?, ..., X") est une base de K,[X], appelée aussi base

canonique de K, [X]. Tout polynéme P de K,[X] s’exprime de fagon unique
sous forme P = agl + a1 X + as X%+ ... + a, X" Par conséquent, les coefficients

ag, as, . ..,a, sont les coordonnées de P dans cette B.
. Soit a € K fixé. On rappelle que tout polyndéme P de K,[X] s’exprime aussi
sous la forme

Pll(a)
2!

n!

(X —a)*+ ...+ (X —a)"

oil, pour tout entier k compris entre 0 et n, P%*)(a) désigne la dérivée d’ordre
k au point a de P(X). C’est la formule de Taylor pour les polynémes que vous
avez apprise en premier semestre SMIATL.

Ainsi, pour tout a € K, la famille B’ = (1, X —a, (X —a)?,..., (X —a)") est
une famille génératrice de K, [X].

Montrons qu’elle est libre. Soient «y, aq, ..., a, dans K tels que
o+ (X —a)+as(X —a)* + -+ a,(X —a)" =0.
En prenant X = a, on obtient oy = 0, ce qui donne
(X —a)+ax(X —a)’+ -+ a,(X —a)" =0,
ou encore

(X —a)[ar+ (X —a)+- + (X —a)" '] =0.
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Puisque 'anneau K[X] des polynomes est intégre et le polynome X — a est

différent du polynome nul Ok|x, il vient
011+a2<X—a)+...+an(X_a)n—1 —0.

En remplagant X par a, on trouve oy = 0. En itérant ce procédé, on montre
que g =1 =g = ... =ay, = 0.

Par conséquent, B’ = (1, X —a, (X —a)?,...,(X —a)") est une autre base de
K, [X]. Les coordonnées d’'un polynome P € K[X] par rapport a cette base B’

sont donc
P'(a) P"(a) P (a)

w720 7 gl
4. Les vecteurs 1 et i constituent une base B = (1,7) du R-espace vectoriel C. Les

P(a),

coordonnées d'un complexe z = a + ib dans cette base sont ses parties réelle et
imaginaire a et b.

5. Soient l'espace vectoriel £ = F (R, R) et n un entier fix¢. Considérons ’ensemble
F des fonctions f : R — R de la forme f(x) = aye®+- -+ aue™ ot oy, . ..,
parcourent R. Il est facile de voir que F' = Vect(fi,..., f,) o fi,..., f, sont
les fonctions définies par fy(r) = € (1 < k < n). Donc (fi,..., f,) engendre
F. Puisque (f1,..., fn) est libre (exemple 1.3.31), alors c¢’est une base de F.

6. Les familles (v; = (1,—1,2),v, = (0,1,3)) et (z = (1,3,—-2), y = (3,3,0), z = (0,—3,3))
ne sont pas des bases de R3. En effet, la premiére famille n’engendre pas R?
(exemple 1.3.5 (4)), tandis que la seconde est liée (exemple 1.3.22).

7. Reprenons I'exemple 1.2.6 concernant le sous-espace vectoriel W de R? donné
par W = {(x1,221 + 29,21 — x2) / z1,29 € R}. Cherchons une base de W.
Pour ce faire, on commence d’abord par trouver une famille génératrice de W'.
Justement, on a déja vu dans 'exemple 1.3.12 que W est engendré par la famille
(v = (1,2,1),v3 = (0,1, —1)). Il reste a prouver que cette famille est libre. Si
avy 4+ Puy = Ogs, alors (o, 2a + B,a — ) = (0,0,0), ce qui entraine aisément

a = =0.Dou B = (v1,vy) est une base de W.

Les exemples précédents montrent qu’un espace vectoriel E peut avoir plusieurs
bases différentes. Donc il est naturel de se demander s’il y a en général une base
"préférée" a choisir parmi les autres bases de E. Pour 'espace vectoriel K", il est
souvent préférable de travailler avec la base canonique (eq, ..., e,). De méme, pour
I'espace K, [X], on choisit d’habitude la base canonique (1,X,...,X™). Ces bases
canoniques simplifient les calculs dans la plupart des situations. Cependant, il y a
des occasions ot d’autres bases serviront mieux certains propos spécifiques. C’est

par exemple le cas pour la base (1, X —a, (X —a)?,..., (X —a)") de K, [X].
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Espaces vectoriels de dimensions finies

Nous avons vu qu’un espace vectoriel peut avoir plusieurs bases différentes. Notre
objectif dans cette section est de prouver 'existence des bases et de collecter certaines
propriétés concernant le nombre de vecteurs d’une base. Pour cela, nous limitons

notre étude au cas des espaces vectoriels de dimensions finies.

1.4.1 Généralités

Définition 1.4.1. On dit qu’un espace vectoriel E sur K est de dimension finie
s’il possede une famille génératrice finie. Dans le cas contraire, on dit que E est de

dimension infinie.
Voici quelques exemples classiques d’espaces vectoriels de dimensions finies :

Exemple 1.4.2. 1. Le R-espace vectoriel R est de dimension finie : R = Vect(1).
En effet, ici F = K = R, et tout vecteur x € R s’écrit trivialement z = z.1

comme produit externe du vecteur 1 par le scalaire x.
2. De méme, le C-espace vectoriel C est de dimension finie : C = Vect(1).

3. D’une facon générale, le K-espace vectoriel K est de dimension finie : K =
Vect(1). Mais on peut prendre n’importe quel élément a # 0 comme générateur,

x
car pour tout z € K, on a z = Aa avec A = — € K. D’out K = Vect(a).
a

4. Pour tout entier n > 1, 'espace vectoriel K" = Vect(ey, ..., e,) est de dimension
finie. En particulier R™ est un espace vectoriel de dimension finie sur R et C"

est un espace vectoriel de dimension finie sur C.

5. Le R-espace vectoriel C est de dimension finie : C = Vect(1,i). En effet, ici
E =C, K = R et tout vecteur x € C s’écrit x = a.1 + b.z out a,b € R sont

respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de z.

6. K,[X] est de dimension finie, puisqu’il est engendré par la famille finie (1, X, X2, ...

7. Soit E un K-espace vectoriel quelconque (non nécessairement de dimension finie)
et soit (vy, ..., v,) une famille finie de vecteurs de E. Alors, par construction, le

sous-espace Vect(vy, ..., V,) est toujours de dimension finie.

Il ne ne faudrait pas croire que tous les espaces vectoriels sont de dimensions

finies. L’exemple suivant illustre cette situation.

Exemple 1.4.3. L’espace vectoriel K[X]| des polynomes est de dimension infinie

sur K. En effet, supposons par ’absurde qu’il est engendré par un nombre fini de
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polynoémes P, ..., P.. Soit n le plus haut degré des polynomes P, ..., P,, et écrivons
le polynéme X™*! comme combinaison linéaire de P, ..., P, :
X" =P+ + P (1.8)

En comparant les degrés dans cette égalité polynomiale (1.8), on aboutit a une

contradiction : deg (X)) =n + 1 et deg(ay P, + -+ + a,.B.) < n.

On verra plus loin que lespace vectoriel F(R,R) est également de dimension
infinie. En fait, il existe une théorie des espaces vectoriels de dimension infinie, mais

cela dépasse le cadre de ce cours.

1.4.2 Existence des bases dans les espaces vectoriels de dimensions finies

Nous avons déja donné des exemples de bases dans certains espaces vectoriels.
Mais jusqu’a maintenant, nous n’avons pas encore prouvé l’existence d’une base

dans un espace vectoriel quelconque. C’est le but du théoréme suivant :

Théoréme 1.4.4. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K. Alors toute
partie génératrice de E contient une base de E :
Si(ay,...,a,) est une partie génératrice de E, on peut en extraire une base (aj,, . .., a;,)

de FE.

DEMONSTRATION. Si E' = {0g}, on dit par convention que & est une base {Og}.
Prenons donc E # {0g} et raisonnons par récurrence sur n. Pour n = 1, E =
Vect(ay) avec a; # O et donc ay est libre. Ainsi le vecteur a; est une base de E.

Supposons que 1’énoncé du théoréme est vrai pour tout espace vectoriel engendré par
n vecteurs. Soit £ un espace vectoriel engendré par n + 1 vecteurs aq, ..., ay,, Gpi1-

Distinguons les deux cas suivants :
e Sile systéme (aq, ..., a,, a,+1) est libre, c’est une base de E.

e S’il est lié, la proposition 1.3.27 entraine l'existence d’un vecteur a; de cette

famille qui soit combinaison linéaire des autres et tel que

Vect(al, ey gy .. ,an+1) = Vect(al, P 0 N ¢ PR 7an+1)-
Il s’ensuit que £ = Vect(ay,...,a;_1,0i41,--.,0,11), Cest-a-dire que E est en-
gendré par n vecteurs ai,...,a;_1,11,.-.,0,+1. L’hypothése de récurrence
nous dit alors qu'il existe une base (by,...,b,) de E extraite de la famille
(al,...,ai_l,aiﬂ,...,an“). |
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Nous pouvons maintenant formuler une conséquence immédiate du théoréme

1.4.4.

Corollaire 1.4.5. Tout espace vectoriel E de dimension finie sur un corps K admet

au moins une base.

Comme nous avons vu dans certains exemples, un espace vectoriel peut avoir plu-
sieurs bases différentes. Une question naturelle s’impose, a savoir, quelles propriétés
communes peuvent exister entre différentes bases de E'7 Nous allons répondre a
cette question en prouvant que toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension
finie possédent le méme nombre d’éléments. Pour cela, nous avons besoin de mon-
trer un résultat préliminaire important qui va préparer le terrain. Sa démonstration

technique demande un peu de concentration et de patience!

Lemme 1.4.6 (de Steinitz). Soit E un espace vectoriel de dimension quelconque
sur K et n > 1 un entier. Alors n + 1 combinaisons linéaires de n vecteurs de E
sont toujours linéairement dépendants.

Plus précisément, si les vecteurs by, . .., b,11 sont combinaisons linéaires des vecteurs

A1y, Cy, alors by, ... by sont linéairement dépendants.

DEMONSTRATION. La démonstration est basée sur un procédé d’élimination et s’ef-
fectue par récurrence sur ’entier n.

1. Pour n = 1, on a deux vecteurs b; et by qui sont combinaisons linéaires du
vecteur a;. Il existe donc des scalaires « et 5 tels que by = aaq et by = [aq. Si
a=0ouf =0, alors by = 0g ou by = O, et donc (by, by) est lice. Si o # 0 et
B # 0, on a la relation de liaison non triviale Sb; — aby = 0 qui montre que
(b1, by) est liée.

2. Supposons la propriété satisfaite pour n—1, c’est-a-dire, n combinaisons linéaires

de n — 1 vecteurs sont toujours linéairement dépendants, et démontrons-la pour

n—+1. Soit donc n+1 vecteurs by, . . ., b,, b,11 de E qui sont combinaisons linéaires
de n vecteurs ay, . ..,a,. On peut alors écrire pour tout i € {1,...,n+ 1},
b; = ¢; + aa, avec o; € K et ¢; € Vect(ay, ..., an-1).

A ce niveau, deux cas se présentent :

e Sitous les scalaires oy; son nuls (1 < ¢ < n+1), alors chaque b; € Vect(ay,...,a,-1).
En particulier, les n vecteurs b1, . . ., b, sont combinaisons linéaires de a4, ..., a,_1.
Nous appliquons alors I’hypothése de récurrence pour déduire que les vec-
teurs by, ...,b, sont linéairement dépendants, et il en sera donc de méme de

la sur-famille by, ..., b,,bp11.
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e Sinon, au moins un des scalaires «; est non nul. Quitte & renuméroter si
nécessaire les vecteurs, on peut supposer (sans perdre la généralité) que
a1 # 0 par exemple. Considérons maintenant les vecteurs vy, . . . , v,41 définis
par

Vg = Oélbg — Oéle, ceoy,Upa1 = Oélbn+1 — Oén+1bl,
c’est-a-dire,
V; :albi—aibl (222,,n+1)
Il n’est pas difficile de remarquer que ces vecteurs vs, ..., v,+1 n’ont pas de

composantes sur le vecteur a,. En effet, pour tout 1 =2,... ,n+1,
V; = Oélbl' — Oél'bl = 1 (Ci + aian> — (Cl + oqan) = X1C; — ¢;Cq.

Donc v; € Vect(ay,...,a,_1), car ¢; et ¢; sont dans Vect(ay, ..., a,_1).

Par conséquent, nous sommes en présence de n vecteurs vs,...,v,11 qui
sont combinaisons linéaires de n — 1 vecteurs aq, . .., a,_1. Par hypothése de
récurrence, ces vecteurs vs,...,U,11 sont linéairement dépendants. On en

déduit l'existence de scalaires non tous nuls s, ..., 5,11 tels que

Povo + -+ - + Bpi1Upy1 = O0p,

ce qui revient a dire que

Bz(()élbg — OZle) + -+ Bn-i-l(albn-i-l - an-‘rlbl) = OE

En regroupant les ccefficients en by, on obtient :
— (Baca + -+ + Buy10ni1) b1 + (Bacr)ba + - - + (Bpi101)bni1 = Op.

Comme a3 # 0 et (Ba,...,0n+1) # (0,...,0), alors (Baauy, ..., Buy11) #
(0,...,0). Finalement, la famille (by,bs,...,b,41) est liée, ce qui achéve la

preuve. |

Le lemme précédent est le point de départ de plusieurs résultats que nous dé-

montrerons dans la suite. Commencons par le corollaire immédiat :

Corollaire 1.4.7. Soit E un espace vectoriel engendré par une famille (aq,. .., ay)

an éléments. Toute famille (by,...,b,) d’éléments de E de cardinal p > n est liée.

DEMONSTRATION. Soit (by,...,bn, byt1,...,b,) une famille de vecteurs de cardi-

nal p > n. Selon le lemme de Steinitz, la famille (by,...,b,,b,11) est liée, car
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bi,...,bn, b,y sont combinaisons linéaires de aq,...,a,. On applique alors la pro-

position 1.3.26 (2) pour déduire que la sur-famille (by, ..., by, byt1, ..., by) est lice. W

Par contraposition, nous obtenons :

Corollaire 1.4.8. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K. Si L =
(a1,...,ap,) est une famille libre de E et G = (by,...,b,) est une famille génératrice

de E, alors p < n.

DEMONSTRATION. Par I’absurde, si p > n, alors le corollaire qui précéde implique

que la famille £ = (ay,...,a,) ne sera pas libre. n

A présent, nous sommes en position de prouver le théoréme principal suivant :

Corollaire 1.4.9. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K, et By, By

deux bases quelconques de E. Alors card(B;) = card(Bs).

DEMONSTRATION. Puisque B; est libre et B, engendre E, le corollaire 1.4.8 af-
firme que card(B;) < card(Bs). En inversant les roles de By et By, on obtient aussi

card(By) < card(B;). La démonstration est terminée. [

Le corollaire 1.4.9 justifie bien la définition suivante.

Définition 1.4.10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K. On appelle
dimension de F sur K, et l’on note dimg F, le cardinal de n’importe quelle base
de E.

Lorsqu’il n’y a aucune confusion sur le corps K, on peut noter simplement dim(E)

la dimension de E sur K.

Exemple 1.4.11. D’apres 'exemple 1.4.2, on a immédiatement :
1. dimg K" = n.
2. En particulier, dimg(K) = 1 et donc dimg R = 1, dim¢ C = 1.

3. Mais attention, dimg C = 2. Ceci montre la dimension d'un espace vectoriel E

dépend du corps des scalaires K.
4. dimg K, [X] =n+ 1.

5. Retournons a l'exemple 1.2.6 & propos du sous-espace W de R3 donné par

W = {(1]1, 2r1 + Lo, L1 — [L’Q) / X1,To € R}
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D’aprés I'exemple 1.3.38(7), la famille B = (v; = (1,2,1),v = (0,1, —1)) est
une base de W. D’out W est de dimension 2. Remarquons que 2 est le nombre
de parameétres xq, xo qui définissent le sous-espace W. Ces deux paramétres x;
et xo varient de facons arbitraires dans R et n’ont aucune relation entre eux.
Pour bien fixer les idées, prenons un autre exemple avec des paramétres dépen-
dant les unes des autres :

Soit F = {(x,y,2) € R* / x +y — 32 = 0}. On vérifie aisément que F est
un sous-espace vectoriel de R?® dont nous allons chercher la dimension. Tout
vecteur v = (x,y, z) de F vérifie z +y — 3z = 0. Ici, les trois paramétres z,y, z
ne sont pas tous quelconques, car on peut écrire par exemple z en fonction de
Y,z : x = —y+ 3z. On va donc éliminer un paramétre, par exemple x, et laisser
seulement deux paramétres, par exemple y et z. Ainsi, v = (—y + 32,9, 2) ou
Y, z sont deux paramétres arbitraires. Montrons alors que F' est de dimension

2. On sépare les paramétres y et z dans le vecteur v :

U= (_y+327yvz)
= (_y7y70) + (327072>
= y(=1,1,0) + 2(3,0,1),

qui est donc combinaison linéaire des vecteurs a; = (—1,1,0),a2 = (3,0,1). On
vérifie facilement que a; et as appartiennt a F', car chacun de ces deux vecteurs
satisfait I’équation z+y — 3z = 0. On montre ensuite que (aq, az) est libre. D’ou

B = (a1, ay) est une base de R?, et par suite, dim(F) = 2.

Remarque 1.4.12. 1. Lorsque l'espace vectoriel E est de dimension infinie, on

2.

3.

écrit par convention dimg E = oo.

Le singleton £ = {0Og} ne posséde pas de base, car le vecteur Og est lié. Par

abus d’écriture, on prend dim{0g} = 0.
En adoptant le vocabulaire de la géométrie :

e Un espace vectoriel de dimension 1 est de la forme D = Vect(u) avec u # Og.
On l'appelle droite vectorielle engendrée par u. On dit aussi que c’est la
droite vectorielle dirigée par le vecteur u. Observons que cette droite D est
dirigée aussi par n’importe quel vecteur non nul v € Vect(u). En effet, v est

de la forme v = Au avec A € K*, et donc Vect(v) = Vect(u) = D.

e Un espace vectoriel de dimension 2 s’écrit P = Vect(u,v) avec (u,v) libre.

Il s’appelle plan vectoriel engendré par u et v.
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e Dans un espace vectoriel £ de dimension n, tout sous-espace vectoriel de
dimension n — 1 est appelé hyperplan de E. Par exemple, les hyperplans
de R? sont les plans vectoriels alors que les hyperplans de R? correspondent

aux droites vectorielles.
Le corollaire 1.4.8 permet aussi de déduire :

Corollaire 1.4.13. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Pour toute

partie libre L de E et pour toute partie génératrice G de E, on a
card(L) < n < card(G)

Autrement dit :
1. Toute famille libre de E a au plus n éléments,

2. Toute famille génératrice de E a au moins n éléments.

DEMONSTRATION. Soit B une base de E. Puisque dim(F) = n, alors B contient
exactement n vecteurs. D’abord on applique le corollaire 1.4.8 a la partie libre £ et
la partie génératrice B pour trouver card(£) < n. La seconde inégalité n < card(G)

s’obtient de méme en considérant la partie libre B et la partie génératrice G. [ ]

Le corollaire qui précéde peut s’exprimer de facon équivalente :

Corollaire 1.4.14. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
1. Toute famille qui a plus de n éléments de E est lice,

2. Toute famille qui a moins de n éléments de E n’engendre pas E.

Exemple 1.4.15. On a vu que, dans l'espace vectoriel £ = F(R,R), pour tout
n > 1, la famille de fonctions {fi,..., fo}, avec fy(z) = e**  est libre. On en déduit
que 'espace vectoriel £ = F(R,R) est de dimension infinie. En effet, s’il était de
dimension finie n, alors toute famille libre dans E doit étre de cardinal < n. Mais

(fis- -y fa, fus1) est libre! Contradiction.
Voici un autre moyen pour fabriquer des bases d'un espace vectoriel :

Théoréme 1.4.16 (Théoréme de la base incompléte). Soit E un espace vectoriel de
dimension finie n. Si L = (aq,...,a,) est une famille libre de E avec p < n, alors

on peut la compléter en une base B = (ay,...,ap, Gpi1, ..., 0,) de E.

Abdellatif Bentaleb 43 Facultés des Sciences de Meknés

Le théoréme de la
base incompléte est
trés important en Al-
gébre Linéaire ; il est
utilisé dans de nom-
breuses situations



44 Chapitre 1. Espaces vectoriels

DEMONSTRATION. Comme p < n, alors la famille £ n’engendre pas F, d’aprés
le corollaire 1.4.14. Il existe alors un vecteur de E, que nous notons a,y;, qui
n’est pas combinaison linéaire de ai,...,a,. Selon le théoréme 1.3.32, la famille
(a1,...,ap,ap11) sera libre. Si cette nouvelle famlle (aq,...,a,, ap41) engendre E,
alors c’est une base de E et p+1 = n. Si ce n’est pas le cas, il existe un vecteur a,o
qui n’est pas combinaison linéaire de ay,...,ap, apt1. Donc (aq, ..., ap, Gpi1, Gpio)
sera libre, en vertu du théoréme 1.3.32. On répéte ce processus autant de fois que
possible jusqu’a obtenir finalement une famille B = (ay,...,ap, Gpi1,apio, - .., ap)
qui est libre. Cette derniére famille est nécessairement génératrice de E, car dans le
cas contraire, il existera un vecteur v,,; € E qui n’est pas combinaison linéaire de
B, et donc (ay,. .., G, a,+1) sera libre d’aprés le théoréme 1.3.32; et ceci contredit
le corollaire 1.4.13, puisque le cardinal d’une famille libre ne peut dépasser la di-

mension. Ainsi, B est une base de E. [ |

Soit E/ un espace vectoriel de dimension n. D’apres le corollaire 1.4.14, une
partie libre de cardinal < n ne peut pas étre génératrice de E. De méme, une
partie génératrice de cardinal > n ne peut étre libre. Que peut-on dire maintenant
d’une partie libre ou génératrice de E ayant exactement n éléments? la réponse est
donnée par le résultat suivant qui est trés souvent utilisé pour simplifier les calculs
lorsqu’on désire prouver qu'une famille de vecteurs est une base d’un espace vectoriel

de dimension finie dont on connait déja la dimension :

Corollaire 1.4.17. Soit E un espace vectoriel de dimension n, et (ai,...,a,) une

famille a n vecteurs de E. Alors :

(ay,...,a,) est une base de E <= (ay,...,a,) est libre <= (ay,...,a,) engendre E.
DEMONSTRATION.
e Supposons que la famille F = (vy,...,v,) est libre. Pour montrer qu’elle en-

gendre F, prenons un vecteur quelconque v de E. D’apreés le corollaire 1.4.14,
la famille (vy,...,v,,v) est forcément liée, car elle est de cardinal n + 1 > n.
D’aprés le corollaire 1.3.33, v € Vect(vy,...,v,). Ainsi, v est combinaison li-
néaire de vy, ..., v,. D’ou (vy,...,v,) est une base de F.

e Si la famille F = (vy,...,v,) est génératrice de E, le théoréme 1.4.4 affirme
que cette famille contient une base B de E. Puisque dim(F) = n, cette base B
admet obligatoirement n vecteurs. Par conséquent, cette base B ne peut étre

que la famille F elle-méme. [ |
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Il est naturel de penser que tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel

de dimension finie est lui-méme de dimension finie :

Théoréme 1.4.18. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F' un

sous-espace vectoriel de E. Alors :

1. F est lui-méme de dimension finie et

2. En particulier, si dimg(F) = dimg(FE), alors F = E.
DEMONSTRATION.

1. Toute famille libre d’éléments de F' est aussi une famille libre dans F, elle
a donc moins de n éléments d’aprés le corollaire 1.4.13. Considérons une
famille libre £ = (vy,...,v,) d’éléments de F, de cardinal maximal p. On a
donc p < n et toute famille libre de F' est de cardinal < p. Soit v un vecteur
quelconque de F. La famille (vy,...,v,,v) ne peut pas étre libre, car son
cardinal p +1 > p. Elle est donc liée, donc le corollaire 1.3.33 entraine que
v est combinaison linéaire de (vy,...,v,). La famille B = (vy,...,v,) est

donc génératrice de F' : c’est une base de F.

2. Si dim(F) = dim(E), alors la base Bp = (vy,...,v,) de F est de car-
dinal p = n. En particulier, Br est une famille libre dans E de cardinal
n = dim(E). D’aprés le corollaire 1.4.17, Br est une base de E. Il en dé-
coule que tout vecteur u € E est combinaison linéaire de B, et donc u € F.

Diow, E = F. n

i La seconde assertion de ce théoréme est souvent utilisée pour démontrer que
deux K-espaces vectoriels E et F' de dimensions finies sont égaux, a condition
bien siir que F' soit inclus dans E.

Exemple 1.4.19. Soit F' le sous-ensemble de R* défini par
F ={(xy, 29,21 + 22,221 + 23) / 1 € R, 25 € R}.

On montre facilement que F est un sous-espace vectoriel de R*. La représenta-
tion de F' est dite paramétrique, car chaque vecteur z = (x1, x93, x1 + 2, 221 +
x9) € F est déterminé a l'aide des paramétres xy,z5. En vertu du théoréme
1.4.18, dim(F) < dim(R?) = 4.

— Pour trouver la dimension de F', on doit connaitre une base de F'. Pour ce

faire, cherchons une famille génératrice de F'.
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Soit x = (1, 3%, 21 + T9,221 + 23) € F. On a :

xr = (l’l,O,fEl,Ql'l)+(0,3l’2,$2,$2)
— 21(1,0,1,2) + 25(0,3,1,1)

qui est donc combinaison linéaire de a; = (1,0,1,2) et as = (0,3,1,1).
Remarquons que a; et as appartiennent bien a F', puisque a; = (y1, 3y2, y1 +
Y2,2y1 + y2) avec y1 = 1,yo = 0, et ay = (21,322, 21 + 22,221 + 22) avec
z1 = 0,ty = 1. D’ou F' = Vect(ay, as), c’est-a-dire, (aj, asz) est une famille
génératrice de F.

Montrons maintenant que cette famille (aq,as) est libre. Soient oy et s
dans R tels que aja; + asas = Oga. Alors les calculs simples nous donnent

(a1, 3ag, o + g, 201 + ) = (0,0,0,0), d’ou le systéme linéaire
a1 = 0
3&2 =0

&1+(12:2

L 201 + a9 =0

On obtient donc nécessairement a; = ag = 0. Notons qu’on pouvait remar-
quer simplement que a; et as ne sont pas proportionnels, pour dire qu’ils
sont linéairement indépendants. Par conséquent (aq, as) est une base de F,
ce qui entraine dim(F') = 2. Le sous-espace vectoriel F' est donc un plan
vectoriel de R%.

La famille (a;,a) est libre dans R*, mais ce n’est pas une base de R?.
Complétons (ay,as) en une base de R*, en nous inspirant du théoréme de
la base incompléte. Comme dim(R?) = 4, il manque deux vecteurs dans
(a1,as2). Mais comment compléter concrétement une famille libre en une
base de E'? Pour satisfaire la curiosité des étudiants, nous affirmons qu’il
y a une infinité de possibilités pour choisir deux vecteurs convenables ag
et ay de R*. Prenons par exemple a3 = (0,0,1,0) et ay = (0,0,0,1) issus
de la base canonique de R*, et regardons si (ay,as, as,ay) est libre. Soient
a1, g, a3, a4 dans R tels que aja; + asas + azas + agay = 0p. Alors le

systéme
o] = 0

30(2:()

051+052+043:2

\2051+CY2+064:O
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donne aisément a; = s = a3 = ay = 0. Par conséquent, (ay, as, as, ay) est
libre ; et comme son cardinal 4 est égal & la dimension de I'espace R*, alors

le corollaire 1.4.17 assure que (ay, as, as, ay) est une base de R*.

Nous achevons cette sous-section par I’étude de la dimension de I'espace vectoriel
produit.

Exemple 1.4.20. Soient F; et Fy deux espaces vectoriels de dimensions finies
sur le méme corps K. Montrons que ’espace vectoriel produit E; x Es est de

dimension finie et que

Pour cela, soient By = (uy, ..., u,) une base de E; et et By = (vy,...,v,) une

base de F,. Construisons une base de E; X FEs.

— On commence toujours par chercher une partie génératrice de Fy x Es : Soit
x = (x1,3) un vecteur quelconque de Ey X Fy. Comme B; engendre Ej et
B, engendre FEj, il existe des scalaires ay,...,q, et Bi,..., 3, dans K tels

que 1 = oqug + -+ - + iy, et o = frog + -+ - + By, 1l en résulte que :

r = (oquy + -+ anly, frog+ -+ Bpup)
= (qur + -+ + apin, 0m,) + (Om,, Bror + -+ + Bpup)
= (a1u1,0m,) + -+ + (@un, 0p,) + (0, Bi1v1) + -+ + (05, Byvp)
= oq(u1,08,) + -+ an(tn, 0g,) + B1(0g,, v1) + - - + Bp(0g,, vp).

Donc B = {(u1,0g,), .., (Un, 0g,) } U{(0g,, v1), ..., (0g,,v,)} est une partie
génératrice de Fy x Es.

— Montrons que cette partie B est libre. Soient oy, ..., a, et B,..., 3, dans
K tels que o (u1,08,) + - -+ 4+ ay(tn, 0g,) + F1(0g,, u1) + -+ - + B (0g,, vp) =

0g = (0g,,0g,). En remontant dans les calculs précédents, il vient
(Qrur + - - + iy, Brogr+ -+ Brvy) = (0g,, 0g,),

d’ou
ajuy + -+ opu, =0g, et frog 4+ Byu, = 0p,.

Puisque B est libre dans E; et By est libre dans Fs, nous déduisons

= =a,=0 et Bi=-=p8=0.
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Il en découle que B est une base de Ey x Ey, d’ott dim(F; X Ey) = card(B) =
On peut généraliser par récurrence la formule précédente a plusieurs K-espaces

vectoriels i, Es, ..., E} :

dim(E) x Ey X -+ x Ey) = dim(E)) + dim(Ey) + - - - + dim(Ey)

11 suffit d’employer la formule Ey X -+ X Ep_; X By = (Ey X -+ X Ex_1) X E}.
Exemple 1.4.21. Rappelons que dimg(K) = 1, et donc les seuls sous-espaces
vectoriels de K sont les sous-espaces vectoriels triviaux {Ox} et K. La formule
précédente de la dimension d’un espace vectoriel produit permet de retrouver

que dimg (K") = n. En effet,

dimg (K™ :dimK<K X e X K) — dimg(K) + - -+ dimg(K) = 14---+1 = n.

n fois

1.4.3 Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 1.4.22. Soient E un espace vectoriel sur K et F une famille finie de
vecteurs de E. On appelle rang de F, et l'on note rg(F), la dimension du sous-
espace vectoriel Vect(F) de E engendré par F.

En notant F = (vy,...,v,), on a :

rg(vy, ..., v,) = dim (Vect(vy, ..., v,))

)

Il est clair que l'ordre des vecteurs vy, ...,v, dans la famille (vy,...,v,) n'a

pas d’importance dans le calcul du rang de cette famille.

Remarque 1.4.23. Soient F et F’ deux familles finies de vecteurs de F.

Si F C F', alors rg(F) < rg(F').

En effet, selon la proposition 1.3.14, I'inclusion F C F’ des familles implique I'in-
clusion Vect(F) C Vect(F’') des sous-espaces. Donc on peut dire que Vect(F) est
un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel Vect(F”). Finalement, en appliquant le

théoréme 1.4.18, il vient dim(Vect(F)) < dim(Vect(F')). D’ou le résultat.

Avant d’énoncer quelques propriétés du rang, traitons un exemple simple pour

comprendre comment calculer le rang d’une famille.

Exemple 1.4.24. Dans l’espace vectoriel £ = R*, déterminons le rang de la famille

F = (Ul,U27U3) ou v; = (1, ]_,0, —1>, Vg = (]_,2, 1,0) et vy = (3,572, —1)
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On a rg(vy, va,v3) = dim(Vect(vy, va,v3)). Cherchons donc une base du sous-espace
vecoriel F' = Vect(vy, vg, v3). Il est évident que la famille (v, v9, v3) engendre F'; mais
est-elle libre? Un calcul facile montre qu’elle est liée, puisque v3 = v; + 2v,. Donc
(v1,v9,v3) n'est pas une base de F. Mais le théoréme 1.4.4 affirme que (vy, vq,v3)
contient une base de F'. Plus précisément, puisque v3 est combinaison linéaire de vy

et vy, le corollaire 1.3.17 nous permet d’éliminer le vecteur vs :
Vect(vl, Vo, ’U3) = Vect(vl, Ug).

Ainsi, rg(vy, ve, v3) = dim(Vect(vy, va,v3)) = dim(Vect(vy, vs)) = rg(vy, vo). La sous-
famille (v1,v9) engendre donc F. Or, il est facile de vérifier que (v, v9) est libre,
parce que les deux vecteurs v; et v, ne sont pas proportionnels. Par conséquent,

(v1,v2) est une base de F. D’ou rg(vy, va, v3) = dim(F) = 2.

Proposition 1.4.25. Soient E un espace vectoriel sur K et F = (vq,...,v,) une

famille de p vecteurs de E. Alors :

1. rg(vy,...,v,) < p. Cest-a-dire, le rang d’une famille de p vecteurs est au plus
égal a p.

2. Si E est de dimension finie, on a rg(vy,...,v,) < dim(FE).
DEMONSTRATION. Notons F' = Vect(F), et donc rg(F) = dim(F).

1. D’une part, F = (vy,...,v,) est une famille génératrice du sous-espace vectoriel
F ayant p éléments. D’autre part, le corollaire 1.4.13 atteste que le cardinal p

de la famille génératrice F de I’espace vectoriel F' est > dim(F'). Il s’ensuit que
rg(F) <p.
2. F' étant un sous-espace vectoriel de F, le théoréme 1.4.18 exige nécessairement

dim(F) < dim(E). Ceci entraine rg(F) < dim(FE). u

i La proposition précédente peut s'écrire :

rg(F) < min (card(]—"), dim(E))

Proposition 1.4.26. Soient E un espace vectoriel sur K et F = (vq,...,v,) une

famille de p vecteurs de E. Alors :
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1. rg(ve,...,v) =p <= (v1,...,v,) est libre.

2. rg(vy,...,v,) est égal au cardinal mazimum d’une sous-famille libre de F.
DEMONSTRATION.
1. @ Si F = (vy,...,0,) est libre, comme elle engendre déja le sous-espace Vect(F),

c’est une base de Vect(F). D’ou
rg(F) = dim(Vect(F)) = card(F) = p.

e Réciproquement, si rg(F) = p, alors dim(Vect(F)) = p. Donc F est une famille
génératrice de Vect(F) dont le cardinal p est égal a la dimension de Vect(F).
Le corollaire 1.4.17. affirme alors que F est une base de Vect(F), et donc F

est libre.

2. Puisque F est une famille génératrice du sous-espace Vect(F), le théoréme 1.4.4
nous dit que F contient une base B = (v;,...,v; ) de Vect(F). Donc B est
une sous-famille de F qui est une base de Vect(F). Il en résulte que card(B) =
dim(Vect(F)) = rg(F).

Soit maintenant L une sous-famille libre quelconque de F. Nous allons voir que
card(L) < card(B). En effet, par le corollaire 1.4.13, card(L) < dim(Vect(F)).
D’ou card(L) < rg(F) = card(B). Par conséquent, parmi les sous-familles libres

de F, la sous-famille libre B admet le plus grand cardinal. [ |

Remarque 1.4.27. Le rang de (vy, . .., v,) est donc le nombre maximum d’éléments
d’une famille libre extraite de (vy,...,v,).

Par conséquent, rg(vy,...,v,) = r si et seulement si il existe une famille libre de r
vecteurs extraite de (vy,...,v,), et si toute famille extraite de (vy,...,v,) de cardi-
nal > r est liée.

Enfin, si rg(vy,...,v,) = r, alors toute famille libre de r éléments extraite de

(v1,...,v,) est une base du sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs vy, . .., vp.

Exemple 1.4.28. Retournons & ’exemple ci-dessus dans lequel la famille F =
(v1,v9,v3) était liée. Donc n’importe quelle famille libre extraite de F est nécessai-
rement de cardinal < 3. Comme (v1,v;) est une famille libre extraite de F qui est
de cardinal 2, la proposition précédente nous confirme que rg(vy, ve, v3) = 2.

Dans cet exemple, on peut prendre aussi (vq,v3) (ou encore (vy,v3)) qui est aussi

une famille libre extraite de F de cardinal maximum 2.
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Exemple 1.4.29. Dans l'espace vectoriel £ = R3, considérons la famille F =
(v1,v9,v3,04) avec v = (1,—1,1), vy = (—1,1,—-1), v3 = (0,1,1), vy = (1,0,2).
D’apres la proposition 1.4.24,

rg(F) < min (card(]—"), dim(R4)) = min(4,3) = 3.

Le rang de F ne peut donc pas étre égal a 4. Ceci peut étre expliqué d’une autre
maniére sans faire aucun calcul : la famille F est liée car son cardinal 4 est supérieur
a la dimension 3 de I’espace vectoriel R3. D’autre part, on remarque que v, = —v; et
vy = v1 + v3. Donc Vect(vy, vq, v3,v4) = Vect(vy,v3). Comme (vq,v3) est libre, c’est
une famille libre extraite de F de cardinal maximum. D’ou rg(vy, ve, vs,v4) = 2.

Observons qu’on ne peut pas extraire de F une famille libre de cardinal 3.

Nous retiendrons donc que la détermination du rang d’une famille finie F re-
vient a extraire de F une sous-famille libre qui contient le maximum de vecteurs.
Du point de vue théorique, cette méthode est intéressante; mais pour le coté pra-
tique, elle n’est pas trés efficace, surtout quand le cardinal p de la famille est assez
grand. Nous verrons au chapitre 3 un algorithme efficace, appelé méthode de Gauss,
permettant de calculer plus facilement le rang d’une famille finie de vecteurs. C’est

ce moyen systématique qui sera le plus souvent utilisé dans la pratique.

Somme de sous-espaces vectoriels

Nous avons déja observé dans l'exemple 1.2.17 que la réunion de sous-espaces
vectoriels d’un espace vectoriel F n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E.

En fait, pour contourner ce probléme, la réunion devra étre remplacée par le concept

suivant :
Définition 1.5.1. Soient Fi,--- , F, des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel
E. On appelle somme des sous-espaces vectoriels Fy, ..., F,, et l'on note, Fy+---+

n

F,, ou encore ) F;, l’ensemble de tous les vecteurs de E de la forme xq + - -+ x,,
i=1

ou x; € F; pour tout 1.

En d’autres termes,

i+ +F,={xi+ - +x,/z1€EF,...,2, € Fp}
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Donc un vecteur x de E appartient & F; +- - - 4 F}, si et seulement si il existe des

vecteurs x; € [y, ...,x, € Fj tels que x = 21 + - - + 2.

En particulier, la somme Fj 4+ F5 de deux sous-espaces vectoriels de E est définie
par Fl + F2 = {ZCl + Zo / T € Fl,QZQ € FQ}

Par analogie avec le théoréme 1.3.8, on va montrer que I’ensemble F; + - -- + F;

p
est le plus petit sous-espace vectoriel de F contenant Fi,..., F, :
Proposition 1.5.2. Soient Fi,..., F, des sous-espaces vectoriels de E. Alors :

1. Fy + ---+ F, est un sous-espace vectoriel de .

2. Iy +---+ F, contient Fy,..., F,.

3. Si G est un sous-espace vectoriel de £ contenant Fi,..., [}, alors G contient
Fi+---+ F,
DEMONSTRATION.

1. @ D’abord O =0g +---+0g € F1 +--- + F, car Og € F; pour tout 1.

e Soient x,y € Fi+---+F, et a, 8 € K. Il existe des vecteurs z; € [y, -+ , 2, €
Foetype Fi,---,yp € Fptelsquex =21 +---+a,et y =y + -+ + yp.
D’apreés les régles de calculs dans 'espace vectoriel E, ax+ Sy = (ax1+ Byr)+
-+« + (axp, + Pyp). Or, chaque F; étant un sous-espace vectoriel de E, donc
azv; + By; € F;. D'ow ax + By € Fy + - - - + F),, et par suite, Fy +--- + F), est

bien un sous-espace vectoriel de FE.

2. Pourtout+ =1,...,pet pour tout x; € F;, on peut écrire x; = Og+- - -+x;+- - -+
Op € Fi+---+F, car0; € Fy,--- o, € F},...,0g € I},. Donc F; C Iy +---+F),.
D’ou Fy + - -+ + F}, contient chacun des sous-espaces F, - - , I},

3. Soit G' un sous-espace vectoriel de E contenant Fi, ..., [F,. Pour prouver que
G contient Fy + --- + F),, prenons un vecteur quelconque x € Fy + --- + F,.
Il s’écrit sous forme z = zy + --- + x, avec 1 € Fi,...,x, € F,. Puisque
FyCdqG,...F,CG,alorsz; € G, ..., 2, € G. Mais comme G est un sous-espace

vectoriel de E, alors x; +---+z, € G, dou v € G. [ |

La proposition précédente exprime que Fj+- - -+ F, est le plus petit sous-espace

vectoriel de E contenant Fy U --- U [},

Remarque 1.5.3. La commutativité et 'associativité de ’addition des vecteurs

dans ’espace vecoriel E entraine immédiatement la commutativité et 'associativité
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de la somme des sous-espaces vectoriels de F :
F1+F2:F2+F1, (F1+F2)+F3:F1+(F2+F3)

Il est évident aussi que F'+ {Og} = F pour tout sous-espace F' de E.

Mais attention, nous avons F'+ F' = F. En effet, on a déja ' C F + F' car tout
vecteur x € F' s’écrit x = x + 0 € F + F. Réciprquement, si x € F 4 F', il existe
xr1,x9 € I tels que x = x1 + x9. Comme F est un sous-espace de E, alors x € F,
dou F+ F CF.

Notons aussi que, par exemple, F} + Fy C F} + Fy + F3, car tout vecteur x € F + I,
s'écrit x = x1 + x5 avec x1 € I et x5 € Fy, et donc x = 21 + 22 + O avec O € F3.

Plus généralement, si J C I = {1,...,p}, alors > F; C > F.

= iel
Proposition 1.5.4. Soit Fy et Fy deuz sous-espaces de E. Si Ay = {ay,...,a,} en-
gendre Fy et Ay = {by,..., by} engendre Fs, alors AyUAy = {ay,...,an,b1,...,b,}
engendre Fy + F5.

DEMONSTRATION. Six € Fy+F5, il existe x1, x5 € F tels que x = x1+x5. Or, 21 se
décompose comme combinaison linéaire de éléments de Ay : z1 = a1 + - - - + Q,ay,
avec Qq,...,a, € K. De méme, xo = 51by + -+ + Bpbm, avec By, ..., 0, € K. D’ou
r=ao1a1 + -+ aya, + by + - - - + Bnby est combinaison linéaire des vecteurs de
A U A,. [ |

Remarque 1.5.5. Cette propriété s’étend facilement & un nombre quelconque p de
sous-espaces vectoriels Fi,..., F), de E :
Si F; = Vect(4;) pour tout ¢ = 1,...,p, alors Fy +--- + F, = Vect(4; U--- U A4,),

ou de maniére équivalente,

Vect(A; U---UA,) = Vect(A4;) + - - - + Vect(A,)

Remarque 1.5.6. Soient Fi, ..., F, des sous-espaces vectoriels de £. Parfois, il se

peut que le sous-espace F}+- - -+ F), soit égal a E tout entier. Cette situation s’écrit :

FE=F+-+F, < ECF +--+F,
= Vo eE J(vy,...,70) EF X - X Fyio=x1+ -+

En effet, on a toujours Fy + --- + F, C E car F} + --- + F}, est un sous-espace de
E. Donc I'égalité E = F + - - - + F}, est équivalente a l'inclusion &/ C Fy + - - + [},
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c’est-a-dire, tout élément x de E peut s’écrire sous la forme z; + --- + x, avec

(x1,...,2p) € F} X --- X F,.

Nous voulons & présent généraliser pour les sous-espaces vectoriels la notion de
vecteurs linéairement indépendants. Soient Fi, ..., F), des sous-espaces d'un espace
vectoriel . Nous savons que tout vecteur x € F} + --- 4 [, peut s’écrire sous la
forme x = 1 + -+ - + xp, avec 1 € [F1,...,x, € F},. Cette représentation de z n’est
pas unique en général. Pour le voir, prenons l’exemple suivant avec p = 2 pour

simplifier :

Exemple 1.5.7. Soient £ = R3 F; = {(a,a,b) / a,b € R}, Fy = {(c,d,d) / c,d €
R}. Une vérification de routine montre que F et Fy sont des sous-espaces vectoriels
de E. De plus, le vecteur x = (1,2,1) appartient a Fy + Fy car (1,2,1) = (1,1,0) +
(0,1,1) avec (1,1,0) € Fy et (0,1,1) € F,. Mais ce méme vecteur = s’écrit aussi

d’une autre maniére : x = (0,0, —1) + (1,2,2) avec (0,0,—1) € F} et (1,2,2) € F>.

Pour remédirer a cet inconvénient, nous devons introduire la notion de somme
directe qui s’impose naturellement. Soulignons d’abord que le vecteur Og appartient
toujours au sous-espace [ + - - -+ F), puisque O = Og + - - - + 0. Peut-on avoir une

autre décomposition Op = 1 +--- +x, avec x; € Fy,..., 2, € F,7

Définition 1.5.8. Soient Fi,...,F, des sous-espaces vectoriels de E. On dit que
Fy 4+ -+ F, est une somme directe si la seule écriture du vecteur Op dans

Fy + -+ F, est Uécriture triviale O = Og + - - - + 0p. C’est-a-dire :

Ve, e Fy,....Vo, € F,: o1+ +2,=0g= 2, =" =12, =0g

Dans ce cas, la somme Fy + ---+ F), est notée [y @ --- D F),.

Exemple 1.5.9. Dans F = R3, considérons les sous-espaces vectoriels

Flz{(Oé,0,0)/OKER}, FQZ{(ﬁ7ﬁvo) /BER}, F3:{(77777)/76R}'

Montrons que la somme F+ Fy+ F3 est directe. Pour ce faire, prenons x; = (a,0,0) €
Fi, o = (B,0,0) € Fy et x5 = (7,7,7) € F3 tels que x1 + x5 + x3 = Ogs. Alors on

obtient le systeme linéaire

a+B+v=0
f+y=0
7=0
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qui donne aisément « = =~ = 0. D’ott 21 = x5 = 23 = (0,0,0) = Ops.

La proposition ci-dessous caractérise les sommes directes et répond a ’exigence

de 'unicité discutée précédemment :

Proposition 1.5.10. Soient Fi, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. Alors la
somme Fy + --- + F,, est directe si et seulement si tout vecteur x € Fy + --- + F,

s’écrit de maniere unique sous la forme x = x1+---+x,, avec x; € Fy,...,x, € F,.
DEMONSTRATION.

e Supposons que la somme Fj + --- 4 F, est directe et soit x € Fy + --- + F),.
Sie=x1+-+x, =y1 +-+Yp, avec x1,y1 € F1,...,2,,y, € F,, alors
(x1 — )+ -+ (xp — yp) = Op. Puisque 1 —y; € Fi,...,2, —y, € F,, alors

I'hypothése implique 2y —yy =+ =2, —y, = 0g. Dot 21 = y1,...,2) = Yp.

e Réciproquement, supposons que tout vecteur x € F; +- - -+ F}, s’écrit de maniere
unique sous la forme x = x; + --- + x,, avec 1 € Fy,...,x, € F,. Alors, en
particulier pour le vecteur x = Og, il s’écrit dans Fy + --- + F}, sous la forme
unique Og = Og + - - - + Op. Par conséquent, la somme F} + - - - + F}, est directe.

Ainsi, a titre d’exemple, cette proposition nous dit que pour les deux sous-espaces

vectoriels Fi et I35 de 'exemple 1.5.7, la somme F; + F, n’est pas directe.

Dans le cas de deux sous-espaces Fj et F5, on a la caractérisation suivante de

la somme directe I} @ F, a ’aide de lintersection F; N Fy :

Proposition 1.5.11. Soient Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels de E.

La somme Fy + Fy est directe <= Fy N Fy = {0g}.
DEMONSTRATION.

e Supposons que la somme F; + Fy est directe et montrons que Fy N Fy = {0g}.
Soit x € F1NF,. On a x + (—xz) = Op avec x € F} et —x € F;. Or, la seule
écriture de Og dans la somme F; @ Fs est 0 = Og+0g. On en déduit que z = 0

(et —x =0g). D’ou F1NFy, ={0g}.

e Supposons F; N Fy, = {0g} et montrons que la somme F; + Fy est directe. Soit
x1 € Iy et x9 € Fy tels que 21 + 29 = Og. Alors 1 = —x9 € F} N F3, ce qui

donne 1 = x5 = 0.
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Exemple 1.5.12. Dans £ = R3, considérons les sous-espaces vectoriels F; =
{(«,0,0) / « € R}, F;, ={(p,5,0) / p € R}. Pour montrer que la somme F; + F
est directe, il suffit de prouver que FyNF, = {Og}. Soit donc un vecteur z € FyNF.
Il existe a et § dans R tels que x = («,0,0) = (5, 3,0). Donc o = et 0 = 3, d’ou
z =(0,0,0) = 0g. Il s’ensuit que F; N Fy = {0g}.

Remarque 1.5.13. La proposition 1.5.11 ne se généralise pas pour p > 3. C’est-
a-dire, si Fi,..., F}, sont des sous-espaces vectoriels de E' avec p > 3, le fait que la
somme [y + - - -+ F, soit directe n’est pas équivalente a la condition F1N...NF, =

{0g}.

En effet, prenons les trois sous-espaces vectoriels de &/ = R3 définis par
Fi ={(a,0,0) /a € R}, Fr ={(5,5,0) / B € R}, F;={(2a+b,a,b) / a,b € R}.

Il est clair que F1 N FyN F3 = {Ops}, car F1NFyNF3 C FiNF, et on a déja vu dans
I'exemple 1.5.12 que Fy N Fy = {0g}.

Cependant, la somme F; + F; + F3 n’est pas directe, puisque (1,0,0) 4+ (1,1,0) +
(—=2,—1,0) = (0,0,0) avec (1,0,0) € Fy,(1,1,0) € F5,(—2,—1,0) € F3.

En fait, nous disposons pour p > 3 du critére suivant :

Théoréme 1.5.14. Soient Fi, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. Alors
La somme Fy+---+F, est directe <= Vi€ {2,....p}, FN(Fi+---+F,_1) = {0g}.
DEMONSTRATION.

e Supposons que la somme Fy + --- + [}, est directe. Soit ¢ € {2,...,p} et z €
FEN(Fy+---+ F,_q). Alors « € F; et il existe (xy,...,2;.1) € F} x -+ X F;_;
telquex =21+ +z,-1. Ennotant v, = —v € I}, 2,41 = 0p € Fiyq,...,0p =
Og € F,, nous avons évidemment z; + --- + x, = Og. Il découle de la somme
directe Fy @ --- @ F}, que tous les vecteurs zy,...,x, valent Og. En particulier

r = —X; :OE D’OI\IEF\I(F1+“'+F;'_1) :{OE}

e Réciproquement, supposons que pour tout i € {2,...,p}, F;N(Fi+---+F;,_1) =
{0g}. Montrons que la somme Fj +- - -+ F}, est directe. Soient x; € F,...,z, €

F, tels que o1 + -+ 2, = 0g. Onax, € Fyet v, = =21 — -+ —2p_1 €
Fi+---+F, 1. Doncz, € F,N(Fi+---+ F,_1), dot z, = 0p.

On a donc x1 + --- + 2,1 = Op. En reprenant le méme raisonnement pour
Tp1=—21— - —Tp o€ Fy 1N (F +---+ F,5), on obtient z,_; = 0g. En
réitérant, on trouve finalement x, = z,_; = -+ = 13 = 1 = Op. [ ]
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Remarque 1.5.15. Soient F7,.. ., F, des sous-espaces vectoriels de E et supposons
que leur somme Fy + -- - + F,, est directe. Alors pour tous ¢ # j dans {1,...,p}, on
a F;NF; ={0g}. En effet, sii > j, alors F; C Fy +---+ F; +--- + F;_1, et donc
FNF;, CEFN(Fi+---+F,—1) = {0g}. Méme raisonnement si ¢ < j en échangeant
les roles de 7 et j.

On en déduit aussi que F; N...N F, = {0g}. La réciproque est fausse, comme on a

déja expliqué plus haut.

Définition 1.5.16. Soient I, ..., F, des sous-espaces vectoriels de EE. On dit que
E est la somme directe de F', ..., F,, et l'on écrit E =F, @ --- D F,, si:

o E=F+---+F,
e La somme Iy + ---+ F, est directe.

Exemple 1.5.17. Reprenons l'exemple 1.5.9 et montrons que l'espace vectoriel
E = R3? est la somme directe de F}, F», 5. Nous savons déja que la somme F}+Fh+ F
est directe. Il reste & prouver que ' = F| + F5 + F3, qui se raméne a l'inclusion
E C F| + F; + F3. Soit donc un vecteur quelconque z = (a,b,c) € R? et cherchons
sl existe des vecteurs 1 = («,0,0) € Fy, 25 = (3,5,0) € Fy et x3 = (7,7,7) € F3

tels que x = 1 + w9 + x3. Ceci équivaut au systéme linéaire

at+B+y=a
B+y=0b
v=c

a trois inconnues «, 8, qu’il faut trouver en fonction des paramétres donnés a, b, c.
On trouve facilement v = ¢, f =b—¢, « = a—"0b. Donc x; = (a — b,0,0), 25 =
(b —e,b—1c,0) et xz3 = (¢,¢,¢) existent. D’on F = F} + Fy + F3, et par suite,
E=F & FaF;.

Exemple 1.5.18. Soient E un espace vectoriel de dimension n sur K et B =
(ay,...,a,) une base de E. Considérons les droites vectorielles F; = Vect(v;) pour
i=1,....n.Alors E=F & ---®F,.

En effet, puisque B engendre F, alors tout vecteur x € E peut s’écrire sous forme
r = aia1+- - -+aua, avec aq, ..., a, € K. Doncx = z1+- - -4z, avec x; = aya; € F;
pour tout t =1,...,n. Dou K C F| +---+ F,,, et par suite, £ = F| +--- + F,.
D’autre part, soient x; € Fiy,...,x, € F, tels que x1 + --- + =, = 0. Chaque
x; € F; est de la forme x; = \;a;. Donc A\ia; + -+ + \ya, = Og. Or, B est libre,
dou Ay =... =X, =0. Ainsi, z; = ... = 7, = 0g, ce qui implique que la somme

Fy+ .-+ F, est directe. En conclusion, £ = F; & --- & F,,.
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Proposition 1.5.19. Soient Fi,. .., F, des sous-espaces vectoriels de E. On a :
E=F & ---®F, si et seulement si tout vecteur x € E s’écrit de maniére unique

sous la forme x = xy + --- +x, avec 1y € F1,..., 1, € F,.
DEMONSTRATION.

e Si E=F® - ®F,alors £ = F + -+ F, et la somme F| + --- + F), est
directe. Il suffit alors d’appliquer la proposition 1.5.10 pour déduire que tout
vecteur x € E s’écrit de maniére unique sous la forme x = zy + --- + ,, avec

ry€l,...,x, € F,.

e Réciproquement, supposons que tout vecteur z € E s’écrit de maniére unique
sous la forme z =z +--- + x, avec 21 € Iy,...,x, € F,. Donc, en particulier,
tout vecteur x € E appartient a la somme [y +---+ F,, dou E = Fy +---+ F},.
I1 découle de la proposition 1.5.10 que tout vecteur x € F} + - - - + F}, s’écrit de
maniére unique sous la forme x = xy +--- 4+, avec x1 € Fi,...,x, € F,. Donc

la somme Fy + --- + F), est directe, d'ou F = F} @ --- @ F},. |

Il y a une autre caractérisation importante des sommes directes lorsqu’on

travaille a4 I'aide des bases :

Proposition 1.5.20. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et Iy, ..., F),
des sous-espaces vectoriels de E, de bases respectives By, ..., B,. On a :
E=F®---®F, si et seulement st By,..., B, sont disjoints deuzr a deux et

By U...UDB, est une base de E.
DEMONSTRATION.

—SiE=F&--- & F,, alors la remarque 1.5.15 entraine que F; N F; = {0g}
pour tous indices i # j. Par conséquent B; N B; = (), car le vecteur nul Og ne
peut appartenir a une base. Donc By, ..., B, sont disjoints deux a deux.
Montrons que la famille B = B; U ... U B, est une base de E. Soit z € E.
Puisque £ = F; @ --- @ F},, nous savons par la proposition 1.5.19 que z
se décompose de fagon unique sous forme x = x; + --- + x, avec x; € F;
pour tout 2 = 1,...,p. De plus, comme B; est une base de Fj, alors chaque x;
s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de B;. Par
conséquent, x peut s’écrire de maniére unique comme combinaison linéaire des

éléments de B. Ceci montre, via le théoréme 1.3.35, que B est une base de E.

Université Moulay Ismail 58 Abdellatif Bentaleb



1.5 Somme de sous-espaces vectoriels 59

— Réciproquement, supposons que By, ..., B, sont disjoints deux a deux et que
B = By U...U DB, est une base de /. Montrons que £/ = F| @ --- @ F,.
Puisque B = B, U...U B, est une base de E, alors tout vecteur x € £ se
décompose d’une seule maniére comme combinaison linéaire des éléments de
B. Donc tout vecteur z € E se décompose d’une seule maniére sous forme
xr =21+ -+ x, avec z; € F; pour tout indice ¢. Il résulte de la proposition

1519 que E=F @ --- @ F,. [ |

Corollaire 1.5.21. Soient I/ un espace vectoriel de dimension finie et Fi, ..., F,

des sous-espaces vectoriels de E.

SiE=F @ - ®F,, alors dim(E) = dim(F,) + - - - + dim(F,).

DEMONSTRATION. Soient By, ..., B, des bases respectives de F, ..., F,. D’apres
la proposition précédente, By U ... U B, est une base de E. Donc dim(E) =
card(By U ... B,). Mais By, ..., B, sont disjointes deux a deux, d’ot card(B; U
...B,) = card(By)+- - -+card(B,). Par suite, dim(F) = dim(F;)+- - - +dim(F,).
|

Exemple 1.5.22. Dans 'exemple 1.5.17, on a montré que £ = F| & F;, & F3.
Nous allons le prouver d’une autre maniére en nous servant de la proposition

précédente. Cherchons donc des bases de Fi, Fy, F3. Il est trés facile de voir que
Fi ={(a,0,0) / o € R} = Vect(u) avec u = (1,0,0),

F,={(8,5,0) / 5 € R} = Vect(v), avec v = (1,1,0),
Fs={(7,7,7) / v € R} = Vect(w), avec w = (1,1,1).

Comme les vecteurs u,v,w sont distincts, il suffit donc de montrer que B =
(u,v,w) est une base de E = R3. Pour cela, puisque card(B) = 3 = dim(RR?), on
a besoin de vérifier seulement que B est libre. Soient donc «, 3,7 € R tels que

au + v+ yw = Ogs. En développant les calculs, on obtient le systéme linéaire

a+B+7=0
B+v=0
v=0

qui est le méme systéme obtenu dans I'exemple 1.5.9. Donc @ = = v = 0.

Ainsi, B est une base de FE, et par suite, on retrouve que £ = F; & Fy @ F3.

Le cas p = 2 nous conduit & une définition importante :
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Définition 1.5.23. Soient F et Fy deux sous-espaces vectoriels de E. On dit
que Fy et Fy sont supplémentaires dans E si E = Fy ® F>. On dit aussi que
Fy est un supplémentaire de Fy dans E (et que Fy est un supplémentaire de Fy
dans E ).

En vertu des résultats précédents, on peut énoncer immédiatement :

Proposition 1.5.24. Soient Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Les

assertions sutvantes sont équivalentes :

1. Fi et F, sont supplémentaires dans E.
2. £ = F1+F2 et FlﬂFQ {OE}

3. Tout vecteur x € E s’écrit de maniére unique sous la forme x = x1 + x9 avec

r1 € I, x5 € F5.

4. Si By est une base de Fy et By est une base de Iy, alors By et By sont disjoints
et B1 U By est une base de E.

Théoréme 1.5.25. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Tout sous-

espace vectoriel F' de E admet au moins un supplémentaire.

DEMONSTRATION. Soit Bp = (a,...,a;) une base de F. Cette famille Bp
est libre dans F, donc son cardinal £ < n = dim(FE). On compléte alors Bp
en une base B = (ay,...,a,, Gxs1,-..,a,) de E. Considérons le sous-espace
G = Vect(ajy1,--.,a,). Il est clair que la famille Bg = (agt1,...,a,) est une
base de G, car elle est libre et génératrice de GG. De plus, Br et Bg sont disjoints
et Br U B = B est une base de E. D’aprés la proposition 1.5.20, on conclut
que £ = F| & Fs.

Corollaire 1.5.26. Soient Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Les as-

sertions sutvantes sont équivalentes :

1. I et F5 sont supplémentaires dans E.
3. F1+ F, = E et dim(F) = dim(F;) + dim(Fy).

~ Pour p = 2, il ne faut pas confondre supplémentaire et complémentaire! En
\ effet, si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors le complémentaire de F
dans E est I'ensemble E\F' des éléments de E qui n'appartiennent pas a F'. Et ce
complémentaire n'est pas un sous-espace de E car il ne contient pas Og. D'autre
part, un supplémentaire de F' dans E n’est pas unique.
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Terminons ce chapitre par un exemple consacré aux polynomes :

Exemple 1.5.27. Considérons 'espace vectoriel K[X] des polynomes, et K, [X]

son sous-espace vectoriel formé des polynémes de degré < n.

— Pour tout polynéme P € K[X], on note (P) = {AP / A € K[X]} 'ensemble
des multiples de P. C’est un sous-espace vectoriel de K[X]. En effet, puisque
AP+ BP = (A+ B)P € (P) et A(AP) = (MA)P € (P) pour tous éléments
AP et BP dans (P) et pour tout scalaire A € K, alors (P) est stable pour

I’addition et la multiplication externe.

— Supposons maintenant que P soit de degré n + 1. Alors les sous-espaces vec-
toriels (P) et K, [X] sont supplémentaires dans K[X]| : K[X] = (P) @ K,,[X].
En effet,

* Si B € (P)NK,[X], alors il existe A € K[X] tel que B = AP et deg(B) < n.
Si A # 0, alors deg(B) = deg(A) + deg(P) > n + 1, ce qui contredit
I'hypothése deg(P) = n + 1. Par conséquent, A = 0, d’ou B = 0, et par
suite (P) N K, [X] = {0}.

« Montrons maintenant que K[ X| = (P)+K,[X]. Soit B € K[X] et effectuons
la division euclidienne de B par P : il existe un couple (unique) (A, R) €
K[X] x K[X] tel que B = AP + R avec deg(R) < n+ 1. Comme AP € (P)
et R € K,[X], il en résulte que K[X] = (P) + K,[X]. Ainsi, K[X] =
(P) & K, [X].
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2.10 Ou il est question de césure

"Ce n'est pas parce que c'est difficile qu’on
ne travaille pas, mais c'est parce qu'on
ne travaille pas que ¢a devient difficile.”

EN PREMIER semestre, vous avez déja pris connaissance des notions d’homomor-

phismes de groupes et d’anneaux. Ce sont des applications qui respectent les

structures de ces objets. Par analogie, il existe une notion similaire d’homomor-

phismes pour les espaces vectoriels, appelés souvent applications linéaires, et qui

respectent la structure algébrique des espaces vectoriels, c’est & dire, non seulement

la structure de groupe additif sous-jacent, mais aussi la loi externe. Vu que les es-

paces vectoriels ont pour motivation géométrique, il ne faudrait pas s’étonner de voir

que plusieurs applications linéaires ont pour origine les transformations en géométrie

(rotations, symétries, homothéties, etc.).

2.1 Généralités

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K. Chacun de ces

deux espaces vectoriels est équipé d’une loi interne et d’'une loi externe.

Définition 2.1.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K

et f: E — F une application. On dit que f est linéaire si pour tous vecteurs

u,v € E et pour tout scalaire o € K, on a :



64

Chapitre 2. Applications linéaires

1. flut+v) = f(u)+ f(v).
2. fla-u)=a- f(u).

Vocabulaire : Soit f : E une application linéaire.

1. Si £ = F, on dit que f est un endomorphisme de F.

2. Si f: E — F est une application linéaire bijective, on dit que f est un
isomorphisme de E dans F'.

3. Un endomorphisme f : E — E qui est bijectif est appelé un automor-
phisme de F. C’est aussi un isomorphisme de F dans E.

4. Si F =K, on dit que f: EF — K est une forme linéaire sur E.

Remarque 2.1.2.1. La nécessité que E et F' soient des espaces vectoriels sur le
méme corps K apparait clairement dans la définition d’une application linéaire
f E — F. Pour mettre en évidence le corps K, on dit parfois que f est une
application K-linéaire.

2. Comme conséquence immeédiate de la définition, nous voyons que f(0g) = Of.
En effet, en prenant u € E, on a f(0g) = f(0x-u) = 0k - f(u) = Op. Ceci peut
s’expliquer aussi en se rappelant que I'image de 1’élément neutre Og du groupe
de départ (F,+) par un homomorphisme de groupes f : (E,+) — (F,+)
est I’élément neutre Or du groupe d’arrivée (F, +).

On peut utiliser la proposition suivante pour montrer qu'une application est
linéaire :
Proposition 2.1.3. Soit f : E — F une application. Alors :

[ est lincaire <= f(au+pv) = af(u)+B8f(v) pour tous u,v € E et a, B € K.

DEMONSTRATION.

— Si f est linéaire, alors les deux conditions de la définition précédente im-
pliquent f(au + pv) = flau) + f(Bv) = af(u) + Bf(v).

— Réciproquement, supposons que l'application f vérifie la relation f(au+pv) =
af(u)+pf(v) pour tous u,v € E et a, B € K, et montrons que f est linéaire.
D’abord, en prenant & = 3 = 1, on obtient f(u + v) = f(u) + f(v). Ensuite,
pour a € K et = 0k, il vient f(au) = f(au+ Oxv) = af(u) + 0k f(v) =
af(u). u

Remarque 2.1.4. Il est également aisé de vérifier qu'une application f : £ —

F' est linéaire si et seulement si f(au + v) = af(u) + f(v) pour tous u,v €
EetacK.
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La proposition ci-dessous s’établit facilement par récurrence.

Proposition 2.1.5. Soit f : E — E une application linéaire. Pour tout entier
n > 1, pour tous vecteurs vy, ---,v, dans E et pour tous scalaires aq, -+, a,

dans K, on a

flagvy + -+ anvn) = ag f(v1) + - + o fvn)

DEMONSTRATION. La propriété est déja vérifiée pour n = 1 et n = 2. Si elle
est vraie pour n, alors, pour tous vecteurs vy, - ,v,,v,11 dans E et pour tous

scalaires aq, - -+, Quy, pyq dans K,

Flarvr + -+ Qntp + Anp1tns1) = f((alvl F ) + an+1vn+1)
= flaqvr + -+ anvn) + a1 f(vpa)
= (af @)+ + anf (@) + anaa flons)
= aif(vi) + -+ anf(vn) + angr f(Vnt1)

Avant de continuer 'exploration des applications linéaires, il est nécessaire de
faire une pause et de prendre connaissance de quelques exemples importants.
Il nous semble en effet fondamental d’assimiler ces notions pour pouvoir bien

suivre le reste du chapitre.

Exemple 2.1.6. Soit a € K. L’application f : K — K,z + ax est une

application linéaire car pour tous x, 2’ € K et pour tous «, 8 € K,
flax + B2') = a(ax + Ba') = alar) + Blaz’) = af(z) + Bf(2)).
Exemple 2.1.7. Soit £ un espace vectoriel sur K.

— Soit A € K un scalaire fixé et hy : E — F l'application définie par hy(v) = v
pour tout v € E. Alors f est une application linéaire, appelée homothétie

de rapport \.

— En particulier, pour A = 0, 'application nulle 8 = hy : E — E, v+ O sont

bien des applications linéaires.

— De méme, pour A\ = 1, on obtient 'application identité idg = hy : £ —

E, v+ v, qui est aussi linéaire.
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Exemple 2.1.8. Soit f: F — F une application linéaire et S un sous-espace
vectoriel de . On rappelle que la restriction fig : S — F de f sur S est définie
par fis(x) = f(x) pour tout vecteur x € S. Il est alors clair que f|s est aussi une

application linéaire.

Exemple 2.1.9. Considérons les espaces vectoriels £ = R3 et F' = R? sur le

corps K = R. Soit l'application f : R? — R? définie par

flz,y,2) = (v + 2y + 2,y — 32).

Alors f est linéaire. En effet, pour tous vecteurs u = (z,y,2) et v = (2,9, 2')

dans R3 et pour tout scalaire o dans R,

flutv) = fla+a'y+y,z+27)
(e +2) +20y+4) + (2 + ), (y+1) = 3(:+2))

I

(2429 +2) + (@ + 2y +2), (y = 32) + (v = 32)))
= (z4+2y+2,y—32)+ (@ +2¢ + 2,y — 32)
= f(u)+ f(v).

Et

flau) = flaz,ay,az)
= (ozx +2(ay) + az, ay — 3(az)>
(a(:v +2y+2),aly — 3Z)>
= alr+2y+2z,y—32) =af(u).
Exemple 2.1.10. L’application ¢ : R?> — C définie par (x,y) = x + iy est

une application linéaire du R-espace vectoriel R? dans le R-espace vectoriel C.

En effet, pour tous vecteurs u = (z,y) et v = (2/,y') dans R?,
b(utv) = dE+dy+y)
= (z+2)+ily+y) = (z+iy) + (" +1y)
= Y(z,y) + (@ y) = ¥(u) + ¥ (v).
D’autre part, pour tout vecteur u = (x,y) € R? et pour tout scalaire a € R,
vlau) = ¥(aw,ay)

= azx+i(ay) = oz +iy)
= ap(z,y) = ap(u)).
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m On rappelle que C, qui est un C-espace vectoriel, posséde aussi une structure
1 de R-espace vectoriel. Dans |'exemple ci-dessus, nous avons privilégié ici la
structure de R-espace vectoriel car, d'aprés la définition d'une application linéaire,
les espaces vectoriels de départ et d'arrivée E et F doivent &tre définis sur le méme
corps K.

L’analyse met a notre disposition plusieurs exemples concrets d’applications

linéaires.
Exemple 2.1.11. Soit K[X] I'espace vectoriel sur K des polynémes.

1. Dérivation. I’ apphcatlon dérivée (ou de différentiation) D : K [X | — K[X]
définie par D(P) = Z ia; X! pour tout polynéme P = Z a; X" est un

endomorphisme de K[X]. En effet, pour tous polynomes P, () 6 K[X | et pour

tous scalaires a, € K,
(- P+5-Q) =a-P'+§-Q.

2. Intégration. L’application d’intégration I : K[X| — K[X] déterminée par

n

X
a; )
I(P) = Pdt=) ——X*!
# = [ P >

pour tout polynéme P = > a; X" est aussi un endomorphisme de K[X].
i=0

Voici a présent quelques exemples d’applications non linéaires :

Exemple 2.1.12. Soit f : R? — R Dapplication définie par f(z,y) = .
Alors f n’est pas linéaire, car si u = (z,y) € R? et « € R :

flau) = fa(z,y)) = flaz, ay) = (ez)(ay) = o’ (zy) = o f(z,y) = o f(u).

Ainsi, f(au) # af(u) en général. 1 suffit de choisir a # 1 et un vecteur u € R?
tel que f(u) # Ogz, par exemple u = (2, 1).

Exemple 2.1.13. Soit £ un espace vectoriel et vy un vecteur de £ non nul.
On appelle translation de vecteur v, l'application f, : E — FE définie
par f,,(v) = v+vy Vv € E. Il n'est pas difficile de se convaincre que cette
application n’est pas linéaire. En effet, pour tous vecteurs u,v € E, f(u +v) =
(u+v)+vy et f(u) + f(v) = (u+vy) + (v+vy) = (u+ v)+ 2vp. Ainsi,
Fuolt1+0) # fuo () + fun (0).
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2.2

Image directe et image réciproque d’un sous-espace

Soient F et F' deux ensembles non vides et f : £ — F une application quel-
conque. Rappelons du cours de SMIA1 que I'image directe f(S) d’une partie
S C E est la partie de F' définie par :

f(8) ={f(x) [z €5}

Donc pour tout élément y de F', on a :

ye f(S) < dJzxeS:y=f(z)

D’autre part, si T' C F est une partie de F', 'image réciproque f~'(T) de T

est donnée par :

[T ={z€E/ f(z) €T}

Ainsi, pour tout élément  de F, on a :

re fYT) — f(x)eT

En particulier, si T = {b} contient un seul élément b € F', alors

J7{b}) ={z € E/ f(x) =0}

qui se note aussi f~1(b), et qui est 'ensemble de tous les antécédents de b.

~ Lorsqu'on écrit f~1(T), il ne faut pas penser que la notation f~! signifie ici
L=\ I'application réciproque de f. D'ailleurs, f n'est pas forcément bijective. Ce-
pendant, si f est maintenant bijective, alors on peut faire la confusion sans probléme,
puisque dans cas, I'élément b de F' admet un seul antécédent = dans E.

Dans le contexte des espaces vectoriels, que peut-on dire de plus & propos des
parties f(S) et f~1(T) lorsque f est linéaire, S est un sous-espace de E et T est

un sous-espace de F'?7 La réponse est fournie dans ce qui va suivre :
Théoréme 2.2.1. Soit f : E — F une application linéaire.

1. Si S est un sous-espace vectoriel de E, son image directe f(S) est un sous-

espace vectoriel de F'.
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2. En particulier, f(E) est un sous-espace vectoriel de F.

DEMONSTRATION.

1. — D’abord, puisque S est un sous-espace vectoriel de E, alors O € S. Donc
f(OE) S f(S) Ol", f(OE') = OF, d’ou OF S f(S)
— Soient «a, f dans K et y,y" dans f(5). 1l existe x,2' € S tels que f(x) =y

et f(z') =y Nvient ay+ By = af(x) + Bf(2) = flax + Ba’) € f(S) car
ar + fxr’ € 8S.

2. Remarquer que S = FE est lui méme un sous-espace vectoriel de F, et appliquer

I’assertion 1. [ ]

Définition 2.2.2. Le sous-espace vectoriel f(E) de F s’appelle image de f et

se note Im(f) :

Im(f) ={f(z) /= € E}

En d’autres termes, pour tout y € F' :

y €lm(f) < il existe x € E tel que y = f(x)

Théoréme 2.2.3. Soit f : E — F une application linéaire. Alors :

1. Si T est un sous-espace vectoriel de F, son image réciproque f~(T) est un

sous-espace vectoriel de E.

2. En particulier, f~'({0r}) est un sous-espace vectoriel de E.

DEMONSTRATION.

1. — Puisque f(0g) =0 € T, alors O € f~1(T).

—Sia,p e Ketaza e fFYT), alors f(ax + B2') = af(x) + Bf(z)) € T

parce que f(z) et f(z') appartiennent au sous-espace T de F.

2. Appliquer la premiére assertion au sous-espace vectoriel S = {0g} de E. 1

Définition 2.2.4. Le sous-espace vectoriel f~1(0r) de F s’appelle noyau de f
et s’écrit ker(f) :
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ker(f) ={x € E/ f(x) = Or}

Donc pour tout x € F,

x € ker(f) < f(x) =0p

Exemple 2.2.5. Soit A dans K et hy, 'homothétie de E de rapport A définie
par hy(z) = Az. Le noyau ker(h,) est le sous-espace vectoriel de E formé par
les vecteurs x € FE vérifiant Ax = Og. Si A # 0, alors nécessairement x = 0O,
donc ker(hy) = {Og}. Si A = 0, alors hg est l'application nulle z — 0g qui a
évidemment pour noyau ker(0) = ker(hy) = E.

D’autre part, Im(h,) est le sous-espace vectoriel de E constitué des vecteurs
de la forme hy(x) = Az, ou z parcourt E. Si A = 0, alors Im(hy) = {0g}.
Maintenant, si A # 0, alors Im(hy) = E, car tout vecteur y € E peut s’écrire

y=A(3y) = hi(z) avec z = 1y € E.

Le noyau ker(f) et 'image Im(f) sont des sous-espaces remarquables qui nous
donnent certaines informations sur 'application linéaire f. En particulier, il est
intéressant de savoir si une application linéaire f est surjective ou injective. Les

résultats qui suivent caractérisent ces propriétés.

Proposition 2.2.6. Soit f : E — F une application linéaire. Alors :
(i) f est surjective <= Im(f)=F.
(i1) [ est injective <= ker(f) = {0g}.

DEMONSTRATION. L’assertion (i) résulte immédiatement de la définition d’une
application surjective.

(ii) Nous savons que ker(f) est un sous-espace vectoriel de E, et donc il contient
toujours le vecteur nul Og de E. Si f est injective, alors pour tout x € ker(f),
ona f(z) =0p = f(0g), d’ou © = Og, et par suite ker(f) = {0g}.
Réciproquement, supposons que ker(f) = {Og} et montrons que f est injective.
Si a2’ € E vérifient f(x) = f(2'), alors f(x —2') = f(x) — f(2') = O, ce qui
donne z — ' € ker(f). Or, par hypothése, ker(f) ne contient que le vecteur nul

O de E. Do x — 2’ = Op, ce qui donne x = 2. [ |

Exemple 2.2.7. Soit h, 'homothétie de E de rapport A. D’aprés 'exemple
précédent, hy n’est ni injective ni surjective, ce qui est normal puisque hq est
Papplication nulle 6. Si A # 0, alors h) est a la fois injective et surjective, donc

c’est un automorphisme de E.
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2.3

Exemple 2.2.8. Soit ¢ : R? — C ’application linéaire définie par ¢ (z,y) =
x + 1y que nous avons considérée dans 'exemple 2.1.9. Alors ¢ est injective.
En effet, pour tout vecteur u = (z,y) € R? on a

P(u) = 0ge <= YP(z,y) =(0,0) <= z+iy=0 <= 2=y=0 <= u=
(0,0) = Oge.

Donc ker(1) = {Og}, ce qui prouve bien que v est injective.

Remarquer qu’il est aussi trés facile de vérifier directement que v est injective
en utilisant la définition :

Y(x,y) =@, y) <= z+iy=a"+iy <= x=dety=y < (zv,y) =
().

L’application v est également surjective puisqu’a tout nombre complexe z € C
on peut associer le couple (z,y) = (Re(z),Im(z)) € R? tel que 2 = z + iy =
Y(z,y). L’application 1 est donc bijective. C’est un R-isomorphisme de R? dans
C.

Détermination d’une application linéaire dans une base

Nous avons déja vu qu’une base d’un espace vectoriel E/ determine la struc-
ture compléte de E. En suivant ce contexte, nous allons voir que les images des
vecteurs d’'une base par une application linéaire determine entiérement 1’appli-
cation linéaire en question.

Soit f : E — F une application linéaire et soit B = (a4, ..., a,) une base de E.
Si nous connaissons seulement les images f(a;), ..., f(a,) des éléments a4, ..., a,
de la base B, alors nous pourrons calculer I'image d’un vecteur quelconque v € E.
En effet, il suffit de décomposer v comme combinaison linéaire v = aja; +
o+ 4+ apa, des éléments de B. Alors on aura f(v) = f(oa; + -+ + apay,) =
ayf(ar) + -+ a,f(a,). En d’autres termes, application linéaire f est parfaite-
ment déterminée par la connaissance des images f(ay),..., f(a,) des éléments
d’une base B donnée de E.

Cette observation met & notre disposition un outil important pour fabriquer des

applications linéaires :

Théoréme 2.3.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le corps K et B =
(ay,...,a,) une base de E. Alors pour toute famille (by,...,b,) den vecteurs de
F, il eziste une unique application linéaire f : E — F telle que f(a;) = b; pour
tout i € {1,...,n}. Plus précisément, f est donnée par f(v) = a;by + - - apby,

pour tout vecteur v = araq + - - + ana, € E.
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DEMONSTRATION. Unicité de f : Supposons qu’il existe une application linéaire
f + E — F qui envoie chaque a; vers b;, et cherchons a trouver I’expression
de f(v) pour tout vecteur v € E. Puisque B est une base de F, le vecteur v

n

se décompose de maniére unique comme combinaison linéaire v = > «;a; des
i=1
éléments de B. Alors on aura

fv)=f (Z Oéﬂi) = Z a;f(a;) = Z a;b;.

Nous avons donc trouvé comment est définie application f cherchée.

FExistence de f : 1l reste & montrer que 'application f ainsi définie est linéaire.
Elle est d’abord bien définie grace a 'unicité de la décomposition de v. De plus,
il est clair que f(a;) = b; pour tout i = 1,...,n. Montrons qu’elle est linéaire.
Soient © = xya1+- - - +xna, et &' = 2ja; +- - -+ 2, a, deux vecteurs de E et «,
deux scalaires de K. On a alors, par définition de f, f(x) = x1b1 + -+ + z,b,
et f(z') = 2iby + -+ + a2l b,. D’autre part, ax + pa’ = (ax; + fz))a; + -+ +
(ax, + Bzl)a,, dou flax + ') = (axy + Bz))by + -+ + (az, + )b, =
a(xiby + -+ xpby) + B(2by + - -+ 20by) = af (z) + Bf(2). [

Le résultat précédent explique la différence entre une application quelconque
d’un ensemble vers un ensemble et une application linéaire. Pour définir une
application linéaire, il suffit de la définir sur une base ’espace de départ. Intui-
tivement, cela veut dire qu’étant donnés deux espaces vectoriels E et F' sur K,
et une base B = (ay,...,a,) de E, on peut construire des applications linéaires
de E vers F' arbitraires. Il suffit de choisir des vecteurs by,...,b, dans F' qui
seront les images respectives de ay, . .., b,. Ensuite, on calcule I'image f(v) d'un
vecteur quelconque v € E en le décomposant dans la base B. Les considérations
précédentes impliquent immédiatement la remarque qui suit :

Une conséquence du théoréme précédent est qu'une application linéaire est entie-
rement déterminée par les images des vecteurs d’une base. Pour s’en convaincre,

énongons l'observation suivante.

Lemme 2.3.2. Soient f : E — F et g : E — F deux applications linéaires
et B=(ay,...,a,) une base de E. Alors

f=9 < fla)=9g(a) Yie{l,...,n}.

Ceci exprime que, pour montrer que deux applications linéaires sont égales,

il n’est pas nécessaire de le prouver pour tout x € E, mais seulement pour les
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vecteurs ay,...,a, d'une base de E.
En particulier, f =0 <= f(a;) = 0p pour tout i =1,...,n

Dans le théoréme 2.3.1, les vecteurs by, ..., b, ne forment pas nécessairement
\ une base de F'. En fait, |'espace vectoriel F n'est pas nécessairement de méme
dlmenS|on n que l'espace E. Ce genre de questions sera traité plus loin.

Exemple 2.3.3. Déterminer 'unique application linéaire de R?* dans R? telle
que
f(1,0,0) = (1,1), f(0,1,0) = (0,1), £(0,0,1) = (1,0).

Posons e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0,1) et by = (1,1), by = (0, 1), b3 =
(1,0). Comme B = (ey,eq,€3) est une base de R3 le théoréme 2.3.1 assure
I'existence d’une application linéaire unique f : R3> — R? telle que f(e;) =
b; (1 <4< 3). Soit u = (z,y, z) un vecteur quelconque de R3. Pour calculer son
image f(u), il suffit de le décomposer dans la base B, soit u = xe; + yes + zes.
Donc f(u) = zf(e1) +yf(e2) + 2f(e3) = xbi + ybo + 2b3 = 2(1,1) + y(0,1) +
2(1,0) = (x + z,z + y).

Exemple 2.3.4. Soit n € N. Montrer qu’il existe une unique application linéaire
[ Ky [X] — K41 [X] telle que

f(XY) = (X — 1) pour tout i € {0,1,...,n}.

Ceci résulte simplement du fait que la famille (X*)g<;<, est une base de K, [X].

Pour tout polynéme P = Z a; X', f(P)= Z a; f(X") = Z%‘(X — 1)

i=0 i=0 i=0
La proposition suivante caractérise la forme générale d’une application linéaire

entre deux espaces de dimensions finies.

Proposition 2.3.5. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le corps K, B =
(e1,...,€n) une base de E et B' = (e},...,e,) une base de F. Une application
[+ E — F est linéaire si et seulement si, il existe n X p scalaires (a;;) (1 <
i <n, 1<j<p) tels que, pour tout vecteur x = x1ey + xoe3+ -+ -+ xpe, de E,
f(x) = (a1121 + a1oma + - - - + a1,x,) €]+ (a2121 + 20Ty + -+ - + A2nTy) €4+ - -+

(Clpll“l + appro + -+ apna:n) 6;.
DEMONSTRATION.

— Supposons f linéaire. Les vecteurs f(ey), ..., f(e,) étant dans F', ils s’écrivent
chacun comme combinaison linéaire unique des vecteurs de B’. Donc pour

chaque 2 = 1,...,n, il existe des scalaires ai;, as, ..., a, dans K tels que

flei) = aye] + agiey + - - - + apie,,.
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Soit maintenant x = x1e; + xa€9 + - - - + x,€, un vecteur arbitraire de E. La

linéarité de f entraine f(z) = x1f(e1) + xaf(ea) + -+ + xnf(en)
= 21 (an1€) + anehy + -+ api€)) + o3 (a12€] + aggeh + - + apel) + ...

/ / /
“+x, (alnel + agpes + -+ apnep)

En regroupant convenablement les ccefficents associés aux vecteurs €], . .. ,e;,
on obtient

_ / /
f(l’) = (anatl + ajoxo + -+ - + alnxn) €1 —+ (&211'1 + Qooxo + -+ - + agnxn) €9 +

/
st (apxr F apery + - appy) €p

— Soit f : E — F une application définie par I'expression donnée dans 1’énoncé
de la proposition. Montrons qu’elle est linéaire. Soient les vecteurs x = x1e; +

cooFxpe, ety =yier + -+ ype, de E et a, § des scalaires de K. Alors
ar + By = (axy + Byi)er + -+ + (ax, + Byn)en.

Donc

flaz + By) = [011(04961 + By1) + -+ an(ar, + ﬁyn)} e

_I_ e _|_ [apl(axl + /Byl) + e —|— apn(afﬁn + 5%1)} 6;.

Et l'on vérifie bien que f(az+py) = af(x)+ B f(y), ce qui compléte la preuve.
|

Ainsi, si F et I’ sont des espaces vectoriels de dimensions finies, il devient
trés facile de savoir si une application f : E — F est linéaire. Il suffit de
regarder si elle a la forme précédente. A titres d’exemples, en jetant un coup
d’ceil sur les applications données dans les exemples 2.1.8 et 2.1.11, il est
immédiat que la premiére application doit étre linéaire, contrairement & la

seconde.

Une autre conséquence immédiate et que toute application linéaire de K dans
K est nécessairement de la forme x — ax, ol a est un élément fixé de K. En
effet, en posant a = f(1), il résulte que f(z) = f(x-1) = z- f(1) = za pour
tout z € K.

Nous reviendrons dans le chapitre des matrices a ’expression d’une application

linéaire donnée dans la proposition 2.3.5.
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Il est naturel de se demander si les images by = f(ay),...,b, = f(ay) des
vecteurs ag, . . ., a, forment une base de F. Pour cela, commencons par le fait
suivant :

Proposition 2.3.6. Soit f : E — F une application linéaire et B =

(ay,...,a,) une base de E. Alors (f(a1),..., f(a,)) est une partie génératrice

de Im(f): Im(f) = Vect(f(ar),..., f(an))-

DEMONSTRATION. D’abord, il est clair que les vecteurs f(ay),..., f(a,) ap-
partiennent a Im(f). Soit y un vecteur quelconque de I'm(f). Il existe x € E
tel que y = f(x). Décomposons z = aya;+- - -+ a,a, dans la base (aq, ..., a,).
Il vient y = f(ayay + -+ - + anay,) = arf(ar) + -+ + a, f(ay,), d’ou le résultat

voulu. -

Remarque 2.3.7. Avec un raisonnement analogue, on peut affirmer d’une
facon générale que si f : £ — F est une application linéaire et (vq,...,v,)

est une famille finie de vecteurs de F, alors :

Ceci découle de I'égalité f(aivq + -+ + apvy) = oq fur) + -+ + a, f(v,) pour

tous scalaires ay, ..., al, dans K.
Lemme 2.3.8. Soit f: E — I une application linéaire.

1. Si (ay,...,a,) est une partie lie de E, alors (f(a1),..., f(a,)) est une

partie liée de F.

2. Si (f(ay),..., f(ay,)) est une partie libre de F, alors (ay,...,a,) est une
partie libre de E.

DEMONSTRATION. (a) Par hypotheése, il existe des scalaires non tous nuls

ag,...,a, € K tels que ajag + -+ + apa, = 0g. 1l en résulte que ay f(a1) +

ot apflay) = flagay + -+ + aga,) = f(0g) = 0p. Donc (f(ay), ..., f(as))

est une partie liée de F.

L’assertion (b) n’est autre que la contraposée de a). [
Voici maintenant un critére pratique utilisant les bases pour savoir si une

application linéaire est injective, surjective, bijective.

Théoréme 2.3.9. Soient f : E — F une application linéaire et B =
(a1,...,a,) une base de E. On note f(B) = (f(a1),..., f(an)).
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1. f est injective <= f(B) est libre dans F'.
2. f est surjective <= f(B) est génératrice de F.

3. f est bijective <= f(B) est une base de F.
DEMONSTRATION.

1. =) Supposons que f est injective et soient \i,...,\, dans K tels que
Mf(ar) + -+ A f(an) = O0p. Alors f(May + -+ + Aa,) = Op, ce qui
signifie Adja; + - - - + \pa, € ker(f). Or, f est injective, donc ker(f) = {0g}.
Par conséquent A\jaj + - -+ + Apa, = Op. Mais comme (aq,...,a,) est libre
dans F, on déduit que Ay = --- = A, = 0. Ainsi, f(B) est libre dans F.
<) Supposons que f(B) est libre. Pour montrer que f est injective, il

suffit de prouver que Ker(f) = {0g}. Soit donc un vecteur = € ker(f),

cest-a-dire, x € F et f(x) = Op. Il existe ay,...,a, € K tels que z =
Qa1+ -+ apay, done Op = f(x) = ayf(a1)+- -+ o, f(ay,). Puisque f(B)
est libre dans F', on obtient a; = -+ = a,, = 0. D’ou1 x = O, et par suite,

ker(f) = {0z}
2. On sait que Im(f) = Vect(f(a1),..., f(a,)). Donc
f est surjective & Im(f) = F < Vect(f(ar),..., f(a,)) = F < f(B)

engendre F'.
3. Se déduit directement de a) et b). n
La proposition qui suit montre que l'injectivité ou la surjectivité d'une

application linéaire a une influence sur les dimensions des espaces vectoriels

E et F' en question.

Corollaire 2.3.10. Soient E, F' deux espaces vectoriels de dimensions finies
sur K et f: E — F une application linéaire. Alors

1. f est injective = dim(F) < dim(F).

2. f est surjective = dim(F) > dim(F).

3. [ est bijective = dim(FE) = dim(F).

DEMONSTRATION. Soit B = (a4, ...,a,) une base de E et notons f(B) =

(f(al)a s >f(an))

x Si f est injective, alors f(B) est libre, donc card(f(B))< dim(F). D’ou
n = dim(F) < dim(F).

Université Moulay Ismail 76 Abdellatif Bentaleb



2.3 Détermination d’une application linéaire dans une base 7

x Si f est surjective, alors f(B) est une partie génératrice de F. Ceci entraine

card(f(B)) > dim(F), d’ott dim(E) > dim(F).

x La troisiéeme assertion découle immeédiatement des deux premiéres. [ |

Remarque 2.3.11. La contraposée du corollaire ci-dessus exprime que si E et
F sont deux espaces vectoriels de dimensions finies sur K, et si f : E — F est
une application linéaire, alors :

1. dim(£) > dim(F') = f n’est pas injective.

2. dim(F) < dim(F') = f n’est pas surjective.

3. dim(F) # dim(F') = f n’est pas bijective.

Dans le cas spécial o E et F' ont méme dimension sur K, on obtient la

situation avantageuse suivante :

Corollaire 2.3.12. Soient E F' deux espaces vectoriels de dimensions finies sur
K, avec dim(F) = dim(F), et soit f : E — F une application linéaire. Alors :
f est injective <= f est surjective <= [ est bijective.

DEMONSTRATION. Soit B = (aq,...,a,) une base de E et notons f(B) =

(f(al)v ) f(an)>

1. Si f est injective, alors f(B) est libre dans F. Mais dim(F) = n et f(B) est
de cardinal n, donc f(B) est une base de F. D’ou f est bijective.

2. Si f est surjective, f(B) engendre F. Puisque dim(F) = n et f(B) est de

cardinal n, alors f(B) est une base de F', et par suite, f est bijective. [ |

@ Ce corollaire important est trés souvent utilisé dans les exercices pour dé-
montrer qu'une application linéaire est bijective, pourvu que la condition que
dimg (F) = dimg (F) soit vérifiée, ce qui est en particulier le cas pour un endomor-
phisme (E = F). Il permet de simplifier les calculs et vérifier par exemple seulement
que ker(f) = {Og} (injectivité de f).

Nous proposerons ultérieurement une seconde démonstration de ce dernier
résultat concernant le cas ot dim(E) = dim(F') quand nous aborderons le théo-

réme du rang.
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2.4 Opérations sur les applications linéaires

2.4.1 Lespace vectoriel Lk (F, F)

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K. Notons Lk (F, F)
I’ensemble des applications linéaires de E dans F. Lorsque EF = F', on notera
Lx(E,E) = Lx(F), qui est 'ensemble des endomorphismes de E. Pour F' = K,
I'ensemble L£(F,K) des formes linéaires sur E s’appelle 'espace dual de E ou

simplement le dual de E et est noté E*.

Nous allons définir dans Lx(F, F') une opération d’addition et une multipli-

cation externe sur le corps K qui font de Lx(F, F') un espace vectoriel sur K.

— Somme de deux applications linéaires : Soient f et g deux applications
linéaires de E dans F'. On définit I'application f+¢g : E — F par: (f+g)(z) =
f(z) + g(z) pour tout = € E.

— Produit d’une application linéaire par un scalaire : On définit le
produit externe A.f d’une application linéaire f € Lx(E, F) par un scalaire

A € Ken posant : (A- f)(z) = A f(z) pour tout x € E.

Proposition 2.4.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K.
a) Pour toutes applications linéaires f et g de E dans F, et pour tout scalaire
A dans K, les applications f + g et A\f sont linéaires.

b) Muni de ces opérations, l’ensemble Lx(F, F) est un espace vectoriel sur K.

DEMONSTRATION. a) Pour tous vecteurs z,y € E et pour tous scalaires
a,be € K, (f+g)(ax+By) = flax + By) +glax + By) = (af(x) + Bf(y)) +
(ag(x) + Bg(y)) = a(f(@)+9()+BU W) +9(y)) = alf+9)(@)+B(f +9)(y).
b) Montrons que Lx(FE,F) est un sous-espace vectoriel de ’espace vecto-
riel Fx(E,F) des applications de E dans F. D’abord, Iapplication nulle
0 : E— F,x — Op est linéaire, donc 6 € Lx(F,F). L’assertion a) achéve

donc la preuve. [

 Pour montrer que deux applications f : £ — Fetg: EF — F sont
L=\ égales, il faut prouver que f(z) = g(z) Vo € E. Il s'agit la de la définition
générale de |'égalité de deux applications d'un ensemble dans un autre.

Nous verrons plus loin (chapitre 3) que si les dimensions de E et F' sont fi-
nies, la dimension de L (F, F) est finie et est égale au produit (dim E)(dim F').

En prenant le cas particulier £ = F dans la proposition 2.4.1, on obtient :
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Corollaire 2.4.2. Soit E un espace vectoriel sur K. Alors l'ensemble Lx(F)

des endomorphismes de E est un espace vectoriel sur K.

2.4.2 Composition des applications linéaires

Soient f: E — F et g : F' — G deux applications ot I'ensemble d’arrivée
F de f coincide avec ’ensemble de départ de g. On rappelle que ’application
composée go f : E — G est définie par (go f)(z) = g[f(x)] pour tout élément
r e b

Proposition 2.4.3. Soient E, F et G des espaces vectoriels sur le méme
corps K. Si f : B — F et g: F — G sont des applications linéaires, alors

go f: E — G est aussi une application linéaire.

DEMONSTRATION. Soient z,y € F et o, € K. En utilisant la linéarité de f

et g, on a

(go filax+ By) = g(flax+ By)) (par définition de la loi o)
= g(af(x)+Bf(y)) (par linéarité de f)
= ag(f(x))+Bg(f(y))  (par lincarité de g)
— algo f)@) + B(go fy) (par définition de la loi o)m

Cette proposition se traduit en écrivant :

VfeL(E,F), Yge L(F,G), gofeL(EG)

En particulier, si F = F = G, alors :

Vf,ge L(E): gofeL(E)

Si f € Lxg(E), on pose f° = idg et par récurrence f**1 = f" o f pour
n € N*, cest-a-dire, f* = fo fo---of (n fois). Il est alors clair que
fmo fP = fPo f* = f™P pour tous entiers n,p € N*.

Notons que la composition o des applications étant toujours associative, elle

le reste évidemment lorsqu’on travaille sur les applications linéaires.
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Par contre, la loi o n’est pas en général commutative : il existe des endomor-

phismes f,g € Lx(F) tels que go f # fog.

A présent, nous allons voir que la composition des applications linéaires est

distributive a gauche et a droite par rapport a l'addition :

Proposition 2.4.4. Soient E, F et G des espaces vectoriels sur K. Pour
toutes applications linéaires f, f' € L(E,F) et g, € L(F,G), et pour tous
scalaires a, B € K, on a :

a)(g+g)of=gof+gof.

b)go(f+f)=gof+golf.

Démonstration. a) Soit z un vecteur quelconque de E. On a :

a) [(9+9) e fl(z)=(g+ ) f(@)] =glf(@)] +g'[f(@)] = (g0 [)x) + (g °
@) =1[(go f)+ (¢ o f)] (). On en déduit que les applications (g + ¢') o f
et (go f)+ (¢’ o f) sont égales.

b) [go (f + )] (x) =g[(f+ [)@)] =gf(@)+ [ (@) =g[f(@)]+g[f(z)] =
(go f)(x)+ (go f)z)=1[(go f)+ (go f)](x). D’on I'égalité désirce. ]

Remarquons que dans la propriété a), la linéarité des applications f, f’, g, ¢’
n’a pas été utilisée, tandis que dans b), nous avons tenu compte uniquement

que g est linéaire.

Proposition 2.4.5. Soient E, F et G des espaces vectoriels sur K. Pour

toutes appications linéaires f € L(E,F) et g € L(F,G) et pour tout scalaire
a €K, (ag)of=go(af)=algof).

Démonstration. Les vérifications sont automatiques, puisque les expressions :
(g o fl(x) = al(g o f)(@)] = alg(f(2))] = alg o f)(z) = alg(f(2))];

[(ag) o fl(x) = (ag)(f(x)) = alg(f(x))],

g o (af)](x) = gl(af)(2)] = glaf(x)] = alg(f(2)]

coincident pour tout vecteur x € E. [ |

Observons que pour montrer la formule (ag) o f = a(gf), on n’a pas utilisé
de linéarité. La formule g o (af) = a(g o f) a nécessité la linéarité de g mais

pas de f.
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2.4.3 Isomorphismes

Soit f : E —> F une application quelconque (non nécessairement li-
néaire). On rappelle que si f est bijective, il existe une application f~! :

F — FE définie par :

[l y) =2 <= f(z)=y (pour tous = € E et y € F)

De plus, f~! est aussi bijective et vérifie :

fofl=idp, flof=1idg

Cette bijection f~! s’appelle la bijection réciproque de f.

Maintenant, que peut-on dire de plus de f~! si f est linéaire ?

Proposition 2.4.6. St f : E — F un isomorphisme, alors sa bijection

réciproque f~1: F — E est aussi un isomorphisme.

DEMONSTRATION. On sait que f~! est bijective. Montrons qu’elle est linéaire.
Soient y,y" € F et o, f € K. Il existe un unique vecteur = € E tel que f(x) =y
et il existe un unique vecteur z’ € E tel que f(z') = y'. On a donc x = f~1(y)
et 2/ = f1(y/). Etablissons que f~'(ay+py') = af (y)+Bf*(y). Puisque
f est linéaire, f(ax+ f2') = af(z)+ Bf(2") = ay + By'. Le vecteur ax + S’
de E est donc 'antécédent par la bijection f du vecteur ay + Sy’ de F. Ainsi,
Yoy + By) = ax+ B2 = af 1 (y) + Bf1(y'), ce qui montre bien que f~!

est linéaire. ]

Proposition 2.4.7. Soient E, F,G des espaces vectoriels sur K.
Si f: E— Fetg: F— G sont des isomorphisme, alors go f : E — G

est aussi un isomorphisme. En outre,

(gof) ' =f"og

DEMONSTRATION. D’abord, go f est linéaire car f et g sont linéaires. D’aprés
le cours SMIA1 d’algébre, nous savons que la composée de deux bijections est

aussi une bijection; donc g o f est bijective. Enfin,

(gof)o(flog)=go(fof)og'=goidpog ' =gog ' =idg.
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Et on vérifie de méme que
flogol(gof) =idp.

D’ou 'égalité (go f)~' = flog ™t u

@ Il ne faut pas s'étonner de la formule (go f)~! = f~1 o g™}, o I'ordre est
inversé. La loi o n’étant pas commutative, en général (go f)~! #£ g lof~L.
Onag!:G— Fetf':F — E donc flog!:G — E est bien
définie. Par contre, g=! o f~! n'est méme pas définie si £ # G. Donnons un
exemple concret de la vie quotidienne pour se détendre. Avant de sortir le matin
de chez soi pour aller a la faculté des sciences de Tétouan, il faut d’abord mettre
les chaussettes puis ensuite les chaussures. Mais en rentrant le soir a la maison,
content d'avoir compris les cours et TD de SMIA2, on inverse |'ordre des choses :
on commence d'abord par enlever les chaussures avant d’enlever les chaussettes !
Donc la formule précédente est tout a fait naturelle.

Définition 2.4.8. Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps
K. Sl existe un isomorphisme f : E — F, on dit que E est isomorphe a
F, et l’on écrit E = F.

Nous voyons immédiatement que pour tous espaces vectoriels F, F, G sur
K :

x BE=FE  (réflexivité),
x* Si B = F alors F= FE (symétrie),
* SIE=Fet F=G,alors E= G (transitivité).

En effet, puisque 'application identité idg : £ — FE est un isomorphisme,
alors £ = E. Maintenant, si £ = F', il existe un isomorphisme f : £ — F,
donc f~!': FF — E est un isomorphisme, d’ou F' = E. Finalement, la troi-
siéme propriété résulte de la proposition 2.4.6.

Les trois assertions ci-dessus expriment que la relation £ = F' est une rela-
tion d’équivalence. Il est ainsi légitime de dire que E et F' sont isomorphes

lorsque £ = F.

Etudions maintenant I'effet d’isomorphisme sur les dimensions. En général,
un isomorphisme conserve plusieurs propriétés d’un espace vectoriel vers un

autre. Qu’en est-il pour les dimensions ?

Proposition 2.4.9. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions fi-

nies sur K. Alors E est isomorphe a F' si et seulement si dimg (F) = dimg (F).
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DEMONSTRATION.

% Si E est isomorphe & F, il existe un isomorphisme f de E sur F. D’apreés

le corollaire 2.3.9, la bijectivité de f entraine dim(F) = dim(FE).

* Réciproquement, supposons que dim(E) = dim(F’) que nous notons n et
construisons un isomorphisme f de E dans F. Pour ce faire, soient B =
(ay,...,a,) une base de E et B" = (by,...,b,) une base de F. Selon le
théoréeme 2.3.1, il existe une application linéaire (unique) f : E — F telle
que f(a;)) =b; Yie{l,...,n}. On a donc f(B) = B, c’est-a-dire, l'image
par f d’une base de E est une base de F'. Ainsi, f est bijective, d’aprés le
théoréme 2.3.8, et donc f est un isomorphisme. Ceci montre bien que E et

I sont isomorphes. u
Remarque 2.4.10. Dans la preuve précédente :

1. L’isomorphisme f est défini tout simplement par :
Ve =aqa; + -+ ana, € E, f(x) = aiby + -+ + a,by.
L’isomorphisme réciproque f~!: F — E de f est déterminé par
fHagby + -+ anby) = ajay + -+ ana, Yy =aiby + -+ ayb, € F.

2. Il est aussi trés facile de montrer que f est bijective en utilisant le noyau et

I'image de f. En effet, si x = aja; + -+ - + aya,, € ker(f), alors
Op = flarar + - + apa, = arby + -+ - + ayby,

donc a; = 0 Vi. D’ott « = O et par suite ker(f) = {0g}, ce qui prouve
Iinjectivité de f. Quant & la surjectivité de f, elle provient du fait que
Im(f) = Vect(f(a1),..., f(an)) = Vect(by,...,b,) = F.

Vous pouvez également vérifier que Vy € F, lx € E tel que y = f(x).

m [l y a une ressemblance entre la proposition 2.4.9 et le résultat suivant bien
connu dans la théorie des ensembles finis : Soient E et F' deux ensembles

finis. Alors il existe une bijection f entre E et F si et seulement si E et F ont le
méme cardinal.

Comme conséquence, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.11. Tout espace vectoriel E de dimension finie n sur K est

1somorphe a K™,

DEMONSTRATION. Résulte de la proposition 2.4.8, car dim(£) = dim(K"). B
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Exemple 2.4.12. Soit ¢ : R?> — C I'application linéaire définie par ¢ (z,y) =
x + 1y que nous avons traitée dans 'exemple 2.2.8. Comme ) est un isomor-
phisme, alors les deux R-espaces vectoriels R? et C sont isomorphes. De plus,

on a bien dimy R? = dimy C = 2.

2.4.4 Le groupe linéaire G Lk (F)

E étant un espace vectoriel, désignons par GLg(F) 'ensemble des auto-
morphismes de F, c’est-a-dire ’ensemble des applications linéaires bijectives

de E sur E. On sait que la loi o est associative. De plus, il est immédiat que :

x l'application identique idg est un automorphisme de FE'; c’est 1’élément

neutre de GLg(E).

x l'application composée g o f de deux automorphismes f et g de E est un

automorphisme de E. En d’autres termes :
Vf,g € GLx(E), gof e GLk(E).

* I'application réciproque f~! d'un automorphisme f de E est un automor-

phisme de E. C’est-a-dire,
VfeGLg(E), ['eGLg(E).
Ces arguments permettent d’énoncer :

Proposition 2.4.13. L’ensemble GLx(E) des automorphismes de E est un

groupe pour la composition des applications, appelé groupe linéaire de E.

Remarque 2.4.14. Rappelons que pour tout A dans K, I'homothétie de rap-
port A est ’endomorphisme h) : £ — E, x +— A\z. En particulier, ’homothé-
tie h; de rapport 1 est 'endomorphisme identité idg. Soient hy, et h), deux
homothéties de rapports respectifs A\; et A\y. Alors leur composée hy, o hy, est

I’homothétie hy,, de rapport A\; A9, car pour tout z € E :

(h>\1 © h>\2) (x) = h)\l (h>\2 (ZE)) = h>\1 (AQ:L‘) = /\1(/\25(]) = ()‘1)‘2>x = h>\1>\2 (ZL’)

D’autre part, toute homothétie hy de rapport A # 0 est bijective et son appli-
cation réciproque h;l est ’homothétie h%, puisque h) o h% = h)\% = hy = idg.
Il résulte de ces propriétés que I’ensemble H des homothéties de E de rapports
A non nuls est un sous-groupe du groupe linéaire GLg(FE) de E.

Remarquons que hy, o hy, = hy, o hy,, et donc le groupe H est commutatif,

malgré le fait que le groupe G'Lk(E) n’est pas commutatif.
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245 Lalgébre Lk (L)

Le comportement sympathique de la composition des applications linéaires
vis-a-vis de 'addition vu dans la section 2.4.2 nous conduit au résultat suivant

lorsqu’on travaille avec les endomorphismes (E = F = G):
Proposition 2.4.15. (Lx(E),+,0) est un anneau unitaire.

DEMONSTRATION. (Lg(F),+) est déja un groupe abélien, car (Lx(E),+,-)
est un espace vectoriel sur K. De plus, nous avons vu que la loi o est associative,
distributive a droite et & gauche par rapport a 'addition. D’ou (Lk(E), +, o)
est un anneau. C’est méme un anneau unitaire, puisqu’il posséde un élément

neutre idg pour la loi o. [ |

Notons que 'anneau Lk (E) n’est pas en général commutatif. Nous revien-
drons sur ce point dans un prochain chapitre quand nous étudierons ’anneau

des matrices carrées.

Remarque 2.4.16. Soit (A, +, X) un anneau commutatif unitaire quelconque
d’élément unité 14. Puisque (A, +) est un groupe, tout élément = € A est sy-
métrisable (pour 'addition) : 32’ € A tel que : © + 2’ = 0g. Par contre, les
éléments de A ne sont pas nécessairement tous inversibles (pour la multipli-
cation) (il suffit de penser a 'anneau (Z, +, x), a titre d’exemple, ou 1 et —1
sont les seuls éléments inversibles). Néanmoins, nous rappelons que ’ensemble
U(A) des éléments inversibles de A forment un groupe multiplicatif (U/(A), x).
En revenant a notre anneau (Lk(E), +, o) associé & un espace vectoriel E sur
K, il est important de souligner que le groupe des éléments inversibles de

(Lx(E),+,0) est précisément le groupe linéaire GLk(E).

Nous venons de voir que Lk(FE) est muni de deux lois internes + et o et

d’une loi externe telles que
* (Lx(F),+,.) est un espace vectoriel sur K,
* (Lx(F),+,0) est un anneau,

* a(go f)=(ag)o f=go(af) pour tous f,g € Lx(F) et pour tout a € K.

Pour ces trois raisons, on dit que (Lx(F),+,-,0) est une algébre sur K,

conformément a la définition plus générale suivante :
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Définition 2.4.17. Une structure d’algebre sur K sur un ensemble A est la
donnée de deuz lois de composition internes, notées habituellement + et X, et

d’une loi externe sur K telle que :

1. (A, +,.) est un espace vectoriel sur K.

2. (A, +, x) est un anneau.

3. afab) = (a) x b= a x (ab) pour tous a,b € A et a € K.

Remarque 2.4.18. Soit (A, +, -, X) une algébre sur K. Si 'anneau (A, 4, x)
est unitaire, c’est-a-dire, si la loi interne x posséde un élément neutre (noté
14), on dit que (A,+,-, x) une algébre unitaire. De méme, si la loi X est

commutative, 1'algeébre est dite commutative.

Exemple 2.4.19. L’exemple le plus simple d’algébre sur K est 'algébre

(K, +, x,.). Cette algébre est évidemment commutative et unitaire.

Exemple 2.4.20. Nous venons juste de voir que si F est un espace vectoriel

sur K, alors (Lx(F),+,-,0) est une algébre unitaire non commutative.

Exemple 2.4.21. Un autre exemple trés important d’algébre est donné par
(K[X], +, %, .), 'algébre des polynoémes a une indéterminée sur le corps K. En
effet, il est aisé de voir que les trois conditions de la définition d’algébre sont

vérifiées. Cette algébre est commutative unitaire.

Exemple 2.4.22. L’ensemble (F(R,R),+,-, x) des fonctions de R dans R

est une algebre commutative unitaire.

Nous verrons au chapitres suivant un autre exemple fondamental d’algébre
formé par les matrices carrées.
D’autre part, a l'instar des structures de groupes, anneaux, corps et espaces
vectoriels, les notions de sous-algébre et d’homomorphisme d’algébres se défi-

nissent de maniére analogues et naturelles et jouent des réles importants :

Définition 2.4.23. Soient (A, +, X, .) et (B, +, X, .) deux algébres sur K et f :
A — B une application. On dit que f est un homomorphisme d’algébres
si f est a la fois un homomorphisme d’anneaux et une application linéaire,

c’est-a-dire :

fla+b) = fla) + f(b), flaxb)=fla)x[f(b), flaa) = af(a)

pour tous a,b € A et a € K.
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Ainsi, un homomorphisme d’algébres conserve & la fois les structures d’es-
paces vectoriels et les structures d’anneaux. On pourra donc utiliser toutes
les propriétés connues des homomorphismes d’anneaux et des applications li-
néaires. On définit de méme un isomorphisme d’algébres comme étant un

homomorphisme d’algébres qui est bijectif.

Exemple 2.4.24. L’application f : K[X] — K définie par f(P) = P(0) est
un homomorphisme d’algébres de (K[X],+, x,.) dans (K, +, x,.). En effet,
f(P+Q) = (P+Q)(0) = P(0)+Q(0) = f(P)+f(Q), f(PxQ) = (PxQ)(0) =
P(0) x Q(0) = f(P) x f(Q) et f(aP) = (aP)(0) = aP(0) = af(P).

Exemple 2.4.25. Considérons C comme espace vectoriel sur le corps K = R.
Alors I'application de conjugaison C — C, z — Z est un homomorphisme
d’algebres. 11 suffit de remarquer que z + 2/ = Z+2/, 2 x 2/ = Zx 2 et 4z = aZ
pour tous nombres complexes z, 2z’ € C et pour tout réel o € R.

En fait, ¢’est méme un isomorphisme d’algébres.

Définition 2.4.26. Soit (A, +, X,.) une algébre sur K et S une partie non
vide de A. On dit que S est une sous-algébre de A si S est elle-méme une

algebre sur K pour les lois induites par celles de A.

Par analogie avec les sous-groupes, sous-anneaux et sous-espaces vectoriels,
pour montrer qu'une partie non vide S est une sous-algébre d’une algébre
(A, 4+, X, .), on ne vérifie pas toutes les conditions de la définition précédente,
mais seulement quelques-unes, car la plupart d’entre elles sont déja satisfaites
dans A. Plus précisément, S doit étre simultanément un sous-espace vectoriel
de l'espace vectoriel (A, +,.) et un sous-anneau de 'anneau (A, +, x). Ceci se

traduit par :

Proposition 2.4.27. Soit (A, +, X, .) une algébre sur K et S une partie de A.
Alors S est une sous-algébre de A si et seulement si les conditions suivantes

sont satisfaites :

1. 04 € S.

2. pour tousa,be S, a+beS.

3. pour tousa € S et € K, aa € 5.
4. pour tous a,be S, axbe .

DEMONSTRATION. Les trois premiéres conditions traduisent le fait que S

est un sous-espace vectoriel de (A, +,.). Il en découle que (S,+,.) est aussi
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un espace vectoriel sur K, et en particulier, S est un sous-groupe du groupe
(A, +). La quatriéme condition montre que S est stable pour la multiplication,

et donc aussi un sous-anneau de 'anneau (A4, +, X). u

Exemple 2.4.28. R est une sous-algébre de l'algébre (C,+, x,.), ou C est

considéré comme espace vectoriel sur R.
Exemple 2.4.29. K est une sous-algébre de l'algebre (K[X], +, X, .).

Exemple 2.4.30. Par contre, K,,[X] n’est pas une sous-algébre de K[X]. C’est
un sous-espace de K[X] mais ce n’est pas un sous-anneau de K[X]. C’est la

condition 4 de la proposition 2.4.26 qui n’est pas valable.

Exemple 2.4.31. L’ensemble C(R, R) des fonctions continues de R dans R est
une sous-algébre de l'algebre (F(R,R) des fonctions de R dans R. En effet,
on sait que c’est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel F(R,R). En
outre, il est stable pour la multiplication puisque le produit de deux fonctions

continues est continue.

Théoreme du noyau

Le théoréme suivant joue un role central en algébre linéaire. Il est souvent

intitulé théoréme du noyau ou théoréme du rang.

Théoréme 2.5.1. Soit f : E — F une application linéaire avec E de dimen-

sion finie. Alors ker(f) et Im(f) sont de dimensions finies, et l'on a :

dim E = dimker(f) + dim Im(f)

DEMONSTRATION. D’abord, puisque ker(f) est un sous-espace vectoriel de
E, alors ker(f) est aussi de dimension finie. Soit By = (ey,...,€e,) une base
de ker(f). D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut compléter By
pour former une base B = (ey,...,€,,a1,...,a,) de E. Montrons que la fa-
mille By = (f(a1),..., f(ay)) est une base de Im(f), ce qui entrainera que sa

dimension est finie :

* Solent oy, ...,a, € K tels que oy f(a1) + -+ - + a4 f(a,) = 0p. Alors

f(a1a1 + -+ aqaq) = OF
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et donc

ajay + -+ + aga, € ker(f).
Puisque By = (ey,...,e,) est une base de ker(f), il existe des scalaires
Bi,...,Bp € K tels que
aray + -+ agag = prer + -+ Byey,
soit
Brer + -+ Bpep —onay — - - — agaq = Op.

Comme B est libre, tous les scalaires a, ..., a,, f1, ..., B, sont nuls. Ainsi,

Bs est libre.

* Montrons maintenant que By engendre Im(f). Pour tout y € Im(f), il existe
x € F tel que y = f(z). Or, B est une base de E, donc on peut écrire le

vecteur £ comme combinaison linéaire
x = ier + -+ Bpep +arar + - - 4 oqaq.
11 vient

y=f(x)=pbif(er) +-- 4 Bpflep) +anflar) + -+ agflag).

Mais les vecteurs ey, ..., e, appartiennent a ker(f), donc

f(el):"':f(ep):oF.

Par conséquent, y = f1f(e1) + --- + B,f(ep) est combinaison linéaire des

éléments de B,. D’ou B, engendre Im(f), et par suite, c’est une base de
Im(f).

Finalement, pour achever la preuve, il suffit d’écrire
dim £ = card(B) = p + ¢ = card(B;) + card(B;) = dim ker(f) + dim Im(f).
|

Remarque 2.5.2. Bien que dim E = dim ker(f) + dim Im(f), en général les
sous-espaces ker(f) et Im(f) ne sont pas supplémentaires dans E.

En effet, d’abord Im(f) est un sous-espace de F', tandis que ker(f) est un
sous-espace vectoriel de E.

Puis, méme si F = F, les sous-espaces ker(f) et Im(f) peuvent ne pas étre
supplémentaires dans F, comme le montre ’exemple suivant dans lequel le

théoréme du noyau sera vérifié.
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Exemple 2.5.3. Soit f application linéaire de R? dans R? définie par f(z,y) =
(r +y, —x — y). Pour tout vecteur u = (z,y) € R? :

u€cker(f) <= z+y=0et224+2y=0 <= 2+y=0 <= y=—1 <
u=(xr,—x) < u € Vect(l,—1).

Ceci nous dit que ker(f) = Vect{(1,—1)} est la droite vectorielle de R? en-
gendrée par le vecteur (1,—1).

D’autre part, Im(f) = {f(z,y) / (z,y) € R?} = {(z +y,—z —y) / (z,9) €
R?} = {(2,—2) / z € R} = Vect{(1,-1)}.

Par conséquent, les sous-espaces ker(f) et Im(f) sont égaux, et ne peuvent
donc pas étre supplémentaires.

On vérifie bien le théoréme du noyau : 2 =1+ 1.

Définition 2.5.4. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies

sur K et f € Lx(E,F). L’entier naturel dimIm(f) s’appelle rang de f et se
note rg(f) :

rg(f) = dimIm(f) = dim(~) — dim(ker(f))

La formule précédente s’écrit donc

dim E = dimker(f) + rg(f)

Voici quelques propriétés élémentaires du rang d’une application linéaire :

Proposition 2.5.5. Soit f : E — F une application linéaire. On a

1. rg(f) < dim(FE) et rg(f) < dim(F).

2. Pour toute base B = (aq,...,a,) de E, rg(f) =rg(f(a1),..., f(a,)).
DEMONSTRATION.

1. Puisque Im(f) est un sous-espace de F', il est immédiat que rg(f) = dimIm(f)) <

dim(F).
D’autre part, rg(f) = dim(£) — dimker(f) < dim(E).

2. Si B = (ay,...,a,) est une base de E, alors Im(f) = Vect(f(a1),..., f(an)).

Dot rg(f) = dim (Vect(f(a1),. ., f(an))) = re((f(ar), ., F(an). .
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A titre d’exemple, le rang de 'application linéaire de ’exemple précédent

est 1.

Une autre fagon de prouver 'inégalité rg(f) < dim(F) consiste a utiliser
la propriété 2 : rg(f) = rg(f(ar),..., f(an)), ou (ai,...,a,) est une base
de E. Comme (f(a1),...,f(a,)) est une famille de n vecteurs de F, alors
rg(f(a1),..., f(a,)) < n,puisque le rang d’une famille de vecteurs est toujours

inférieur ou égal & son cardinal (voir proposition 1.4.24).

Remarque 2.5.6. Soit f € L(E,F). Alors : rg(f) =0 < f=0.

En effet, si f =0, alors Im(f) = {0p}, d’ou rg(f) = dim({0r}) = 0.
Réciproquement, si rg(f) = 0, alors dimIm(f) = 0, ce qui implique Im(f) =
{0r}. Donc pour tout x € E, f(x) = Op, c’est-a-dire f = 0.

Nous nous intéressons maintenant a la question suivante : quand-est ce que
les inégalités rg(f) < dim(E) et rg(f) < dim(F') deviennent des égalités ?
En connexion avec cette question, nous allons voir que la connaissance du
rang d’une application linéaire f permet de savoir si f est injective, surjective,

bijective.
Proposition 2.5.7. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions
finies sur K, et f € L(E,F). On a :
(a) f est injective <= rg(f) = dim(FE).
(b) f est surjective <= rg(f) = dim(F).
(c) f est bijective <= rg(f) = dim(E) = dim(F)
DEMONSTRATION. En utilisant le théoréme du rang :
(a) f est injective <= ker(f) = {0} <= dim(ker(f)) =0 <= rg(f) =
dim(F) — 0 = dim(E).

(b) f est surjective <= Im(f) = F. Or, Im(f) est un sous-espace vectoriel de
F,donc Im(f) = F < dimIm(f) = dim(F) <= rg(f) = dim(F).

(c) est une conséquence immédiate des deux premiéres propriétés. [ |

Remarque 2.5.8. On peut démontrer la proposition précédente d’une ma-
niere différente :

f estinjective <= (f(a1),..., f(a,))estlibredans F' <= rg(f(a1),..., f(a,)) =
n <= rg(f) =n=dim(E).
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[ est surjective <= (f(a1),..., f(a,)) engendre F' <= rg((f(a1),..., f(an)) =
dim(F).

La proposition précédente permet de caractériser les automorphismes :

Corollaire 2.5.9. Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K, et f €

L(E) un endomorphisme de E. On a :

f est bijective <= rg(f)=n

Par définition, une application linéaire f : E — F est bijective si elle est
a la fois injective et surjective. Cependant, nous avons déja vu dans le corollaire
2.3.11 que si E et F sont de dimensions finies avec dim(FE) = dim(F'), chacune
de ces deux conditions implique 'autre. Dans un but pédagogique, voici une

autre preuve de ce résultat, comme conséquence de la proposition précédente :

Corollaire 2.5.10. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies
sur K, avec dim(F) = dim(F), et soit f € Lk (E, F). Alors :
f est injective < f est surjective < f est bijective.

DEMONSTRATION. f est injective <= rg(f) = dim(F) <= rg(f) =
dim(F) <= f est surjective. u

Le corollaire précédent est en particulier valable pour un endomorphisme
f € Lk(F) de E lorsque F est de dimension finie. Dans la pratique, c’est
plutdt cette version qui est souvent utilisée. Au risque de nous faire répéter,

énoncons clairement ce résultat pour insister sur son extréme importance :

Corollaire 2.5.11. Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur K et
f € Lx(E) un endomorphisme de E. Alors :
f est injective <= f est surjective <= f est bijective.

Pour terminer cette section, appliquons le théoréme du noyau aux formes

linéaires :

Remarque 2.5.12. Soit F un espace vectoriel de dimension n sur K, et
considérons une forme linéaire non nulle f : F — K. Puisque Im(f) est
un sous-espace vectoriel de K, dimg Im(f) < dimg(K) = 1. Or, f # 0,

alors Im(f) # {0g}, d’ott dimIm(f) = 1 nécessairement. On en déduit que
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2.6

dim(ker(f)) = n — 1. Rappelons qu'un sous-espace vectoriel de E de dimen-
sion n — 1 est appelé un hyperplan de E. Donc le noyau d’une forme linéaire

non nulle est toujours un hyperplan.

Exemple 2.5.13. Soient a,b € R et considérons l'application f : R? —s
R définie par f(z,y) = ax + by pour tout vecteur (z,y) € R% On vérifie
facilement que c’est une forme linéaire sur R2. Elle est non nulle si (a,b) #
(0,0). Dans ce cas, son noyau, qui est 'ensemble ker(f) = {(z,y) € R? / ax +
by = 0}, est un hyperplan de R%. C’est donc un espace vectoriel de dimension

1.

Projecteurs et symétries

Comme leurs noms indiquent, les concepts de projections et de symétries

proviennent de la géométrie. Commengons par introduire la notion suivante :

Définition 2.6.1. St E = F) @ F5 est une décomposition d’un espace vectoriel
E en deux sous-espaces supplémentaires Fy et Fy, tout vecteur x € E posséde
une unique décomposition sous la forme x = x1+ xo, avec x1 € Fy et xo € F5.
On appelle projection sur F parallélement a G application p; : E —
E, ©=x1 4 22— p1(x) = x1. On dit que le vecteur x; est la projection de
x sur I parallélement a F5.

De méme, on définit de maniere symétrique la projection p, sur F, paral-

lelement a Iy :py: B — E, x =11 + 29 — po(x) = 29,

Proposition 2.6.2. Soient E un espace vectoriel sur K, et Fy, Fy deux sous-
espaces vectoriels de E tels que E = F\ @ Fy5. La projection py sur Fy paralle-

lement a Fy est un endomorphisme de E vérifiant :

P1©p1 = D1, ker(p;) = F, Im(p,) = F1.

DEMONSTRATION. e Soient z,y € E et a, f € K. Il existe (x1,25) € F} X F}y
et (y1,y2) € F1 X Fy tels que x = 1 + 25 et y = yg + yo. Alors ax + fy =
a(zy +x2) + By + y2) = (a1 + Byr) + (axs + Byo) avec axy + Sy € F et
axs + Bys € Fy. Done pi(ax + By) = ax + By = api(z) + Bpi(y)-

e Pour tout vecteur x = x; + x5 € E, on a p; o p1)(x) = p1(p1(x)) = p1(z1).
Or, l'écriture de x; dans la somme directe F; @& F, = E est évidemment
x1 =x1+ 0g, car 1 € Fy et Og € Fy. Dot py(x1) = 1 = p1(x), et par suite,
P1op1 = Pp1-
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e Pour tout © = 1429 € E,onapi(x) =0p & 21 =0 & x =19 = x € Fy,
donc ker(p;) C Fy. D’autre part, tout vecteur = € Fy se décompose sous forme
r=0g+x avec Og € F et x € F), c’est-a-dire, x = x1 + 29 avec 1 = O et
xe = x. Donc py(z) = x9 = 0, d’ou Fy C ker(p;).

Ainsi, ker(p;) = F.

Montrons que I'm(p;) = F;. D’abord, pour tout € F, p;(z) = x; € F, d'ou
Im(py) C F.

D’autre part, pour tout x de Fi, on a x = x4+ O avec x € F} et O € G,
d'ott © = 1 + x9 avec 1 = x et x9 = Op. Ceci implique py(x) = z, et donc
x € Im(pr).

Ainsi, Im(py) = F. u

Remarque 2.6.3. Avec les notations ci-dessus, on a

Im(p1) = {2 € E/ p1(x) = x}

En effet, si x € Im(py), il existe y € E tel que x = pi(y). Donc p;(z) =
pipr(y)) = (prop)(y) = pily) =z, dow Im(py) € {z € E [ pi(x) = x}.

Si maintenant z € E avec p;(z) = z, alors il est clair que x € Im(py), d’ot
{z € E/p(z)=a} C Im(p).

Remarque 2.6.4. 1) Avec les notations ci-dessus, on a évidemment la somme
directe E = Im(p;) @ Ker(p:).

2) En échangeant les roles des sous-espaces F) et F, il est clair que la

projection sur Fy parallelement a F; vérifie aussi py o po = po, ker(py) =

FQ, Im(pg) = F2 D Fl.

Proposition 2.6.5. Soit E = F1® Fy, py (resp. p2) la projection sur Fy (resp.
sur Fy) parallelement o Fy (resp. a Fy). On a

idg =p1+p2, propa=peop =0.

DEMONSTRATION. 1) Pour tout © = 21 + 29 € E, (p1 + p2)(z) = p1(z) +
pa(z) = o1 + 9 = x, donc idg = p1 + po.
2) (prop2)(z) = pr(pa(w)) = pr(22) = Op car py(z) € F> = ker(ps), d’on

p1 o po = 0. De facon analogue on vérifie que py o p; = 0. [ ]

Nous venons de prouver que si E = F} & F5, alors la projection p; sur F}
paralléelement a F5, vérifie p; op; = p;. Nous étudions maintenant la réciproque

de cette propriété.
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Définition 2.6.6. Soit E' un espace vectoriel sur k et f € Lx(E) un endo-

morphisme de E. On dit que f est un projecteur si pop = p.
Théoréme 2.6.7. Soit p un projecteur de E. On a :

(a) E =1Im(p) ® ker(p).

(b) p est la projection sur Im(p) parallelement a ker(p).

DEMONSTRATION. (a) e Soit x € ker(p) N Im(p). Alors p(x) = O, et il existe
y € E tel que 2 = p(y). Donc Op = p(z) = p(p(y)) = (pop)(y) = p(y) = .
Ceci montre que ker(p) N Im(p) = {0g}.

e On a déja l'inclusion triviale I'm(p) + ker(p) € E. Montrons 'inclusion
réciproque E C Im(p) + ker(p). Pour ce faire, pour tout x dans E, écrivons
x = p(x)+(x—p(z)). Il est clair que p(z) € Im(p). De plus, z —p(x) € ker(p),
car p(z — p(x)) = p(z) — (pop)(z) = 0. D'out E = Im(p) + ker(p).

(b) Puisque, pour tout = de E, z = p(z) + (z — p(z)) avec p(xz) € Im(p) et
x — p(z) € ker(p), on déduit que p est la projection sur I'm(p) parallélement
a ker(p). n

Proposition 2.6.8. Soit p un projecteur de E, et ¢ =idg —p. On a :
(a) q est un projecteur de E

(b) pog=qop=0.

(c) q est la projection de E sur ker(p) parallelement a Im(p).
(d) ker(q) = Im(p), Im(q) = ker(p).

DEMONSTRATION. (a) L’application ¢ est clairement un endomorphisme de
E. Elle vérifié goq = (idg —p) o (idg —p) = idgoidg —idgop—poidg+pop =
tdg — 2p+p =1idg — p = q, donc ¢ est aussi un projecteur de F.

(b) pog=po(idg —p)=poidg—pop=p—p=0.

(¢) Soit = un vecteur quelconque de F ; on a vu que sa décomposition selon la
somme directe E = I'm(p)@ker(p) est z = p(x)+ (x—p(x)) avec p(x) € Im(p)
et  — p(z) € ker(p). Il en découle que ¢ est la projection de E sur ker(p) pa-
rallelement a I'm(p). [ |

Si E est de dimension finie et p est un projecteur de E. Alors la somme
directe E' = I'm(p) @ ker(p) nous permet de vérifier automatiquement le théo-

réme du rang dim E = dim I'm(p) 4+ dim ker(p).
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Une remarque s’impose a ce niveau : En général, un endomorphisme f €

Ly (E) vérifiant E = Im(f) @ ker(f) n’est pas nécessairement un projecteur.

Définition 2.6.9. Soit £ = F} ® Fy une décomposition d’un espace vectoriel
E en deux sous-espaces supplémentaires Iy et Fy. On appelle symétrie par
rapport a F parallélement a F;, 'application sy : E — E, © = x1+ x5 —
s1(x) = x1 — x9. On dit que le vecteur xq est le symétrique de x par rapport a
Fy parallélement a Fs.

De méme, on définit de maniere symétrique la symétrie sy par rapport a Fo

parallelement o Fy : sy E — E, © = 11 + 9 > So(T) = 9 — 2.

Remarque 2.6.10. Il est clair que s; = p; — po, car s1(x) = 1 — x93 =
p1(z) — p2(xe) = (p1 — p2)(x) pour tout vecteur x = x; + 25 € E.

De plus, puisque idg = p; + p2, alors on obtient
1 , .
D1 = 5(81 +1idg), s1=2p; —idp

Proposition 2.6.11. Soit £ = Fy & F,. La symétrie s; par rapport a F)

parallelement a Fy est un automorphisme de E vérifiant :

SloslzidEI

DEMONSTRATION.

— Si si(x) = Og, alors 1 — 29 = O et donc ; = x2 € F; N Fy. D'ou
x1 = xg = Op, et par suite, z = Op. Ainsi, ker(s;) = {0g}, donc s; est
injective. D’autre part, il est clair de voir que Im(f) = E, d'ou s; est

surjective.

— (s1081)(x) = s1(x1 —x2) = s1(x1 + (—22)) =21 — (—22) =21+ 23 =2

pour tout x = x1 + x9 € E. Il en résulte que s; 0 51 = idg.

On aurait pu montré la surjectivité de s; a I’aide de la formule s; 05, = idg.

En effet, ceci veut dire que s; est égale & son propre inverse s; .

Et voila, nous arrivons a la fin de ce présent chapitre. Maintenant vous
avez bien assimilé les bases pour pouvoir manipuler les espaces vectoriels
et les applications linéaires. Préparez-vous maintenant au prochain chapitre

sur les matrices. Vous étes préts!
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Changer le style en mode mathématique

Matrices

"A ne rien faire, on apprend bien peu.
Le prix du succés est beaucoup moins

élevé que celui de I'échec.”

N MATHEMATIQUES, les matrices servent & interpréter en termes calculatoires

les résultats théoriques de 'algeébre linéaire que nous avons étudiées dans les

espaces vectoriels et les applications linéaires. Toutes les disciplines étudiant des

phénomeénes linéaires utilisent les matrices. En particulier, elles sont présentes en

Analyse, Géométrie, Physique, etc.

3.1 Lespace vectoriel M,, ,(K) des matrices de type (n, p)

Soit K un corps commutatif qui se sera en pratique R ou C. Soient deux

entiers naturels non nuls n et p.

Définition 3.1.1. On appelle matrice de type (n,p) a cefficients dans

K un tableau rectangulaire a n lignes et p colonnes de la forme

a11 a2

a21 A22
A=

an1  Ap2

CLlp
CL2p

QAnp

ou les a;; € K s’appellent les ceefficients de la matrice A.

Le symbole M., ,(K) désigne ’ensemble des matrices de type (n,p) a ceffi-

cients dans K.
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Chaque ccefficient a;; est situé a I'intersection de la ligne numeéro 7 avec la
colonne numéro j. Puisqu’il y a au total n X p ceefficients a;; dans la matrice
A, on dit aussi que A est une matrice de taille n X p. La matrice A pourra

étre écrite de fagon abrégée :

A = (ai;)1<i<n
1252p

ou simplement

A= (ay)

s'il n’y a pas de confusion sur sa taille.

Ainsi, pour une matrice A = (a;;), le premier indice 7 correspond au numéro

de la ligne, le second indice j est le numéro de la colonne.

Définition 3.1.2. Deuz matrices A = (a;;)1<i<n €t B = (bi;)1<i<n de méme
1<5<p 1<j<p

type (n,p) sont dites égales si a;; = b;; quels que soient les indices i €

{1,...,n} etje{l,...,p}

Exemple 3.1.3. Considérons les cas particuliers suivants :

(a) n =3, p =2 : Une matrice A de type (3,2) a coefficients dans K est de

la forme
a1 a1z
21 (22
az1 a3z

(b) p=1: Une matrice de type (n,1) s’écrit

On l'appelle matrice colonne (ou uni-colonne).

(c) n = 1. Une matrice de type (1,p) a la forme A = (a11 aia ... alp) et

s’appelle matrice ligne (ou uni-ligne).

(d) Une matrice A de type (1,1) contient un seul coeficient a;;. On peut donc
considérer la matrice A comme un scalaire de K. Ceci permet d’identifier
I'ensemble M ;(K) avec K.

(e) n = p. Une matrice A de type (n,n) s’écrit

ay;r a1 ... Qip
91 A922 ... QAgp
an1 Gp2 ... Gpp
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Dans ce cas, on dit que A est une matrice carrée d’ordre n. L’en-
semble M,, ,(K) de ces matrices carrées d’ordre n est désigné simple-
ment par M, (K). Dans ce cas, les coefficients a;; avec i = 1,...,n sont
dits coefficients diagonaux, et la ligne oblique contenant les ccefficients
diagonaux aii, ..., a,, est appelée la diagonale de la matrice A.

(f) La matrice carrée H,, définie par le coeflicient général a;; = 1/(i +j — 1)
s’appelle la matrice de Hilbert, en hommage au mathématicien allemand

David Hilbert qui I’étudia en 1894. Par exemple, pour n =4 :

1 1/2 1/3 1/4
1/2 1/3 1/4 1/5
1/3 1/4 1/5 1/6
1/4 1/5 1/6 1)7

Hy =

Remarque 3.1.4. Soit une matrice A = (a;;) € M, ,(K). Le ceefficient
général de A est a;j, il se trouve en position (7, 7). La matrice A est donc
une suite finie de np termes a;; (¢ = 1,...,n, j = 1,...,p). Rappelons
que pour les suites numériques u = (uy,)nen, 'entier n est un indice muet,
c’est-a-dire que sa notation n’a aucune importance : la suite u = (U )nen
peut s’écrire aussi 4 = (Up)men = (4;)ien. De méme pour une matrice
A = (ai;) € M, ,(K), les indices ¢ et j sont muets : il est possible de
changer les notations des indices i € {1,...,n} et j € {1,...,p} pour écrire
par exemple A = (ay;). L’essentiel est que le premier indice k soit compris
entre 1 et n et que le second indice [ doive varier entre 1 et p. Nous aurons
besoin de cette observation quand nous aborderons la multiplication des

matrices.

Remarque 3.1.5. Pour effectuer certaines opérations, il peut étre utile
de travailler sur le systéme des lignes ou des colonnes d’une matrice A €

M, »(K). On pourra alors I'écrire sous une des formes suivantes :

Ly
L,
*x A= . |oul;= (aﬂ Qi ... al-p) est la ligne 7 de la matrice A.
Ly,
ayj
. a2 .
* A= (C’1 cy, ... C'p) ou C; = ) est la colonne j de A.
Anj

Nous allons maintenant considérer la question d’arithmétique des matrices.
Plus précisément, il est raisonnable de munir I'ensemble M,, ,(K) de deux
opérations naturelles, une addition et une multiplication externe, de la fa-
¢on suivante : pour ajouter deux matrices A et B de méme type, il suffit

d’ajouter les ceefficients correspondants; et pour multiplier une matrice A
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par un scalaire A\, on multiplie tous les ccefficients de A par A. En d’autres

termes :
ai; ... Qip bll c.. blp ail + b11 S Q1p + blp
+ =] ]
Qp1 ... dpp bnl N bnp ap1 + bnl N ) + bnp
11 ... QAip )\CLH e )\alp
A - :
Apl .. Gy A1 .o Mgy

pour toutes matrices A = (a;;) et B = (b;;) dans M,, ,(K) et pour tout
scalaire A dans K. Ces opérations s’écrivent en notation simplifiée :

(aij) + (bij) = (aij + bi), A (ay) = (Aaij)

Autrement dit, si A = (a;;) et B = (b;;) sont dans M,, ,(K), alors A+ B =
(¢ij) € M, (K) avec ¢;; = a;;+b;;. De méme, si A € K, alors A\- A = (d;;) €
M., ,(K) avec d;; = Aa;.

Les opérations d’addition et de multiplication des matrices satisfont les lois
usuelles d’arithmétique qu’on peut regrouper dans la proposition qui suit.

Proposition 3.1.6. L’ensemble M, ,(K) est un espace vectoriel sur K.
DEMONSTRATION. La vérification de cette proposition est trés facile :

* L’¢lément neutre de I'addition est la matrice dont tous les ceefficients a;;

sont nuls. Elle s’appelle matrice nulle de type (n,p) et se note O, , ou
0.

« L’élément symétrique de la matrice A = (a;;) est la matrice —A = (—a;;).
% La commutativité de I'addition des matrices A + B = B + A s’obtient

immeédiatement de la commutativité de 'addition des scalaires dans K :

(aij) + (bij) = (ai; + bij) = (bij + aij) = (bij) + (ai)

*

De fagon analogue, l'associativité des matrices (A+B)+C = A+(B+C)

provient de 'associativité de I'addition des scalaires dans K.

Ainsi, (M,, ,(K), +) est un groupe abélien.

Les quatre axiomes de la loi externe s’établissent aussi de maniére aisée :
x a-(A+B)=a+a-B;

* (a+p)=a+ - B;

xa-(f-A)=(ap)-A;
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*x 1-A=A.

pour toutes matrices A = (a;;) et B = (b;;) dans M,, ,(K) et pour tous
scalaires a et 8 dans K.
Par exemple, soient A = (a;;);; € Mpp(K), B = (bij)i; € My,(K) et

a € K et vérifions la premiére assertion :

a(A+B) = a((ay)+ (b))
= a(ai; + by)
= (alaij +bij))
(aaij + Oébij)
= (aai;) + (abij)
= a(ay) +a(by)
= oA+ AB

Tous les calculs se font donc facilement de cette maniére en se ramenant

aux calculs sur le corps K via les ceefficients des matrices. [ |

Aprés avoir prouvé que M,, ,(K) est un espace vectoriel sur K, il est temps
d’étudier sa dimension. Puisqu'une matrice A = (a;;) € M,,,(K) possede
np ceefficients a;; indépendants les uns des autres, il est naturel de deviner
que sa dimension serait np. Vérifions notre intuition dans le cas particulier

n = 2, p = 3 pour mieux comprendre la situation. Cherchons donc une base

de M273(K) .
Soit donc A = (1 912 a13> une matrice de type (2,3). Décomposons A

Q21 Q22 Q23
1 100y, 0 1 0Y 0

n 0 0 n 0 0 n 0
21 1 0 22 0 0 23 0

Par conséquent, les six matrices
100 010 0 0 1
Ell - (O 0 O) ) E12 — (0 0 0) ) E13 - <O 0 O> )

00 0 00 0 00 0
E21:<1 0 0)’E22:(0 1 0>’E23:<0 0 1)

engendrent 'espace vectoriel M, 3(K).

sous forme :

oo OO

_— o O =
oo O o

Toute matrice A = (a;;) s’écrit donc comme combinaison linéaire

A =anFEy + arnEs + a3 Er3 + a1 Eay + ase By + ass Eos.
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De plus, ces six matrices E11, E19, E13, Fa1, Fas, Fa3 sont linéairement indé-

pendantes. En effet, prenons une combinaison linéaire nulle
a1 By + aroBhg + aisEhs + ag Eoy + aseEag + ags e = O

avec les a;; dans K. Alors les calculs précédents nous donnent en remontant :

(all a12 a13) _ (0 0 0)

21 G22 (23 000/’

et par suite, tous les scalaires a;; sont nuls.

Ainsi, les six matrices E11, Eig, Evs, o1, Ea, Eas forment une base de M 3(K),
appelée la base canonique de M, 3(K). Il en résulte que My 3(K) est de
dimension 6 = 2 x 3 sur K.

La matrice £;; est celle dont tous les coefficients sont nuls sauf celui en
position (i, j), qui vaut 1.

Nous pouvons étendre cette situation au cas général :

Théoréme 3.1.7. L’espace vectoriel M,, ,(K) est de dimension np sur K.
Une base de M,, ,(K) est formée par les matrices E;; aveci =1,...,n et
Jj=1,...,p telle que E;; est la matrice dont tous les ceefficients sont nuls

sauf celui de la ligne i et la colonne j, qui vaut 1. Cette base (Eij)1<i<n
s’appelle la base canonique de M,, ,(K). e
DEMONSTRATION. Il suffit d’adapter la preuve correspondante an = 2,p =
3. Considérons donc la famille (F;j)1<i<n des matrices E;; € M, ,(K) telle
que E;; est la matrice dont tous les ccie%ljiifents sont nuls sauf celui en position
(4,7), qui vaut 1. Pour toute matrice A = (a;;) € M, ,(K), on décompose

A sous la forme :

A = (a;5) = ZZ@,-JEU = Z a;; Eij. (3.1)

i=1 j=1 1<i<n
1<5<p

Ainsi, les np matrices (E;;)1<i<n constituent une famille génératrice de I'es-
1<j<p

pace vectoriel M,, ,(K).

En outre, cette famille est libre. En effet, si (a;;)1<i<n sont np scalaires dans

1<j<p
K vérifiant ) a;;E;; = O, alors I'égalité (3.1) montre que la matrice (a;;)
1<i<n
1<j<p

est nulle, et donc tous les scalaires a;; sont nuls.

Il s’ensuit que la famille (E;;)1<i<n est une base de M,, ,(K). Puisque cette
1<j<p
famille contient exactement np matrices E;;, alors la dimension de M,, ,(K)

vaut np. |

Remarque 3.1.8. La matrice élémentaire E;; € M, ,(K) peut s’écrire :

1 si(k,l
akl:{ st (k1)

0 sinon

E;; = (ag) avec

(i,7)
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3.2 Matrice d’'une application linéaire

Dans cette section nous allons voir qu’a toute application linéaire, on
peut associer une matrice.
Soient F et F' deux espaces vectoriels finies sur le méme corps Ket f : B —
F une application linéaire. En vue de I’étude des matrices, il est préférable
de noter p la dimension de E et n celle de F. Soient donc B = (ey,...,ep)
une base de E et B = (€],...,€l,) une base de F.
Nous avons déja vu au chapitre précédent que 'application linéaire f de E
dans F' est parfaitement déterminée par son action sur la base B, c’est-a-
dire par la donnée des p vecteurs f(e1),..., f(e,), donc par la donnée des
coordonnées de ces p vecteurs dans la base B’ de F.

Posons donc

( n
f(el) = CL11€/1 + &216’2 + -4 an1€% = Z aﬂe;
=1
n
f(€2> = Cl12€,1 + &226/2 + -+ CanG;L = Z aige;
i=1 (3.2)
n
flep) = aip€] + agpeh + -+ anpel, = > aipe}
\ =1

avec les a;; dans K. C’est-a-dire,

n

f(e;) = ayje] + agjey + - -+ + apjel, = Zaije; pour tout j =1,...,p.
i=1

L’application linéaire f est donc complétement déterminée si on connait les
np constantes a;; (1 <i<mn,1<j<p).
Dans la pratique, ces np coordonnées a;; seront présentées sous la forme

d’une matrice a n lignes et a p colonnes. La premiére colonne étant formée

an
. a21 / P
des coordonnées , du vecteur f(e;) dans la base B’ que nous écri-
Qn1
12
. . . 22
vons verticalement, la seconde colonne contient les coordonnées . du
Ap2

vecteur f(ey), et ainsi de suite jusqu’'a la p®™° colonne constituée par les
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Q1p
) a2p - :
coordonnées | . | du vecteur f(e,). On forme ainsi la matrice
Unp
a1; Q2 ... QA
21 Q22 ... QA
ap1 Qp2 ... Qpp

qui se note M (f,B,8) et qui contient les informations & propos de I’appli-

cation linéaire f. Cette discussion nous conduit & la définition suivante :

Définition 3.2.1. Avec les hypothéses ci-dessus, on appelle matrice de
Uapplication linéaire f : E — F dans les bases B = (ey,...,¢,) et
B = (€},...,¢€.), la matrice M(f,B,B') de type (n,p) dont la j®™ colonne

est constituée des coordonnées du vecteur f(e;) dans la base B’ :

a;ix a2 ... QAip
a21 Q22 ... QAzp
/
M(fa Ba B ) = .
Qp1 Ap2 ... Qpp

Exemple 3.2.2. Soit f : R? — R3 I'application définie par
flz,y) = 2z + By, —4z + 3y, —z + y).

. . o . - R
Il est aisé de voir que f est linéaire. Soient B = (ey, e2) et B’ = (e}, €, €})
les bases canoniques respectives des espaces vectoriels R? et R?. On a

f(el) = f(lv()) = (2’ —4, _1)7 f(62> = f(07 1) = (5737 1)'

Les coordonnées de f(e;) et f(ez) vont s’écrire verticalement pour former
la matrice M (f,B,B’) de f relativement aux bases B et B’ :

2 5
M(f,B,B)=1| —4 3
-1 1

qui est de type (3,2).

Exemple 3.2.3. Considérons 'application linéaire dérivée D : K3[X] —
Ko[X] donnée par D(P) = P'. Rapportons les espaces vectoriels Ks3[X]
et Ky[X] a leurs bases canoniques respectives B = (1, X, X2 X3) et B =
(1, X, X?). On obtient facilement

0100
M(D,B,B)=[0 0 2 0
000 3
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3.2 Matrice d’une application linéaire 105

 Attention! Dans la matrice M(f,B,B'), la base B est la base de I'es-
L2\ pace de départ E, et B’ est la base de I'espace d'arrivée F. De plus,
cette matrice M (f,B,B’) se remplit et se lit par colonnes. Parfois, en corri-
geant les copies des épreuves, les enseignants sont surpris de voir cette matrice
M(f,B,B') remplie horizontalement, ce qui est faux!

Remarque 3.2.4. Soit f : E — F une application linéaire et supposons

connue sa matrice M (f, B, B') = (a;;)1<i<n dans les bases B = (eq, ..., €,) et
1<5<
B' = (€},...,el) respectives de E et F. En lisant verticalement les colonnes,
on tire
n
fej) = Zaijei pour tout j =1,...,p. (3.3)
i=1

Pour calculer maintenant I'image f(z) d'un vecteur quelconque x € F, il
suffit de décomposer x dans la base B : © = x1e; + x2e2 + - -+ + 2,6, puis

d’effectuer un calcul linéaire :

/()

w1 fler) +xaf(ea) + -+ xpf(ep)

= <a116'1 + agey + -+ anle;> + Ty <a126'1 + a9y + -+ + ange;>
+- 4, (alpe'l + agpey + -+ + anpe'n>

= (Ilau + oo + -+ + xpa1p> 6/1 + (Ilagl + ZToQgo + -+ - + l’pagp) 6/2

!

+ -4 (flanl + Tolpo + - - + xpanp> €n

Définition 3.2.5. Lorsque f est un endomorphisme d’un espace vectoriel
E de dimension n, on travaille en général avec la méme base B au départ

et a l'arrivée (bien que ce n'est pas toujours le cas). On note alors
M(f,B) = M(f,B,B) € M,(K)

et on parle dans ce cas de la matrice de l’endomorphisme f dans la

base B, qui est une matrice carrée d’ordre n.

Exemple 3.2.6. Soit £ un espace vectoriel de dimension 3 et f € L(FE)
I’endomorphisme de E dont la matrice par rapport a la base B = (e, eg, €3)

est
1 -1 4
M(f,B)y=-2 0 3
2 1 0
Soit x = w1eq + Taes + x3€3 Un vecteur quelconque de E et calculons son
image f(z) :

f(x) = xif(er) +waf(e2) +x3f(es)
= z1(e1 — 2e3 + 2e3) + wo(—eq + €3) + x3(de; + 3es)
= (r1 —my+4x3)er + (=221 + 3x3)en + (221 + 22)e3

Ainsi, par exemple, f(be; + eg — 2e3) = —4de; — 16es + 1les.
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Exemple 3.2.7. Soit F un espace vectoriel de dimension n muni d’une
base B = (ey,...,e,).

(a) Soit A € K. Rappelons que I’homothétie de rapport A est ’endomor-
phisme hy : E — E donné par hy(z) = Az pour tout x € E. Puisque
hx(e;) = Ae; pour tout i = 1,...,n, alors la matrice de f dans la base B

est trés facile & écrire :

A0 ... 0

0O Xx ... 0
M(hy,B) =

00 ... A

Une telle matrice est dite matrice scalaire.

(b) En particulier, pour A = 1, il s’agit de 'endomorphisme identité h; = idg

qui a pour matrice

1 0 . 0
01 ... 0
0 0 . 1

notée I, et appelée matrice unité d’ordre n.

On remarque que toute matrice scalaire est de la forme A/, avec A € K.

(c) Notons que si nous travaillons avec deux bases différentes B et B’ de E,
alors M (idg, B,B') # I,.
En effet, prenons £ = R? et soient B = ((2,1),(—1,0)) et B’ = (ey, €2) la

base canonique de R2. On a
ldE(Q, 1) = (2, 1) = 261 + e9 et ldE(—]_, 0) = (—]_, 0) =e; + 062.

D’ou

) 2 1

F [l est important d'insister sur le fait que la matrice qui représente une
1 | application linéaire dépend des bases choisies! Si nous changeons les
bases des espaces considérées, nous obtenons des matrices différentes. |l est
aussi important de souligner que la matrice d'une application linéaire dépend
aussi de l'ordre dans lequel les éléments de la base sont écrits. Plus tard, nous
nous intéresserons aux relations entre les matrices d'une application linéaire
obtenues a partir de différents choix de bases.

Nous avons déja considéré la somme f + g et le produit externe a.f d’appli-
cations linéaires f,g: F — F. Une question naturelle est de comparer les

matrices de f 4 g et af avec celles de f et g :

Université Moulay Ismail 106 Abdellatif Bentaleb



3.2 Matrice d’une application linéaire 107

Proposition 3.2.8. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions
finies sur K, de bases respectives B et B'. Pour toutes applications linéaires

fig: E — F et pour tout scalaire o € K, on a :

M(f+g¢g,B,B)=M(f,B,B)+ M(g,B,8) M(af,B,B") =aM(f,B,B)

DEMONSTRATION. Posons B = (ey,...,¢e,), B = (€},...,€l,) et notons

M(f,B,B") = (a;;) et M(g,B,B') = (b;).

D’apreés la formule (3.3), on a

n

fle;) = Zaijei et g(ej) = Z bije; pour tout j=1,....,p.

1=1 i=1

Par conséquent,

(f +9)(e;) = flej) + glej) Z%ez + me@z = Z aij + bij)ei
=1
Ceci donne
M(f+g7B’B/) - (aij +bZJ) = (aij) + (blj) - M(f7B7B/> + M(ngvlg,)'

D’autre part,

(af)(ej) = af(e;) =« <Z al]el> = )€

I
)
2
<

D’ou
M(af,B,B') = (aaij) = a(aij) = aM(f,B,B').1
Comme conséquence, nous pouvons énoncer :
Théoréme 3.2.9. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions

finies sur K et de bases respectives B et B'. On notedim ' = p et dim F = n.

L’application
o: Lx(E,F) — M,,(K)

f — M(f,B,B)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
DEMONSTRATION. Nous devons prouver les points suivants :

* L’application ¢ : Lx(E,F) — M, ,(K) est un homomorphisme d’es-
paces vectoriels, c’est-a-dire, une application linéaire. En effet, Vf, g €

Lix(E,F) et Va € K, la proposition précédente entraine
o(f +9)=M(f+9,8.8)=M(f,B,B)+ M(g,B.B) = ¢(f) + ¢(9),
plaf) = M(af,B,B) =aM(f,B,B) = ap(f).
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x L’application ¢ est injective. Pour ce faire, soient f et g dans Lx(E, F)
telles que ¢(f) = ¢(g). Alors M(f,B,B") = M(g, B, B’). En posant
M(f,B,B') = (a;;) et M(g,B,B’) = (b;;), on obtient a;; = b;; pour tous
i=1,...,netj=1,. ..,p D’autre part, selon la relation (3.3), on a

flej) = Z a;;e; et gle;) = Z bijei. On en déduit que f(e;) = g(e;) pour
tout j = 1 ,p. D’apres le lemme 2.3.2, il vient f = g.

a1n a2 ... Qi
, L .. . Q21 Q22 ... Q2p

* L’application ¢ est surjective. En effet, soit A = .
Ap1 QAp2 ... Gpp

une matrice quelconque dans M,, ,(K) et cherchons une application li-
néaire f € Lx(F, F) vérifiant o(f) = A, c’est-a-dire, M(f,B,B') = A. 1l
suffit de choisir f de sorte que les coordonnées de chaque vecteur f(e;)
dans la base B’ soient situées sur la j° colonne de A. En d’autres termes,

soit f : E — F l'unique application linéaire telle que
):Zaijei pour tout j =1,...,p.

Une telle application linéaire f existe grace au théoréme 2.3.1. Il est clair
que cette application linéaire f vérifie M(f,B,B') = (a;;) = A.

Ainsi, ¢ est bijective, et ¢’est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels.
|

Remarque 3.2.10. Dans la démonstration précédente, aprés avoir prouvé
que l'application ¢ est linéaire, on aurait pu déduire son injectivité en
montrant que ker(¢) = {0}. Pour vérifier ceci, soit f € Lx(F, F) telle que
o(f)=0. Alors M(f,B,B") = 0. En posant M (f,B,B’) = (a;;), il en dé-

coule que tous les a;; sont nuls. Or, par la formule (3.3), f(e;) = Z a;j€i,

d’out f(e;) = Op pour tout j = 1,...,p. Par conséquent, f = 0 D’ou
ker(yp) = {0}, et par suite, ¢ est injective.

Remarque 3.2.11. - La bijectivité de ¢ dans le théoréeme précédent
nous dit qu’étant données des bases fixées B et B’ de E et F respec-
tivement, toute matrice A € M,,,(K) peut étre considérée comme la
matrice M (f, B,B’) d'une application linéaire unique f: £ — F':

VA € M,,(K) 3f e Lx(E, F):A=M(f B, B)

- Souvent, il y a un avantage de travailler avec les espaces E = KP et
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F = K" munis de leurs bases canoniques respectives B, et B,, :

VAe M, ,(K) 3f e Lxg(KP,K"): A= M(f,B,,B)

Dans le cas particulier des endomorphismes (£ = F), le théoréme
(3.2.9) devient :

Corollaire 3.2.12. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur

K et B une base de E. L’application

v: Lx(E) — M,(K)
f = M(f,B)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Remarque 3.2.13. - Ce corollaire implique que si E est un espace vec-
toriel de dimension n muni d’'une base B, alors :

VA e M,(K) 3f e Ly(E): A= M(fB)

- En particulier, pour £ = K" muni de sa base canonique B,, :

VA € M,(K) 3lf € Lx(K™) : A= M(f,B,)

Revenons a présent au théoréme (3.2.9) pour déduire la dimension de
I'espace Lk (E, F) a l'aide de la dimension de M,, ,(K) :

Corollaire 3.2.14. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions
finies sur K. Alors l’espace vectoriel Lx(E, F) est de dimension finie, et

l'on a

dim L (F, F) = (dim E)(dim F')

DEMONSTRATION. Soient p = dim E et n = dim F'. Il suffit d’appliquer la
proposition 2.4.9 aux espaces vectoriels isomorphes Lk (E, F') = M,, ,(K),
sachant déja que la dimension de M,, ,(K) est np. u

Remarque 3.2.15. Lorsque E = F, on obtient dim Lx(F) = (dim £)?.

Dans le corollaire précédent, nous avons déterminé la dimension de
Lx(E,F) grace a celle de M, ,(K). Autrement dit, les propriétés des

matrices peuvent fournir immeédiatement celles des applications linéaires.
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Réciproquement, nous verrons dans la section suivante qu’a partir des
propriétés connues sur les opérations algébriques pour les applications
linéaires (voir chapitre 2), on déduit des propriétés sur les opérations

algébriques pour les matrices.

Remarque 3.2.16. Les espaces vectoriels Lx(E,F) et M, ,(K) sont
isomorphes ; mais cet isomorphisme ¢ : Lx(E, F) — M,,,(K) dépend

des bases B et B’ choisies dans F et I'. En réalité, on devrait le noter

vep : Lx(E, F) — M, (K)

3.3 Multiplication des matrices

3.3.1 Produit de deux matrices

Nous avons déja appris comment additionner les matrices de méme
taille et multiplier une matrice par un scalaire. Nous pouvons définir
maintenant le produit de deux matrices, & condition que leurs tailles
soient compatibles. En fait, la question de multiplication de deux matrices
est un peu plus compliquée. La définition suivante du produit de deux
matrices sera justifiée plus loin quand on abordera le calcul de la matrice
de la composée de deux application linéaires.

Définition 3.3.1. Soient A = (a;;) € M,,,(K) et B = (bji) € M, ,(K).
On appelle produit AB la matrice (c;;) dans M, (K) dont les cefficients

sont donnés par :

p
Cik = Y, ij bji = anbig + aiobo + - - - + aipbyk
Jj=1

pour tousi=1,....netk=1,...,q.

Remarque 3.3.2a) Le produit AB de deux matrices est défini seule-
ment quand le nombre de colonnes de la premiére matrice A est égal
au nombre de lignes de la seconde matrice B. Dans ce cas, la matrice
AB a le méme nombre de lignes que A et le méme nombre de colonnes

que B :

type (n,p) X type (p,q) = type (n,q)
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(b)

En particulier, Si A € M ,(K) et B € M,,1(K), alors AB € M ;(K),
c’est-a-dire, AB est un scalaire c;; égal a :

b1
ba1
(Cln a2 ... alp) : = a11b11 + a12bay + - - - 4+ a1y
by
@13 ... QA bll .. blq
Soient A = | : | e Mu,(K)et B=| | €
Gp1 ... Qpp bpl e bpq

pa(K).
Pour une vision plus claire du produit AB = (¢;;) € M,, ,(K), remar-

quons d’abord que la ligne ¢ de A et la colonne k& de B sont respecti-

vement
b1k
bak
L= (Cm Qo ... aip) e M ,(K) et Cp= .| € M, 1(K)
o

La multiplication L;C), de ces deux matrices est possible :

b1k

bar,
LCy = (ail iz ... aip) : = a;1b1g + aiboy 4 - - - 4+ aipbpr = i,

bpk

Nous pouvons alors interpréter la régle de multiplication des matrices
en disant que le coefficient ¢;; du produit AB qui se trouve a
Pintersection de la ligne i et de la colonne k est égal au produit
matriciel de la ligne i de A par la colonne £k de B.

Le produit ainsi défini est parfois appelé "produit ligne-colonne".

En notant Ly,..., L, les lignes de A et C},...,C, les colonnes de B,

on peut donc écrire AB = (¢;) avec ¢ = L;Cy. D’ou

Ll L1C1 Lng Llcq
L [0y LnCy ... LsC
A= ¢ ogy=| " S
L. L.Cy L.Cy ... L.C,

Exemple 3.3.3. Considérons les matrices

bi1 Do
11 A2 Q13 a4 b b

A — t B= 21 022
= | Q21 Q22 Q23 0424 € ) b

31 032
a31 Q32 a3z aA34 b b

11 042

Abdellatif Bentaleb 111 Facultés des Sciences de Meknés



112 Chapitre 3. Matrices

a coefficients dans K. Puisque A est de type (3,4) et B est de type (4, 2),
alors le produit AB existe et c’est une matrice de type (3,2). Calculons

le produit
C11 C12
AB = Co1 C29
C31 C32

La formule Cik = (l,’lblk + (ligbgk + aigbgk + ai4b4k (1 S 1 S 3, 1 S k S 2)

donne
a11011 4 a12b21 + a13bs1 + ajaby a11b12 4 a12ba + a13bsa + a14ba2
AB = | az1b11 + a22b91 + agsbsy + agsba 21012 4 ag9bag + agzbsa + agabas
a31011 4 asebar + assbsy + agsbay a31012 4 asobag + assbsa + agsbao

Exemple 3.3.4. En appliquant la régle pratique de multiplication des

matrices, on obtient :

12\ 7p 1 o o 2 3 2 0
11 (y 5 ; 4)=|-2 3 1 -3
1 0 2 ~-10 2

Remarque 3.3.5. Lorsque deux matrices A et B sont carrées d’ordre
n, on peut toujours effectuer leur produit AB qui est aussi une matrice
carrée d’ordre n. Ceci montre que I'ensemble M,,(K) est stable pour la
multiplication des matrices. C’est pour cette raison nous réserverons plus
loin une section sur les matrices carrées pour en dire davantage.

Notons que si n # p, on ne pourra jamais multiplier deux matrices A et
B dans M,, ,(K), et donc il n’est pas question de parler de stabilité de la
multiplication dans ensemble M,, ,(K).

Observons également que si A et B sont des matrices, il est possible
que AB puisse étre définie et BA n’existe pas. Pour illustrer, il suffit de
revenir a I'exemple 3.3.4.

Et méme si AB et BA existent, elles n’ont pas nécessairement la méme
taille. Prendre par exemple A € M,, ,(K) et B € M,, ,(K). Dans ce cas,
AB € M, (K) et BA € M,(K).

3.3.2 Matrice d’'un composé d’applications linéaires

La définition apparemment étrange de la multiplication des matrices
n’était pas choisie au hasard, mais plutdt pour assurer certaines condi-
tions algébriques importantes. En particulier, elle respecte la connexion
naturelle entre les matrices et les applications linéaires.

Plus précisément, on se donne trois espaces vectoriels F, F, G de dimen-
sions finies sur K, avec dim £ = ¢, dim F' = p, dim G = n. Fixons une
base B = (e1,...,¢,) de E, une base B’ = (e}, ...,¢,) de F' et une base

B" = (e],...,el) de G.
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Soient f une application linéaire de F dans F', et g : FF — G une

application linéaire de F' dans G :
E-LF5a

On a ainsi une application linéaire g o f : E — (. Considérons les
deux matrices M(f,B,B') € M, ,(K) et M(g,B',B") € M,,,(K). On se
propose de chercher la matrice M(go f, B, B") € M,, ,(K) de I'application
linéaire g o f : E — G relativement aux bases B et B” :

Théoréme 3.3.6. Avec les notations précédentes, on a Ce théoréme affirme

que, dans des bases

convenables, la ma-

trice de la compo-

M(g o f7 B? B//) = M(ga Bl) B//) X M(f7 Ba B/) sée de deux appli-
cations linéaires est
le produit des ma-
trices de ces applica-
tions linéaires

DEMONSTRATION. Posons A = M(g,B',B") = (a;;) € M,,(K), B =
M(f,B,B") = (bjr) € M, (K) et C=M(go f,B,B") € M, 4(K). I est
clair que le produit AB existe et AB € M,, ,(K). Montrons que AB = C.
Soit k € {1,...,q}. Par définition de B, on a

k) = Zb]k 6;».
D’ou
(g0 f)er) = g(f (Zbgw) Zzbjk g(€;)

Or, par définition de A, pour tout j € {1,...,p}, on a

n
2 : "
= aij 6i .
i=1

Donc

(g0 f)(ex) Z bir g(e€}) ijk (Z aj € z)

i=1

- Zijk aij e Z_Z <Zaw ]k>

7j=1 =1
Cest-a-dire
n
"
er) = E Cik €;
i=1

avec

P
Cik, = Z Qg5 bjk- (3-4)
j=1
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Il en découle que C' = M(go f,B,B") = (cix).
D’autre part, la relation (3.4) nous dit que C' = AB. D’ou le résultat
désiré. [

Exemple 3.3.7. Pour les étudiants qui trouvent certaines difficultés a
manipuler les sommations et les indices, je leur propose de reprendre la
démonstration précédente dans le cas particulier dim £ = ¢ = 3, dim F' =
p =2, dimG = n = 4. Cela permettra de comprendre mieux les calculs

3 _ ) / / /" __ " " " "
ci-dessus. Dans ce cas, B = (e, eq,¢€3), B = (€],¢), B" = (e, €}, €5, ¢lf),

11 Q12
biy bia b
A=M B',B”: a21 A22 " B=M ,B,B'Z 11 12 13
(g, ) azy Aas2 (f ) ba1  bay  bos
aq1 Aq2

Calculer le produit AB. Ensuite, déterminer la matrice C' = M(g o
f,B,B") en calculant d’abord les vecteurs (go f)(e1), (go f)(e2), (go f)(es)
en fonction de e, e}, €}, ). Comparer cette matrice avec AB.

Allez-y, secouez vous et terminer 'exemple.

Lorsqu’on travaille avec les endomorphismes (£ = F'), on obtient le

cas spécial :

Corollaire 3.3.8. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K
et B une base de E. Pour tous endomorphismes f et g de E, on a

M(go f,B) = M(g,B) x M(f,B)

3.3.3 Propriétés algébriques du produit matriciel

Le théoreme 3.3.6 va nous permettre de montrer que les propriétés du
produit matriciel sont celles de la composition des applications linéaires :
associativité, distributivité a droite et & gauche par rapport a l’addition,
non commutativité, etc. Les résultats de la section 2.4.2 (Composition
des applications linéaires) du chapitre précédent ont tous une traduction

matricielle :

Proposition 3.3.9. Pour toutes matrices A, B,C et pour tout scalaire
A €K, on a les égalités

(a) A(B+C)=AB+ AC
(b) (B+C)A=BA+CA
(c) (AB)C = A(BC)
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(d) M(AB) = (MA)B = A(\B)
lorsque les produits des matrices considérées sont définis.

DEMONSTRATION. Pour démontrer cette proposition, nous avons deux
possibilités. Soit nous appliquons la formule du produit matriciel, soit
nous utilisons le calcul linéaire en nous ramenant aux applications li-
néaires. La deuxiéme possibilité est plus simple et plus constructive. Mais
nous allons utiliser les deux méthodes pour que les choses soient com-

pléetes :

(a) Calcul linéaire :
Pour montrer 'égalité matricielle A(B + C) = AB + AC, on va se
ramener a I'égalité ho (f 4+ g) = ho f+ ho g des applications linéaires

associées. Mais tout d’abord, préparons les choses convenablement :
Soient A € M,,,(K) et B,C € M, 4,(K). On a AB, AC € M,,,(K),
donc AB + AC € M, ,(K). D’autre part, comme A € M, ,(K) et
B+ C € M,,(K), alors A(B + C) € M,,,(K). Les deux matrices
A(B+C) et AB+ AC ont donc la méme taille. Montrons qu’elles sont
égales.

Considérons les trois espaces vectoriels K”, KP, K¢ munis de leurs
bases canoniques respectives B,,, B,, B,.

Puisque A € M,, ,(K), la remarque 3.2.11 assure l'existence d’une ap-
plication linéaire unique h : KP — K" telle que A = M(h, B,, B,,).
De méme, comme B,C € M, ,(K), il existe des applications linéaires
uniques f, g : K¢ — K? telles que B = M (f, B,,B,) et C = M(g, B,, B,).
Apreés avoir fait ces présentations, les calculs vont étre trés simples :

Ax (B+C) = M(h,B, By,) % (M(f, B, B,) —l—M(g,Bq,Bp))

= M(h,B,,B,) x M(f +g,B,,B,)

= M(ho(f+g),B;,B)

= M(hof+hogB,B,)

= M(ho f By, B,)+ M(hog,B,,B,)
= M(h, By, Bn) x M(f, By, By) + M(h, By, B,) x M(g, By, By)
= AxB+AxC(C

(b) Calcul matriciel :
Pour que les produits intervenant dans l'égalité (B+C)A = BA+CA
existent, il faut maintenant prendre B,C € M,, ,(K) et A € M, ,(K).

Posons

B = (bij)i<i<n, C = (cij)ici<n, A= (aj)1<i<p
127<p 125p 12724
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On a
B+ C = (ti)i<i<n avec t;; = bi; + cyj.

1<j<p
Donc
p p p
(B+C)A = (dlk)%élzfgz avec dzk = Ztij A = Z bij ajk—i-z Cij Ajk
7=1 7=1 7=1
(3.5)
D’autre part, on a

p
BA = (si)1<i<n avec sy = Y _bij aj,

1<k<q

J=1
P

CA = (Uik)lsz‘gn avec Ui = E Cij Qjk-
1<k<q =1

Donc
P P
BA+CA = (Uikﬁgign avec V;x = Sik + Ui = Z bij ajr + Z Cij Qjk
1<k<q =1 =1
(3.6)
En comparant (3.5) et (3.6), on conclut que (B + C)A = BA + CA.

(c) Considérons trois matrices A € M,, ,(K), B € M, ((K), C € My,.(K).
Remarquons que les matrices (AB)C et A(BC) sont toutes les deux de
type (n,r). Pour prouver 'associativité (AB)C = A(BC'), nous allons
utiliser les deux méthodes :

. Calcul matriciel : Posons

A= (ay)i<i<n, B = (bjr)i<j<p, C = (cr)i<r<g

1<5<p 1<k<q 1<i<r
On a
p
AB = (zi)1<i<n avec T = E a;j b;
1<k<q ,
J=1
Donc
q q D
(AB)C = (ya)i<i<n avec y; = g Tik Crl = E E aij bjk | Cr
1<i=<r k=1 k=1 \j=1
(3.7)
De maniére similaire,
q
BC = (Zjl)1§j§p avec Zjl = E bjk Crl
1<I<r
k=1
Donc
D D q
A(BC) = (wy)1<i<n avec wy = E Qi Zj1 = E Qi E :bjk Ckl
1<y , ,
j=1 j=1 k=1
(3.8)

Université Moulay Ismail 116 Abdellatif Bentaleb



3.3 Multiplication des matrices 117

D’aprés (3.7) et (3.8), onapour tousi=1,...,netl=1,...,r
q p p q
i =YY ai bjk et wi =YY ai bii cu
k=1 j=1 j=1 k=1

Mais ces deux doubles sommations sont égales, d’ou y; = w;; pour
tousi=1,...,netl=1,...,r. En conclusion, (AB)C = A(BC).

. Calcul linéaire :

Considérons les quatre espaces vectoriels K", KP, K9, K" munis de

leurs bases canoniques respectives B,,, By, B, B,.
Puisque A € M,,,(K), B € M, ,(K), C € M,,(K), il existe des
applications linéaires uniques

KT - Ke -2 ke L Kn
telles que
A=M(f,B,,B,), B=M(g,B,8,), C=M(h,B,,B,).
On en déduit :

(Ax B)x C = (M(f.B,,B,) x M(g,Bq,Bp)> x M(h,B,,B,)

M(f o g.Bg,By) x M(h,B:,B,)
= M((fog)oh,B,.,B,)
(
(

/\

= M(fo(goh), By, Ba)
= M(f,B,,B,) x M(goh,B,.,B,)

= M(f,B,,8,) x (M(g, B, By) x M(h, B, B,))
= Ax(BxC)

Notons que l'outil-clef dans cette méthode linéaire est 'associati-
vité des applications : (f og)oh = fo(goh), qui est vraie non
seulement pour les applications linéaires, mais pour les applications

quelconques. [ |

(d) Nous laissons aux étudiants le soin de vérifier la formule A\(AB) =
(AMA)B = A(AB), soit par un calcul matriciel simple, soit par un calcul
linéaire utilisant la formule A(go f) = (Ag)of = go(Af) vue au chapitre
2. [ ]

\ Attention! Le produit de deux matrices n'est pas commutatif :
\ En général, AB # BA.

Si A=0ou B =0 alors AB = 0. Mais la réciproque n'est pas vraie :
Si AB =0, on ne peut pas conclure en général que A =0ou B = 0.
De méme, si AB = AC, il n'est pas vrai en général que B = C.
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La multiplication des matrices obéit aux régles habituelles de 1’arith-
métique. Cependant, elle n’est pas commutative, car, si I'on revient aux
applications linéaires, on sait que g o f # f o g en général. L’exemple

suivant précise ce point :

3 4 7 8

12\ (5 6) (19 22 5 6\ (1 2\ (23 34
AB_(?, 4) (7 8)—<43 50) ot BA_(? 8) (3 4)_(31 46)

Donc AB # BA.

Exemple 3.3.10. Soient les deux matrices A = (1 2) et B = (5 6).

Exemple 3.3.11. Le produit AB de deux matrices non nulles A et B
peut étre égal a la matrice nulle. Autrement dit, il y a des diviseurs de

zéro pour la multiplication des matrices :

0 1y /0 1\ (00 1 2\ (=16 2\ (00
0 0/\0o 0/ \0o 0)> \2 4 8 —-1) \0 0
Si AB = AC et A # 0, on n’a pas en général B = C. En effet, AB = AC
entraine A(B — C) = 0. Or, d’aprés I'exemple précédent, ceci n’implique

pas nécessairement B — C' = 0. Pour s’en convaincre, voici un exemple

précis :

Exemple 3.3.12. Considérons les trois matrices

=30 =G A) =)

Nous vous laissons le soin de vérifier que

9 -10
ap=ac= (1 Ty

Proposition 3.3.13. La matrice unité I,, d’ordre n vérifie les conditions

sutvantes :
I, x A=A VA € ./\/ln,p(K).
BxI,=B VB e Mpvn(K).

DEMONSTRATION. Pour toutes matrices A = (a;;) € M, ,(K) et B =

(bij) € M, (K), les calculs directs montrent clairement que :

1 0 ... 0 a1; a2 ... Qip a1; a2 ... Qip
01 0 Qo1 Q92 as a a a
Ce p 21 22 ... 2p
InA = X = e A7
00 ... 1 p1 Gp2 ... Gy Api Qp2 .. Qpp

Université Moulay Ismail 118 Abdellatif Bentaleb



3.3 Multiplication des matrices 119

bll b12 bln 10 ... 0 b11 b12 bln

by by ... ban | |0 1 0 by b bon
T L | E I I L

bpt byz ... bpn) \O O ... 1 byt by bpn

On peut le voir d’'une autre maniére en se ramenant aux applications
linéaires. Pour cela, soient les espaces vectoriels K" et K? rapportés a leurs
bases canoniques respectives B, et B,. On sait que I,, = M (idg», B,) =
M (idgn, B, B,). Comme A € M,,,(K) et B € M, ,(K), il existe des
applications linéaires uniques f : KP — K" et g : K" — KP? telles que
A=M(f,B,,B,) et B=M{(g,B,,B,). 1l en découle :

[nXA = M<1dK”>Bn78n)XM(f7 prBn) = M(idKnof7 Bp?Bn) = M(f’ Bp78n) = A

Bx1I, = M(g, By, B,)x M (idgn, By, B,) = M(goidgn, By, B,) = M (g, B,, B,) = B.

|
10 0
1, ) -3 8
Exemple 3.3.14. Considérons la matrice A = 111 . Alors
7T -4
1 000 10 0 10 0
0100 -3 8 -3 8
BA=1g0 1 0l =1 |~ =1 11|’
1 001 7 -4 7T -4
10 0 10 0
-3 8 10 -3 8
AL=1 1 1 (0 1)“ -1 11
7 -4 7T -4

3.3.4 Ecriture matricielle d’'une application linéaire

Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimensions respectives p et n
sur K, B = (ey,...,e,) une base de E et B’ = (€,...,€},) une base de F'
Considérons une application linéaire f : E — F et A = M(f,B,B') =
(a;;) € M, p(K) sa matrice dans les bases B et B’. On rappelle que
chaque colonne numéro j de la matrice A contient les coordonnées du

vecteur f(e;) dans la base B’ :

n

f(ej) = ayjel + agjely, + -+ + apje), = Zaije; pour tout j =1,...,p.
i=1
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De plus, selon la remarque (3.2.4), pour tout vecteur z = zye; + xgeq +
-+ xpe, € B, son image y = f(x) € I est donnée par :

flx) = xif(er) +aaf(ez) + - +xpf(ep)
= I <a11€/1 + a21€/2 + -+ an16;1> + i) <CL126/1 + a22€,2 + -+ an2€;>
+-- 4z, (alpe’l + agpey + -+ &npe’n>
= (xlan + Zoa12 + -+ + xpa1p> 6/1 + ($16L21 + Xoa92 + -+ + Ipa2p> 6/2
!

44 (f]jlanl + Tolpo + -+ + xpanp> €n

Donc y = f(x) = y1€] + ya2€h + - - - + y,el, avec

Yy = a1171 + a1y + - + Q1pTp
Y2 = G171+ G%2 + - -+ QT
. (3.9)
Yn = Qn1T1+ Apalo + -+ QppXp
c’est-a-dire :
p
yizg i x; 1=1,...,n.
Jj=1

Ecrivons les coordonnées de © € E dans la base B sous la forme d’une

matrice uni-colonne a p lignes :

€
X2

X=|.]€MpK).
Lp

La matrice X s’appelle la matrice-colonne des composantes de z
dans la base B de E.
De méme, représentons les coordonnées de y = f(z) € F dans la base B’

sous la forme d’une matrice uni-colonne a n lignes :

n

y = | 7| € Mui(K),

)

Yn

qui est la matrice-colonne des comoposantes de y dans la base B’ de F.

Les relations (3.9) s’écrivent :

n aj; @12 ... Q1p T
Yo Q21 Q22 ... Q2 T2
Yn Gp1 Qp2 ... Gpp Tp

D’ou le résultat suivant :
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Proposition 3.3.15. Avec les hypothéses et notations précédentes, I’éga-

lité y = f(x) se traduit matriciellement par :
Y = AX

Il s’agit ici du produit matriciel de la matrice A de type (n,p) par la
matrice colonne X de type (p,1). Le résultat est la matrice Y de type

(n,1).

Exemple 3.3.16. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions
respectives p = 2 et n = 3 sur K, B = (e1,€e3) une base de E et B’ =
e}, €5, e5) une base de F'. Soit 'application linéaire f : E — F telle que
1,€2,€3
sa matrice dans les bases B et B’ soit
-3 1

A=M(f,B,B)y=|0 5
~1 2

Soit © = x1e1 + xgey un vecteur quelconque de E et y = f(x) = y1e) +
ya€h + yse4 son image dans F. La formule matricielle Y = AX s’écrit

U1 -3 1 —31‘1 + Zo
€

=10 5 (z ) = Do

Ys -1 2 2 -1 + 21’2
. On en déduit que

f(xlel + 1'262) = (—31’1 + 1'2)6/1 + (51‘2)6/2 + (—271 + 2272)6%
On peut trouver le noyau et 'image de f :
—31’1 + a9 = 0

T = x161 + 969 € ker(f) <= f(x) =0p <— 5T
—[L’1+2(L’2 =0

I
o

<— 11 =22=0 << x=0g.

Donc ker(f) = {Og} et par suite f est injective. D’autre part, Im(f) =
Vect{f(e1), f(e2)}. Or les vecteurs f(e;) = (3,0,—1) et f(e2) = (1,5,2)
ne sont pas colinéaires, donc ils sont linéairement indépendants, et donc ils
forment une base de Im(f). Par conséquent, Im(f) # F, d’ou f n’est pas
surjective. Ceci est logique puisque dim E # dim F' entraine que f ne peut
étre un isomorphisme. Néanmoins, si nous remplacons l'espace d’arrivée
F par le plan vectoriel Im(f), alors I'application linéaire f : E — Im(f)
devient maintenant un isomorphisme, car elle transforme la base (e, e2)

de E en une base (f(e1), f(e2)) de Im(f). Ainsi, £ = Im(f).

Remarque 3.3.17. Soient les espaces vectoriels K? et K" équipés de

leurs bases canoniques respectives B, = (ey,...,e,) et B, = (€},...,€}).

rn

Etant donné une matrice A = (a;;) € M,, ,(K), considérons l'application
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122 Chapitre 3. Matrices

P
f: KP — K" qui a tout vecteur z = > x;e; de KP associe le vecteur
i=1
n
y = f(z) = > yie. de K" tel que Y = AX, c’est-a-dire :
i=1

2

p

yi:E ;5T 1=1,...,n.

Jj=1

Alors f est une application linéaire et A est la matrice de f relativement
aux bases B, et B, : A = M(f,B,,B,). On dit que f est I'application
linéaire canoniquement associée a la matrice A. On identifie I’espace KP
a M, 1(K) et I'espace K" & M,, ;(K), ce qui revient a écrire les vecteurs
de ces espaces sous forme de vecteurs colonnes. Par conséquent, on peut
écrire f : KP — K", X — AX. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité,
il nous arrivera de “confondre” la matrice A et 'application linéaire f

canoniquement associée. On parlera alors du noyau de A et I'image de
A

ker(A) = {X €K’ / AX =0},  Im(A) = {AX / X € K"},

On peut dire aussi que Im(A) est le sous-espace vectoriel de K™ engendré
par les colonnes de la matrice A.

Remarque 3.3.18. Si A = (a;;) € M,,,(K) est une matrice qui vérifie
la condition : AX =0 VX € M, ;(K), alors nécessairement A = 0.
En effet, cela signifie que I'application linéaire canoniquement associée
f KPP — K" vérifie f(z) =0k, Va € KP.Donc f =0, dou A=0.

0
On peut retrouver ceci matriciellement en prenant X = [ 1], ou 1 se
0
trouve sur la ligne i« de X et tous les autres ccefficients nuls :
0
11 Qa2 ... Qi . Q15
Q21 Q22 ... Q2 ) az;
AX=1| . . 1] =
Qp1 Qp2 ... Gpp 0 Qpj

Par conséquent, AX = 0 implique que la colonne 7 de A est nulle. En
faisant varier ¢ € {1,...,p}, on obtient que toutes les colonnes de A sont
nulles, d’ot1 la matrice A est nulle.

On en déduit que si A = (a;;) € M,,,(K) et B = (b;;) € M, ,(K) sont
deux matrices vérifiant AX = BX VX € M,,;(K), alors A = B.
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3.4 Lalgebre M, (K) des matrices carrées d’ordre »

Nous savons que ’ensemble M,,(K) des matrices carrées d’ordre n a
coeefficients dans K a déja une structure d’espace vectoriel sur K. De plus,
les régles de calculs pour I'addition et la multiplication que nous avons
démontrées dans la sous-section 3.3.3 sont partout définies dans M, (K).
Ainsi, la multiplication est une loi de composition interne dans M, (K).
Elle est associative, distributive a droite et a gauche par rapport a I’ad-
dition. Elle posséde un élément neutre [,, la matrice unité d’ordre n
(canoniquement associée a I’endomorphisme identité idg. de K") :

1 0 ... 0
0 1 0
]n: . .
0O 0 ... 1

Il en découle que (M,,(K), +, X) est un anneau unitaire non commutatif.
De plus, la multiplication vérifie

YAeK VA B e M,(K) MAB) = (M)B = A(AB).
Ces arguments justifient le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.1. (M,,(K),+, -, x) est une algébre unitaire non commu-
tative

D’autre part, soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur K et de
base B. D’apres le corollaire (3.2.12), 'application ¢ : (Lx(FE), +,:) —
(M,,(K), +, -) définie par ¢(f) = M(f, B) est un isomorphisme d’espaces
vectoriels. En outre, le corollaire 3.3.8 nous dit que

p(go f)=M(go f,B) = M(g,B) x M(f,B)=¢(g) x o(f)

Donc ¢ : (Lx(E),+,0) — (M, (K), +, x) est aussi un homomorphisme

d’anneaux. En combinant ces considérations, on peut énoncer :

Théoréme 3.4.2. Soit I un espace vectoriel de dimension finie n sur K
et de base B. L’application
(28 (EK(E)7+7'7O) — (Mn(K)a_'_a"X)
f — M(f,B)

est un isomorphisme d’algébres.
Cet isomorphisme ¢ dépend évidemment de la base B choisie.

Ce théoreme est en particulier vrai pour ’espace vectoriel £ = K" muni

de sa base canonique B,,. Donc l'application ¢ : (Lx(K"),+,-,0) —
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(M, (K), 4+, -, x) donnée par ¢(f) = M(f,B,) est un isomorphisme d’al-
gebres. Les propriétés des algebres (Lx(K"),+, -, 0) et (M, (K),+, -, x)
sont donc identiques. En particulier, dés que n > 2, ces algébres ne sont
ni commutatives, ni intégres. Ces algébres sont de dimension n?. II est
clair que dans le cas trivial n = 1, M;(K) s’identifie a K, qui est donc

une algébre commutative integre.

Remarque 3.4.3. ¢ Si A est une matrice carrée d’ordre n, on peut
considérer ses puissances A’ pour i > 0. Elles sont définies par A° = I,
et A' = AA x A. 1l est clair que A’A7 = A = AJA? pour tous entiers

——

ifois

1,7 > 0. Donc, malgré le fait que la multiplication des matrices n’est
pas commutative, les puissances d’une méme matrice A commutent entre
elles.
On a aussi la formule (A?)? = A% pour tous 7,j > 0.
e Si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n, on n’a pas en gé-
néral la formule (AB)" = A’B* pour i > 1. Ceci provient du fait que
(AB)' = (AB)(AB)...(AB).

N

i]?&s
Par contre, si AB = BA, ce qui est possible pour certaines matrices,
alors en permutant de proche en proche A et B dans cette expression, on

trouve finalement (AB)' = (AA...A))(BB...B)) = A'B".

TV TV
ifois ifois

e De méme, (A+ B)? = (A+ B)(A+ B) = A(A+ B) + B(A+ B) =
A2+ AB+BA+ B? # A2+2AB en général, et l'on a égalité si AB = BA.

La formule du binéme de Newton pour les matrices se démontre exac-
tement comme dans un anneau unitaire quelconque lorsque les deux élé-

ments commutent :

Proposition 3.4.4 (Formule du bindéme de Newton). Soient A et B deux
matrices dans M,,(K) avec AB = BA. Alors pour tout entier p € N*,

(A+ B)P =

p
k=

Ck A prt
0

|
ot Cl; = p—' sont les ceefficients bindomiauz.

~ kl(p—k)
DEMONSTRATION. Par récurrence sur p > 1 :
- Pour p = 1, nous avons

1
> CHAFB'F = CJA°B' + (JA'B° =B+ A=A+ B.

k=0
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La formule est vraie pour p = 1.

- Supposons que la formule soit vraie pour un entier p > 1 et montrons-la
pour p+ 1. On a

(A+ BP*' = (A+ B)(A+ B)’ = (A+ B) chAkBP b
k=0

En utilisant la distributivité du produit par rapport a ’addition et le
fait que AB = BA, nous obtenons

(A4 B)P = Z ChARHIprk 4 Z Ck Ak pri=h,

En posant [ = k£ 4+ 1 dans la premiére somme, on a k =1 — 1, d’ou

p+1 »
(At By = 3G ABr 3 At

=1

L’indice de sommation étant muet, nous pouvons regrouper les deux

sommes (attention aux termes extrémes) :

p
(A+ B = CoArtt 43 (C! 4 C) AFBri=F 4 OBt

k=1

Or, C? =1 et C) =1, ce qui donne

P
(A_I_B)p-i-l _ Ap+1 +Z (CI;—l + C];) AkBp+1—k _|_Bp+1.

k=1

Nous utilisons alors la formule du triangle de Pascal C"J L Ck ck

P41

pour obtenir :
(A + B)p—i—l p+1 + Z Cp+1AkBp+1_k + Bp—i—l'

Finalement, en faisant entrer les deux termes isolés dans la somme,

nous déduisons :

p+1

(A+ B)Ptt = Z Ch Ak prit=k,

Il faut noter qu'il est obligatoire que les matrices A et B commutent
\ pour pouvoir utiliser la formule du binéme de Newton. En particulier,
ceci est valable si I'une des deux matrices est la matrice I,.

Traitons I’exemple qui suit comme application de la formule du binéme

de Newton :
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111
Exemple 3.4.5. On considére la matrice A= [0 1 1. On va calcu-
0 01
ler AP pour tout entier p > 2.
011
Remarquons tout d’abord que A =N 4+ Igavec N= [0 0 1
0 01
Calculons ensuite les puissances successives de la matrice N.
0 01
OnaN=1I3, N'=N. N2=10 0 0| et N3=0O.
000
Par suite, N¥* = O pour tout entier k > 3.
Puisque I3N = NI3, les matrices N et I3 commutent et nous pour-

rons donc utiliser la formule du bindéme de Newton pour calculer AP =
(N + I3)*.
On a donc, compte tenu des résultats obtenus sur les puissances succes-

sives de la matrice N :
p
A= (N+ TP =) CNIZF=C)N'+C N+C N> Vp>2.
k=0

De plus, comme C) =1, Cl =p, C = @, on en déduit que :

~1
A= I+ pN + 20Dy

2
soit
100 01 1 o1 (001
Ap—010—|—p001+pp2 00 0
00 1 00 1 000
D’ou
1pp(17—1)
AP=10 1 p
00 1

Si nous voulons définir les puissances A’ avec des exposants i néga-
tifs, il faut introduire d’abord la notion de matrice inversible. Pour cela,
puisque (M,,(K), +, x) est un anneau unitaire, d’élément neutre I,, pour
la multiplication, il est intéressant d’étudier les éléments inversibles de

cet anneau.

Définition 3.4.6. On dira qu’une matrice A € M, (K) est inversible
st elle est inversible comme élément de l'anneau (M,,(K), +, X), c¢’est-a-
dire, s’il existe une matrice B € M,,(K) telle que AB = BA = 1,.

Dans ce cas, la matrice B est unique et appelée l'inverse de A, et notée

AL
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3.4 Lalgebre M, (K) des matrices carrées d’ordre n 127

Soit A € M,,(K) une matrice carrée. Il est intéressant de savoir si elle
est inversible, et dans ce cas, nous serons contents de calculer son inverse
A~!. Mais comment le faire ? Nous allons voir qu’il y a plusieurs méthodes.
Mais pour l'instant, nous pouvons seulement appliquer la définition de

I'inversiblité :
Exemple 3.4.7. Pour simplifier, prenons des matrices d’ordre 2 :

. Soit A = (111 ;) et cherchons s’il existe une matrice B = (CCL 2) telle

que AB = I,, c’est-a-dire,

1 2\ fa by (10
4 8)\c d) \0 1
Ceci donne deux systémes linéaires

at+2¢c =1 b+2d = 0
4a+8 = 0 4b+8d = 1

Il est clair que chacun des ces deux systémes est impossible. Donc une
telle matrice B n’existe pas. D’ott A n’est pas inversible.

1

. Considérons maintenant la matrice A’ = (1

_11) et cherchons s’il

existe une matrice B’ = ((i Z) telle que A’B’ = I,. Les deux systémes

a—c = 1 b—d = 0
a+c = 0 b+d = 1

La résolution de ces deux systémes fournit B’ = (

s’écrivent

N |
IS NI

). D’ou A’ est

N[

inversible et (A')~! = B'.

~ D'apres I'exemple précédent, l'inversiblité d'une matrice d'ordre 2
L2\ nécessite la résolution de deux systémes linéaires a deux inconnues.
En général, pour une matrice A carrée d'ordre n, il faut résoudre n systémes
linéaires a n inconnues, et donc c'est trop long! Par conséquent, cette
méthode est a éviter. On donnera d'autres méthodes plus intéressantes.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et de base B. En raison de
I'isomorphisme ¢ précédemment établi entre les anneaux (Lx(E), +,0)
et (M, (K), +, %), il est naturel que les éléments inversibles de 'anneau
(M,,(K), +, x), c’est-a-dire les matrices inversibles d’ordre n, corres-
pondent aux éléments inversibles de 'anneau (Lx(E), +, o), ¢’est-a-dire
aux automorphismes de E' :

Proposition 3.4.8. Soient & un espace vectoriel de dimension n, B
une base de E, f € L(E) un endomorphisme de E et A = M(f,B) la
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matrice de f dans la base B. On a :
La matrice A est inversible si et seulement si ’endomorphisme f est

un automorphisme de E.
Dans ce cas, A=t = M(f~, B).

DEMONSTRATION. Montrons les deux implications séparément :

<) Si f est un automorphisme de F, on sait que f~! est un auto-
morphisme de E qui vérifie fo f~! = f~1 o f = idg. Donc

M(fof™',B)=M(f"of B)=Midg,B),
¢’est-a-dire,
M(f,B)x M(f',B)=M(f',B) x M(f,B) = I,.

Par conséquent, en considérant la matrice B = M(f~1, B) € M, (K),
on obtient AB = BA = I,,, dott A est inversible, d’inverse A™! =

B=M(f B).
=) Si A est inversible, il existe B € M,,(K) telle que AB = BA =
I,.

Soit g € L(F) 'unique endomorphisme de E associé a la matrice B
dans la base B : M(g,B) = B. Alors :

AB = M(f,B) x M(g,B) = M(f o g, B).

BA = M(g,B) x M(f,B)=M(go f,B).

Donc les égalités AB = BA = I, entrainent
M(fog,B)=M(gof B)=M(idg,B).

D’aprés la bijection ¢ : Lx(E) — M, (K), il vient fog=go f =
idg. D’ou f est un automorphisme de E, d’inverse f~! = g. [ |

Remarque 3.4.9. L’ingrédient-clef de la démonstration ci-dessus est
I'isomorphisme d’anneaux ¢ : (Lx(E),+,0) — (M, (K),+, x). En
réalité, la proposition précédente est un cas particulier d’'un résultat
plus général sur les anneaux, que vous pouvez démontrer aisément :
Soient (A, +, x) et (A, 4, X) deux anneaux unitaires et supposons
qu’il existe un isomorphisme d’anneaux 7" : (A, +, x) — (A’, +, X).
Soit b = f(a) € A" avec a € A. Alors : b est inversible dans ’anneau
(A’ +, X) si et seulement si a est inversible dans 'anneau (A, 4, x).
Dans ce cas, I'inverse de b dans A’ est I'image par T" de l'inverse de a
dans A, c’est-a-dire, b1 =T(a™1).

Donc I'isomorphisme T envoie les éléments inversibles de 'anneau (A, +, x)
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3.4 Lalgebre M, (K) des matrices carrées d’ordre n 129

vers les éléments inversibles de 'anneau (A, 4, X).

On remarque de plus, que si U (respectivement U’) désigne le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de A (respectivement de A’), alors
l'application a € U — T'(a) € U’ est un isomorphisme du groupe
(U, x) vers le groupe (U, X).

Remarque 3.4.10. D’aprés la proposition 3.4.8, une matrice A €
M., (K) est inversible si et seulement si I’endomorphisme f de £ = K"
canoniquement associé & A est bijective. Mais selon le corollaire 2.5.11
du chapitre 2, il suffit que f soit injective, ou encore que ker(f) = {0g}.
Par conséquent, A est inversible si et seulement si :

VX € M1 (K), AX =0=> X =0

Nous verrons plus loin d’autres caractérisations de I'inversibilité d’une

matrice carrée faisant intervenir le rang.

La proposition 3.4.8 nous fournit une méthode pour savoir si une
matrice est inversible, et aussi pour calculer son inverse dans le cas

échéant :

Exemple 3.4.11. Retrouvons les résultats de 'exemple 3.4.7 a la lu-
miére de la proposition 3.4.8 :

Soit I'espace vectoriel £ = R? muni de sa base canonique B = (eq, e3).

On sait qu'il existe un endomorphisme unique f de E tel que M(f, B) =

1 2
A= <4 8).Donc

fler) = e +4ea,  f(ea) = 2e; + 8ey.

Comme f(eq) = 2f(ey), alors f transforme la base B = (e1,eq) de E
en une famille liée (f(ey), f(e2)). D’out f n’est pas un automorphisme,

et par suite, la matrice A n’est pas inversible.

. -1\ .. . . .
Pour la matrice A" = 11 ), il existe un endomorphisme unique g

de E tel que M(f,B) = A’. On a ainsi

gler) =er +ea, gler) = —e1 +ea.

Puisque les vecteurs g(e;) et g(e2) ne sont pas colinéaires, ils sont linéai-
rement indépendants, et forment donc une base B’ de E. Il en découle
que ¢ est un automorphisme de E, ce qui entraine que la matrice A’
est inversible.

Pour calculer son inverse (A’)7!, on applique la formule (A4’)™! =
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M(g*, B). Ceci revient & exprimer g~ '(e;) et g~'(ez) en fonction de
e1, es. Pour cela, écrivons

{9(61) = e teé

gles) = —eq+eo

La somme de ces deux équations donne g(e;) + g(ez) = 2e;. Donc
ez = 3(g(e1) + gle2)) = g(5e1 + 3e2). D'ont

1 1
g Hes) = 561 + 562.

La premicre ¢quation entraine e; = g(ey) — ez = g(e1) — g(5e1 + 3€2) =
gler — %el — %eQ) = g(%el — %62). D’ou

1 1

g e = 561 - 562-

Finalement, en écrivant verticalement les coordonnées de g~ '(ey) et

g '(e3) dans la base B, on retrouve

—~
N
=~
S~—
L
I
VRS
| NI
D=
N[N0 =
N——

En revenant a notre isomorphisme d’anneaux ¢ : (Lx(E), +,0) —
(M, (K),+, x), o E un espace vectoriel de dimension n et B est une

base de F, on peut énoncer :

Proposition 3.4.12(a) L’ensemble GL,(K) des matrices inversibles
de M,,(K) est un groupe multiplicatif qu’on appelle groupe linéaire
d’ordre n du corps K. .

(b) Soient E un espace vectoriel de dimension n, B une base de E et
GLk(E) le groupe linéaire de E. Alors Uapplication f € GLg(E) —
M(f,B) € GL,(K) est un isomorphisme du groupe (GLx(FE), o) vers
le groupe (GL,(K), x).

DEMONSTRATION. Elle se déduit immeédiatement de la derniére ob-
servation de la remarque précédente. Mais nous pouvons facilement

fournir une démonstration directe :
(a) (GL,(K), x) est un groupe car :
(b) I, € GL,(K) puisque I, est inversible (I,,I,, = I,,).
(c) Pour toutes matrices A et B dans G L, (K),
(AB)(BT'A™Y) =1,,  (BT'AT)(AB) = I,

donc AB est inversible, d’inverse (AB)™! = B™'A~!. D’'ou AB €
GL,(K).
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(d) Pour toute matrice A dans GL,(K), A~'A = AA™! = I,, donc
At e GL,(K).

(e) La multiplication des matrices est a fortiori associative dans le sous-

ensemble GL,(K) de M, (K).

(f) L’application f — M(f, B) est un homomorphisme du groupe (GLk(E), o)
vers le groupe (G L, (K), x), puisque M(gof,B) = M (g, B)xM(f,B).
De plus, elle est bijective d’aprés la proposition (3.4.8). Les groupes
linéaires (GLx(F),0) et (GL,(K), x) sont donc isomorphes. [

Remarque 3.4.13(a) Le groupe linéaire GL,(K) est non commutatif
dés que n > 2.
(b) Si A et B sont deux matrices inversibles d’ordre n, alors AB l'est
aussi. De plus, (AB)™' = B~1A~1.
Ce résultat se généralise a un nombre quelconque de matrices inver-
sibles Ay,..., Ay dordre n: (A;... Ay) = A1 A7 Clest une
propriété des éléments inversibles de tout anneau unitaire.

(c) Si A est inversible, on définit ses puissances avec des exposants né-
gatifs en posant pour tout ¢ > 0 :

A= (AT =AA xA!

i]?(gs
Il n’est pas difficile d’observer que pour tout 7 = 0,1, 2, ..., la matrice
A" est aussi inversible et
(A=A = (A7Y) (3.10)

En effet, en utilisant de proche en proche I'égalité AA~' = I,, on
obtient

A (A = [AAx A| [A A x A | =1,
—— —_———
ifois ifois
On peut également établir 3.10 & ’aide d’une simple récurrence sur
I’entier ¢ > 0.

1

Exemple 3.4.14. Soit A = (1

_11>. De l'exemple 3.4.7, on sait que

-1 1

A2 = (A7) = i (_02 g) :

A= () = = (8 ) (4 1)
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12 2\ 1/-1 1
“s\—2 —2) 71 -1

En général, dans un anneau unitaire non commutatif (A, +, x), il

n’est pas toujours vrai que ab = 14 implique ba = 14. Pour montrer
qu'un élément a € A est inversible, il faut qu’il existe b € A véri-
fiant les deux conditions. Cependant, nous allons voir que 1'une de ces
deux conditions suffit si nous nous plagons dans I"anneau M,,(K) des
matrices carrées d’ordre n, ou dans 'anneau (Lx(FE), +, x) des endo-

morphismes d’un espace vectoriel £ de dimension finie :

Théoréme 3.4.15. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n
sur K et f,g € L(E) deuxr endomorphismes de E.
Sigo f = idg alors f et g sont bijectives, fog= idg et {1 = g.

DEMONSTRATION.

Pour montrer que f est bijective, commengons par établir qu’elle est
injective. Pour tous x et 2’ dans F, si f(x) = f(2'), alors g(f(z)) =
g(f(x"), c’est-a-dire (go f)(x) = (go f)(2'), don & = 2/. Ainsi, [ est
injective.

D’aprés le théoréme 2.5.11 du chapitre 2, 'endomorphisme injectif f
en dimension finie est nécessairement bijectif; ¢’est donc un automor-

phisme de F.

Pour montrer que g est bijective, prouvons d’abord qu’elle est surjec-

tive. Pour tout y € F/, on a

y =1ide(y) = (9o f)(y) = 9(f(y)) = g(x) avecz = f(y) € E.

D’ou g est surjective. En appliquant le méme théoréme 2.5.11 du cha-
pitre 2, on déduit que g est bijective.

Montrons maintenant que f o ¢ = idg. Considérons ’automorphisme
réciproque f~! de f. En composant & droite par f~! les deux membres
de légalité g o f = idg, on obtient (go f)o f~! = idg o f~!, donc
go(fof™)=f"1 cequidonne g= f~1

Or, on sait que fo f~! = idg, d'oul fog = idg. [

Remarque 3.4.16. Le théoréme précédent n’est plus valable si 'es-
pace vectoriel F n’est pas de dimension finie. En effet, soit, par exemple,

E =R[X] et f, g les endomorphismes de E définies par

f(P):P/:a1—|—2a2X_|_..._|_naan—17

X ay Ay,
o(P) = [ POt = anX + X7 Sy
0

n+1
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pour tout polynéme P = ag+ a; X + -+ -+ a, X" € R[X] (voir exemple
2.1.11, chapitre 2).

On vérifie immédiatement que f o g = idg. Cependant, g o f # idg,
puisque (g o f)(1) = g(f(1)) = g(0) =0 # L.

Donc g est inversible & gauche dans 'anneau £(E) mais pas a droite,
et f est inversible & droite, mais pas a gauche.

Cela vient du fait que f est surjective mais pas pas injective (ker(f) = R
est 'ensemble des polyndmes constants) tandis que g est injective mais

pas surjective (1 n’a pas d’antécédent par g).

On peut énoncer les conséquences immédiates du théoréme précé-
dent :

Corollaire 3.4.17. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n
sur K et f € L(FE) un endomorphisme de E. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) f est bijectif.

(b) f est inversible a gauche pour la loi o : g € L(F) tel que go f =

idg.

(c) f estinversible a droite pour laloio: 3h € L(FE) tel que foh = idg.
Dans ce cas, g =h = f~1.

DEMONSTRATION. Il est clair que 1 = 2 et 1 = 3, car si f est
bijective, sa bijection réciproque f~! est un endomorphisme de E qui
vérifie f~lo f = fo f~! =idg.

Les implications 2 = 1 et 3 = 1 sont conséquences du lemme pré-
cédent. [ |

Ce corollaire admet la version matricielle suivante :

Corollaire 3.4.18. Soit A € M, (K) une matrice carrée d’ordre n.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) A est inversible.
(b) A est inversible a gauche : 3 B € M, (K) tel que BA = I,,.
(c) A est inversible a droite : 3 C' € M, (K) tel que AC = I,,.

Dans ce cas, B=C = A~

DEMONSTRATION. Les implications 1 = 2 et 1 = 3 sont évidentes.

Montrons maintenant :
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2 = 1) Supposons qu’il existe B € M,,(K) tel que BA = I,,.
Soit 'espace vectoriel F = K" équipé de la base canonique B. Soient f
et g les endomorphismes de E associés respectivement aux matrices A

et B dans la base B, c’est-a-dire : A = M (f,B) et B= M(g,5). On a
M(ids, B) = I, = BA = M(g, B) x M(,B) = M(g o f, B),

d’ot idg = g o f. D’apres le théoréme 3.4.15, on a aussi idg = fog.
On en déduit :

Il s’ensuit que BA = AB = I,,, et par suite A est inversible et B = A1,

Pour I'implication 3 = 1), on applique un raisonnement similaire :
Supposons qu’il existe C' € M,,(K) tel que AC = I,,. Soit h € L(FE)
I'endomorphisme de E tel que C' = M (h,B). On a

M(idg, B) = I, = AC = M(f,B) x M(h,B) = M(f o h,B),

d’out idg = f o h. D’aprés le théoréme 3.4.15, on a aussi idg = ho f.
On en déduit :

I, = M(idg, B) = M(ho f,B) = M(h,B) x M(f,B) = CA.

Il résulte que AC = CA = I,,, d’ott A est inversible et C' = A™L. [ ]

Calcul pratique de A™!|:

Une autre méthode pour calculer I'inverse A~! d’une matrice inver-
sible A € M,,(K) consiste a utiliser I'égalité Y = AX établie dans
la proposition 3.3.15, ou X,Y € M, 1(K). En effet, si f est I'endo-
morphisme de E = K" canoniquement associé a la matrice A, alors
A est inversible si et seulement si f est bijectif si et seulement si
VY e M,1(K), 3 X € M,,1(K) : Y = AX. Dans ce cas, on ré-
sout un systéme linéaire pour exprimer X en fonction de Y, car si A
est inversible, alors : ¥ = AX <= X = A71Y.

Voyons ceci sur I’exemple suivant :

est in-
-2

S W N

1 1
Exemple 3.4.19. Montrons que la matrice A= [ 3 0
3

versible et calculons A™!.

L1 n
En notant X = [z | et Y = |42 |, 0n a:
T3 Ys
Tt wa+ 213 = Yy (1)
Y = AX <— 3x1 +3x3 = Yo (2)
—2131 + 3$2 = U3 (3)
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Pour que A soit inversible, il faut que ce systéme admet toujours une

! Y1
et une seule solution X = | 25 | € M,,1(K) quelquesoit Y = | y2 | €
3 Y3
M., 1(K). Pour résoudre ce systéme, les équations (3) et (2) donnent
respectivement :
1 1
o = =(ys +2x1), 3= (Y2 — 311). (3.11)

3 3

En reportant ces valeurs dans (1), on obtient :

1 2
1+ g(yg + 2xq) + g(yz —3x1) = Y1,

d’ou

|1 = —3y1 + 2y + us|

Par conséquent, (3.11) implique :

4 5
To= =21+ sy2+ Y3, x3=3y1— Y2 — Y3

3 3
Il en découle que A est inversible. De plus, ces résultats s’écrivent ma-
triciellement :
T -3 2 1 U
) = -2 % 1 Y2
T3 3 —% -1 Y3
-3 2 1
DonA™=|-2 3§ 1
3 -3 -1

Attention! L’erreur est humaine et tout le monde peut se tromper
dans les calculs. Pour étre sir des calculs, vérifier toujours 1’égalité

AAY = I,. Ici, on vérifie bien que

1 1 2 -3 2 1 100
3 0 3 -2 % 1 1=1o0 10
-2 30 3 —% -1 0 01
01
Exemple 3.4.20. Pour étudier I'inversiblité de la matrice A = 1 (1)
11
Zo + T3 + Ty = U
on résout le systéme Ty +tIT3+T4 = Yo
x1 + 1) + XT3 = Y4

Aprés calculs, on trouve :

1 = 3(=2u1 4 y2 + ys + va)
2 = sy — 2yt ys+ya)
xr3 = %(yl + Y2 — 2y3 + Y4)
ve = gt yatys—20)
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D’ou
-2 1 1 1
1 1 -2 1 1
-1 _ =
A7 = 3 1 1 -2 1
1 1 1 =2

Calculer l'inverse d’une matrice est une tache ardue & la main dés lors

qu’on aborde les matrices 3 x 3, et la difficulté croit avec la taille

Le calcul de l'inverse d’une matrice inversible est I'un des problémes
importants de 'algebre linéaire. Les méthodes classiques se raménent
en général a résoudre un ensemble de systémes linéaires. On verra au
dernier chapitre une méthode pratique pour résoudre les systémes li-
néaires, appelée méthode de Gauss.

Précisons que pour des matrices de grande taille, il y a des logiciels
de calcul d’inverse des matrices inversibles. A I'heure actuelle ot les
ordinateurs sont de plus en plus puissants, il est bénéfique d’utiliser
des programmes informatiques qui calculent 'inverse d’'une matrice :
MAPLE, MATHEMATICA, MATLAB, etc. Néanmoins, la taille de la
matrice est limitée par la taille de la mémoire de 'ordinateur !

Les performances d'un algorithme se mesurent par sa vitesse de calcul.

Il existe des matrices particuliéres qui sont trés faciles & manipuler
(produit, inverse, etc.). C’est le cas par exemple des matrices dites
diagonales :

Définition 3.4.21. On appelle matrice diagonale une matrice car-
rée D = (a;;) € M, (K) dont les ceefficients non situés sur la diagonale
sont nuls : a;; # 0 pour i # j.

a1 0 e 0
a29 ... 0
Elle s’écrit donc D =
0 0 ... aum

En posant \; = a;; pour 1 < i < n, on note D = diag(A1,...,\,). En

particulier, la matrice unité d’ordre n est diagonale : I, = diag(1,...,1).

Remarquons que le produit de deux matrices diagonales est encore

une matrice diagonale :

0 )\2 0 0 Y2 0 0 )\2’)/2 0
0O 0 ... A\ 0 0 ... 7 0 0 ... X\

c’est-a-dire,
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diag(A1, ..., ) x diag(y1, - - -, Yn) = diag(M71, - - -, AnTn)

On en déduit que

Notons aussi que si Ay #0,..., A, # 0, alors
diag(\1, ..., \,) x diag (/\1_17 s )\;1) =diag(1,...,1) = I,

donc la matrice diag(Aq, ..., \,) est inversible et son inverse est

3.5 Changement de bases

Pour travailler dans un espace vectoriel E' de dimension finie sur K,
on utilise souvent une base et les coordonnées des vecteurs dans cette
base. Mais puisqu’il y a plusieurs bases de F, il y a des moments ot ’'on
souhaite changer de base pour faciliter certains calculs. Dans ce cas,
les coordonnées d'un vecteur vont changer d’une base a une autre. De
méme, puisque la matrice d’'une application linéaire dépend des bases
choisies, cette matrice change également quand on change les bases.
Dans cette section, nous étudions ce phénoméne de changement de
bases et ses effets sur les coordonnées d’'un vecteur et sur la matrice

d’une application linéaire.

3.5.1 Matrice de passage

Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie n sur K et soient B =

(e1,...,e,) et B = (€},...,¢€]) deux bases de E. Puisque B est une
/

base de E, chaque vecteur €]

se décompose de fagcon unique comme

combinaison linéaire des vecteurs e, ..., e, de B :
r n
r_ _
€, = a1 €1 + ag1€2 + -+ ap1€, = Z a;16€;
=1
n
r _
€y = Q1261 + Qoo + -+ - + Ap2y = Z A;0€;
i=1 (3.12)
n
r _
Gn = Q1p€1 + Aon €2 + -+ Apn€n = Z Ain€;
\ =1
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avec les a;; dans K pour 4,5 € {1,...,n}. C'est-a-dire,
n
! .
e; = ayj€1 + agjex + -+ apjen, = E a;je;  pour tout 7 =1,...,n.
i=1

Les n? ceefficients a;; vont former une matrice qui jouera un role central

dans le procédé de changement de bases :

Définition 3.5.1. On appelle matrice de passage (ou matrice de
changement de base) de la base B a la base B' la matrice P dont les

colonnes sont formées par les coordonnées des vecteurs €\, ..., e, dans
la base B :
aij; a2 ... Qip
91 A292 ... Q9pn
rP=1 .
Ap1 Ap2 ... Qpp

Dans ce cas, on dit que B est I’ancienne base de E et que B’ est la
nouvelle base.

Cette matrice de passage P se remplit par colonnes, chaque co-
lonne j représente le vecteur ¢/ de la nouvelle base B’ exprimé par ses

coordonnées dans ’ancienne base B.

Exemple 3.5.2. Soit £ un espace vectoriel de dimension 3 et B =
(e1, €2, e3) une base de E. Considérons les trois vecteurs €, €}, €4 de E

donnés par
! ! /
e, =€e1 —€3, € =¢€extes, e3=e;+es.

On vérifie par des calculs simples que la famille B = (e, €}, €5) est
libre, et donc c’est une base de E. La matrice de passage de la base B
a la base B’ est

1 01

P=10 10

-1 11
Remarque 3.5.3. Soit 'endomorphisme identité idg : £ — E,z —
x. On rappelle que M (idg,B) = M(idg,B,B) = I,, et M(idg,B') =
M(idg,B,B') = 1,.
Munissons maintenant ’espace de départ E de la base B’ et 'espace
d’arrivée E de la base B, que nous schématisons par idg : (E,B') —
(E, B). Alors la matrice M (idg, B, B) a pour colonnes les coordonnées
des vecteurs idg(e}) =€), ..., idg(e],) = €/, dans la base B. Donc cette
matrice M (idg, B, B) est identique & P :

P = M(idp, B, B)

Malis attention a ordre des bases!
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Proposition 3.5.4. La matrice de passage P de la base B a la base B’

est inversible, et son inverse P~' est égale & la matrice de passage de
la base B’ a la base B.

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme 3.3.6, on a

M (idg, B',B)x M (idg, B,B') = M (idgoidg, B,B) = M(idg,B) = I,
On peut vérifier aussi que

M(idg, B,B)x M (idg, B',B) = M(idgoidg, B',B') = M(idg,B') = I,,

mais ceci n’était pas nécessaire en vertu du corollaire 3.4.18. Donc la
matrice P = M(idg, B, B) est inversible et son inverse est P~! =
M (idg,B,B'). Or, la remarque ci-dessus dit que M (idg, B,B') est la
matrice de passage de la base B’ & la base B. D’oul le résultat désiré.

@ Pour ne pas se tromper entre les matrices P et P~!, on insiste
que la matrice de passage P contient en colonnes les coordonnées
des vecteurs de la nouvelle base B’ exprimées dans |'ancienne base B.
La matrice P~! admet comme colonnes les coordonnées des vecteurs de
I'ancienne base B exprimées dans la nouvelle base B'.

Exemple 3.5.5. Retournons a I’exemple 3.5.2. On déduit de la propo-

1 01
sition précédente que la matrice P = | 0 1 0] est inversible et que
-1 11

son inverse P! est la matrice de passage de la base B’ = (e, €}, e})
a la base B = (ey, e, e3). Si nous voulons donc calculer P! de cette
maniére, il suffit de trouver les coordonnées des vecteurs ey, e, €3 dans

la base B’. Pour cela, considérons le systéme

ef = e —es (1)
e, = ex+e;s (2)
eg = €1 + €3 (3)

ou les inconnues sont les vecteurs ey, es, e3 qu’il faut calculer en fonction
des vecteurs e, €5, €. Pour résoudre ce systéme vectoriel, on peut se
permettre d’additionner les équations et de multiplier une équation
par un scalaire. Par exemple, (1) 4+ (3) donne €] + €5 = 2¢;, d’on
—1el+1eh.

/ / 1.7

e1 = 3¢ +1¢}. Ensuite, en faisant (3)— (1), on obtient e;

N ||

Finalement, I’équation (2) implique e; = e, —e3, d’ott ey =

Par conséquent,

— D=
N

P! =

Nl= ON=
Ni= O

Abdellatif Bentaleb 139 Facultés des Sciences de Meknés



140

Chapitre 3. Matrices

Remarque 3.5.6. Il est évident que la matrice de passage de la base
B a la méme base B est la matrice unité I,,.

D’autre part, si P est la matrice de passage de la base B a la base
B’ et @ est la matrice de passage de la base B’ a la base B”, alors la
matrice de passage R de la base B a la base B” vaut PQ. En effet,
P=M(idg,B',B), Q@ = M(idg,B",B'), R = M(idg,B",B), d’ou

PQ = M(idg,B',B) x M(idg,B",B') = M(idg o idg, B", B)
= M(idg,B",B) = R.

3.5.2 Changement de coordonnées d’un vecteur

On se pose ici le probléme suivant : connaissant les coordonnées x4, ..., z,
d’un vecteur z € E dans la base B = (ey, ..., e,), comment trouver ses
coordonnées ', ...,z dans la base B’ = (¢}, ...,¢e,)?

En utilisant les relations 3.12, on a
r = x161+ X980+ -+ xp€,
/AN N !/
= xie] t+ a6y + -+ x e,
/ / /
= 2i(aper + -+ anen) + x5(aer + -+ angen) + -+ (a1 + -+ appe
/ / / / / /
= (an@] + apxh + -+ a1pxy)er + - -+ (a1 @) + Qo + - F anp)en

On en déduit :

( n
/ / / /
T = an®) + apry + o+ apt, = ) a5
Jj=1
n
/ / / /
Ty = )+ agpTh + -+ AT, = Y AT
j=1 (3.13)
n
— / / ! /
Tn = Q)+ ApaTy + 0+ Ay, = D AT
\ j=1
ou encore

n

/ .
xizg ;5T 7=1,....n

j=1

le systéme (3.13) s’écrit matriciellement

T a1 a1 ... Qip Ty
/
) 21 A22 ... QAgp Ty
!
Tp Ap1 Ap2 ... QApp €y,

Par conséquent, en posant

/

X = et X'=1 "1,
/
T, T,

Université Moulay Ismail 140 Abdellatif Bentaleb



3.5 Changement de bases 141

on obtient X = PX’. On peut donc énoncer :

Proposition 3.5.7. La matrice colonne X des anciennes coordonnées
d’un vecteur x € E est égale au produit de la matrice de passage P par

la matrice colonne X' des nouvelles coordonnées de x :

Remarque 3.5.8. Nous pouvons montrer beaucoup plus rapidement
la formule X = PX' en utilisant ’égalité P = M (idg, B, B).

En effet, Rappelons la formule Y = AX de la proposition 3.3.15 qui
traduit matriciellement ’égalité y = f(x), ot f est une application
linéaire. Or, ici 'application linéaire f est I’endomorphisme identité
idg : (E,B") — (E,B), et donc la matrice A n’est autre que la
matrice M (idg, B',B) = P. Par conséquent, I'égalité Y = AX s’écrit
ici X = PX".

Exemple 3.5.9. En revenant a ’exemple 3.5.2, pour tout vecteur x =

r1€1+xoes+x3e3 = Th€) +ahel+ahes € E, larelation X = PX' s’écrit

T 1 01 i
z|l=10 10 @
T3 -1 11 b
D’ou
T = rh + a4
Ty = xh
r3 = —x) +ah+ay

Remarque 3.5.10. Dans un changement de bases pour un vecteur,
la formule X = PX’ exprime donc naturellement les anciennes coor-
données (coordonnées de = dans la base B) en fonction des nouvelles
coordonnées (coordonnées de x dans la base B’). Si I'on désire exprimer
les nouvelles coordonnées de x en fonction des anciennes coordonnées
de z, il suffit de multiplier a gauche par P~! I'é¢galité¢ X = PX’, ce qui
donne P7'X = PY(PX') = (P7'P)X' = [, X' = X'. Dot la formule

X'=P'X

Notons que cette derniére formule nécessite le calcul de l'inverse P!

de la matrice P.

Exemple 3.5.11. En reprenant les données de l'exemple précédent,
1 1

2

1
1
)

2

puisqu’on a déja calculé P~ = 0 |, alors la relation X’ =
1
2

NI— O N
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P~1X donne
/ 11 1
93} 2 2 T2 1
ol =10 1 0 T
7 1 11
T3 2 T2 2 3
D’ou
/ _ 1
T, = 5(1’1 -+ To — 33'3)
/ _
/ 1
vy = (v — 20+ 3)

Rappelons que le calcul de I'inverse d’'une matrice est équivalent a la
résolution d’un systéme linéaire. Par conséquent, une autre maniére de
calculer I'inverse P~! de P est de résoudre I’équation X = PX’ pour
exprimer X en fonction de X’. C’est la méme chose qu’on a fait dans la
section précédente dans I'équation Y = AX équivalente & X = A~1Y.

Expliquons ceci sur un exemple :

1 2 3
Exemple 3.5.12. Soit P= 2 3 0]. L%égalité X = PX’ se traduit
01 2
par le systéme
r1 = )+ 2xh + 34
Ty = 22! + 324,
T3 = xh + 2x%

La résolution de ce systéme donne, aprés calculs nécessaires,

) = 1(6x — 29 — 9af)
ahy = 3(—4xy + 2xy + 62%)
ay = 1(2z — 20 — 1)
Donc
) 1 (6 -1 -9 T
zh | = 1 -4 2 6 T2
rlh 2 -1 -1 T3
6 -1 -9
Il en résulte que P~! = % -4 2 6
2 -1 -1

3.5.3 Changement de la matrice d’une application linéaire

Le résultat ci-dessous étudie 'action d’un changement de bases sur

la matrice d’une application linéaire.

Proposition 3.5.13. Soient E et F' deuz espaces vectoriels sur K, dim(F) =
p, dim F' = n. Soient B et B’ deux bases de E, et C,C’' deux bases de
F. Soit f : E — F une application linéaire, A = M(f,B,C), A" =
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M(f,B',C"). Soient P € Gl,(K) la matrice de passage de B a B’ et
Q € Gl,(K) la matrice de passage de C a C'. Alors :

A'=Q AP
DEMONSTRATION. Posons B = (ei,...,¢,), B' = (€},...,¢}), C =
(Ur, ... up), C"=(u},...,u,). Soit v = z1e;+...+x,e, = 2j€)+-- -+

1’;6;) € E POSODS Yy = f(l’) = y1u1+' : +ynun = y1u1+' : +ynun S F
Counsidérons les matrices colonnes

a1 T i Y1
X = 7X/: : EMP,I(K)7 Y = 7Y/: eMn,l(K)

L’égalité y = f(z) se traduit matriciellment par

Y =AX, Y =AX"
D’autre part, les formules de changement de bases dans E et F' sont

X =PX', Y=QY.
Donc

QY' =Y = AX = A(PX') = APX’,
ce qui implique
Y =Q 'APX'

Mais comme Y’ = A’X’, il vient A’ = Q~'AP. [

Remarque 3.5.14. Avec les notations précédentes, on a P = M (idg, B, B),
Q = M(idp,C',C) et donc Q' = M (idp,C,C).

Une autre démonstration plus courte du résultat ci-dessus consiste a
considérer les applications linéaires

L’égalité f = idp o f o idg posséde la traduction matricielle :

A" = M(f,B,C")=M(idpo foidg, B, ()
= M(idp,C,C") x M(f,B,C) x M(idg, B, B)
= Q'xAxP

Exemple 3.5.15. Soit f : R®* — R? Dlapplication linéaire définie
par f(xy,z9,x3) = (2x7 + @9 + 423,29 — x3). On munit les espaces
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vectoriels £ = R3 et I’ = R? de leurs bases canoniques B = (ey, €9, €3)
et C = (u1,uz). Alors la matrice de f dans ces bases est

A=M(f,B,C) = (g | _41)

Soient maintenant les nouvelles bases B = (e],¢h,¢e5) de E et C' =

(u),uy) de F avec
el =(1,0,—1),e5, = (0,1,1),¢e5 = (1,0, 1), uy = (1,1),uy = (—1,1)
La matrice de passage de la base B a la base B’ de E est
1 01
P=10 10
-1 11

D’autre part, la matrice de passage de la base C a la base C' de F est

Q= (1 _1). De plus, d’apres I'exemple 3.4.7,

1 1
N 1 1/1 1

Par conséquent, la matrice de f dans les bases B’ et C’ est

N0 [~

101
1

A=y B.ey=0tap=~(1L (21 A0 10
2l ) lon )0 1Y

-1 5 6
. . r_ 1
Finalement, les calculs fournissent A" = 3 ( 3 _x _7).

La proposition précédente nous ameéne a la définition naturelle sui-

vante :

Définition 3.5.16. Soient deux matrices A, B € M,, ,(K). On dit que
A est équivalente a B s’il existe deux matrices inversibles P € GL,(K)
et Q € GK,(K) telles que B = Q 1AP.

D’apres la proposition précédente, il est équivalent de dire que A et B

représentent la méme application linéaire dans des bases différentes.

Remarque 3.5.17. e En notant Q' = Q~!, on peut dire que A est
équivalente & B s'il existe deux matrices inversibles P € GL,(K) et
Q' € GL,(K) telles que B = Q'AP.
e La relation (A est équivalente a B) est une relation d’équivalence
dans M,, ,(K). En effet :
- Réflexivité : VA € M,,,(K), A = I,,Al,. - Symétrie : S'il existe
P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles que B = Q 'AP, alors A =

Université Moulay Ismail 144 Abdellatif Bentaleb



3.5 Changement de bases 145

QBP' = (Q) 'BP avec Q' = Q' € GL,(K) et P' = P71 €
GL,(K). - Transitivité : Si A est équivalente & B et B est équiva-
lente a C, il existe Py, P» € GL,(K) et Q1,Q2 € GL,(K) telles que
B =Q{'AP, et C = Q;'BP,. Alors

C =@ (QT'AP) P, = (Q;'QTHA(PLP) = (Q1Q2) AP Py) = Q3 ' APy

avec Py = PPy, € GL,(K) Q3 = Q1Q2 € GL,(K). D’ou A est

équivalente a C'.

Lorsque quon a compris ce qui se passe quand les deux espaces
vectoriels F et F' sont différents, cest facile de particulariser au cas
E=F B=CB =C"et f: E— E. On déduit immédiatement :

Corollaire 3.5.18. Soient E un espace vectoriel de dimension finie
sur K, B et B’ deux bases de E et P la matrice de passage de B a B'.
Soit f un endomorphisme de E, A= M(f,B), A= M(f,B"). Alors :

A= P1AP I

Définition 3.5.19. Soient A, A’ € M,,(K). On dit que A est semblable
a A', et on note A ~ A, sl existe une matrice inversible P € Gl,,(K)
telle que A’ = P71AP.

1l est équivalent de dire que A et A" représentent le méme endomor-

phisme f dans des bases différentes.

Remarque 3.5.20. La relation ~ est aussi une relation d’équivalence
dans M,,(K). En effet,

Réflezivité : VA € M, (K), A~ A car A=1I1AI,.

Symétrie : Si A ~ A'| il existe P € GI,(K) telle que A’ = P71AP,
alors A= PAP'=Q 'AQ avec Q = P! € GI,,(K). Donc A" ~ A.

Transitivité : Si A ~ A" et A’ ~ A" il existe P,Q € Gl,(K) telles que
A= P 1AP et A" = Q7 *A'Q. Alors

A"=QTAQ=Q (PTIAP)Q = QT'PTIAPQ = (PQ) T A(PQ),

c’est-a-dire, A” = R™'AR avec R = PQ € GI,(K). D'ou A ~ A”.
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Remarque 3.5.21. Soulignons la formule importante suivante :

(P7TAP)" = P AkP Vk>0

puisque :

(P'AP)" = (PT'AP)(PT'AP)...(PT'AP)
= PA(PPY)AMPPY)A...A(PP ) AP
—_— = ——

I, I, In

— P '(44...A)P
kfoi

= pPlAkp

Par conséquent,

A'=PUAP — (A)F=PlAPP et AF=P(A)FPT VE>0

Le procédé de changement de bases est coliteux en calculs et pas tou-
jours tres efficace. Changer de bases a pour but de simplifier la matrice
d’une application linéaire, et si on aboutit & une matrice diagonale cela
vaut le coup. Dans beaucoup de situations, il est demandé de connaitre
les puissances A* d’une matrice carrée A. En général, il est difficile de
prévoir quelle sera la forme de A*. Néanmoins, pour une matrice dia-
gonale D = diag(\y, ..., \,), nous avons déja vu que D se calcule trés
facilement : D¥ = diag(\¥, ..., A\F). Par conséquent, si un changement
de bases nous fournit une matrice diagonale D = P~'AP, alors les
puissances A* peuvent étre obtenues & 'aide des puissances DF grace
a la formule A* = PD*P~!. Traitons l’exemple suivant pour illustrer :

Exemple 3.5.22. Soit f 'endomorphisme de E = R3 représenté par la
1 -1 -1
matrice A= | —1 1 —1] dans la base canonique B = (eq, ey, €3).
-1 -1 1
Considérons la nouvelle base B’ = (e}, €, €}) de E avec

6,1 = (17 L, 1)’ 6/2 = (LO) _1)7 6’3 = (07 1, _1)-

Pour calculer la matrice D = M (f, B’) de f dans la nouvelle base B, on
peut employer la formule D = P~ AP qui nécessite le calcul de P,
Mais nous allons voir qu’il est plus rapide ici de calculer la matrice
D = M(f,B’) en utilisant directement la définition de cette matrice,

c’est-a-dire, en calculant les coordonnées de f(e}), f(e}), f(es) dans la
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base B’ = (¢!, €}, €4).
Pour cela, en appliquant la relation Y = AX, on obtient :

1 -1 -1 1 -1 1
-1 1 =1 ([1]={-1]=-(1], donc f(e)) = —¢€}.
-1 -1 1 1 -1 1
1 -1 -1 1 2 1
-1 1 -1 0 |=(0]=2[0], donc f(e) = 2e,.
1 -1 1)\ 9 1
1 -1 -1 0 0 0
-1 1 -1 L l=|(2]=2[1], donc f(e}) = 2e;.
1 -1 1)\ 9 1
-1 0 0
Par conséquent, M(f,B) = | 0 2 0|, qui est une matrice plus
0 0 2

simple que la matrice A, puisqu’elle est diagonale. En particulier cette
matrice M (f, B') est inversible, car ses éléments diagonaux —1, 2, 2 sont
tous non nuls. Ceci implique que ’application linéaire f est bijective.
Et Comme cette propriété est propre a l'application linéaire f, elle ne
dépend pas de la base dans laquelle on calcule sa matrice. Et donc en

particulier, cela signifie que la matrice A est inversible.

1 1 0
La matrice de passage P delabase Balabase B'est P=|1 0 1
1 -1 -1

En notant D = M(f,B'), ona D = P"'AP et A= PDP~!. Si nous
voulons calculer les puissances A* de A, il suffit d’appliquer la for-

mule A¥ = PDFP~! et ceci va maintenant nécessiter le calcul de
la matrice P~!. Sans faire les détails des calculs, on trouve P! =
1 1 1
1
31 2 -1 -1
-1 2 -1
Puisque
~1 0 0\" /(=1F 0 o0
D=0 20| = 0o 28 o],
0 0 2 0 0 2k
il vient
1 1 0 (- 0 0 1 1 1 1
AF=11 0 1] 0 zko-§2—1—1
1 -1 -1 0 0 2k -1 2 -1
1 (—1)F + 2k+L (—1)F — 2k (—1)F — 2%
=3 (—1)k — 2k (—1)k 4 2k+1 (=1)F — 2%
k

(—1)F =28 428 (1) — 284 L 98 (1) 4 2F 4 2F
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(DF 28 (DF =28 (—1)k 28
= | (FDF=20 (CpFat (-2

Pour s’assurer que les calculs sont corrects, prendre par exemple k =

0, k = 1 et vérifier qu'on a bien A° = I3, A! = A.

3.6 Transposée, rang et trace d’une matrice

3.6.1 Transposée d’'une matrice

@11 a2 ... Qip
PP . @21 Q22 ... Q2p .
Définition 3.6.1. Soit A = ] ] ] une matrice de type
Qp1 Ap2 ... GQpp

(n,p). On appelle transposée de A, la matrice notée A de type (p,n)

qui est définie par :

11 Qa2 ... Qi
(21 Q22 ... QA

t

A= .| € Mpn(K)
Ap1 QAp2 ... Gpp

Donc si A = (a;j)1<i<n, alors
I<j<p

tA: (bij)lﬁigp avec bij = Q4 Vi € {1,...,p}, VJ S {1,,77,}
1<j<n

Autrement dit, la matrice ‘A s’obtient en échangeant les lignes et les
colonnes de A. C’est-a-dire, les lignes de A deviennent les colonnes de

YA (et les colonnes de A deviennent les lignes de 'A).

Exemple 3.6.2. La transposée de la matrice A = (3 2.0 ) qui

4 7 =2
3 4
est de type (2,3) est la matrice A= |2 7 | quiestde type (3,2).
0 -2

Exemple 3.6.3. La transposée d’une matrice carrée d’ordre n est une

matrice carrée d’ordre n.
1 0 ...0
. . . . O 1 R . .
En particulier, pour la matrice unité I, = | . . .|, il est facile

de voir que
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Exemple 3.6.4. la transposée d’une matrice-ligne est une matrice-

colonne et réciproquement :

T Ty
xXr xr
o I s Tn), I ) ="
Tn Tn

Remarque 3.6.5. Soit A = (a;j)1<i<n une matrice de type (n, p). Puisque
1<j<p

les notations des indices i et j n’ont aucune importance (indices muets),

on peut écrire sa transposée sous forme ‘A = (d’;)1<j<p avec a; = ay;

p p Jt %élgp i ]
<i<n

pour tous indices j € {1,...,p} et i € {1,...,n}.
Voici quelques propriétés immédiates de la transposée :
Proposition 3.6.6. On a :

(a) VA e M, (K), t(‘A) = A.

(b) VA, B e M,,(K), Vo, €K “(aA+SB)=a'A+ 3B,
Donc Uapplication t : M,, ,(K) — M, ,(K) qui a chaque matrice

A associe sa transposée ‘A est linéaire.
DEMONSTRATION. :

(a) Tmmeédiat, carsi A = (a;;) € M, ,(K), alors ‘A = (aj;) € M, ,(K)
avec a; = aj;. Donc ' ("A) = (a};) € My, (K) avec af; = af;
ce qui donne ' (*A) = A.

(b) En notant A = (a;;) € M, ,(K), B = (b;;) € M,,(K), on a
aA+ BB = (¢ij) € M, ,(K) avec ¢;; = aa;; + Sb;;. Donc

= Q4y,

"aA+BB) = (¢;) € My, (K) avec ¢; = ¢;; = aaji+Bbji. (3.14)

Ecrivons maintenant ‘A = (aj;) € M, ,(K) avec aj; = a; et

'B = (bj;) € Mpn(K) avec b; = bj;. Donc

[0 tA—FB tB = (dl]) € Mp,n(K) avec dij = oza;j —f—ﬁb;j = ozaji+/3bji.
(3.15)
En comparant (3.14) et (3.15), on conclut au résultat désire.  ®

Proposition 3.6.7. La transposée satisfait aussi les propriétés in-

téressantes suivantes :
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i. VA€ M,,(K), VB € M, (K) :

(AB) = ('B)("A)

ii. VA e GL,(K), ‘A e GL,(K) et l'on a :

()= (A

DEMONSTRATION.

i. Notons A = (a;;) € Mp,(K), B = (bjr) € M,,(K). On a
tA = (a};) € Mpn(K) avec af; = aj; et ‘B = (b);) € M, ,(K)
avec by; = bjy.. Le produit (‘B)(*A) existe et (‘B)(*A) = (c};) €
M, . (K) avec

C]m Z bk] i Z b]ka” = Z aijbjk. (316)

7j=1

P

D’autre part, AB = (di;) € M,,(K) avec di, = > a;;bji. Donc
j=1

Y(AB) = (d},;) € M,.,(K) avec

k:7, = Cik = Zam ik (317)

En comparant (3.16) et (3.17), on obtient ¢}, = d}, pour tous
ke{l,...,rtetie{,...,n}. Dou “(AB) = (*B)(*A).

ii. Soit A € GL,(K), c’est-a-dire, A est une matrice inversible
d’ordre n. Puisque AA™! = I,,, alors (AA™!) =t [, = I,. Mais
HAA™Y) =t (A (PA), don (A1) (*A) = I,,. Par conséquent, la
matrice ‘A est inversible et son inverse est (fA)" = *(A7!). m

1 1 2
Exemple 3.6.8. Soit la matrice A = | 3 0 3 |. Nous avons
-2 3 0
déja montré dans I'exemple 3.4.14 que A est inversible et que A1 =
-3 2 1
4 ) N sie P .
—2 3 1 |.D’apres la proposition précédente, la transposée
3 -2 -1
1 3 -2
tA= (1 0 3 | estinversible et que son inverse est
23 0
) -3 -2 3
(A ="Ah)=12 5 -3
1 1 -1
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3.6.2 Rang d’'une matrice

Nous avons déja défini la notion de rang pour une famille de
vecteurs et pour une application linéaire : le rang d’une famille
de vecteurs (vy,...,v;) est la dimension du sous espace vectoriel
Vect(vy, ..., v,) qu'elle engendre, et le rang d’une application li-
néaire f est la dimension de son image Im(f). Ces deux concepts
sont liés : Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K, et f : ' —
F une application linéaire. Donc si B = (ey, ..., e,) est une base de
E, le rang de f est aussi le rang de la famille (f(eq),..., f(ep)) et
ce, quelle que soit la base B = (ey, ..., e,) de E. Ce rang ne dépend

pas non plus de la base B’ = (€],...,¢e],) de F dans laquelle on

’r n
écrit la famille a 'arrivée : c’est le rang des vecteurs colonnes de
la matrice de f, quelles que soient les bases par rapport auxquelles
on écrit cette matrice.
En particulier, si £ = KP et F' = K", alors f(e1),..., f(e,) sont
les vecteurs colonnes de la matrice de f relativement aux bases ca-
noniques de K? et K”. Nous sommes ainsi amenés a introduire la

définition suivante.

Définition 3.6.9. Soit A = (a;;) € M,,,(K) une matrice de type
(n,p). On appelle rang de A, et on note rg(A), le rang de ses
vecteurs colonnes dans K".

Ainsi, en notant

aip Q2 ... Qaip
. a1 G2 ... Qgzp ,onarg(A) =rg(Cy,...,C,) ou
Ap1 Qp2 ... Qpp
an 12 "
C, = a;ﬂ , Oy = a;22 o Op = an
an1 n2 fonp

sont les colonnes de A.

Donc le rang de A est la dimension du sous-espace vectoriel de K™
engendré par C, ..., Cp. Comme il y a p vecteurs, alors rg(C1, ..., C,) <
p. Puisque ces vecteurs C, ..., C, appartiennent & K", on a aussi
rg(Ch,...,C,) <n.

D’autre part, D’aprés le chapitre 1, on sait que le rang d’une famille
finie F de vecteurs est égal au nombre maximal de vecteurs linéaire-
ment indépendants extraits de cette famille . Nous pouvons donc

énoncer :
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Proposition 3.6.10. Pour toute matrice A € M, ,(K), on a :
i. rg(A) < min(p,n).
ii. Le rang de la matrice A est le nombre mazximal de vecteurs co-

lonnes de A qui sont linéairement indépendants.

1 1 2

Exemple 3.6.11. Soit la matrice A = <O 1 3

).Onarg(A) <2,

. 1 1
On observe que les deux premiers vecteurs colonnes 0 et (1)

ne sont pas colinéaires, donc linéairement indépendants. Ainsi, le

rang de A est égal a 2.

Exemple 3.6.12.
0 0
0 0
0 0

o = O
o O O
o = O

1 1 1 0
rg | 0 =1, rg | 0 =2, rg | O 0] =3.
0 0 0 1
Définition 3.6.13. Soient E un espace vectoriel de dimension n
sur K, B = (e1,...,e,) une base de E et F = (vq,...,v,) une
famille de p vecteurs de E. Pour chaque j € {1,...,p}, soient

(@1, agj, - .., an;) les coordonnées de v; dans la base B :

n
v; = aijé —+ A25€2 + -+ Apj€n = E A;5€;.
=1

11 aiz ... Qi
a91 A92 ... A3
La matrice (a;j) = " de M, ,(K) s’appelle la
Ap1 Qp2 ... Gpp
matrice de la famille F = (vy,...,v,) dans la base B, et se
note Matg(F) ou Matg(vy,...,v,). C’est la matrice dont les co-
lonnes sont les coordonnées des vecteurs vy, ..., v, dans la base B.

Exemple 3.6.14. Soit F un espace vectoriel de dimension 2 muni
d’une base B = (eq, es) et soient les vecteurs vy = e + Teg, vy =

dey, v3 = —eq + ea, vy = DHe; — 2e5. La matrice de la famille

(v1, V9, v3,v4) dans la base B est Matg(vy, vg, v3,v4) = (; (2) _11 _52)

Proposition 3.6.15. Soitent E un espace vectoriel de dimension
n sur K, B = (ey,...,e,) une base de E et F = (vq,...,v,) une

famille de p vecteurs de E. En notant A = Matg(vy,...,v,), on a

rg(v, ..., vp) =rg(A)

C’est-a-dire, le rang d’une famille finie F = (vy, ..., v,) de vecteurs
de E est égal au rang de la matrice de F dans n’importe quelle base

B de E.
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DEMONSTRATION. Soit f : K® — FE l'application définie par
f(xlw"axn)

= > mx;e;. 1l est facile de voir que f est linéaire. De plus, ker(f) =

i=1
n

{Okn}, carsi f(xy,...,2,) = 0galors > x;e; = 0g,doncx; = -+ =
i=1
z, =0, d’ou (z1,...,2,) = (0,...,0) = Ogn. Ainsi, f est injective,

et comme dim K" = dim £ = n, alors f est bijective (On peut le
voir d’'une autre maniére en remarquant que f transforme la base
canonique de K" en la base B = (e1,...,¢e,) de E : f(1,0,...,0) =
et,.., f(0,...,0,1) = e,). Donc f est un isomorphisme de K"
dans F. En outre, f transforme les vecteurs colonnes C4,...,C, de
la matrice A = Matg(v1,...,v,) (qui sont dans K") en les vecteurs
U1,...,v, de E i f(Cy) = vy, dots, f(C,) = v,. 1l en résulte que

f (Vect(Cy,...,C,)) = Vect(f(Ch),..., f(Cp)) = Vect(vy, ..., v,).

Ainsi, les deux espaces vectoriels Vect(Cl, ..., C)) et Vect(vy, ..., v,)
sont isomorphes (prendre la restriction f : Vect(Ch,...,C,) —
Vect(vy, ..., v,) qui est a la fois injective et surjective). Il en découle
que dim (Vect(Cy, ..., C,)) = dim (Vect(vy, ..., v,)). Dot rg(A) =
rg(vi, ..., vp). [

Exemple 3.6.16. Dans 'exemple précédent, pour calculer le rang

de la famille de vecteurs (v, ve,v3,v4) de E, il suffit de trouver le
. 1 0 -1 5 .
rang de la matrice (7 9 1 _2), qui vaut 2.
La proposition suivante relie le rang d’une matrice avec le rang
d’une application linéaire associée :

Proposition 3.6.17. Soient E, F deux espaces vectoriels sur K,
B une base de E et B' une base de F. Soit f : E — F une
application linéaire et M(f,B,B') sa matrice dans les bases B et

B'). On a :

rg(f) = rg (M(f,B,B))
DEMONSTRATION. Posons dim £ = p, dim F =n, B = (ey,...,¢€p),
B’ = (€},...,¢e.). Les colonnes de la matrice M(f, B, B') sont les co-
ordonnées de f(ey),..., f(e,) dans la base B’ = (¢}, ...,e}). Donc

M(f> 67 B/) = MatB’(f<€1)’ s 7f(€p))’

ce qui donne

rg (M(f,B,B)) = rg (Matg (f(e1), - ., f(ep))) -
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Or, d’apres la proposition 3.6.15,
rg (Mats (f(e1), ..., flep))) = ra(fler), .., flep)).

Il s’ensuit :

rg (Matg (f(e1), .-, flep))) = dim (Vect(f(e1), ..., f(ep)))

= dim(Im(f)) = rg(f).
D'ou rg (M(f, B, B')) = rg(f)- u

Exemple 3.6.18. Retournons a 'exemple 3.5.15 de 'application
linéaire f : R3> — R? définie par f(xy,22,23) = (211 + 29 +
dx3, w9 — x3). On a vu que la matrice de f par rapport aux bases

canoniques B et C de R? et R? est A= M(f,B,C) = (g 1 _41)

On en déduit que rg(f) = rg(A) = 2, puisque les deux premiers
vecteurs colonnes sont linéairement indépendants.

D’autre part, on a trouvé que la matrice de f dans les nouvelles

bases B et C' de R3 et R? est A’ = M(f,B',C’) = % (_31 —55 —67)

On vérifie bien qu’on a aussi rg(A’) = 2, puisque le rang de f est
le rang de sa matrice dans n’importe quelles bases choisies.

Calculer le rang d’une application linéaire, ou d’une fa-
mille de vecteurs, revient a calculer le rang d’une matrice.

La connaissance du rang fournit un critére d’inversibilité pour

une matrice carrée :

Proposition 3.6.19. Pour toute matrice A € M,(K), on a :

A est inversible <= rg(A) =n

DEMONSTRATION. Soit f I’endomorphisme de E = K" représenté
par la matrice A dans la base canonique B = (ey, ..., e,) de K”. On
a rg(f) = rg(A). De plus, on rappelle que la matrice A est inver-
sible si et seulement si 'application linéaire associée f est bijective.
Or, selon le chapitre 2, f est bijective si et seulement si Im(f) = E,
c’est-a-dire si rg(f) = n. D’ou, A est inversible si et seulement si
rg(A) = n. u

Le rang d’une matrice est celui des applications linéaires qu’elle
représente, qui ne dépend pas des bases. Si deux matrices repré-
sentent la méme application dans des bases différentes, elles au-

ront nécessairement méme rang. Rappelons que deux matrices sont
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équivalentes si elles représentent la méme application linéaire dans
deux bases différentes. Par conséquent, deux matrices équivalentes
ont méme rang. Nous allons démontrer la réciproque. Pour ce faire,
nous prouvons d’abord le résultat important suivant :

Théoréme 3.6.20. Soient E,F deux espaces vectoriels sur K,
dimE = p,dimF = n, et soit f : E — F une application li-
néaire. Alors il existe une base B de E et une base C de F telles

que
10 0] o0 0
0 1 010 ..0
M(f,B,C)z(é g): 00 110 0], (3.18)
00 ..01]0 0
00 ...0/0..0

ou r est le rang de f et I, est la matrice unité d’ordre r.

DEMONSTRATION. Puisque r = rg(f) = dim Im(f), le théoréme du
rang donne dim ker(f) = dim £ — dimIm(f) = p — r. Considérons
une base de ker(f), que nous notons (e,41,...,¢,). Cette famille
étant libre dans FE, d’aprés le théoreme de la base incomplete, il
existe des vecteurs ey, . .., e, de E telsque B = (e1, ..., €, €41,...,€p)
soit une base de E.

On a donc Im(f) = Vect{f(e1),..., f(e), f(er41),..., f(ep)}. Mais
comme

Fer) = .. = Fley) = Op, alors Im(f) = Vect{f(e1). ... f(er)}.
Ceci montre que la famille (f(eq), ..., f(e,)) engendre Im(f). Or, le
cardinal de cette famille est r = dim Im(f), donc (f(e1),..., f(e.))
est nécessairement une base de Im(f), d’ou elle est libre dans F.
(On peut prouver directement que (f(eq),..., f(e,)) est libre dans
F:siajf(er)+ -+ a.f(e,) = 0p, alors f(age; + -+ + ape,) =
Op, donc ajeq + -+ + aye, € ker(f). Alors il existe ay4q,...,q,
dans K tels que aje; + -+ + e, = appi€pq1 + - - + ape,. Dol
arer + -+ e — apqi€pqpr — o0 — ape, = Op, et par suite,
= =Q =4 = =0, =0).

Notons €| = f(e1),...,e. = f(e,). D’aprés le théoréme de la base
incompléte, on peut compléter la famille libre (¢},...,¢e.) de F' en
une base C = (¢},...,e,,e.,,...,¢,) de F.

Puisque f(e1) = €},..., f(e;) = €., f(ey+1) = Op, ..., f(ep) = Op,
la matrice M(f,B,C) de f dans les base B et C s’écrit sous la forme
(3.18). m
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Remarque 3.6.21. Dans le théoréeme précédent, puisque dim £ =
p et dim F' = n, alors la matrice M(f, B,C) est de type (n,p), c’est-
a-dire, elle contient au total n lignes et p colonnes. Or, la matrice
unité I, posséde r lignes et r colonnes avec r < min(p,n). Donc
pour étre plus précis dans la formule (3.18), il faut écrire :

[r Or —r
M(f?Byc) - (Onrr Oni)pr) )

ot O;; désigne la matrice nulle de type (3, j).

Autrement dit, on écrit d’abord la matrice I, puisque on compléte

cette matrice par n — r lignes nulles et p — r colonnes nulles.

Corollaire 3.6.22. Soit A € M, ,(K) et r = rg(A). Alors il existe
deux matrices inversibles P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles que

_ L | Ot

IAP — / T T,p—T

Ao T 0

Autrement dit, toute matrice A € M,, ,(K) de rang r est équivalente
N . / Ir ‘ Or,p—r \

a la matrice

\On—r,r ‘ On—r,p—r/.

DEMONSTRATION. Soient les espaces vectoriels £ = KP et F' = K"
équipés de leurs bases canoniques respectives B, et B,. Puisque
A e M,, ,(K), il existe une application linéaire unique f : £ — F
telle que M(f, By, B,) = A.

D’apreés le théoréeme précédent, il existe une nouvelle base B de E
et une nouvelle base C de F telles que

]r Or —r
M(f7B’C) - (On—r'r On—fp—r)

D’autre part, d’aprés la formule de changement de bases, il existe
des matrices inversibles P € GL,(K) et @ € GL,(K) telles que

M(f,B,C) =Q 'M(f,B,,B,)P=Q 'AP.

D’ou le résultat. ]

Corollaire 3.6.23. Deux matrices de sont équivalentes si et seule-

ment si elles ont méme rang.

DEMONSTRATION. Soient A, B € M, ,(K).

(c) Si A et B sont équivalentes, elles représentes la méme application
linéaire f : KP — K" dans des bases différentes. Donc rg(A) =

rg(f) et rg(B) = rg(f), ce qui donne rg(A) = rg(B).
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(d) Réciproquement, supposons que rg(A) = rg(B), que nous notons
r. Selon le corollaire 3.6.22, chacune des matrices A et B est équi-

Ir ‘ Or,p—r

n—r,r ‘ Onfr,pfr
A est équivalente a B. [ |

valente & la matrice ( 0 \ D’ou, par transitivité,

On peut maintenant étudier le rang de la transposée d’une ma-

trice :

Corollaire 3.6.24. Pour toute matrice A € M,, ,(K), on a

rg(*A) = rg(4)

DEMONSTRATION. Soit r = rg(A) et notons

(L | O
Jn,p,r N \Onfr,r ‘ Onfr,pfr/ < Mn,p(K)

Il existe des matrices inversibles P € GL,(K) et Q € GL,(K)
telles que QAP = J,, ., donc A = Q.J,,,,P~*. En appliquant la
transposée, on obtient

A= " (QJpp, L) = T (PY) H(Jupr) Q.

Or, il est facile de constater que

[r ‘ Or,pfr \ _ / Ir ‘ Or,nfr \
\Onfr,r ‘ Onfr,pfr} \Opfr,r ‘ Opfr,nfr/

(car I, = I). De plus, *(P~1) = (*P)~!. D’on

¢ ¢
Inpr =

= Jpnr € My (K)

tA — (tP>—1Jt Q — (P/)_1Jp7n,rQ/7

p,n,r

avec P’ = 'P € GL,(K) et Q' = 'Q € GL,(K). Il en découle que
A est équivalente a la matrice J,,, . Or, le rang de J,,,, est r car
les 7 premiéres colonnes de J, ,, , sont linéairement indépendantes.

Le corollaire précédent affirme donc que rg(*A) = rg(Jpny) = 7.

D'ou rg(*A) = rg(A). u

3.6.3 Trace d’'une matrice et d’'un endomorphisme

Définition 3.6.25. Soit A = (a;j) une matrice carrée d’ordre n.
La trace de A, notée tr(A), est la somme des éléments diagonauz
de A :
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est

O =~ N
-~ Ot W

1
Exemple 3.6.26. La trace de la matrice A = | 3
5

tr(A) =1+4+7=12.

Exemple 3.6.27. La trace de la matrice nulle est 0. La trace de

la matrice unité I,, est n.

Observons que la trace d’'une matrice A = (a;;) € M, (K) est
égale a la trace de sa transposée puisque les éléments diagonaux

a1, - . ., Any de A sont aussi les éléments diagonaux de la transposée.

Proposition 3.6.28. L’application tr : M,,(K) — K qui a chaque
matrice A associe sa trace tr(A) est linéaire.

C’est donc une forme linéaire de M., (K).

DEMONSTRATION. Soient A = (a;;) et B = (b;;) dans M,,(K), et
solent «, f dans K. Alors oA + B = (¢;;) avec ¢;; = aa;; + Bbi;.
Donc

tr(@A+4B) = Z i = Z aai+Bbi;) = az auwz bii = atr(A

|
Nous savons qu’en général, AB # BA pour A et B dans M,,(K).

Néanmoins, nous avons :

Théoréme 3.6.29. Soient A et B deux matrices carrées d’ordre

n. On a

tr(AB) = tr(BA)

DEMONSTRATION. En posant A = (a;;) et B = (b;;,), on a AB =

n
(cir) avec ¢ = Y a;;bji. Donc les éléments diagonaux de AB sont
Jj=1

n
les ceefficients ¢; = Y a;;b;. D’ou
j=1

n n n
= E Cis = E E aijbji.
i=1

i=1 j=1

n
D’autre part, BA = (d;) avec d;, = Y, b;ja . Par conséquent, les
j=1

¢éléments diagonaux de BA sont les ceefficients d;; = ) bj;a;,. D’ou
=1

= Z d” = Z Z bijaji.
=1

i=1 j=1
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On peut échanger les roles de i et j, car ces indices sont muets; ce
qui donne tr(AB) = tr(BA). [

Corollaire 3.6.30. Deux matrices semblables ont la méme trace.

DEMONSTRATION. Soient A et B deux matrices semblables dans
M., (K). 11 existe une matrice inversible P € M,,(K) telle que B =
P7'AP. 1l en résulte que tr(B) = tr(P~'AP) = tr (P7Y(AP)) =
tr ((AP)P™1) =tr (APP™Y) = tr(A). [ |

Si deux matrices n’ont pas la méme trace, alors elles ne peuvent

pas étre semblables.

1 2 3
Exemple 3.6.31. Soient les deux matrices A = [0 4 5 et
5 6 7
21 3
A= |4 0 5]. Puisque tr(A) = 12 et tr(B) = 9, ces deux ma-
6 5 7

trices ne sont pas semblables.

Remarque 3.6.32. Contrairement a ce qu’on pourrait penser, la
réciproque du corollaire 3.6.30 n’est pas vraie. Plus explicitement,
deux matrices ayant la méme trace ne sont pas en général sem-

blables.

Il suffit de considérer les matrices Iy = ((1) (1)) et A= (i (1))

On a tr(ly) = tr(A) = 2, mais I et A ne sont pas semblables. En
effet, si elles étaient semblables, il existerait une matrice inversible
P d’ordre 2 telle que A = P~'I,P, donc A = I,, ce qui est faux.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur K et B, B
deux bases de E. Si f est un endomorphisme de FE, les matrices
A= M(f B)et A= M(f,B')sont semblables: A’ = P"*AP, ou P
est la matrice de passage de la base B a la base B’. Par conséquent,

tr(A) = tr(A’). Cet argument justifie la définition suivante :

Définition 3.6.33. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel
E de dimension finie. La trace de f est définie comme la trace de

sa matrice M (f,B) dans n’importe quelle base B de E.

Un exercice classique. Montrer qu’il n’existe pas de matrices
A, B dans M,,(K) telles que AB — BA = I,,.

Supposons par l'absurde 'existence de telles matrices A et B. En
appliquant la trace, on obtient tr(AB — BA) = tr(I,,) = n.

Or, tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0, d’ou 0 = n, ce qui est

impossible.
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